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PRZEDMOWA.

Praca niniejsza jest pierwszem ogniwem w diuzszym sze-
regu prac, ktore zamierzam wydacC w blizszej lub dalszej przy-
sztosci,. pragnac przyczynic sie w miare moznosci do uzasad-
nienia matematyki wspoéiczesnej. Ze uzasadnienie takie nie
jest rzecza zbyteczng, jasne jest dla kazdego, kto zna chocCby
»antynomie", do ktorych doszia matematyka w ostatnich
dziesiecioleciach swego rozwoju.

Uktad definicyi i pewnikow, ktére ustalitem w niniejszej
pracy, poswieconej najogolniejszym zagadnieniom teoryi mno-
gosci, ma dla mnie w porownaniu z innymi znanymi dotad
uktadami definicyi i pewnikow (Zermelo, Russell i t. d.) te
zalete, iz usuwa ,,antynomie"” o0golnej teoryi mnogosci bez
zwezania pierwotnego Cantorowskiego zakresu wyrazu ,,mno-
gosc¢"”, jak to widac chocby z mego aksyomatu Ill, z drugiej
zas strony nie prowadzi do twierdzen, znajdujgcych sie w tak
razgcym konflikcie z intuicyami ,,0gotu”, jak choCby twierdzenie
dotychczasowej ,,nie naiwnej" teoryi mnogosci, nakazujace
odrdéznia¢ jakis przedmiot od zbioru, zawierajgcego ten tylko
jeden przedmiot jako element. Wyznaje chetnie, ze niektore
twierdzenia moje, jak n. pirtw! XXV, mogg urazicC ,,intuicye
matematyczne" roznych mniej lub wiecej subtelnych mysilicieli,
kontemplujgcych wytwornos¢ pewnych konstrukcyi teorety-
cznych niezaleznie od tego, czy konstrukcye owe przyczyniaja
sie w jakimkolwiek stopniu do ujecia naukowego rzeczywi-
stosci, czy tez stuzg tylko do usprawiedliwienia panujgcych
W nasze] epoce, a odznaczajacych sie duzym stopniem bez-
wiadnosci, matematycznych przyzwyczajen. Nie moge jednak



odmowiC sobie przyjemnosci skonstatowania faktu, ze stara-
lem sie pisaC prace mojg tak, by dotyczyla ona nie tylko
wszelkiego rodzaju ,,wolnych tworow" rozmaitych mniej lub
wiecej dedekindujgcych duchow tworczych; wypada stad, iz
bardziej sie troszczytem o to, aby twierdzenia moje, posia-
dajac postaC mozliwie scista, harmonizowaty ze ,,zdrowym roz-
sadkiem"™ zajmujacych sie badaniem nie przez nich samych
~tworzonej" rzeczywistosci przedstawicieli ,esprit laique",
anizeli o to, aby to, co méwie, zgodne bylo z temi ,,intui-
cyami" fachowych teoretykow mnogosci, ktore wyszly z za-
opatrzonej w aparat ,,wolnej twdrczosci” centryfugi matema-
tycznych umystow, zdemoralizowanych przez ,,oderwane od
rzeczywistosci” spekulacyjne konstrukcye.

Pragne tu jeszcze dodac stow pare, jako Srodek profi-

laktyczny na ewentualne zarzuty krytykow z obozu ,filozo-
ficznego": oto — system swoj traktuje wyraznie, jako system
hipotetyczno-dedukcyjny, z czego wypada, 1z stwierdzam
wilasciwie jedynie to, ze ze zdan, ktore nazywam ,,aksyomatami”
wynikaja zdania, ktore nazywam ,twierdzeniami". ,,Zroédtem”
psychicznem moich aksyomatow sa moje , intuicye"™, co
znaczy poprostu, ze w prawdziwos¢ moich aksyomatoéw wierze,
dlaczego zas wierze, powiedzieC nie umiem, nie znam sie
bowiem na teoryi przyczynowosci. ,,Zrodfa" logicznego aksyo-
maty moje nie posiadajg, co znaczy poprostu, ze aksyomaty
te nie posiadajga dowodow w moim systemie, podobnie jak
zadne wogotle aksyomaty nie sg z natury rzeczy udowadniane
w tym systemie, dla ktérego sa aksyomatami. Nie umiem wcale
odpowiedzieC na pytanie, jaka jest ,,wartosc objektywna" moich
aksyomatow, ani na zadne inne podobne pytania, ktore zadaja
sobie przedstawiciele tak zwanej teoryi poznania, — wyznaje bo-
wiem z bolescig i na swojg wyrazng niekorzysc, ze nie potrafitem
dotagd pomimo najszczerszych checi zrozumiecC ani jednego
z problematow, ktore sobie stawia wspomniana wilasnie a
szanowna ,,nauka".



W kwestyach, dotyczacych sposobow uzywania wyrazow,
mam do nadmienienia, iz z terminOw matematycznych, kto-
rymi sie postuguje, nie definiuje jedynie wyrazu ,,czesc",
przypuszczajac, ze termin ten moze nie wzbudzaC nieporozu-
mien, — z uwagi na to, iz intuicyjny jego charakter nabiera
znacznej przejrzystosci w Swietle aksyomatow | i ll.  Terminy
,mnogosc¢" i ,element”, przyjmowane zwykle bez definicyi
w teoryi mnogosci, sg zdefiniowane w niniejszej pracy.

Na zakonczenie tych uwag wstepnych skladam serdeczne
podziekowania tym wszystkim, ktorzy w ten lub inny sposob
przyczynili sie do powstania mojej pracy, a przedewszystkiem
memu szanownemu profesorowi Wactawowi Sierpinskiemu,
ktory mi nie szczedzit swych kompetentnych informacyi i wskazo-
wek, oraz memu przyjacielowi d-rowi Tadeuszowi Kotarbinskie-
mu, ktorego liczne, a petne finezyi logicznej uwagi przyczynity
sie bardzo w swoim czasie do wypracowania gtownych zrebow
bronionej przeze mnie koncepcyi. ,,Polskiemu Kotu Naukowe-
mu w Moskwie" skladam wyrazy prawdziwej wdziecznosci
za umozliwienie ukazania sie mej pracy w druku juz obecnie.

St. Lesniewski.

Moskwa, w kwietniu 1916 roku.
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§ L

Aksyornat |. Jezeli przedmiot P jest czesciag przedmiotu Pt to
przedmiot Pt nie jest czescig przedmiotu P.

Aksyomat Il. Jezeli przedmiot P jest czescia przedmiotu PV a
przedmiot P X jest czesciag przedmiotu P2 to przedmiot P jest czescig
przedmiotu P2

Tioierdzenie |. Zaden przedmiot nie jest czeécig samego siebie.

Dowdd: Przypus¢émy, ze pewien przedmiot X jest cze$cig samego
siebie, to znaczy czescig przedmiotu X. 'Z przypuszczenia tego wypada
— zgodnie z aksyomatem | — , iz przedmiot X nie jest czescig przed-
miotu X, co jest sprzeczne z naszym zatozeniem. Musi wiec by¢ fat-
szem prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze* ze pewien
przedmiot jest czescig samego siebie. Tak wiec — zaden przedmiot nie
jest czescig samego siebie, co wiasnie nalezato udowodnic.

§ 2.

Definicya |. Uzywam wyrazenia ,ingredyens przedmiotu Pu dla
oznaczenia samego przedmiotu P oraz kazdej czesci tego przedmiotu.l)

Besposredniemi wnioskami z tej definicyi sg dwa twierdzenia
nastepujace:

Twierdzenie Il. Kazdy przedmiot jest swoim wiasnym ingredyensem.

Twierdzenie 111 Jezeli PX jest czescig przedmiotu P, to Pt jest
ingredyensem przedmiotu P.

§ 3.

Twierdzenie 1V. Jezeli P jest ingredyensem przedmiotu Pp a P{
jest ingredyensem przedmiotu PV to P jest ingredyensem przedmiotu P a.
Dowdd: Zgodnie z definicya | — zdanie:

*) Projekt zastosowan a w tym wypadku wyrazu ,ingredyens" poddat mi p. Lucyan
Zarzecki.



(1) ,P jest ingredyensem przedmiotu Pv a PXjest ingredyensem
przedmiotu P2

jest prawdg zawsze i tylko wtedy, jezeli jest prawda jedno z czterech
zdan nastepujacych:

(2 ,P jest Pu PXxjest P2,

(3) ,P jest Pv PX jest czescig przedrr.iotu P2,

(4) ,P jest czeScig przedmiotu Pv P, jest P2U

(5 wP Jest czescig przedmiotu Pv PX jest czescia przedmiotu P d" .
Jezeli jest prawda zdanie 2, to — na podstawie zasady syllogizmu — P
jest P8 a wobec tego — na zasadzie twierdzenia Il — P jest
ingredyensem przedmiotu Pr Jezeli jest prawda zdanie 3, to P jest tu
tym wiasnie przedmiotem P,, ktOry jest czeScig przedmiotu P2, z czego
wypada, ze P jest czeScig przedmiotu P2, a wiec — zgodnie z twier-
dzeniem Il — P jest ingredyensem przedmiotu P2 Jezeli jest prawdg
zdanie 4, to P, bedac czeScig przedmiotu P I? jest przez to samo czescig
przedmiotu P2, albowiem PX jest to — zgodnie ze zdaniem 4 — nic
innego, jak wiasnie P2 tak wiec i w tym wypadku P jest — zgodnie
z twierdzeniem Il - ingredyensem przedmiotu Pr Jezeli jest prawda
zdaniefj, to — zgodnie z aksyomatem Il — P jest cze$cig przedmiotu
P2 z czego wypada na podstawie twierdzenia Ill, iz P jest ingredyensem
przedmiotu Pr Widzimy tedy, ze, jezeli jest prawda ktérekolwiek ze
zdan — 2, 3, 4, 5- , to P jest ingredyensem przedmiotu P2, ponie-
waz jednak zdanie ! jest prawdg tylko w takim razie, jezeli jest prawda
jedno z czterech zdan — 2, 3, 4, 5 —, wiec, jezeli jest prawda zdanie
1, to P jest ingredyensem przedmiotu P2 inaczej: jezeli P jest ingre-
dyensem przedmiotu Pn a PX jest ingredyensem przedmiotu P2 to P jest
ingredyensem przedmiotu P2 To wiasnie nalezato udowodnic.

Twierdzenie V. Jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pe-
wien ingredyens przedmiotu / jest ingredyensem przedmiotu P.

Dowdd: Przypusémy, ze twierdzenie, ktére chce udowodnié, jest
falszem. Wypada stad, iz istnieje pewien taki ingredyens |X przedmiotu
P, ze zaden ingredyens przedmiotu 7 nie jest ingredyensem przedmiotu
P. Wnosimy stad, ze i sam przedmiot 11 (ktéry zgodnie z twierdze-
niem 1l jest ingredyensem przedmiotu nie jest ingredyensem przed-
miotu P. Otrzymany whniosek, ze It nie jest ingredyensem przedmio-
tu P, musi by¢ fatszem, okreslitem bowiem wyzej przedmiot v jako
ingredyens przedmiotu P. Musi wiec by¢ réwniez falszem prowadzace
do tego wniosku przypuszczenie nasze, ze twierdzenie V jest falszem.
Tak wiec — twierdzenie V jest prawda.



Twierdzenie VI. Jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P,to pewien in-
jredyens przedmiotu/jest ingredyensem pewnego ingredyensu przedmiotuP.

Dowdd: Przypusémy, ze twierdzenie, ktére chce udowodnié, jest
satszem. Wypada stad, iz istnieje pewien taki ingredyens |IX przedmiotu
P, ze zaden ingredyens przedmiotu | X nie jest ingredyensem zadnego in-
jredyensu przedmiotu P. Wypada stad dalej, iz zaden ingredyens przed-
niotu 71 nie jest ingredyensem przedmiotu P (ktéry — zgodnie z twier-
dzeniem Il — jest ingredyensem przedmiotu P). Mozemy to sformuto-
waé inaczej (wiedzac o tem, ze li jest ingredyensem przedmiotu P), a
nianowicie: zaden ingredyens pewnego ingredyensu przedmiotu P nie
est ingredyensem tego wilasnie przedmiotu P. Twierdzenie otrzymane
est sprzeczne z twierdzeniem V. Musi wiec by¢ falszem prowadzace
Jo tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, ze twierdzenie VI jest falszem.

Tak wiec — twierdzenie VI jest prawda.
8
Definicya Il. Wyrazenia ,mnogos$¢ przedmiotow uzywam dla

oznaczenia kazdego takiego przedmiotu P, ktéry czyni zado$¢ nastepu-
jacemu warunkowi: jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien
ingredyens przedmiotu / jest ingredyensem pewnego m, ktére jest ingre-
dyensem przedmiotu P.

[Przyktady: I. Kazdy dany naréd N jest mnogoscig ludzi, albowiem,
jezeli 1 jest ingredyensem narodu iV, to pewien ingredyens przedmiotu
| jest ingredyensem pewnego cztowieka, ktéry jest ingredyensem narodu
N. Il. Powierzchnia szachownicy nie jest mnogoscig biatych kwadra-
téw, nie jest tu bowiem zachowany wymagany w definicyi Il warunek:
oto — zaden czarny kwadrat, bedac ingredyensem szachownicy, nie po-
siada ani jednego takiego ingredyensu, ktéryby byt ingredyensem jakie-
go$ biatego kwadratu, nie jest wiec prawda, iz, jezeli | jest in-
gjedyensem szachownicy, to pewien ingredyens przedmiotu | jest ingre
dyensem pewnego biatlego kwadratu, ktéry jest ingredyensem szachownicy
I1l. Uwazajmy odcinek AB rysunku 1 i uzyjmy wyrazu ,m“ dla oznacze

C D E G F n*a kazdego z odcinkéw — AC

N - .
e i v Vo QD, _DE i EB—, bedac%ch cze$
ciami odcinka AB. Odcinek AF

Nog* e nie jest mnogoscig przedmiotéw

albowiem odcinek GF, bedac ingredyensem odcinka AF> nie posia-
da ani jednego takiego ingredyensu, ktéryby byt ingredyensem jakiego$



m, bedacego ingredyensem odcinka AF, nie jest \eiec prawda, iz,
jezeli / jest ingredyensem odcinka AF, to pewien ingredyens przed-
miotu 7 jest ingredyensem pewnego M, Kktore jest ingredyensem od-
cinka AF).

Definicya 111, Wyrazen — ,mnogo$¢ wszystkich przedmiotéw

oraz ,klasa przedmiotow m* — uzywam dla oznaczenia kazdego
takiego przedmiotu P, ktéry czyni zado$¢ dwom nastepujacym warunkom:

1) kazde m jest ingredyensem przedmiotu P,

2) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem pewnego m

[Przykiady: 1. Ludzkos$¢ jest mnogoscig wszystkich ludzi, czyli klasa
ludzi, albowiem: 1) kazdy cziowiek jest ingredyensem ludzkosci, 2) jezeli
| jest ingredyensem ludzkosci, to pewien ingredyens przedmiotu | jest

ingredyensem pewnego cztowieka. Il. Odcinek AC rysunku 2 nie jest
klasg czesci odcinka AB, albowiem

A C n P nie kazda czeé¢ odcinka AB
jest ingredyensem odcinka AC, nie

Nog* 2- jest wiec zachowany warunek 1 de-

finicyi 1I. 1. Odcinek AB rysunku 2 nie jest klasg czesci odcinka AC,
albowiem nie jest tu zachowany warunek 2 definicyi Ill: odcinek DB,

bedacy ingredyensem odcinka AB, nie posiada ani jednego takiego in-
gredyensu, ktéryby byt ingredyensem jakiej$ czesci odcinka AC, nie

jest wiec prawda, ze, jezeli | jest ingredyensem odcinka AB, to pe-
wien ingredyens przedmiotu/jest ingredyensem pewnej czesci odcinka AC.J
Aksyomat Ill. Jezeli pewien przedmiot jest m, to pewien przed-

miot jest klasg przedmiotéw m.
Alcsyomat 1V. Jezeli P jest klasag przedmiotdbw m, oraz Pt jest
klasa przedmiotéw m, to P jest Pr

§ 5.

Twierdzenie VII. Jezeli P jest klasa przedmioiéw ni, to P jest
mnogoscig przedmiotéw m.

Dowdd: Zatézmy, ze

(1) P jest klasg przedmiotéw m.
Zgodnie z definicyg Il mozemy zapisac:

(2) kazde m jest ingredyensem przedmiotu P,

(3) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem pewnego m.



twierdzenia 3 wnosimy na poclstawie twierdzenia 2, ze, jezeli | jest
igredyensem przedmiotu P, to pewien ingredyens przedmiotu | jest in-
redyensem pewnego m} ktére jest ingredyensem przedmiotu P. Wynika
:3d — w mysl definicyi Il —, ze
(4) P jest mnogoscig przedmiotéw m.
‘ak wiec — twierdzenie 1 doprowadzito nas do twierdzenia 4. Wypada
:ad, ze, jezeli P jest klasa przedmiotéw m, to P jest mnogoscig przed-
liotbw m} co wiasnie nalezato udowodnic.
Twierdzenie VIII. Kazdy przedmiot P jest klasg ingredyensow
?g0 wiasnie przedmiotu P.
Dow6d: Na podstawie zasady tozsamosci mozemy zapisac:
(1) kazdy ingredyens przedmiotu P jest ingredyensem przedmiotu P.
twierdzenia VI wiemy, iz,
(2) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredyens
rzedmiotu | jest ingredyensem pewnego ingredyensu przedmiotu P.
twierdzen — 1 i 2 — otrzymujemy zgodnie z deflnicyg Il twierdze-
ie zadane.
Twierdzenie 1X. Jezeli pewien przedmiot jest czescig przedmiotu
\ to P jest klasa cze$ci przedmiotu P.
Dowod: Zatézmy, ze
(1) pewien przedmiot jest czescig przedmiotu P.
Yypada stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem Pt, ze
(2) Pt jest czesScig przedmiotu P.
Vobec prawdziwosci twierdzenia 1 wnosimy z twierdzenia 111> iz
(3) kazda cze$¢ przedmiotu P jest ingredyensem przedmiotu P.
twierdzen — 3 i 2 — wynika, ze
(4) PX jest ingredyensem przedmiotu P.
twierdzenia Il wiemy, iz
(5) Pt jest ingredyensem przedmiotu Pv
twierdzen — 4 i 5 — wypada, ze
(6) pewien ingredyens przedmiotu P jest ingredyensem przedmiotu P t.
twierdzen — 6 i 2 — wnosimy, iz
(7) pewien ingredyens przedmiotu P jest ingredyensem pewnej cze-
:i przedmiotu P.
lozemy powiedzie¢, ze
(8) jezeli C jest cze$cig przedmiotu P, to pewien ingredyens przed-
miotu C jest ingredyensem pewnej czesci przedmiotu P,
dybysSmy bowiem przypuscili, ze jest inaczej, to wypadtoby stad, ze
ewna cze$¢ CX przedmiotu P jest jtaka, iz zaden ingredyens przedmiotu
\ nie jest ingredyensem Zzadnej czesci przedmiotu P, z czego wynikioby



— 4 —

(zgodnie z twierdzeniem II), ze i sam przedmiot CX nie jest ingredyen-
sem zadnej czesci przedmiotu P, stad za$ otrzymalibySmy wniosek, sprze-
czny z twierdzeniem II, a mianowicie wniosek, iz Cxnie jest ingredyensem
przedmiotu Cx Zgodnie z definicyg | piszemy:

(9) kazdy ingredyens przedmiotu P jest albo przedmiotem P albo
czescig przedmiotu P.
Z twierdzen — 7 i 8 — wnosimy na podstawie twierdzenia 9, iz

(10) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem pewnej czes$ci przedmiotu P.
Z twierdzen — 3 i 10 — wypada zgodnie z definicyg I, ze

(11) P jest klasg czesSci przedmiotu P.
Tak wiec — twierdzenie ! doprowadzito nas do twierdzenia 11. Wy-
pada stad, ze, jezeli pewien przedmiot jest czescia przedmiotu P, to P
jest klasg czesci przedmiotu P, co wilasnie nalezato udowodnié.

Twierdzenie X. Kazdy dany przedmiot P jest klasg przedmio-
tow P.

Dowodd: Wiedzac z twierdzenia Il, iz P jest ingredyensem przed-
miotu Py mozemy zapisa¢:

(1) kazde P jest ingredyensem przedmiotu P.
Z twierdzenia V wiadomo, ze,

(2) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem pewnego P.
Z twierdzeh — 1 i 2 — otrzymujemy na podstawie definicyi Il twier-

dzenie zadane.

§6.

Definicyg IV. Uzywam wyrazenia ,,element przedmiotu P < dla
oznaczenia jakiegokolwiek przedmiotu PX wtedy, jezeli przy pewnym
znaczeniu wyrazu VX“ zostajg zachowane dwa nastepujgce warunki:

1) P jest klasg przedmiotow X,

2) Pxjest X.
[Przyktady: I. Odcinek AC na rysunku 2 jest elementem odcinka AB,
albowiem, jezeli wyraz jest uzyty w znaczeniu wyrazenia ,odcinek,

bedacy AC albo AB“, to 1) odcinek AB jest klasg przedmiotéw o
2) odcinek AC jest X. Il. Dowolny ko K nie jest elementem klasy my-
szy, albowiem przy Zzadnym znaczeniu wyrazu nie jest zarazem
prawda, ze klasa myszy jest klasg przedmiotow XYy oraz ze kon K jest
X. (Komentarz: kon K nie jest ani klasg myszy ani tez czescig Kklasy
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myszy; wypada stad — zgodnie z definicyg | —, iz kon K nie jest in-
gredyensem klasy myszy; gdyby jednak przy jakimkolwiek znaczeniu wy-

razu byly zarazem prawdami zdania — i) ,klasa myszy jest klasg
przedmiotow oraz 2) ,kon K jest — to ze zdan tych wynikioby
na zasadzie definicyi Ill, ze kon K jest ingredyensem klasy myszy.)]

8 7.

Twierdzenie XI. Jezeli Pt jest ingredyensem przedmiotu P, to Pt
jest elementem przedmiotu P.

Dowéd: Zatozmy, ze

(1) Pt jest ingredyensem przedmiotu P.
O przedmiocie P mozemy — zgodnie z twierdzeniem VIII — powiedzie¢,
ze

(2) P jest klasg ingredyenséw przedmiotu P.
Uzywajgc wyrazu W znaczeniu wyrazenia ,ingredyens przedmiotu
P“t wnosimy z twierdzen 2 i i, ze

(3) P jest klasg przedmiotéow X,

()] jest X.
Z twierdzen — 314 — wypada zgodnie z definicyg IV, iz

(5) Pt jest elementem przedmiotu P.
Tak wiec—, zakladajgc twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 5.
Wypada stad, ze, jezeli PX jest ingredyensem przedmiotu P, to Pt jest
elementem przedmiotu P, co wiasnie nalezato udowodnic.

Twierdzenie X 11 Jezeli Pt jest elementem przedmiotu P, to Pt
jest ingredyensem przedmiotu P.

Dowéd: Zatézmy, ze

(1) Pj jest elementem przedmiotu P.
Z twierdzenia 1 wypada — zgodnie z definicyg IV —, iz istnieje takie
znaczenie wyrazu ze —

(2) P jest klasg przedmiotow X,

3) Pt X.
Z twierdzenia 2 wnosimy na podstawie definicyi I, ze

(4) kazde X jest ingredyensem przedmiotu P.
Z twierdzen — 43 — wypada, iz

(®5) M j~t ingredyensem przedmiotu P.
Tak wiec —, zakladajac twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 5.
Wypada stad, ze, jezeli Pt jest elementem przedmiotu P, to P, jest in-
gredyensem przedmiotu P, co wilasnie nalezato udowodnic.
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Twierdzenie X7/7. Jezeli Px jest czeScia przedmiotu P, to PXx
jest elementem przedmiotu P.

Twierdzenie to jest wnioskiem z twierdzen —III i XI.

Tioierdzenie XIV. Kazdy przedmiot jest swoim wiasnym elementem.

Dowod: Przypusémy, ze twierdzenie, ktére chce udowodnié, jest
falszem. Wypada stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem
P, ze

(1) P nie jest elementem przedmiotu P.
Wypada stad, iz

(2) P nie jest ingredyensem przedmiotu P,
gdyby bowiem P byto ingredyensem przedmiotu P, to P bytoby — zgo-
dnie z twierdzeniem XI — elementem przedmiotu P, co byloby sprze-
czne z twierdzeniem 1. Twierdzenie 2 jest sprzeczne z twierdzeniem II.
Musi wiec byé falszem prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie
nasze, iz twierdzenie XIV jest falszem. Tak wiec twierdzenie XIV
jest prawda.

Twierdzenie XV. lJezeli P jest elementem przedmiotu Pt, a P,
jest elementem przedmiotu P2, to P jest elementem przedmiotu P2

Dowod: zatézmy, ze

(1) P jest elementem przedmiotu P, a P, jest elementem przed-
miotu Pa.
Wypada stgd — zgodnie z twierdzeniem XII —, ze —

(2) P jest ingredyensem przedmiotu PV

(3) P\ )est ingredyensem przedmiotu P,.

Z twierdzen — 2 i 3 — wnosimy na podstawie twierdzenia 1V, ze
(4) P jest ingredyensem przedmiotu P a,
Zz czego wypada — w mysl twierdzenia XI —, iz

(5) P jest elementem przedmiotu P 2.
Tak wiec —, zakladajgc twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 5. Wy-
pada stad, ze, jezeli P jest elementem przedmiotu P n aPX jest ele-
mentem przedmiotu P8 to P jest elementem przedmiotu Pr To wtia-
$nie nalezatlo udowodnic.

Twierdzenie XVI. lJezeli P jest klasag przedmiotéw' m, to kazde
M jest elementem przedmiotu P.

Dowod: Zatézmy, ze

(1) P jest klasg przedmiotow m.

Wypada stad — zgodnie z definicyg I11—,iz
(2) kazde m jest ingredyensem przedmiotu P.
Z twierdzen — X1 i 2 — wypada, ze

(3) kazde m jest elementem przedmiotu P.
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Tak wiec, — zakladajgc twierdzenie i, dochodzimy do twierdzenia 3.
Wypada stad, ze, jezeli P jest klasg przedmiotow m} to kazde m jest
elementem przedmiotu P, co wasnie nalezalo udowodnic.

Twierdzenie XV II. Jezeli P jest mnogosciag przedmiotéw w, to
pewne M jest elementem przedmiotu P.

Dowdd: zatozmy, ze

(1) P jest mnogo$cig przedmiotéwr m.
Wypada stad — zgodnie z definicyg Il —, zc, jezeli/ jest ingredyensem
przedmiotu P, to pewien ingredyens *przedmiotu | jest ingredyensem
pewnego M, ktére jest ingredyensem przedmiotu P. Widzimy stad, ze
i pewien ingredyens samego przedmiotu P jest (zgodnie z twierdzeniem
I) ingredyensem pewnego My ktdére jest ingredyensem przedmiotu P.
Tak wiec — pewien ingredyens przedmiotu P jest ingredyensem pewne-
go takiego przedmiotu X, iz—

(2) X jest my

(38) X jest ingredyensem przedmiotu P.
Z twierdzenia 3 wnosimy — na podstawie twierdzenia X1 —, ze

(4) X jest elementem przedmiotu P.
Z twierdzen — 2 i 4 — wynika, iz

(5) pewne m jest elementem przedmiotu P.
Tak wiec —, zakladajgc twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 5.
Wypada stad, ze, jezeli P jest mnogoscia przedmiotéw m, to pewne
m jest elementem przedmiotu P, co wiasnie nalezalo udowodnic.

§ 8

Ticierdzenie XVIII. Jezeli P jest m, to P jest mnogoscig przed-
miotow m.

Dowdd: Przypusémy, ze twierdzenie, ktére chce udowodnié, jest
falszem. Wypada stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P\
ze wprawdzie

6)) P9jest my
ale (2) P’ nie jest mnogos$cia przedmiotéw m.

Z twierdzenia Il wiemy, iz

(3) P’ jest ingredyensem przedmiotu P\
Zgodnie z twierdzeniem V —

(4) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P\ to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem przedmiotu P\

Z twierdzen — 4 i 3 — wnosimy, iz,



(5) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P\ to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem przedmiotu P\ ktéry jest ingredyensem
przedmiotu P\

Z twierdzen — 5 i 1 — wypada, ze,

(6) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P\ to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem pewnego M, ktére jest ingredyensem
przedmiotu P\

Z twierdzenia 6 wynika — w mysl definicyi I, — iz

(7) P jest mnogoscig przedmiotéw m.

Twierdzenie 7 jest sprzeczne z twierdzeniem 2. Musi wiec by¢ fatszem
prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, ze twierdzenie XVIII
jest falszem. Tak wiec — twierdzenie XVIII jest prawda.

Twierdzenie XIX. lJezeli P jest mnogoscig przedmiotow m, a
kazde m jest n, to P jest mnogoscig przedmiotéw n.

Dowdéd: Zatézmy, ze:

(1) P jest mnogoscia przedmiotow m,

(2) kazde m jest n.

Z twierdzenia 1 wnosimy — zgodnie z definicyg Il —, Zze,

(3) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem pewnego ni, ktére jest ingredyensem
przedmiotu P .

Z twierdzen — 3 i 2— wynika, iz

(4 jezeli / jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem pewnego n, ktére jest ingredyensem
przedmiotu P.

Z twierdzenia 4 wnosimy, — zgodnie z definicyg Il —ze

(5) P jest mnogo$ciag przedmiotéw n.

Tak wiec—, zakladajgc twierdzenia | i 2, dochodzimy do twierdzenia 5.
Wypada stad, ze, jezeli P jest mnogoscia przedmiotow m, a kazde m
jest n, to P jest mnogo$cia przedmiotéow nN. To wiadnie nalezato
udowodni€.

Twierdzenie XX. Jezeli P jest klasg mnogosci przedmiotow m,
to P jest klasg przedmiotéw m.

Dowdd: zatéozmy, ze

(1) P jest klasg mnogosci przedmiotéw m.

Wypada stad — zgodnie z definicyg Il —, ze!
(i) kazda mnogo$¢ przedmiotéw m jest ingredyensem przedmiotu P,
€)) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredy

przedmiotu | jest ingredyensem pewnej mnogosci przedmiotéw m.
Z twierdzenia XVIII wnosimy, iz



19

(4) kazde m jest mnogoscig przedmiotow m.
Z twierdzen — 2 i 4 — wynika, ze

(5) kazde m jest ingredyensem przedmiotu P.
Mozemy sie przekonaé, iz,

(6) jezeli / jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredyens
przedmiotu / jest ingredyensem pewnego m,
zapomoca hastepujacego rozumowania: przypusémy, ze twierdzenie 6 jest
falszem; wypada stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem |v
ze wprawdzie

(@ I X jest ingredyensem przedmiotu P,
ale (& zaden ingredyens przedmiotu |t nie jest ingredyensem zadnego m\
z twierdzen — 3 i a — wnosimy, iz

() pewien ingredyens przedmiotu Ix jest ingredyensem pewnej
mnogosci przedmiotéw m,
Z czego wypada, iz pewien przedmiot jest talcim przedmiotem J2, ze —

(d) jest mnogosciag przedmiotéw m,

(e) pewien ingredyens przedmiotu /, jest ingredyense mprzedmiotu | %
z twierdzenia e wynika, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem;
/3, ze

(f) /3 jest ingredyensem przedmiotu Iv

() /3 jest ingredyensem przedmiotu /2
z twierdzenia d wnosimy — zgodnie z definicyg Il —, Ze,

(h) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu /2, to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem pewnego m;
z twierdzen — h i g — wypada, iz

(i) pewien ingredyens przedmiotu J3 jest ingredyensem pewnego m
to znaczy, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem Iv ze —

(k) Ik jest ingredyensem przedmiotu 73,

@ i jest ingredyensem pewnego nN\

z twierdzeh — k i f — wnosimy — na podstawie twierdzenia IV —, i
(i) J4 jest ingredyensem przedmiotu 7t;
z twierdzeh — lim — wypada, ze

(n) pewien ingredyens przedmiotu It jest ingredyensem pewnego m
twierdzenie n jest sprzeczne z twierdzeniem b; musi wiec by¢ falszem
prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, ze twierdzenie 6
jest fatszem; tak wiec — twierdzenie 6 jest prawda. Z twierdzen — 5
i 6 — wynika zgodnie z definicya Ill, iz

(") P jest klasg przedmiotéw m.

Tak wiec —, zakladajgc twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 7.
Wypada stad, ze, jezeli P jest klasa mnogosci przedmiotéw m, to P
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jest klasg przedmiotéw ni, co wilasnie nalezato udowodnid.

Twierdzenie X X 1. Jezeli P jest mnogoscia przedmiotow m9 to
P jest ingredyensem Kklasy przedmiotéw m.

Dowdd: zatézmy, iz

(1) P jest mnogoscig przedmiotow m.
Wypada stad — zgodnie z aksyomatem IlIl—, ze pewien przedmiot jest
takim przedmiotem PV iz

(2) P xjest klasg mnogosci przedmiotéw m.
Z twierdzenia 2 wynika — zgodnie z definicyg Ill —, ze

(3) kazda mnogo$¢ przedmiotéw m jest ingredyensem przedmiotu P t.
Z twierdzen — 3 i 1 — wnosimy, iz

(4 P jest ingredyensem przedmiotu Pr
Z twierdzenia 2 wypada — w mys$l twierdzenia XX —, ze

(5) P X jest klasg przedmiotéw m.
Z twierdzen — 4 i 5 — widzimy, iz

6) P jest ingredyensem klasy przedmiotow m.
Tak wiec —, zakfadajgc twierdzenie 1| —, dochodzimy do twierdzenia
6. Woypada stad, ze, jezeli P jest mnogoscig przedmiotéw m, to P jest
ingredyensem klasy przedmiotow m, co wiasnie nalezato udowodnié.

Twierdzenie, XXII. Jezeli' P jest klasg przedmiotow m, to P
est klasg mnogosci przedmiotow m.

Dowod: Przypusémy, ze twierdzenie, ktore chce udowodnié, jest
falszem. Wypada stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem
P.j, ze wprawdzie

(i) Pj jest klasag przedmiotow m,
ale (2) Pj nie jest klasg mnogosci przedmiotow m.
Z twierdzenia 2 wnosimy — zgodnie z definicjg Il —, ze musi byé

falszem przynajmniej jedno z twierdzer nastepujacych:

(@) kazda mnogos$¢ przedmiotéw m jest ingredyensem przedmiotu PV

(b) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P t o pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem pewnej mnogosci przedmiotéw m.
Rozpatrzmy kolejno mozliwos¢ falszywosci ktéregokolwiek z dwoch twier-
dzen, przed chwilg sformutowanych. Rozpatrzmy najprzéd zdanie a i
przypus¢my, ze zdanie to jest falszem. Wypada stad, iz pewien przed-
miot jest takim przedmiotem P 2, ze wprawdzie

@ P 2 jest mnogoscig przedmiotéw m,
ale (@ P2 nie jest ingredyensem przedmiotu P r
Z twierdzen — XXI i a — wnosimy, iz

(y) P2 jest ingredyensem klasy przedmiotéw m,
z czego wypada, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P 3, ze —



(S) P,3 jest klasg przedmiotow my

© P a jest ingredyensem przedmiotu P 3

Z twierdzen — o i i — wynika na podstawrie aksyomatu 1V, iz
0 p3jest Pr

Z twierdzen — e i 7) widzimy, ze

(£) P2 jest ingredyensem przedmiotu P X
Twierdzenie £ jest sprzeczne z twierdzeniem @ Musi wiec by¢ falszem
prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, iz twierdzenie a
jest fatszem. Przypusémy obecnie, ze jest fatszem twierdzenie b. Wy-
pada stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem |v Zze wprawdzie
($) Ix jest ingredyensem przedmiotu PV
ale (i) zaden ingredyens przedmiotu IX nie jest ingredyensem Zadnej
mnogosci przedmiotow m.
Z twierdzenia Il wiemy, iz
() Ix jest ingredyensem przedmiotu |v

Z twierdzen — i i X — wnosimy, ze
(K) Ix nie jest ingredyensem zadnej mnogosci przedmiotow m.
Z twierdzen — $ i A — wynika, iz
(¥ PX nie jest mnogoscia przedmiotéw m,
z czego wypada — na podstawie twierdzenia VII —, ze
(v) PX nie jest klasg przedmiotow m.
Twierdzenie v jest sprzeczne z twierdzeniem i. Musi wiec by¢ fatlszem

prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, iz twierdzenie b
jest fatszem. Tak tedy —

?3) twierdzenie 2 jest falszem,
albowiem nie jest, jak widzieliSmy, falszem zadne z twierdzen — a i
b —, z ktérych przynajmniej jedno musiatoby by¢ fatszem, gdyby twier-
dzenie 2 bylo prawda. Twierdzenie 3 jest sprzeczne z twierdzeniem 2. Musi
wiec by¢ falszem prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, ze
twierdzenie XXII jest fatszem. Tak wiec — twierdzenie XXII jest prawda.

Twierdzenie XXIII. Jezeli jest prawda, iz, jezeli | jest ingredyen-
sem przedmiotu PV to pewien ingredyens przedmiotu | jest ingredyensem
przedmiotu P, to P1 jest ingredyensem przedmiotu P.

Dowod: Zatézmy, iz jest prawda, ze

(1) jezeli 1 jest ingredyensem przedmiotu P4 to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem przedmiotu P.
Z twierdzenia Il wiemy, ze

(2) Pxjest ingredyensem przedmiotu P t.
Z twierdzen — 1 i 2 — wnosimy, iz pewien przedmiot jest takim
przedmiotem Ps, ze —



(3) "2 )est ingredyensem przedmiotu P n

(4) ~2 Jest ingredyensem przedmiotu P.
Z twierdzen — 3 i 4 — wynika, iz

(5) pewien przedmiot jest ingredyensem przedmiotu PXx i zarazem
ingredyensem przedmiotu P. Jasne jest, iz

(6) kazdy przedmiot, ktory jest ingredyensem przedmiotu Px i za-
razem ingredyensem przedmiotu P, jest ingredyensem przedmiotu P Xx
Mozemy -sie przekonaé, ze

(7) jezeli 7 jest ingredyensem przedmiotu Pn to pewien ingredyens
przedmiotu 7 jest ingredyensem pewnego przedmiotu, ktéry jest ingre-
dyensem przedmiotu PXx i zarazem przedmiotu P,
zapomoca nastepujacego rozumowania: przypusémy, iz twierdzenie 7 jest
falszem; wypada stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem 7n
ze wprawdzie

(a) Ix jest ingredyensem przedmiotu P Xx

ale (b) zaden ingredyens przedmiotu Ix nie jest ingredyensem zadnego

przedmiotu, ktory jest ingredyensem przedmiotu P X i zarazem przedmiotu P;
z twierdzen — 1 i a — wypada, ze

(c) pewien ingredyens przedmiotu 7, jest ingredyensem przedmiotu P;
z twierdzenia C widzimy, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem
73, ze

(d) 7a jest ingredyensem przedmiotu 7n

(e 7a jest ingredyensem przedmiotu P;

z twierdzen — d i a — wnosimy, iz
(™ 12 jest ingredyensem przedmiotu P X
z twierdzen — f i e — wynika, ze
(9) 72 Jest przedmiotem, ktéry jest ingredyensem przedmiotu PXx i z

razem przedmiotu P;
z twierdzenia Il wiemy, iz
(ft) /2 jest ingredyensem przedmiotu Zg

z twierdzen — d i h — wypada, ze
0) pewien ingredyens przedmiotu 71 jest ingredyensem przedmiotu
z twierdzen — i i g — wnosimy, iz

(¥ pewien ingredyens przedmiotu It jest ingredyensem pewnego
przedmiotu, ktéry jest ingredyensem przedmiotu P Xi zarazem przedmio-
tu P2
twierdzenie Kk jest sprzeczne z twierdzeniem B\ musi wiec by¢ falszem
prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, iz twierdzenie 7 jest
falszem; tak wiec—twierdzenie 7 jest prawda. Z twierdzen—6 i 7 —
wypada na zasadzie definicyi Ill, ze
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(8) Pt jest klasg przedmiotéw, bedacych ingredyensami przed-
miotu Pt i zarazem przedmiotu P.
Z twierdzen — VII i 8 — wnosimy, iz

(9) Pj jest mnogoscig przedmiotéw, bedacych ingredyensami przed-
miotu Pj i zarazem przedmiotu P.
Jasne jest, ze

(10) kazdy przedmiot, bedacy ingredyensem przedmiotu PX i zara-
zem przedmiotu P, jest ingredyensem przedmiotu P.

Z twierdzen — 9 i 10 — wynika zgodnie z twierdzeniem XIX, iz
(11) Pj jest mnogoscig ingredyenséw przedmiotu P.
Z twierdzen — XXI i u — wypada, ze

(12) P, jest ingredyensem klasy ingredyenséw przedmiotu P,

Z €zego wnosimy, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem PV ze
(13) P3 jest klasg ingredyenséw przedmiotu P,
(14) Pj jest ingredyensem przedmiotu P 3.

Z twierdzenia VIII wiemy, iz
(15) P jest klasg ingredyensdéw przedmiotu P.

Z twierdzen — 13 i 15 — wynika zgodnie z aksyomatem 1V, ze
(16) P3 jest P.

Z twierdzenh — 14 i 16 — wypada, iz
(17) P\ jest ingredyensem przedmiotu P.

Tak wiec, — zakladajgc twierdzenie 1, dochodzimy do twier”epia 17.'
Wypada stad, ze, jezeli pewien ingredyens kazdego ingredyensu przed-
miotu P, jest ingredyensem przedmiotu P, to i sam przedmiot jest

R - a3 i - -1 i /| O IfRIDJSI fDHOti
ingredyensem przedmiofu P. To wladnie nalezito LaoW&n{RPIS'd '

ki <bu? Yfn'
t sinssbisiw* (1)
§ 9. J;bv/E-iq «m Ttt\ a oj
es EliriYw | X
Twierdzenie XXIV. Kazdy = Jjis?2ik ILsI*tow
tego wiasnie przedmiotu P.
Dowdd: Z twierdzenia XII wiéniy,iiz :;JUN 't 1™ (<0
(1) kazdy element przedmiotu P jest ingYedye"$fem \%
Z twierdzenia VI wiemy, ze ' i"l »
(2) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredye&sS)
przedmiotu | jest ingredyensem pewnego ingriSy~i*rprAdMAuln LA
Z twierdzenia 2 jyi)gsijpy © zgodnie/z twierdzenia XI, —.ixA (*

(3) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem pewnego elementu przedmiotu P.
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Z twierdzen — i i 3 — otrzymujemy zgodnie z definicyg Ill twierdze-
nie zadane.

Twierdzenie XXV. Kazda mnogo$¢ jest swoim wiasnym elementem.

Twierdzenie to jest bezposrednim wnioskiem z twierdzenia XIV.

Twierdzenie XXVI. Zaden przedmiot nie jest klasa mnogosci,
nie bedacych swoimi wiasnymi elementami.

Dowdd: Przypus¢my, iz twierdzenie, ktére chce udowodni¢, jest
falszem. Wypada stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P, ze

(1) P jest klasa mnogosci, nie bedacych swoimi wiasnymi ele-
mentami.
Z twierdzen — VII i 1 — wynika, iz

(2) P jest mnogoscia mnogosci, nie bedacych swoimi wiasnymi
elementami.
Z twierdzen — XVII i 2 — wynika, ze

(3) pewna mnogo$¢, nie bedaca swoim wilasnym elementem, jest
elementem przedmiotu P.
Z twierdzenia 3 widzimy, iz pewien przedmiot jest takim przedmio-
tem Pt, ze

(4) Pt jest mnogoscig, nie bedacg swoim wiasnym elementem,

(5) Pt jest elementem przedmiotu P.
Twierdzenie 4 jest sprzeczne z twierdzeniem XXV. Musi wiec by¢ fat-
szem prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, iz twier-
dzenie XXVI jest falszem. Tak wiec — twierdzenie XXVI jest prawda.

Tioierdzenie XXVII. Twierdzenie <jezeli P jest elementem mno-
gosci przedmiotdbw m, to P jest ny> jest falszem ¥*).

Dowdd: Przypusémy, ze twierdzenie XXVII jest falszem. Wnosi-
my stad, iz

(1) twierdzenie cjezeli P jest elementem mnogosci przedmiotéw w,
to P jest m» jest prawda.
Z twierdzenia 1 wynika, ze

(2) jezeli P jest elementem mnogosci przedmiotéw m, to P jest m.
Uwazajmy jakie$ takie przedmioty — Pt 1 P2 — ze

3 jest czescig przedmiotu P2.
Z twierdzenia 2 wypada, iz

(4) jezeli Pj jest elementem mnogoséci przedmiotéw P2 to Pt
jest Pt.
Z twierdzenia X wiemy, ze

*)  Kazde 2 twierdzen — XXVI i XXVII — wskazuje na to, ze w rozwijanej

w pracy niniejszej teoryi mnogosci nie daje SiQ wcale skonstruowa¢ t zw. antynomia
Russella.

%
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(5) P2 jest klasg przedmiotow P 2.
Z twierdzen — VII i 5 — wnosimy, iz

(6) P2 jest mnogos$ciag przedmiotow P 2.
Z twierdzenia 3 wynika — na podstawie twierdzenia Ill, X — ze

(7) Pj jest elementem przedmiotu P 2.
Z twierdzen — 7 i 6 — wypada, iz

(8) Pt jest elementem mnogosci przedmiotéw P 2.
Z twierdzen — 4 i 8 — wnosimy, ze

(9 Pxjest P2,
skad wynika (zgodnie z twierdzeniem 1), iz

(10) Pt nie jest czesScig przedmiotu P 2.
Twierdzenie 10 jest sprzeczne z twierdzeniem 3. Musi wiec by¢ fal-
szem prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, ze twierdze-
nie XXVII jest falszem. Tak wiec — twierdzenie XXVII jest prawda.

§ 10.

Definicyg V. Wyrazenia «podmnogo$¢ przedmiotu P> uzywam
dla oznaczenia wszelkiego takiego przedmiotu Pt, ktoéry czyni zado$¢
nastepujgcemu warunkowi: kazdy element przedmiotu P Xjest elementem
przedmiotu P.

[Przyktady: 1. Odcinek AC rysunku 2 jest podmnogoscig odcinka
AB, albowiem odcinek AC czyni zado$¢ warunkowi definicyi V: kazdy
element odcinka AC jest elementem odcinka AB. 1. Odcinek AB ry-
sunku 2] nie jest podmnogoscia odcinka AC, albowiem nie kazdy element
odcinka AB jest elementem odcinka AC. oto np. sam odcinek AB, ktory
jest — zgodnie z twierdzeniem XIV — elementem odcinka AB, nie jest
elementem odcinka AC].

Definicyg VI. Woyrazenia «podmnogo$¢ wiasciwa przedmiotu P»
uzywam dla oznaczenia wszelkiej takiej podmnogosci Pt przedmiotu P,
ktéra nie jest P.

[Przyktady: 1 Odcinek AC rysunku 2 jest podmnogoscia wiasciwa
odcinka AB, albowiem odcinek AC jest taka podmnogoscia odcinka A B,
ktéra nie jest odcinkiem AB. IlI. Odcinek AB rysunku 3 nie jest pod-
mnogos$cia wiasciwg odcinka AB, albowiem odcinek AB jest odcinkiem AB,
nie jest wiec prawda, iz odcinek AB jest taka podmnogoscia odcinka AB,
ktéra nie jest odcinkiem AB.
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Twierdzeriie XXVIII. Jezeli Pt jest ingredyensem przedmiotu P, to
Pj jest podmnogoscig przedmiotu P.

Dowdd: Przypusémy, ze twierdzenie, ktére chce udowodnié, jest
falszem. Wypada stad, ze pewne przedmioty sg takimi przedmiotami —
A i B —, ze wprawdzie

() A jest ingredyensem przedmiotu P,

ale (2) A nie jest podmnogoscig przedrr.iotu B
Z twierdzenia 2 wnosimy na podstawie definicyi V, iz

(3) pewien element przedmiotu” nie jest elementem przedmiotu P,
z czego widzimy, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem C, ze
wprawdzie

(4) C jest elementem przedmiotu A,

ale (5) C nie jest elementem przedmiotu B.
Z twierdzenia 5 wynika, iz

(6) C nie jest ingredyensem przedmiotu B,
gdyby bowiem C bwvio ingredyensemTprzedmiotu P, to wypadioby stad
na zasadzie twierdzenia XI, ze C jest elementem przedmiotu P, co jest

sprzeczne z twierdzeniem 5. Z twierdzen — XII i 4 — widzimy, iz
(7) C jest ingredyensem przedmiotu A
Z twierdzen — 7 11 — wnosimy zgodnie z twierdzeniem 1V, ze

(8) C jest ingredyensem przedmiotu B.
Twierdzenie 8 jest sprzeczne z twierdzeniem 6. Musi wiec by¢ fatszem
prowadzace do tej sprzecznosci zatozenie nasze, iz twierdzenie XXVIII
est falszem. Tak wiec — twierdzenie XXVIII jest prawda.

Twierdzenie XXIX. Jezeli Pt jest podmnogoscia przedmiotu P,
to Pt jest ingredyensem przedmiotu P.

Dowdd: Przypusémy, ze twierdzenie XXIX jest falszem. Woynika
stad, iz pewne przedmioty sg takimi przedmiotami — A i B —, ze
wprawdzie

) A jest podmnogoscig przedmiotu B,

ale (2) A nie jest ingredyensem przedmiotu B.
Z twierdzenia 2 wypada, iz

€)) A nie jest elementem przedmiotu B,
gdyby bowiem A bylo elementem przedmiotu P, to wypadtoby stad na
podstawie twierdzenia XIl, ze A jest ingredyensem przedmiotu P, co
jest sprzeczne z twierdzeniem 2. Z twierdzenia XIV wiemy, iz
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(4) A jest elementem przedmiotu A.
Z twierdzen — 4 i 3 — wnosimy, ze

(5) pewien element przedmiotu A nie jest elementem przed-
miotu B.
Z twierdzenia 5 wynika na zasadzie definicyi V, iz

(6) A nie jest podmnogoscia przedmiotu B.
Twierdzenie 6 jest sprzeczne z twierdzeniem 1. Musi wiec by¢ falszem
prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, ze twierdzenie XXIX
jest falszem. Tak wiec — twierdzenie XXIX jest prawda.

Twierdzenie XXX. Jezeli PX jest czescig przedmiotu P, to PXjest
podmnogoscia wihasciwg przedmiotu P.

Dowdd: Zatézmy, iz

(1) Px jest czescig przedmiotu P.

Z twierdzen — Il i 1| — wypada, ze
(2) Pj jest ingredyensem przedmiotu P.
Z twierdzen — XXVIII i 2 — widzimy, iz
(3) Px jest podmnogo$cia przedmiotu P.
Z twierdzen — lii — wnosimy, ze
(4) PX nie jest P.
Z twierdzen — 314 — wynika zgodnie z definicyg VI, iz
(5) PX jest podmnogoscia wiasciwg przedmiotu P
Tak wiec, — zakladajagc twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 5.

Wypada stad, ze, jezeli Pt jest cze$cig przedmiotu P, to PXjest pod-
mnogoscig wiasciwg przedmiotu P, co wiasnie nalezalo udowodnic.
Twierdzenie XX XI. Jezeli PX jest podmnogoscia wiasciwag przed-
miotu P, to PXjest cze$cig przedmiotu P.
Dowdd: zatézmy, iz
(1) Px jest podmnogo$cig wiasciwg przedmiotu P
Z twierdzenia ! wnosimy na podstawie definicyi VI, ze
(2) PX jest podmnogoscig przedmiotu P,
(3) PX nie jest P.
Z twierdzen — XXIX i 2 — wynika, iz
(4) PX jestingredyensem przedmiotu P.

Z twierdzen — 4 i 3 — wypada na zasadzie definicyi I, ze
(5) PX jest czescig przedmiotu P.
Tak wiec, — zakladajac twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 5.

Whnosimy stad, iz, jezeli PX jest podmnogoscia wiasciwg przedmiotu P,
to Pj jest czescia przedmiotu P, co wilasnie nalezato udowodnié.

Twierdzenie XXXII. Zaden przedmiot nie jest podmnogoscig wta-
Sciwg samego siebie.
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Dowdéd: Gdybysmy przypuscili, ze jaki$ przedmiot P jest podmno-
goscig wilasciwg samego siebie, to znaczy, iz jaki$ przedmiot P jest pod-
mnogos$cig wiasciwg przedmiotu P, to wynikatoby stad— zgodnie z twier-
dzeniem XXXI, ze P jest czesciag przedmiotu P, co jest sprzeczne
z twierdzeniem |.

Twierdzenie XXXIII. Kazdy przedmiot jest podmnogo$ciag sa-
mego siebie.

Dowéd: GdybySmy przypuscili, iz jakis przedmiot P nie jest pod-
mnogoscig samego siebie, to znaczy, ze jaki§ przedmiot P nie jest pod-
mnogoscig przedmiotu P, to wypadtoby stad na podstawie twierdzenia
XXVIII, iz P nie jest ingredyensem przedmiotu P, co jest sprzeczne
z twierdzeniem |I1I.

Tioierdzenie XXXIV. Jezeli P jest podmnogos$cig wtasciwa przed-
miotu PV to Pt nie jest podmnogosciag witasciwa przedmiotu P.

Dowdd: Zatézmy, ze

(i) P jest podmnogoscig wiasciwg przedmiotu Pt,

Wnosimy stad na zasadzie twierdzenia XXXI, iz

(2) P jest czescig przedmiotu Pu
z czego wynika w mysl aksyomatu I, ze

(3) Pj nie jest czeScig przedmiotu P.

Z twierdzen — XXXI i 3 — wypada, iz

(4) Pt nie jest podmnogoscia wiasciwa przedmiotu P.

Tak wiec — twierdzenie 1| doprowadzito nas do twierdzenia 4. Widzi-
my stad, ze, jezeli PX jest podmnogoscig witasciwg przedmiotu Pt, to PX
nie jest podmnogoscia wiasciwg przedmiotu P, co wilasnie nalezato
udowrodnic.

Twierdzenie XXXV. lezeli P jest podmnogoscia wiasciwg przed-
miotu Pv to P nie jest podmnogoscia przedmiotu P.

Dowod: Przypusémy, iz twierdzenie XXXV jest fatszem. Wypada
stad, iz pewne przedmioty sg takimi przedmiotami — A i P, — ze
wprawdzie

)] A jest podmnogos$cia wiasciwg przedmiotu J3,

ale(2) B jest podmnogoscig przedmiotu A.
Z twierdzenia 1 wypada — zgodnie z definicyg V I—, iz
(3) A nie jest B.
Z twierdzenia 3 wypada, ze

(4) B nie jest A.

Z tw-ierdzen — 2 i 4 — wnosimy na podstawie definicyi VI, iz

(5) B jest podmnogoscia wiasciwg przedmiotu A.

Z twierdzen — XXXIV i 1 — wynika, ze



() B nie jest podmnogoscia wiasciwg przedmiotu A.
Twierdzenie 6 jest sprzeczne z twierdzeniem 5. Musi wiec by¢ fatszem
prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, iz twierdzenie XXXV
jest fatszem. Tak wiec — twierdzenie XXXV jest prawda.

Twierdzenie XXXVI. lJezeli P jest podmnogoscia przedmiotu Pt,
a Pt jest podmnogoscig przedmiotu Pa to P jest podmnpgoscig przed-
miotu P a.

Dowdd: Zatézmy, iz

(1) P jest podmnogoscig przedmiotu Pn

(2) Pt jest podmnogoscig przedmiotu Pr
Z twierdzen — XXIX i 1 — wynika, ze

(3) P jest ingredyensem przedmiotu Pr
Z twierdzen — XXIX i 2 — wypada, iz

(4) Pt jest ingredyensem przedmiotu PXx

Z twierdzen — 3 i 4 — wnosimy zgodnie z twierdzeniem 1V, ze
(5) P jest ingredyensem przedmiotu P a.
Z twierdzen — XXVIII i 5 — wynika, iz
(6) P jest podmnogoscia przedmiotu P a.
Tak wiec—, zakladajagc twierdzenia — 1 i 2, — dochodzimy do twier-

dzenia 6. Woypada stad, ze, jezeli P jest podmnogoscig przedmiotu P,
a P1 jest podmnogoscig przedmiotu Pa, to P jest podmnogoscia przed-
miotu Pa. To wiasnie nalezatlo udowodnié.

Twierdzenie XXXVII. Jezeli P jest podmnogoscia wtasciwg przed-
miotu Pn a Pt jest podmnogoscig przedmiotu Pa, to P jest podmno-
goscia wiasciwg przedmiotu Pa.

Dowdd: Zatézmy, iz

(1) P jest podmnogoscig wtasciwg przedmiotu Pv

(2) Pt jest podmnogosciag przedmiotu Pa
Z twierdzen — 1 i 2 — wnosimy na podstawie twierdzenia XXXVI, ze

(3) P jest podmnogoscig przedmiotu Pa
Mozemy powiedzieé, iz

(4) Pt nie jest P,
gdyby bowiem Pa bylo P, to wynikioby stad zgodnie z twierdzeniem 2,
ze Pt jest podmnogoscia przedmiotu P, co musi by¢ fatszem, wiadomo
bowiem z twierdzen — XXXV i 1 —, iz PX nie jest podmnogoscia
przedmiotu P. Z twierdzenia 4 wypada, ze

(5) P nie jest Pa.

Z twierdzenh — 3 i 5 — wnosimy na podstawie definicyi VI, iz

(6) P jest podmnogoscig wiasciwg przedmiotu Pa

Tak wiec —, zakladajgc twierdzenia — 1 i 2 —, dochodzimy do twier*



dzenia 6. Woypada stad, ze jezeli P jest podmnogos$cia whasciwg przed-
miotu Pj, a Pt jest podmnogoscig .przedmiotu P2 to P jest podmno-
goscig wiasciwg przedmiotu P2. To wilasnie nalezatlo udowodnié.
Twierdzenie XXXVIII. Jezeli P jest podmnogos$cia przedmiotu Pv
a Pj jest podmnogosciag wiasciwa przedmiotu P2 to P jest podmnogoscia
wiasciwg przedmiotu P 2.
Dowdd: zatéozmy, iz —
(1) P jest podmnogoscig przedmiotu Pt,
(2) Pt jest podmnogosciag witasciwg przedmiotu P 2.
Z twierdzeh — 1 i 2 — wnosimy na zasadzie twierdzenia XXXVI, ze
(3) P jest podmnogosciag przedmiotu P a.
Z twierdzen—XXXV i 2—wynika, iz
(4) Pa nie jest podmnogoscig przedmiotu Pv

Z twierdzen — 1 i 4 — wypada, ze
(5) P nie jest P2
Z twierdzen — 3*5 — wnosimy w mysl definicyi VI, iz
(6) P jest podmnogoscig witasciwg przedmiotu P2
Tak wiec— , zakladajgc twierdzenia — 1 i2 —, dochodzimy do twier-

dzenia 6. Wynika stad, ze, jezeli P jest podmnogo$ciag przedmiotu P p
a Pt jest podmnogosciag wilasciwg przedmiotu P2, to P jest podmno-
goscig wkasciwg przedmiotu P2. To wiasnie nalezalo udowodnié.

Twierdzenie XXXIX. Jezeli Pt jest elementem przedmiotu P, to
P, jest podmnogoscia przedmiotu P.

Twierdzenie to otrzymujemy z twierdzen—XXVIII i XII.

Twierdzenie XL. Jezeli P{ jest podmnogo$cia przedmiotu P, to

jest elementem przedmiotu P.

Twierdzenie to otrzymujemy z twierdzen—XI i XXIX.

Twierdzenie XLI. Kazdy przedmiot P jest klasg podmnogosci tego
wiasnie przedmiotu P.

Dowdd: z twierdzenia XXIX wiemy, iz

(1) kazda podmnogo$¢ przedmiotu P jest ingredyensem przed-
miotu P.
Z twierdzenia VI wiemy, ze

(2) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem pewnego ingredyensu przedmiotu P.
Z twierdzenia 2 wnosimy—zgodnie z twierdzeniem XXVIII —, iz

(3) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem pewnej podmnogosci przedmiotu P.
Z twierdzeh — 1 1 3 — otrzymujemy zgodnie z definicyg Il twier-
dzenie zadane.
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Twierdzenie XLII. Jezeli P jest mnogosciag przedmiotéw m,
kazde m jest w, to P jest podmnogoscig klasy przedmiotéw n,
Dowod: zatézmy, ze
(1) P jest mnogoscig przedmiotéw m, a kazde m jest n.
Z twierdzen — XIX i i — wynika, iz
(2) P jest mnogoscig przedmiotow n.
Z twierdzeh — XXI i 2 — wypada, ze
(3) P jest ingredyensem klasy przedmiotow n.

Z twierdzen — XXVIII i 3 — wnosimy, iz
(4) P jest podmnogoscig klasy przedmiotow n.
Tak wiec — * zakladajgc twierdzenie 1, otrzymujemy twierdzenie 4.

Wypada stad, ze, jezeli P jest mnogoscia przedmiotéw m, a kazde m
jest n, to P jest podmnogoscig klasy przedmiotow n. To wiasnie nale-
zato udowodni.

§ 12.

n

Definicya VII. Uzywam wyrazu «wszech$wiat* dla oznaczenia
klasy przedmiotow.

Tioierdzenie XLIII. Pewien przedmiot jest klasa przedmiotow
niesprzecznych.

Dowod: W mysl zasady niesprzecznosci mozemy powiedzie¢, iz
kazdy przedmiot jest przedmiotem niesprzecznym. Wypada stad, ze
pewien przedmiot jest przedmiotem niesprzecznym, skad wynika — zgodnie
z aksyomatem Il — twierdzenie Zzgdane.

Twierdzenie XLIV. Klasa przedmiotéw niesprzecznych jest wszech-
Swiatem.

Dowéd: Zgodnie z definicyg Il mozemy zapisac:

(1) kazdy przedmiot niesprzeczny jest ingredyensem klasy przedmio-
tow niesprzecznych,

(2) jezeli / jest ingredyensem klasy przedmiotéw niesprzecznych, to

pewien ingredyens przedmiotu | jest ingredyensem pewnego przedmiotu
niesprzecznego.

Zgodnie z zasada niesprzecznosci —
(3) kazdy przedmiot jest przedmiotem niesprzecznym.
Z twierdzen — 113 — wypada, iz

(4) kazdy przedmiot jest ingredyensem klasy przedmiotéw niesprze-
cznych.

Z twierdzenia 2 widzimy, ze
(5) jezeli | jest ingredyensem klasy przedmiotéw niesprzecznych, to
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pewien ingredyens przedmiotu | jest ingredyensem pewnego przedmiotu.

Z twierdzen — 4 i 5 — wnosimy na podstawie definicyi IlI, iz
(6) klasa przedmiotow niesprzecznych jest klasg przedmiotéw,
skad — na zasadzie definicyi VII — otrzymujemy twierdzenie zgdane.

Twierdzenie XLV. Jezeli P jest wszech$wiatem, i P X jest wszech-
$wiatem, to P jest Pv

Dowod: Zatézmy, ze —

(1) P jest wszechswiatem,

(2)Pj jest wszechswiatem.
Z twierdzenia i otrzymujemy w mysl definicyi VII.

(3) P jest klasg przedmiotow.
Z twierdzenia 2 wnosimy zgodnie z definicyg VII, iz

(4) Pj jest klasag przedmiotow.

Z twierdzen — 3 i 4 — wynika na podstawie aksyomatu IV, ze
(5) P jest Pr
Tak wiec — , zakladajgc twierdzenia — 1 i 2 — , dochodzimy do

twierdzenia 5. Wypada stad, ze, jezeli P jest wszechswiatem, i Pt jest
wszech$wiatem, to P jest P u co wihasnie nalezato udowodnig.

§ 13.

Definicyg VIII. Wyrazenia «przedmiot zewnetrzny wzgledem
przedmiotu P> uzywam dla oznaczenia kazdego takiego przedmiotu P {
ktéry czyni zado$¢ nastepujacemu warunkowi: zaden ingredyens przed-
miotu P nie jest ingredyensem przedmiotu Pr

[Przyktady: 1. Odcinek AC rysunku 2 jest przedmiotem zewnetrznym
wzgledem odcinka DB, albowiem zaden ingredyens odcinka DB nie
jest ingredyensem odcinka AC. Il. Odcinek AD rysunku 2 nie jest
przedmiotem zewnetrznym wzgledem odcinka CB, albowiem odcinek
CD, bedacy ingredyensem odcinka CB, jest réwniez ingredyensem
odcinka AD, nie jest wiec prawda, iz Zzaden ingredyens odcinka CB
nie jest ingredyensem odcinka AD.].

Twierdzenie XLV1 Jezeli PX jest przedmiotem zewnetrznym
wzgledem przedmiotu P If to P jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem
przedmiotu Pr

Dowdd: Zat6zmy, ze

) P j jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu
Z twierdzenia 1 wnosimy na podstawie definicyi VIII, iz



(2) zaden ingredyens przedmiotu P nie jest ingredyensem przed-
miotu Pj,
z czego wynika, iz

(3) zaden ingredyens przedmiotu P{ nie jest ingredyensem przed-
miotu P.
Z twierdzenia 3 wypada na zasadzie definicyi VIII, ze

(4) P jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu P,.
Tak wiec —, zakladajgc twierdzenie 1, otrzymaliSmy twierdzenie 4.
Wypada stad, ze, jezeli P{ jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem
przedmiotu P, to P jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmio-
tu P.. To wiasnie nalezalo udowodnié.

Twierdzenie XLVIIl. Zaden przedmiot nie jest przedmiotem ze-
wnetrznym wzgledem samego siebie.

Dowdd: Przypusémy, iz twierdzenie XLVII jest fatszem. Wypada
stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P, ze

(O P jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu P.
Z twierdzenia 1 wnosimy (zgodnie z definicyg VIII), iz

2 zaden ingredyens przedmiotu P nie jest ingredyensem prze
miotu P.
Twierdzenie 2 jest twierdzeniem sprzecznym. Musi wiec by¢ falszem
prowadzace do tej sprzecznosci zatozenie nasze, ze twierdzenie XLVII
jest falszem. Tak wiec — twierdzenie XLV 1 jest prawda.

§ U.

Definicyg I1X. Wyrazenia «dopetnienie przedmiotu Pt do przed-
miotu P» uzywam dla oznaczenia dowolnego przedmiotu jezeli sg
zachowane dwa nastepujace warunki:

(1) PXjest podmnogoscig P,

(2) P 2 jest klasg elementow przedmiotu P,zewnetrznych wzgledem
przedmiotu Pr

[Przyktady: 1. Stanistaw Poniatowski jest dopetnieniem klasy krolow
polskich, nie bedacych Stanistawem Poniatowskim, do klasy krolow pol-
skich, albowiem: 1) klasa krdlow polskich, nie bedacych Stanistawem Po-
niatowskim, jest podmnogoscig klasy kréléw polskich, 2) Stanistaw Po-
niatowski jest klasg takich elementéw klasy krolow polskich, ktore sg
przedmiotami zewnetrznemi wzgledem Kklasy kréléw polskich, nie bedacych
Stanistawem Poniatowskim. 1. Odcinek AC rysunku 2 nie jest dopetnie-
niem odcinka DB do odcinka AB, albowiem jest tu wprawdzie zacho-

3
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wany warunek i (odcinek DB jest podmnogoscia odcinka AB), ale nie
jest zachowany warunek 2 (odcinek AC nie jest klasg elementéw odcin-
ka AB, zewnetrznych wzgledem odcinka DB). IIl. Zermelo nie jest do-
petnieniem klasy matematykéw, nie bedacych Zermelg, do klasy mate-
matykow, nie bedacych Borelem, albowiem jest tu wprawdzie zachowany
warunek 2 (Zermelo jest klasg takich elementéw klasy matematykéw, nie
bedacych Borelem, ktore sg przedmiotami zewnetrznymi wzgledem klasy
matematykow, nie bedacych Zermelg), ale nie jest zachowrany warunek !
(klasa matematykoéw, nie bedacych Zermela, nie jest podmnogosciag klasy
matematykéw, nie bedacych Borelem).

§ 15

Twierdzenie XLVIIL Jezeli Pt jest czeScig przedmiotu P, to pewien
przedmiot jest dopetnieniem przedmiotu PX do przedmiotu P.

Dowod: Zatézmy, iz

(1) Px jest czescig przedmiotu P.
Z twierdzen — XXX i | — wnosimy, ze

(2) Px jest podmnogoscig wiasciwg przedmiotu P.
Z twierdzenia 2 wynika na podstawie definicyi VI, iz

(3) PX jest podmnogoscig przedmiotu P,

na podstawie za$ twierdzenia XXXV —, ze
(4) P nie jest podmnogoscig przedmiotu P t.
Z twierdzenia 4 wypada na zasadzie twierdzenia XXVIII, iz

(5) P nie jest ingredyensem przedmiotu PX
Mozemy powiedzieé, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P2, ze —

(6) Pa jest ingredyensen przedmiotu P,

(7) zaden ingredyens przedmiotu P 2 nie jest ingredyensem przed-
miotu Pv —
gdyby bowiem Zzaden przedmiot nie byl przedmiotem P2, czynigcym
zado$¢ twierdzeniom — 6 i 7 —, to wypadioby stad, iz jest prawda, ze,
jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P, to pewien ingredyens przed-
miotu | jest ingredyensem przedmiotu Pv — stad za$ wynikatoby
zgodnie z twierdzeniem XXIII, iz P jest ingredyensem przedmiotu Pu
CO jest sprzeczne z twierdzeniem 5.
Z twierdzenia 7 wnosimy na zasadzie definicyi VIII, iz

(8) Pj jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu P 2.
Z twierdzen — XLVI i 8 — wynika, ze
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(9) P2 jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu Pv
Z twierdzen — Xl i 6 — wypada, iz

(10) P* )est elementem przedmiotu P.
Z twierdzen — io i 9 — widzimy, ze

VYIX) P* iest elementem przedmiotu P, zewnetrznym wzgledem
przedmiotu PXx
Z twierdzenia 11 wnosimy — w mysl aksyomatu Il —, iz

(12) pewien przedmiot P3 jest klasg elementow przedmiotu P,
zewnetrznych wzgledem przedmiotu P 3.

Z twierdzen — 3 i 12 — wynika na podstawie definicyi IX, ze
(13) P3 jest dopetnieniem przedmiotu P X do przedmiotu P.
Tak wiec —, zakladajac twierdzenie 1, doszlisSmy do twierdzenia 13. Wy-

pada stad, ze jezeli PX jest czeécig przedmiotu P, to pewien przedmiot
jest dopetnieniem przedmiotu P X do przedmiotu P, co wiasnie nalezato
udowodnig.
Twierdzenie IL. Jezeli P 2 jest dopetnieniem przedmiotu PXdo przed-
miotu P, to P2 jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu P t.
Dowdéd: Przypusémy, iz twierdzenie IL jest falszem. Wypada stad,

iz pewne przedmioty sg takimi przedmiotami — P, PX i P2 —, Ze
wprawdzie
@) P2 jest dopetnieniem przedmiotu PX do przedmiotu P,

ale (2) P9 nie jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu PX
Z twierdzenia 1 wnosimy na podstawie definicyi IX, iz
(3) P2 jest klasg elementéw przedmiotu P, zewnetrznych wzgledem
przedmiotu Pt.
Z twierdzenia 3 wynika na zasadzie definicyi Ill, ze
(4) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P2 to pewien ingredyens
przedmiotu | jest ingredyensem pewnego takiego elementu przedmiotu P
ktory jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu Pv
Z twierdzenia 2 wypada — w mysl definicyi VIII —, iz
(5) pewien ingredyens~rzedmiotu P Xjest ingredyensem przedmiotu P 2
Widzimy stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P3, ze —
(6) P3 jest ingredyensem przedmiotu P %6
(7) P3 jest ingredyensem przedmiotu P 2.
Z twierdzen — 4 i 7 — wnosimy, iz
(8) pewien ingredyens przedmiotu P 3 jest ingredyensem pewnego
takiego elementu przedmiotu P, ktéry jest przedmiotem zewnetrznym
wzgledem przedmiotu I\.
Wynika stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P 4 ze —
(9) P 4 jest ingredyensem przedmiotu P 3,



(10) P4 jest ingredyensem pewnego takiego elementu przedmiotu P,
ktéry jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu P X
Z twierdzenia 10 w-ypada, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem
P5 ze —

(11) P5 jest elementem przedmiotu P,

(12) P5 jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu P X

(13) P 4 jest ingredyensem przedmiotu P 5.
Z twierdzenia 12 wnosimy na podstawie'definicyi VIII, iz

(14) zaden ingredyens przedmiotu PX nie jest ingredyensem przed-
miotu P 5.
Z twierdzen — 9 i 6 — wynika na zasadzie twierdzenia 1V, ze

(15) P4 jest ingredyensem przedmiotu PX
Z twierdzen — 14 i 15 — wypada, iz

(16) Pi nie jest ingredyensem przedmiotu P 5.
Twierdzenie 16 jest sprzeczne z twierdzeniem 13. Musi wiec by¢ fatszem
prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, ze twierdzenie IL
jest falszem. Tak wiec—twierdzenie 1L jest prawda.

Twierdzenie L. Jezeli P2 jest dopetnieniem przedmiotu P Xdo przed-
miotu P, to Pa jest czescig przedmiotu P.

Dowdd: Zatézmy, iz

(1) P2 jest dopetnieniem PX do przedmiotu P.
Z twierdzenia 1 wnosimy — w mysl definicyi IX —, ze —

(2) PXjest podmnogosciag ptzedmiotu P.

(3) P2 jest klasg elementéw przedmiotu Pfzewnetrznych wzgledem
przedmiotu P X
Z twierdzenia 3 wynika — zgodnie z definicya Il —, iz

(4) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P 2, to pewien ingredyens
przedmiotu 7 jest ingredyensem pewnego takiego elementu przedmiotu P>
ktéry jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu PX
Wypada stad, ze

(5) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P 2, to pewien ingredyens
przedmiotu 7 jest ingredyensem pewnego elementu przedmiotu P.
Z twierdzenia 5 wnosimy na podstawie twierdzenia XllI, iz,

(6) jezeli 7 jest ingredyensem przedmiotu P a, to pewien ingredyens
przedmiotu 7 jest ingredyensem pewnego ingredyensu przedmiotu P.
Z twierdzenia 6 wynika na zasadzie twierdzenia 1V, ze

(7) jezeli 1 jest ingredyensem przedmiotu P a to pewien ingre-
dyens przedmiotu 7 jest ingredyensem przedmiotu P.
Z twierdzen — XXIII i 7 — wypada, iz

(8) P a jest ingredyensem przedmiotu P .
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Z twierdzen — IL i i — wnosimy, ze

(9) P 2 jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu P X.
Z twierdzenia 9 wynika w mysl definicyi VIII, iz

(10) zaden ingredyens przedmiotu P X nie jest ingredyensem przed-
miotu P 2.
Z twierdzenia Il wiemy, ze

(11) Pj jest ingredyensem przedmiotu P X
Z twierdzen — 10 i 11 — wypada, iz

(12) P t nie jest ingredyensem przedmiotu P 2.

Z twierdzen — XXIX i 2 — wnosimy, ze
(13) P, jest ingredyensem przedmiotu P.
Z twierdzen — 12 i 13 — wynika, iz
(14) P2 nie jest P<
Z twierdzen — 8 i 14 — wypada zgodnie z detinicyg I, ze
(15) P 2 jest czeScig przedmiotu P .
Tak wiec —, zakladajgc twierdzenie 1, otrzymujemy twierdzenie 15.

Whnosimy stad, ze, jezeli P2 jest dopetnieniem przedmiotu P X do przed-
miotu P, to P2 jest czeScig przedmiotu P, co wiasnie nalezato udo-
wodnic¢ .

Twierdzenie L1. Jezeli P2 jest dopetnieniem przedmiotu PX do
przedmiotu P, to P X jest dopetnieniem przedmiotu P2 do przedmiotu P.

Dowdd: Zatézmy, iz

(1) P2 jest dopetnieniem przedmiotu PX do przedmiotu P.
Wynika stagd na podstawie definicyi IX, ze —

(2) P2 jest klasg elementéw przedmiotu P, zewnetrznych wzgledem
przedmiotu P X
na podstawie za$ twierdzenia L —, ze

(3) P2 jest czescia przedmiotu P.
Z twierdzenia 3 wypada na zasadzie twierdzenia XXX, iz

(4) P* )est podmnogosciag przedmiotu P.
Z twierdzenia 2 wnosimy w mys$l definicyi Ul, ze

(5) kazdy element przedmiotu P, zewnetrzny wzgledem przedmio-
tu P jest ingredyensem przedmiotu P 2.
Mozemy sie przekonac, iz

(6) kazdy element przedmiotu P, zewnetrzny wzgledem przedmio-
tu Pa, jest ingredyensem przedmiotu Pu —
zapomoca nastepujacego rozumowania; przypusémy, ze twierdzenie 6 jest
fatszem; wynika stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P 3
ze wprawdzie —

(@) P3 jest elementem przedmiotu P,
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) P 3 jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu
ale (c) P3 nie jest ingredyensem przedmiotu Pt;
z twierdzenia C wypada, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem
P4 ze —

(d) P4 jest ingredyensem przedmiotu P 8,

(e) zaden ingredyens przedmiotu P4 nie jest ingredyensem przed-
miotu P t;
(9dyby bowiem zaden przedmiot nie byt przedmiotem P4, czyniacym
zado$¢ twierdzeniom — d i e —, to wypadioby stad, iz jest prawda, ze,
jezeli | jest ingredyensem przedmiotu P 3, to pewien ingredyens przed-
miotu / jest ingredyensem przedmiotu Pv — stad za$§ wynikatoby zgodnie
z twierdzeniem XXIII, iz P3 jest ingredyensem przedmiotu Pt, co jest
sprzeczne z twierdzeniem c; z twierdzenia e wypada na podstawie defi-
nicyi VIII, iz

() Pt jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu P 4

z twierdzen — XLVI i f — wnosimy, ze
() P4 jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu P t;
z twierdzen — XI i d — wynika, iz
(h) P4 jest elementem przedmiotu P3;
z twierdzen — li i a wypada na zasadzie twierdzenia XV, ze
(i) P4 jest elementem przedmiotu P;
z twierdzen — z i g —widzimy, iz

(K Pi jest elementem przedmiotu P, zewnetrznym wzgledem przed-
miotu

z twierdzen — 5 i kK — wnosimy, ze
() P 4 jest ingredyensem przedmiotu P2
z twierdzenia b wynika w mysl definicyi VIII, iz

(m) zaden ingredyens przedmiotu P a nie jest ingredyensem przed-
miotu P 3;
z twierdzen — m i | — wypada, ze

(n) P4 nie jest ingredyensem przedmiotu P 3
twierdzenie n jest sprzeczne z twierdzeniem d; musi wiec byé fatszem
prowadzace do tej sprzecznosci, przypuszczenie nasze, iz twierdzenie 6 jest
falszem; tak wiec — twierdzenie 6 jest prawds. Z twierdzenia 1 wypada
zgodnie z definicyg IX, ze

(7) Pj jest podmnogoscia przedmiotu P,

zgodnie za$ z twierdzeniem — IL —, ze
(8) P2 jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu Pv
Z twierdzen — XL i 7 — widzimy, iz

(9) P\ )est elementem przedmiotu P.
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Z twierdzen — XLVI i 8 — wnosimy, ze
(io) Pt jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu
Z twierdzen — 9 i 10 — wynika, iz

(i) Px jest elementem przedmiotu P, zewnetrznym wzgledem
przedmiotu Pr
Z twierdzenia V wiemy, ze

(12) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu PV to pewien ingre-
dyens przedmiotu | jest ingredyensem przedmiotu P X.
Z twierdzen — 12 i 11 — wypada, iz

(13) jezeli | jest ingredyensem przedmiotu Pt, to pewien ingre-
dyens przedmiotu | jest ingredyensem pewnego takiego elementu przed-
miotu P, ktéry jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu P a
Z twierdzen — 6 i 13 — wnosimy na podstawie definicyi Ill, ze

(14) PX jest klasg elementéw przedmiotu P, zewnetrznych wzgle-
dem przedmiotu P2

Z twierdzen — 4 i 14 — wynika na zasadzie definicyi 1X, iz
(15) Pj jest dopetnieniem przedmiotu P2 do przedmiotu P.
Tak wiec —, zakladajgc twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 15.

Wypada stad, ze, jezeli P2 jest dopetnieniem przedmiotu PX do przed-
miotu P, to PX jest dopetnieniem przedmiotu Pa do przedmiotu P. To
wlasnie nalezalo udowodnic.

Twierdzenie LIIl. Jezeli P2 jest dopetnieniem przedmiotu PX do
przedmiotu P, to PX jest czescig przedmiotu P

Twierdzenie to jest wnioskiem z twierdzen — L i LI.

Twierdzenie LIII. Jezeli PX jest podmnogo$cia wiasciwg przed-
miotu P, to pewien przedmiot jest dopetnieniem przedmiotu P, do przed-
miotu P.

Twierdzenie to jest wnioskiem z twierdzen — XLVIII i XXXI.

Ticierdzenie LIV. Jezeli P2 jest dopetnieniem przedmiotu PX do
przedmiotu P, oraz P3 jest dopetnieniem przedmiotu PX do przedmiotu
P, to P2 jest P3.

Dowdéd: Zatézmy, iz

(1) P2 jest dopetnieniem przedmiotu P, do przedmiotu P,

(2) P 3 jest dopetnieniem przedmiotu P X do przedmiotu P.
Z twierdzenia 1 wnosimy na podstawie definicyi IX, ze

(3) P* )est klasg elementéw przedmiotu P, zewnetrznych wzgledem
przedmiotu P X
Z twierdzenia 2 wynika na tejze podstawie, iz

(4) P23 jest klasag elementéw przedmiotu P, zewnetrznych wzgledem
przedmiotu PXx.

Pv



z twierdzen — 8 i ft — wnosimy, ze

0] /j jest ingredyensem przedmiotu P2
z twierdzenia Il wiemy, iz

(K) A jest ingredyensem przedmiotu IX\

z twierdzen — d i k — wynika, ze
@ /, nie jest ingredyensem przedmiotu P 2
twierdzenie | jest sprzeczne z twierdzeniem i; musi wiec byé fatszem

prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, iz twierdzenie 9
jest falszem; tak wiec — twierdzenie 9 jest prawdg. Z twierdzen — 6 i 9 —

wypada na podstawie definicyi I, ze
(10) P jest klasa przedmiotéw, bedacych P, albo P2
Tak wiec —, zakfadajgc twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 10.

Wynika stad twierdzenie zadane.





