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Stefan Kempisty.

Zasada indukcji matematycznej a postulat
Dedekinda.

Zasada indukcji matematycznej stosuje sie nie tylko do ciggu liczb
naturalnych, lecz do kazdego porzadku typu to¥*).

W jednej ze swych prac **) 0 Veblen wyznacza tego rodzaju upo-
rzgdkowanie zapomocg nastepujgcych dziewieciu postulatow:

A. Ogolne postulaty uporzadkowania.
1. Zbiér jPj zawiera conajmniej dwa elementy.
2. JeSli Pxi P2 sa réznymi elementami zbioru jPj, wdwczas
albo P1<P 2, albo P2<P X
3. Jesli Pt<P2, wéwczas P, rozni sie od P2.
4. JeSli Pt<P2oraz P2<PS, to PXP3. n

B. Postulat domknietosci Dedekinda.

Jedli \P\ skiada sie catkowicie z dwuch nieskoriczonych podmno-
gosci [P'] i [P"] takich, ze P'<P"™, wowczas istnieje w [P'] taki ele-
ment PO, ze P'<P0 o ile P'4=P0', lub tez w [P"] element PO" taki
ze PO'<P" o ile P"=f=P0"-

Postulaty dobrego uporzadkowania i szczegdlne.

Wi. Zbiér jPj zawiera element PO taki, ze dla zadnego elementu
P' nie mamy P'<PO0.

*) t. j. podobnego do porzadku liczb naturalnych wedtug wielkosci.

O Veblen. Definition in Terms of Order alone of the Linear

Continuum and Well-Ordered Sets. Trans. Amer. Mat. Soc. 1905.



PO nazywa sie elementem pierwszym.

W2. Jedli P1 jest takim elementem zbioru \P\, dla ktérego
istniejg elementy P' spelniajgce zwigzek PXP', wowczas jP\ zawiara
element P2 taki, ze P1<P2, przyczym dla zadnego elementu P" /fne
zachodzg roéwnoczesnie stosunki

PXP", P"<P2

P2 nazywa sie elementem bezpos$rednio nastepujgcym
po Pj, zaS Pt—elementem bezposSrednio poprzedzajgcym P2

PTj. Kazdy element zbioru jP\ précz PO posiada element bez-
posrednio poprzedzajacy.

WM Jesli P jest elementem zbioru {Pj, wowczas {Pj zawiera
element P' taki, ze P<P".

Postulaty powyzsze powinny wystarczy¢ do uzasadnienia indukcji
zupetnej, jesli majg charakteryzowa¢ porzadek typu w. Chce wiasnie
dowies¢, ze wystarczajg w zupetnosci, przyczym opiera¢ sie bedg prze-
waznie na postulacie Dedekinda.

Dla wiekszej przejrzystosci zmienie jednak oznaczenia, zachowu-
jac tylko znak < Vla stosunku pierwotnego ,poprzedza“.

W nowej postaci postulaty Veblena przedstawia¢ sie bedg jak
nastepuje:

I. Istniejg przynajmniej dwa przedmioty a, b takie, ze a<ib.

Niech w dalszym ciagu a, b, c, .. n, .. X, y, z oznaczajg elementy
zakresu stosunku ,,poprzedza“ *).

1. Jedli a5j=6, wowczas a<b, lub b<a.

1. Jedli a<ch, to &=4=&

IV. JeSli a<b oraz 6<a, to a<c.

V. Jezeli podzielimy zakres na dwie czesci, oznaczajgc przez x
element nalezacy do pierwszej, za$ przez y — nalezacy do drugiej,
w taki sposob, ze x<jy woOwczas istnieje w czesci pierwszej element a
taki, ze x<Z.a o ile x=t=a, lub tez w czesci drugiej element b taki, ze
b<iy o ile y*=b.

VI. Istnieje element a0 tego rodzaju, ze dla zadnego x nie za-
chodzi x<aQ

Okreslenie. Element a0 nazywamy pierwszym.

VII. Istnieje element b taki, ze a<6, przyczym dla zadnego x nie

mamy réwnocze$nie
a<Zx, x<Zb.

*) a jest elementem zakresu stosunku ,poprzedza® o ile istnieje takie ¢
ze atbe a<c, albo c<a.



OkresSlenie, Element b nazywamy bezposrednio nastepujgcym po a,
za$ a— bezposrednio poprzedzajacym b

VIII. Istnieje element bezposrednio poprzedzajacy element a, o ile
«=(=«0 u

( IX. Dla kazdego a istnieje b takie, ze a<®6.

Zasade indukcji matematycznej, o ktdérej dowdd chodzi, wypowie-
my w sposéb nastepujacy:

Jezeli jakie$ zdanie nieokre$lone staje sie prawdziwym dla ag
oraz dla kazdego b o ile jest prawdziwym dla bezpos$rednio poprzedza-
jacego elementu a, woéwczas staje sie prawdziwym zdaniem dla kaz-
dego n.

Dowdd polega¢ bedzie na t. zw. sprowadzeniu do niedorzecznosci.
Zaprzeczmy zasadzie indukcji.

Istnieja wiec zdania nieokre$lone, ktore stajg sie prawdziwymi
dla a0 i dla kazdego b o ile sg prawdziwymi dla bezposrednio poprze-
dzajgcego a, a jednak nie sg spetniane przez pewne n.

WeZmy pod uwage jedno z takich zdahn oraz jeden z takich ele-
mentoéw n i przeprowadzmy z ich pomoca podziat zakresu stosunku ,,po-
przedza“ na dwie klasy. Niech do klasy pierwszej (nizszej) nalezg albo
takie x, dla ktérych nasze zdanie staje sie prawdziwym, przyczym
x<n, albo tez takie x. ktore spetniajg zwigzek x<Lz, gdzie z jest ele-
mentem poprzedzajagcym n (z<jn) i zamieniajgcym nasze zdanie nieokre-
Slone w zdanie prawdziwe.

Do klasy drugiej (wyzszej) zaliczymy pozostate elementy zakresu.

Nalezy przedewszystkim dowie$é, ze ten podziat jest przekrojem,
czyli ze: n

1) zadna z klas nie jest pusta;

2) jesli x nalezy do klasy nizszej a y do klasy wyzszej, wowczas
X<Yy.

Otéz do klasy pierwszej nalezy w kazdym razie element a0 (VI),
do drugiej za$ kazde y nastepujace po n, gdyz nie spetnia ono w mysl
postulatu I, HI, IV warunku

y<n.

Précz elementéw powyzszych mozemy, opierajac sie na drugim
zatozeniu zasady indukcji, wyznaczy¢ inne elementy nalezgce do jednej
z klas w szczeg6Ilnosci za$ elementy poprzedzajace n, a nalezace do
klasy wyzszej.

Na zasadzie tychze postulatéw mamy, ze o ile nie zachodzi x<jy,
wowczas y<"x, bowiem x iy nie sg sobie rowne, jako nalezgce do



przeciwnie okre$lonych zbioréw. Jednak ostatni stosunek jest niemozli-

wy nawet wtedy, gdy
ycn.

Jesliby bowiem zdanie nasze byto prawdziwym dla y, wéwczas y
nalezatoby do klasy pierwszej. Gdyby za$ bylo dla y nieprawdziwym,
istniatby element nastepujacy po y i zamieniajgcy owe zdanie w zda-
nie prawdziwe, mianowicie element x. Zatym y nalezatoby réwniez do
klasy pierwszej. Nie jest to jednak mozliwe wobec zatozenia, ze y na-
lezy do klasy drugiej.

Przekonalismy sie wiec, ze nasz podziat jest przekrojem. Ponie-
waz zatozenia postulatu V sg spetnione, mozemy wygtosi¢ wniosek:
istnieje element a ostatni w Kklasie nizszej, lub element b pierwszy
w klasie wyzszej.

Otoz, jesli istnieje element a ostatni w klasie nizszej, a wiec
taki, ze

x<ia
o ile X="a,
zdanie nasze staje sie dla niego prawdziwym. Istotnie, gdyby bo-

wiem stawato sie falszywym, musiatby istnie¢ element poprzedzajacy
bezposrednio a i nie spetniajacy naszego zdania. Lecz tego rodzaju ele-
ment nie moze naleze¢ do klasy nizszej, gdyz ani a, ani y nie spetniaja
Obranego zdania.

Zatym zdanie nasze zachodzi dla elementu ostatniego a

Jednak na zasadzie jednego ze zdan skiadajacych sie na zaprze-
czenie zasady indukcji mamy, ze zdanie obrane staje sie prawdziwym
dla b bezposrednio nastepujacego po a o ile jest prawdziwe dla a. Tym-
czasem dla takiego elementu b nasze zdanie prawdziwym by¢ nie moze,
gdyz wtedy b musiatoby, wobec b<n, naleze¢ do klasy pierwszej, a wiec
mieliby$my

b<a,

co jest sprzeczne z okreSleniem elementu bezposrednio nastepujacego.

Widzimy zatym, ze jedna z alternatyw wniosku postulatu Dede-
kinda (V) jest niemozliwg. Dowiedziemy teraz, ze i pozostata czesé
wniosku nie jest rowniez mozliwg, t. j. ze niema elementu pierwszego
w klasie wyzszej.

Jezeli b jest takim elementem, wéwczas dla kazdego y klasy dru-
giej mamy

b<y

o ile br=y .



Poniewaz obrane przez nas zdanie staje sie nieprawdziwym dla n
na zasadzie ostatniego z zatozen zestawionych w zaprzeczeniu zasady
indukcji, wiec nieprawdziwym bedzie réwniez dla m bezposrednio po-
przedzajagcego element n. Mamy zatym w klasie wyzszej précz n przy-
najmniej jeden jeszcze element m.

Element pierwszy b klasy wyzszej jest albo réowny m, albo tez

b<m,
w kazdym za$ razie mamy na zasadzie postulatu IV

b<Ln .

Przeto nasze zdanie nieokreslone nie moze zachodzi¢ dla b, gdyz
wtedy b nalezatoby do klasy nizszej. Gdyby jednak owo zdanie nie
byto prawdziwym dla b, wowczas na zasadzie wspomnianego zatozenia
nie bytoby réwniez prawdziwym dla bezposrednio poprzedzajacego ele-
mentu a. Lecz a nalezy do klasy pierwszej, gdyz dla elementéw klasy
drugiej mamy albo

b<y,
albo tez
b=y .

Jezeli wiec zdanie nasze nie zachodzi dla a, to powinien istnie¢
element z, dla ktéregoby zachodzito, przyczym

a<2, z<n.

Ot6z element z jako nastepujacy po a nalezy do klasy wyzszej,
jest to bowiem albo element b, albo tez element po nim nastepujacy.
Tymczasem z okre$lenia mamy

z<n 4
przyczym zdanie nieokre$lone staje sie prawdziwym dla z. A wiec ele-
ment z nalezy do klasy nizszej. DoszliSmy w ten sposéb do sprzeczno-

§ci, gdyz jeden element nie moze naleze¢ do dwuch wytgczajgcych
sie klas.

Warszawa w listopadzie 1917.



Résumé.

Le principe d’induction mathématique et le postulat de Dedekind.

Le raisonnement par récurrence est applicable a toute suite du
type 0). Je le démontré en sortant des postulats de M. Veblen
[A 1—4, B, Wx, W2, Ws, WAl *). En rejetant le principe d’induction
je définis une coupure dont la classe inférieure ne contient pas d’ele-
ment dernier et dont la classe supérieure ne renferme pas d’element
premier, ce qui est contraire au postulat de Dedekind (B).

*) 0. Veblen: Trans. Amer. Math. Soc., 1905.
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