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Vorwort.

Bei der Abfassung des vorliegenden Lehr- und Ubungsbuches der
Geometrie muflte mein Bestreben darauf gerichtet sein, den Forderungen
zu geniigen, die die Reform des mathematischen Unterrichtes an ein neues
Lehrbuch zu stellen berechtigt ist, vor allem also die vielfachen funktio-
nalen Beziehungen, die uns im geometrischen Unterricht entgegentreten,
iiberall hervorzuheben, um dadurch auch von dieser Seite her den Funk-
tionsbegriff zu entwickeln und dem Schiiler vertraut zu machen.

Wenngleich sich hier der algebraische Unterricht naturgemifl viel
fruchtbarer erweist, so findet sich doch auch in der Geometrie allenthalben
mannigfache Gelegenheit, das gegenseitige Abhingigkeitsverhiltnis der
in Betracht kommenden GréBen nach MaB und Zahl zur Erkenntnis zu
bringen. Diese Gelegenheit ist um so wertvoller, als sich hierbei die Variation
einer verdnderlichen Gro8e zwanglos, als etwas Selbstverstindliches ergibt
und die Anderung der abhiingigen GroBe sich, zumeist unter Verzicht auf
jede Rechnung, anschaulich und natiirlich begriinden liBt. Hierzu gibt
die Betrachtung jeder entwickelten Beweisfigur, aber besonders die Aus-
fithrung und Determination von Konstruktionsaufgaben Anlafl, weswegen
man gerade beziiglich der letzteren nicht verfehlen sollte, die gegebene
Gelegenheit griindlich auszunutzen. Wo immer im Lehrgange die Moglich-
keit solcher Betrachtungen vorhanden war, ist darauf hingewiesen worden.
Dagegen mufBte natiirlich im Ubungsstoff auf solche Hinweise im allge-
meinen verzichtet werden; es wird vorausgesetzt, dal bei der Behandlung
der Aufgaben die Abhéngigkeitsuntersuchung genau so weit zu ihrem
Rechte kommt, wie sie im Aufbau des Lehrgebédudes angeregt worden ist.
Der geometrische Unterricht wird dadurch eine wesentliche Belebung
erfahren und sich fiir den Schiiler leichter fafilich gestalten, ohne an seinem
Bildungswert irgend welche Einbufle zu erleiden.

Der Umfang und die Auswahl des Lehrstoffs entsprechen den amt-
lichen Lehrplinen von 1901 fiir die Realanstalten. Von der Behandlung
des propideutischen geometrischen Unterrichtes, wie er den Oberreal-
schulen fiir Quinta vorgeschrieben ist, habe ich geglaubt Abstand nehmen
zu miissen. Dieser Unterricht kann in so mannigfacher Weise gegeben
werden, daf} es nicht moglich gewesen wire, eine allseitige befriedigende
Darstellung zu geben. Es mull hier dem Lehrer vollige Freiheit gewahrt
bleiben.

Bei der Beweisfithrung ist mit dem herkémmlichen Beweisschema
gebrochen worden; statt dessen werden die Gedankenprozesse entwickelt,
durch die man von gegebenen Erkenntnissen mittels logischer Schluf-
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folgerungen zu neuen Wahrheiten gelangt. Eingehend wird bei den Be-
weisen der Begriff der Symmetrie, sowohl der achsialen als auch der zentri-
schen, benutzt. Das Kapitel iiber das Parallelogramm hat dadurch eine
von der iiblichen abweichende Darstellung erhalten.

Zur Erhéhung der Anschaulichkeit und der Ubersichtlichkeit sind
bei den Zeichnungen vielfach verschiedene Farben verwendet worden;
auch wurden ganze Flachenteile farbig angelegt.

Besondere Sorgfalt wurde auf die Ausgestaltung des Ubungsstoffs
verwandt. Selbstverstindlich hat der Lehrer aus der groBen Fiille eine
entsprechende Auswahl zu treffen. Eine Anzahl der Aufgaben, so in den
Abschnitten iiber Flachenteilungen und {iiber Schrigprojektionen von
Fliachen und Korpern, sind mit ,,L.* bezeichnet; diese konnen im Linear-
zeichenunterricht erledigt werden.

Um dem Schiiler die praktische Verwendbarkeit seiner mathematischen
Kenntnisse zu zeigen, haben der MeBtisch und der Storchschnabel in der
Planimetrie, die Strecken- und Winkelmessung in der Trigonometrie Be-
riicksichtigung gefunden. Auch ist bei dem Ubungsstoff, namentlich der
Trigonometrie, hierauf Riicksicht genommen worden.

Zur Belebung des Interesses am Unterricht und zur Erhéhung des
Verstindnisses der kulturellen Bedeutung der Mathematik sind zahlreiche
geschichtliche Anmerkungen, die besonders dem trefflichen Werke von
Tropfke entnommen sind, beigefiigt worden. Kein Lehrer, der einmal das
von den Schiilern fiir solche geschichtliche Belehrungen bekundete Interesse
kennen gelernt hat, wird es unterlassen, diese Anmerkungen zum Ausgangs-
punkte weiterer Mitteilungen zu machen.

Zum Schlusse sei es mir gestattet, meinem hochverehrten Direktor,
Herrn Dr. Bode, fiir die Durchsicht der Urschrift und seine Verbesserungs-
vorschlige meinen verbindlichsten Dank auch an dieser Stelle auszusprechen.
Ebenso danke ich meinem Kollegen vom hiesigen Wohlerrealgymnasium,
Herrn Oberlehrer Dr. A. Gerlach, fiir die Uberlassung der Aufgaben 28—31
im Kapitel XXIV. Endlich sage ich Dank Herrn Dr. R. Muencke in Berlin
fiir die Uberlassung des Klischees des von ihm zu beziehenden Ohmannschen
Feldwinkelmessers.

Frankfurt a. M., im Januar 1909.
K. Schwab.
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I. Planimetrie.

Kapitel 1.
Die geometrischen Grundgebilde.

a) Von jeder Stelle des uns umgebenden Raumes, sei es auf freiem
Felde, sei es in dem Klassenzimmer, konnen wir uns nach allen Seiten
(Richtungen) hinbewegen. In einem begrenzten Raume, z. B. in dem Klassen-
zimmer bevorzugen wir von diesen Richtungen drei derselben und nennen
siedie Ausdehnungen (Dimensionen). Man bezeichnet diese als Lénge,
Breite und Héhe.

Ahnlich wie bei dem Klassenzimmer verfahren wir mit anderen be-
grenzten Raumteilen, mit dem Federkasten, mit einer Kiste, mit einem
Ziegelstein, mit einem Wiirfel. Auch bei ihnen unterscheiden wir drei Aus-
dehnungen oder Dimensionen.

Aufgabe. Es sollen an einem Wiirfel, Federkasten, Schwamm-
kasten mit dem ZentimetermafBstab diese Ausdehnungen gemessen werden.

b) Das Klassenzimmer wird von dem iibrigen Schulgebiude durch
vier Winde, den FuBlboden und die Decke abgegrenzt. Ebenso wird der
Wiirfel, der Federkasten, der Ziegelstein von dem umgebenden Raume
abgegrenzt. Diese Begrenzungsteile nennen wir Flichen und jeden durch
Fliachen begrenzten Raumteil nennen wir einen Kérper.

An jeder der Flichen unterscheiden wir nur zwei Ausdehnungen,
die Lénge und Breite.

Zeige an den genannten Korpern die Begrenzungsflichen !

¢) Die Grenzflichen dieser Raumteile stoflen in Linien (Kanten)
aneinander, bei denen wir nur eine Ausdehnung wahrnehmen, die Lange.

Zeige an dem Wiirfel, im Klassenzimmer diese Kanten!

d) Je zwei Linien stoBen in einem Punkte (Ecke) zusammen. Der
Punkt hat gar keine Ausdehnung. Er bezeichnet nur eine Stelle im Raume.

e) Aus diesen Betrachtungen ergibt sich, daB Punkte, Linien und
Flachen nicht fiir sich bestehen, sondern nur an Kérpern. In unserer Vor-
stellung aber konnen wir diese Gebilde von den Korpern loslosen und diese
gedachten Punkte, Linien und Flichen fiir sich allein betrachten.

Auch im gewdhnlichen Leben sprechen wir von Punkten auf der
Erdoberfliche, von Linien (StraBen), die Punkte (Orte) verbinden, von
Flichen (Grundstiicken) und denken dabei nicht an die Verbindung dieser
Gebilde mit der Erdkugel.
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Punkt, Linie, Fliche. "fszansm,

a) Wir kénnen einen Korper, z. B. einen Wiirfel in eine andere Stellung
zu dem Klassenschranke iibergehen lassen und sagen dann, der Wiirfel
hat eine Bewegung ausgefiithrt. Bei diesem Vorgange bewegen sich auch
die an dem Wiirfel sich befindlichen Grenzgebilde, Flichen, Linien (Kanten),
Punkte (Ecken) mit ihm. Wir konnen daher auch die Bewegung dieser
Gebilde fiir sich allein betrachten.

b) Der Punkt hat nur ein Merkmal, seine Lage. Ein Punkt wird mit
einem groflen Buchstaben (4, B, C...) bezeichnet. Ein Punkt, der sich
bewegt, kann nur seine Lage dndern. Bewegt sich ein Punkt, so ist sein
Weg eine Linie.

Beispiele. Der Weg der Bleistift- oder Federspitze auf dem Papier,
der der Kreide auf der Tafel, der Weg der Sternschnuppe, der Spitze einer
einen Gegenstand durchdringenden Nadel, der Weg eines als Punkt aufge-
faBten Spaziergéingers auf der als Linie betrachteten LandstraBe.

Bei Beginn seiner Bewegung gibt es fiir den Punkt eine unbegrenzte
Zahl von Bewegungen, er kann sich nach allen Richtungen bewegen. Behiilt
der Punkt wihrend der Bewegung die zuerst gewihlte Richtung bei, so ist
der beschriebene Weg eine gerade Linie.

Andert aber der sich bewegende Punkt fortgesetzt seine Bewegungs-
richtung, so ist die von ihm beschriebene Linie eine krumme Linie. Die
Beschaffenheit der krummen Linien hingt ab von der Art und Weise wie
die Richtung des bewegten Punktes sich in jedem Augenblicke indert.

i el L

S

Beispiele fiir krumme Linien: Die Kreislinie (Fig. 1a), die Ellipse
(Fig. 1b), die Wellenlinie (Fig. 1¢), die Spirallinie (Fig. 1 d).

c¢) Bewegt sich ein Punkt von einer gegebenen Anfangslage 4 aus un-
begrenzt in derselben Richtung weiter, so beschreibt er eine einerseits un-
begrenzte gerade Linie, die man einen Strahl nennt; bewegt er sich nur
ein Stiick in derselben Richtung weiter, so beschreibt er eine beiderseits
begrenzte Linie, eine Strecke (Fig. 2), die durch die Anfangs- und Endlage
“ des Punktes vollstindig begrenzt ist und eine bestimmte Linge besitat.
i Ein Strahl ist durch die Ausgangslage des bewegten Punktes und
i durch die Richtung seiner Bewegung vollkommen bestimmt. Der Strahl
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hat also zwei Merkmale, die Lage seines Ausgangspunktes und seine
Richtung.
Fig. 2.

4 B A i B
Erklérung. StrahlenmitdemselbenAusgangspunktwerden
als Strahlen mit gleicher Lage bezeichnet.

Die Gesamtheit aller Strahlen von gleicher Lage, aber verschie-
dener Richtung bildet einen Strahlenbiischel (Fig. 3).

Fig. 3. Durch die Richtung, die der
Punkt 4 bei seiner geradlinigen Be-
wegung im Beginne der Bewegung ein-
schliagt, sind alle Punkte seiner Bahn
mitbestimmt. Jeder andere Punkt B
(Fig. 4) auf dem Strahle reicht mit 4
aus, um die Richtung des Strahles zu
bestimmen. Durch zwei Punkte des
Strahles ist also seine Lage und Rich-
tung bestimmt.

Wir konnen uns die Bewegung des
Punktes 4 aber auch iiber 4 hinaus nach
der andern Seite fortgesetzt denken
und erhalten dann eine beiderseits un-
begrenzte gerade Linie, die wir kurz-
weg eine Gerade nennen wollen.

Alle Geraden, die durch denselben Punkt hindurch-
gehen, heiflen Geraden gleicher Lage.

Eine Gerade ist ebenfalls durch Lage und Richtung, also durch zwei
Punkte bestimmt. Mithin ergibt sich:

Durch zwei Punkte kann man nur eine Gerade legen.

(Abstecken einer Geradenim Gelinde durch Benutzung zweier Punkte.)

Eine Gerade wird durch zwei an beliebige ihrer Punkte gesetzte grofie
Buchstaben (4 B) oder durch einen kleinen Buchstaben bezeichnet. Bei dem
Strahl setzt man den einen Buchstaben an den Endpunkt, bei der Strecke
die Buchstaben an beide Endpunkte. (Fig. 4, Strecke 4B.)

Fig. 4. Fig. 5.
9 I | |
A B A B C

d) Bewegt sich ein Punkt 4 auf einer Geraden zuerst nach B und
dann weiter nach C (Fig. 5), so hat er im ganzen die Strecke AC zuriickgelegt.
Da die Strecke AC ebenso lang ist als die beiden Strecken 4B und BC zu-
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sammengenommen, so ist die Strecke AC die Summe der Strecken 4B
und BC. Wir schreiben daher:
: AB 4 BC = AC.

Wie addiert man also zwei Strecken?

Da ferner AC — B(C = AB, so ist AB der Unterschied der Strecken
AC und BC.

Wie subtrahiert man danach eine Strecke von einer anderen?

Ist BC = AC, so fallen bei der Subtraktion dieser Strecken auch
die zweiten Endpunkte zusammen.

Kann man umgekehrt zwei Strecken so aufeinander legen,
daBihrebeidenEndpunktezusammenfallen, sosinddie Strecken
einander gleich.

e) Bewegt sich eine unbegrenzte gerade oder krumme Linie, so be-
schreibt dieselbe eine Fliche. Bewegt sich erstere so, daB8 bei der Bewegung
jeder ihrer Punkte eine gerade Linie beschreibt, so nennen wir eine solche
Fliche eine ebene Fliche oder eine Ebene. Alle nicht ebenen Flichen
heifen krumme Flédchen.

Beispiele fiir ebene Flichen sind: Die Winde des Zimmers, die Winde
einer Kiste, die Flichen eines Wiirfels; fiir krumme Flichen: Die Kugel-
fliche, die Begrenzungsflichen eines Hutes, eines Weinglases, einer Kaffee-
tasse, eines Kies.

Bei den genannten ebenen Flichen kénnen wir nach allen Richtungen
gerade Linien ziehen, die ganz in die Flichen hineinfallen. (Priifen eines
ReiBbrettes mit der Kante der Reifschiene.)

Bei den krummen Flachen ist dies nicht nach allen Richtungen (Hut-
fliche) oder iiberhaupt nicht moglich (Kugelfliche, Eiflache).

Bewegt sich eine Strecke derart, daB jeder ihrer Punkte eine gerade
Linie beschreibt, so entsteht eine begrenzte ebene Fliche, eine ebene
Figur (Begrenzungsflichen des Wiirfels, die Zimmerwénde).

Bei der Bewegung einer begrenzten Fliche (einer Figur) entsteht ein
begrenzter Raum, ein Korper.

/) Die Geometrie beschéftigt sich mit den Raumgebilden, mit Punkten,
Linien, Flichen und Kérpern. Dieselbe zerfillt in zwei Teile: 1. in die Plani-
metrie, 2. in die Stereometrie.

Die Planimetrie handelt von den Raumgevilden, die in einer Ebene
liegen, wihrend die Stereometrie die Raumgebilde im Raume, insbesondere
auch die Korper zum Gegenstande ihrer Betrachtungen hat.

Aufgaben.

1. Es soll eine Strecke 4B = d gezeichnet werden, wenn d = 2, 5,
9 cm ist.
2. Es soll eine Strecke gezeichnet werden, die n-mal so lang ist

als eine gegebene Strecke a; a =3em; n=2, 3, 5... qq_"“z, >
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3. Es soll die Summe zweier Strecken @ und b gezeichnet werden.

4. Es soll die Strecke 4B um die Strecke d verlingert werden.

5. Es soll der Unterschied zweier Strecken ¢ und b gezeichnet werden.

6. Es soll die Strecke a auf der Summe zweier Strecken » und ¢ von
dem einen Endpunkte der Summenstrecke aus abgetragen werden.

Kapitel III.
Bewegung der Geraden in der Ebene. Der Winkel.

a) Da eine Gerade durch ihre Lage und ihre Richtung bestimmt ist,
so kann eine sich bewegende Gerade sowohl ihre Lage als ihre Richtung
andern.

Geht eine Gerade g durch Anderung ihrer Lage, ohne ihre Richtung
zu dndern, in g, iiber, so nennen wir diese Art der Bewegung eine Ver-
schiebung. (Fig. 6.)

Fig. 6. Fig. 7.

9 g/

Erklérung. Geraden mit verschiedener Lage, aber gleicher
Richtung nennen wir parallel.

Das Zeichen fiir parallel ist ||. (¢ ¢,.)

Da die Lage einer Geraden durch einen gegebenen Punkt und ihre
Richtung durch eine gegebene Gerade bestimmt ist, folgt:

Durch einen auBerhalb einer Geraden gegebenen Punkt
kann man zu der Geraden nur eine Parallele ziehen.

b) Geht eine Gerade g mit Beibehaltung ihrer Lage durch Anderung
ihrer Richtung in g, iiber, so sagen wir, die Gerade g hat eine Drehung
ausgefithrt. (Fig. 7.)

Der die Lage beider Geraden bestimmende Punkt heilt der Drehpunkt.

Denken wir uns auf zwei sich schneidenden Geraden zwei Punkte
A4 und B so bewegt, daB sie sich dem Schnittpunkt O niihern (Fig. 7), so
sagen wir, sie bewegen sich it konvergenten Richtungen; bewegen sie
sich vom Schnittpunkt weg, so sagen wir, die Richtungen sind divergent.

Mithin ist jedes Strahlenbiischel in der einen Richtung ein konver-
gentes, in der andern ein divergentes.
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¢) Andert ein Punkt auf einer Geraden seine Lage, so wird die GroBe
der Bewegung durch die von dem Punkte zuriickgelegte Strecke gemessen.
Andert eine Gerade ihre Richtung, so miissen wir fiir die GroBe der Drehung
ebenfalls ein Mafl haben.

Erklirung. Die DrehungsgréBe zwischen zwei Geraden
nennen wir den von den Geraden gebildeten Winkel.

Der Schnittpunkt der Geraden heiit der Scheitel, die Geraden die
Schenkel des Winkels.

Ein Winkel wird entweder durch drei groe Buchstaben bezeichnet,
von denen man den einen an den Scheitelpunkt, die anderen an beliebige
Punkte der Schenkel setzt, oder durch einen kleinen (gew6hnlich griechischen)
Buchstaben (a, g, 7, 5. . .).

Die Buchstaben werden so gelesen, dafl der Buchstabe am
Scheitelpunktin der Mitte steht. Das Zeichen fiir den Winkel ist <.

Der Winkel 4 BC (Fig. 8) oder <¢ BAC oder <t CAB; < a.

Fig. 8. Fig. 9.
4

9
A u\
B

Man bezeichnet auch, wenn keine Verwechslung mdéglich ist, den
Winkel durch einen groBen Buchstaben am Scheitel.

Die GroBe einer Drehung, also auch die Gréfe eines Winkels ist von
der Lage des Drehpunktes (Scheitelpunktes) und von der Lénge der sich
drehenden Geraden (Schenkel) unabhingig.

Dreht die Gerade ¢ sich fortgesetzt um den Punkt O, so fillt sie der
Reihe nach mit den Richtungen aller Geraden, die durch den Punkt O
gehen, zusammen und gelangt schlieflich wieder in ihre Anfangsrichtung.
Die Gerade hat dann eine ganze Umdrehung gemacht; den entstandenen
Winkel nennen wir einen Vollwinkel. (Fig. 9.)

Gelangt der Strahl g bei seiner Fig. 10.

Drehung in die entgegengesetzte

Richtung ¢, von ¢ (Fig. 10), so ist

die Drehung, die g nach 91 bringt, ) 4 g
gerade so groB, wie diejenige, die < v

7, nach ¢ iiberfithrt. Also ist die

Drehung die Hilfte einer ganzen

Umdrehung.

Den Winkel, der durch eine halbe Umdrehung eines Strahles ent-
steht, nennen wir einen gestreckten Winkel.

\
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Die Schenkel eines gestreckten Winkels bilden nach entgegengengeset:!
Richtung eine gerade Linie.

Den Winkel, der durch den vierten Teil einer ganzen Umdmdrehu
entsteht, heit ein rechter Winkel (1 R). (Fig. 11). Wir sagengen, sei
Schenkel ¢ und 7 sind senkrecheht (I
recht, normal) zueinander, oder «de der «i
ist eine Senkrechte (Lot, Normamale)
t dem andern. Die Lage der Scihéchenlke

und ¢ zueinander ist die gleiche,, ®, wie «

<~ o) LAl ]
eines ruhig hingenden Senkbliebleis o
Lotes zu den Geraden, die man @au auf eir
Flussigkeitsoberflidche ziehen kamnmann.

-

9 4 g Aus dem Vorangehenden ffolfolgt:

Ein gestreckterWinkelist gleich zwei rechtenWinkezlzeln(2 !

Da die GroBe eines Winkels von dem Drehpunkte und desrder ‘tiin
der Schenkel unabhingig ist, so folgt:

1. Alle Vollwinkel, 2. alle gestreckten Winkel, 3. alle rrereeh t:
Winkel sind einander gleich.

Nehmen wir eine Gerade g und auf derselben oder aulerhalb dde delselb
einen Punkt 4, so kénnen wir durch den Punkt nur eine Senkrecchechte 2
zeichnen, denn die Lage derselben ist durch den Punkt A4, ihre FR: Richtu
durch die gegebene Gerade bestimmt.

Liegt der Punkt 4 auf der Geraden g, so sagen wir, die 8 beemenl}nr
wird in 4 zu g errichtet; liegt 4 auBerhalb der Geraden g, so wird ddi dle Ser
rechte von 4 auf g gefillt. Mithin ergibt sich:

Fig. 11.

In einem Punkte einer Geraden kann man auf deerlel'&e”v
nur eine Senkrechte errichten, von einem Punkte auBerhawhal,”l’ I
eine Senkrechte auf die Gerade fiallen. }

Fig. 12.

a b i

¢) Ein Winkel, der kleiner als ein gestreckter Winkel ist, | I, hei
hohler (konkaver) Winkel (Fig. 12 und b), ein Winkel, der:r ler

als ein gestreckter Winkel ist, ein erhabener (konvexer) Winkel. (KE. (Fig. 1:
Die hohlen Winkel, die also kleiner als 2 R sind, teilt maiaman ein
spitze (Fig. 12a), die kleiner als 1 R, und in stumpfe (FiFi(Fig. 1

die groBer als 1 R sind.
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Fig. 12. Fig. 13.

c

Zwei Strahlen 4B und AC, die von einem Punkte 4 ausgehen,
ilden immer zwei Winkel miteinander.

Wir koénnen uns den Winkel CAB der Figur 13 entstanden denken
lurch Drehung des Schenkels 4 B nach links (entgegengesetzt der Bewegung
les Uhrzeigers) oder nach rechts (gleichgerichtet mit der Bewegung des
Jhrzeigers).

Im ersteren Falle ist der Winkel ein hohler, im zweiten Falle ein er-
1abener Winkel.

Wir verstehen, wenn keine andere Festsetzung getroffen wird, unter
lem Winkel zweier Geraden immer den hohlen Winkel.

d) Um jeden beliebigen Winkel messen zu konnen, teilt man den
Vollwinkel in 360 gleiche Teile und nennt jeden Teil einen Grad (1°). Der
50. Teil eines Grades heillt eine Minute (1), der 60. Teil einer Minute 1 Se-
cunde (17).

Ein Vollwinkel hat also 360°, ein gestreckter Winkel 180, ein rechter
Winkel 90°. Ein Grad hat 60 Minuten (1° = 60"), eine Minute hat 60 Se-
cunden (17 = 60”).

Zum Messen gegebener Winkel oder zum Zeichnen eines Winkels
ron gegebener Girofle dient der Transporteur.

e) Dreht sich der Strahl 4B Fig. 14.

Fig. 14) zuerst nach 4C und dann )

wach 4D, so hat er den Winkel BA D

yeschrieben; der Winkel BAD ist so

rof} als die beiden Winkel C4AB und

JAD zusammengenommen, also ist ; l

ler Winkel BAD gleich der Summe \

ler Winkel CAB und CAD 4 B
X BAD = 4 CAB + X CAD.

Welche Regel ergibt sich hieraus fiir die Addition zweier oder mehrerer
Vinkel ?

«  Es ist ferner (Fig. 14)
(r X BAD — & DAC = < CAB.

Sehwab, Lehr- und Ubungsbuch fir den Unterricht in der Geometrie, I. Teil, Ausg. A. 2
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Der Winkel C4B ist demnach gleich dem Unterschied der Winkel
BAD und DAC.

Welche Regel folgt hieraus fiir die Subtraktion zweier Winkel?
Sind die beiden voneinander abzuziehenden Winkel einander gleich,
so fallen ihre Schenkel paarweise aufeinander und es ergibt sich hieraus:
Lassen sich zwei gleichartige Winkel so aufeinanderlegen,
daB ihre Schenkel sich paarweise decken, so sind die Winkel
einander gleich.
f) Verldngert man den einen Schenkel BA eines Winkels BAC (Fig. 15)
iiber den Scheitelpunkt hinaus, so entsteht ein zweiter Winkel C4 D, der
Fig. 15. der Nepenwinkel des ersten ge-
¢ nannt wird.

Erklarung. Nebenwinkel sind
solche Winkel, die den Scheitel-
punkt und einen Schenkel ge-
meinsam haben und deren freie

D A B Schenkel eine Gerade bilden.

Da der Winkel DA B, der gleich der Summe der Winkel C4B und
CAD ist, gleich einem gestreckten Winkel, also gleich 2 R ist, so folgt der
Satz 1: Die Summe zweier Nebenwinkel ist gleich zwei rechten Winkeln.

Der Nebenwinkel eines rechten Winkels mufl auch gleich einem rechten
Winkel, also ihm gleich sein. Wenn mithin ein Winkel und sein Neben-
winkel einander gleich sind, so ist jeder gleich einem rechten Winkel.

Was kann man von dem Nebenwinkel eines spitzen oder eines stumpfen
Winkels aussagen?

Ist ein Winkel gleich a° so betrigt sein Nebenwinkel (180 — a)°.

Ist a = 109, 25°, 60°, 90°, 120°, 135°, 1609, so ist (180 — a)° = 170°,
1559, 1209, 90°, 609, 45°, 20°.

Die GroBe des Nebenwinkels eines gegebenen Winkels ist von der
GroBe des gegebenen Winkels abhéngig.

Zwei Winkel, die zusammen 180° betragen, nennt man auch Supple-

Fig. 16. : mentwinkel; ist die Summe

zweier Winkel gleich 90°, so nennt

man sie auch Komplement-
winkel.

g) Verlingert man beide
Schenkel eines gegebenen Win-
kels BAC (Fig. 16) iiber
den Scheitel hinaus, so ent-
steht ein Winkel DAC, der der
Scheitelwinkel des ersteren

E heif3t.
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Erklirung. Winkel, die den Scheitel gemeinsam haben,
und bei denen die Schenkel des einen die Verlingerungen der
Schenkel des andern Winkels sind, heiBen Scheitelwinkel.

Durch die Drehung, die den Schenkel 4B nach AC iiberfiihrt, wird
auch die Verlingerung von 4B, namlich 4D in die Verlingerung 4E von
AC gebracht; also entstehen beide Winkel durch dieselbe Drehung und sie
sind daher einander gleich.

Satz 2: Scheitelwinkel sind einander gleich.

Wie kann man dieses Ergebnis mit Benutzung des Satzes von den
Nebenwinkeln auch ableiten?

Welche Winkel an der obigen Figur sind Nebenwinkel, welche Scheitel-
winkel ?

Was liaBt sich iiber die Summe der vier Winkel um den Punkt 4
aussagen?

Durch einen der vier Winkel, die von zwei sich schneidenden Geraden
gebildet werden, sind die iibrigen drei bestimmt.

Aufgaben. (Anwendung des Transporteurs.)

1. Es soll ein gegebener Winkel gemessen werden.

2. Es soll die GroBe eines gegebenen Winkels und seines Neben-
winkels durch Messung ermittelt werden.

3. Es soll ein gegebener Winkel durch Messung mit seinem Scheitel-
winkel verglichen werden.

4. Es soll die Summe beziehungsweise Differenz zweier gegebener
~ Winkel durch Messung bestimmt werden.
5. Es soll ein Winkel von gegebener Grofle gezeichnet werden:

a =489%; 749, 1299, 2959, 312°,

Kapitel 1IV.

Die Kreislinie.

a) Dreht sich ein Strahl um seinen Endpunkt O (Fig. 17), so beschreibt
jeder seiner Punkte (z. B. 4) eine krumme Linie, die Kreislinie, wenn der
Strahl eine ganze Umdrehung macht; Fig. 17.
fithrt der Strahl nur einen Teil einer p)
ganzen Umdrehung aus, so beschreibt
jeder seiner Punkte nur einen Teil
der ganzen Kreislinie, den man c
Kreisbogen nennt.

Der Drehpunkt O heilit der E 0
Mittelpunkt (Zentrum) der Kreis-
linie, die Strecke O4 in jeder ihrer
verschiedenen Richtungen heit Halb-
messer (Radius), jeder der von

=
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dem Strahl 04 beschriebenen Winkel (z. B. AOB) heit ein Zentri-
winkel.

Jeder Punkt der Kreislinie hat von dem Mittelpunkte O die gleiche
Entfernung (OB = 04 gleich dem Halbmesser).

Eine gerade oder krumme Linie, deren simtliche Punkte
einer bestimmten Bedingung geniigen, nennen wir einen geo-
metrischen Ort fiir diese Punktel).

Geometrischer Ort 1. Die Kreislinie ist der geometrische Ort fiir alle
Punkte, die von einem gegebenen Punkte (ihrem Mittelpunkte) eine gegebene
Entfernung (gleich ihrem Halbmesser) haben.

b) Jede Strecke CD, die zwei Punkte C und D einer Kreislinie
miteinander verbindet, heiit Sehne; sie zerlegt die Kreislinie oder den
Kreisumfang (Kreisperipherie) in zwei Bogen. Geht die Sehne durch den
Kreismittelpunkt, so wird sie Durchmesser genannt. Alle Durchmesser
eines Kreises sind einander gleich und zwar gleich dem doppelten Halbmesser.

Jeder Durchmesser teilt die Kreislinie in zwei Halbkreise.

¢) Da alle Punkte einer Kreislinie von ihrem Mittelpunkte gleich weit
entfernt sind, so ist die Kreislinie durch ihren Radius der Grofe nach voll-
kommen bestimmt; alle Kreislinien, die man mit demselben Radius
beschreiben kann, sind véllig gleich, sie lassen sich zur Deckung bringen,
d. h. sie sind kongruent.

Kapitel V.

Parallele Geraden.

a) Werden zwei Geraden 4B und CD (Fig. 18) von einer dritten M N
geschnitten, so entstehen an jedem der beiden Schnittpunkte vier, im ganzen
also acht Winkel. Von diesen acht Winkeln
liegen vier (a, 7, a', ') auf der einen (linken)
Seite, die vier anderen (f, 4, £, 8') auf der
andern (rechten) Seite der schneidenden
Geraden M N.

In bezug auf die geschnittenen Geraden
AB und CD liegen vier der Winkel (a, f,
y', 8') auBerhalb, die vier anderen (y, 6, d',
p') innerhalb derselben.

Jedem der vier Winkel an dem einen
Schnittpunkte kann man einen bestimmten
Winkel an dem andern Schnittpunkte zu-
ordnen, so da verschiedene Arten von Winkelpaaren entstehen, die
mit besonderen Namen bezeichnet werden.

Fig. 18.

1) Der Begriff des geometrischen Ortes wurde wahrscheinlich von dem griechi-
schen Plilosophen Plato (429—348 v. Chr., Athen) in die Mathematik eingefiihrt.
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1. Gleichliegende oder korrespondierende Winkel sind je ein
innerer und duBerer Winkel auf derselben Seite der schneidenden Geraden
(a und o', g und B, y und y', 4 und 4').

2. Wechselwinkel sind je zwei innere oder zwei duflere Winkel auf
verschiedenen Seiten der schneidenden Geraden (a und 4', f und y', y und
B, 6 und o).

3. Entgegengesetzte Winkel sind je zwei innere oder zwei dullere
Winkel auf derselben Seite der schneldenden Geraden (a und #', § und ¢',
y und o', 6 und g').

a) Ersetzt man den einen von zwei gleichliegenden Winkeln (o und a))
durch seinen Scheitelwinkel (z. B. a durch §), so erhilt man ein Paar Wechsel-
winkel (o' und ). Verfihrt man ebenso mit einem Paar Wechselwinkel,
so erhilt man zwei gleichliegende Winkel.

Setzt man an Stelle des einen von zwei gleichliegenden kaeln den
an derselben Seite der schneidenden Geraden liegenden Nebenwinkel, so
erhilt man ein Paar entgegengesetzter Winkel.

b) Sind die geschnittenen Geraden parallel, so bestehen zwischen den
Winkeln der genannten Paare besondere Beziehungen.

Parallele Geraden sind Geraden, die gleiche Richtung, aber ver-
schiedene Lage haben.

Bewegen sich zwei Personen auf zwei parallelen Geraden 4B und
CD (Fig. 19), die eine auf AM oder BM, die
andere auf CN oder DN, so miissen sie,
um sich in den Richtungen NM beziehungs-
weise M N weiterbewegen zu konnen, dieselben s
Richtungsidnderungen (Drehungen) ausfiihren. M
Diese Richtungsinderungen werden durch
die gleichliegenden Winkel ¢ und q' oder
p und p', beziehungsweise durch y und '
oder § und ¢' gemessen. Daher miissen diese
entsprechenden Winkelpaare einander gleich

Fig. 19.

sein ¢ rjo D
Wir koénnen mithin die Erkldrung der
parallelen Linien auch wie folgt festsetzen:

Parallele Geraden sind Geraden, die mit einer dritten
sieschneidenden Geraden gleiche gleichliegende Winkel bilden.

Ersetzt man den einen von zwei gleichliegenden Winkeln durch seinen
Scheitelwinkel oder durch seinen an derselben Seite der schneidenden
Geraden liegenden Nebenwinkel, so erhilt man in ersterem Falle ein Paar
Wechselwinkel, im letzteren ein Paar entgegengesetzte Winkel. Da aber
nach Kapitel III, 2 Scheitelwinkel einander gleich und nach Kapitel
IIT, ¢ Nebenwinkel zusammen 2 R betragen, so ergibt sich:
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Satz 3. Werden zwei Parallelen von einer dritten Geraden geschnitten,
so sind je zwei Wechselwinkel einander gleich und die Summe je zweier
entgegengesetzten Winkel betragt zwei Rechte.

Die acht Winkel in Fig. 19 sind durch einen derselben bestimmt.

Anmerkung. In der Mathematik faBt man jede neue Erkenntnis
in einen Satz oder Lehrsatz zusammen.

Die Grundlage, auf der man zu der neuen Erkenntnis durch Anwendung
bereits erworbener Ergebnisse gelangt, bezeichnet man als die Voraus-
setzung des Lehrsatzes. In unserem obigen Lehrsatz war die Voraussetzung,
daB die Geraden parallel sind, beziehungsweise daf} diese Geraden mit einer
sie schneidenden Geraden gleiche gleichliegende Winkel bilden.

Um zu einer neuen Erkenntnis zu gelangen, stellt man eine Behaup-
tung auf.

Um die Richtigkeit der Behauptung darzutun, bedarf es eines Be-
weises, bei dem man die bereits gewonnenen Ergebnisse benutzt.

In dem Lehrsatz enthilt der Bedingungssatz (sind zwei Geraden
parallel und werden sie von einer dritten Geraden geschnitten) die Voraus-
setzung, der Folgesatz (so sind je zwei Wechselwinkel usf.) die Behauptung.

Fassen wir unsere obige Entwicklung noch einmal in der iiblichen
Form zusammen, so ergibt sich folgende Darstellung.

Satz: Werden zwei Parallelen von einer dritten Geraden geschnitten,
so sind zwei Wechselwinkel einander gleich und die Summe je zweier ent-
gegengesetzten Winkel betrdgt zwei Rechte.

Voraussetzung: (Fig. 19.) AB|| CD oder: a=ad', [f=f, y =17,

o =01
Behauptung: I.ge=d By, 9= 8. 8=2ad"
II.a49y=2R B+9y=2R, y+a=2R,
8+p=2R.
Beweis: I. 6=24¢' (nach Voraussetzung)
0 = a (Kapitel III, %)
a=d\

Ahnlich ergeben sich die Beweise fiir die anderen Paare von Wechsel-
winkeln.
II. @ = ' (nach Voraussetzung)
a' + y'= 2 R (Kapitel 11T, ¢)

at9y=2R.
usw.

Satz 4. Werden zwei Geraden von einer dritten geschnitten und sind
entweder ein Paar Wechselwinkel einander gleich oder betrigt die Summe
zweier entgegengesetzten Winkel zwei Rechte, so ist auch jedes Paar gleich-
liegender Winkel einander gleich, d. h. die geschnittenen Geraden sind ein-
ander parallel. .
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Voraussetzung: (Fig. 19.) I a =§'
II.a +9'=2R.

Behauptung: a =d,d h ABJ CD.
Beweis: I. @ = a' (nach Voraussetzung)
0' = a' (nach Kapitel III, &)

g = 2 R (nach Voraussetzung)
2R (

Kapitel III, g)

Anmerkung. Die Sitze 3 und 4 stehen in der Beziehung zueinander,
daB die Voraussetzung des ersteren die Behauptung des zweiten und die
Behauptung des ersteren die Voraussetzung des zweiten bildet. Wir sagen
von zwel solchen Sitzen, daB der zweite die Umkehrung des ersteren ist.

Folgerungen und Ubungssitze.

Ist in der Figur 18 einer von.den acht Winkeln ein rechter, so sind
alle Winkel rechte; mithin folgt:

1. Steht eine Gerade auf einer von zwei Parallelen senk-
recht, so steht sie auch auf der andern senkrecht.

2. Zwei Geraden, die auf einer dritten senkrecht stehen,
sind einander parallel.

3. Errichtet man auf jeder von zwei Parallelen eine Senk-
rechte, so sind dieselben einander parallel.

4. Winkel mit parallelen gleichgerichteten oder entgegen-
gesetzt gerichteten Schenkeln sind einander gleich; Winkel
mit parallelen Schenkeln, von denen das eine Schenkelpaar
gleichgerichtet, das andere aber entgegengesetzt gerichtet ist,
betragen zusammen 2 Rechte.

5. Sind zwei Geraden einer dritten parallel, so sind sie auch
untereinander parallel.

Kapitel VL

Ebene Figuren.

a) Ein vollstindig begrenzter Teil einer Ebene heillt eme Figur. Die
Begrenzung kann von geraden oder krummen Linien oder auch von beiden
zugleich gebildet werden. Man unterscheidet daher geradlinige, krumm-
linige und gemischtlinige Figuren.

Die Linien, die eine geradlinige Figur begrenzen, nennt man die
Seiten der Figur. Zur Begrenzung einer Figur sind mindestens drei Seiten
erforderlich; wir unterscheiden die Figuren nach der Anzahl der Seiten in
Dreiseite, Vierseite usw.
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Je zwel Seiten schneiden sich in einem Punkte (Eckpunkt oder
Ecke)der Figur. Die Anzahl der Ecken einer Figur ist gleich der Anzahl ihrer
Seiten. Wir benennen daher gew6hnlich die Figuren nach der Anzahl ihrer
Ecken und sagen statt Dreiseit gewohnlich Dreieck, statt Vierseit Viereck
usw. Eine geradlinige Figur von unbestimmter Seitenzahl nennen wir ein
Vieleck oder Polygon.

Wir bezeichnen ein Vieleck, indem wir an seine Eckpunkte Buch-
staben setzen und dieselben in der Reihenfolge nennen, in der sie an der
Figur aufeinander folgen, z. B. Dreieck 4BC (Fig. 20 a), Viereck DEFG
(Fig. 20b), Fiinfeck HIKLM (Fig. 20 c).

Fig. 20.
E

G

B

Je zwei Seiten einer Figur bilden an dem ihnen gemeinschaftlichen
Eckpunkt einen Winkel der Figur. Jede Figur hat ebenso viele Winkel,
als sie Eckpunkte und Seiten hat.

Jede Linie, die zwei Eckpunkte eines Viel-
eckes verbindet, ohne eine Seite zu sein, nennt
man eine Diagonale. Das Dreieck enthélt keine
Diagonale; in dem Viereck ABCD (Fig. 20 d)
kann man zwei Diagonalen 4C und BD, im Fiinf-
eck HIKLM kann man im ganzen 5 Diagonalen,
n(n —3)

2

E H J
b ¢

D

Fig. 20.

in einem Vieleck mit n Seiten (n-Eck)

Diagonalen zeichnen. (Beweis!)

Die Anzahl der Diagonalen ist von der Zahl der Ecken beziehungs-
weise der Seiten des Vieleckes abhingig.

b) Die einzige hier in Betracht kommende krummlinige Figur ist die
Kreisfliche, die von der Kreislinie begrenzt wird.

Jede Sehne teilt die Kreisfliche in zwei Kreisabschnitte
oder Segmente (gemischtlinige Figuren); ist die Sehne ein Durch-
messer, so teilt er die Kreisfliche in zwei Halbkreisflichen. Ein Stiick
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der Kreisfliche, das von zwei Radien und dem zwischen ihnen lie-
genden Bogen begrenzt wird, heilt ein Kreisausschnitt oder Sektor.
¢) Verlangert man bei
ein.er geradlinigen Figur eine i
Seite iiber den Eckpunkt
hinaus, so entsteht der Ne-
benwinkel des an dem Eck- c
punkt liegenden Winkels der
Figur; einen solchen Winkel
nennt man einen AufBen-
winkel der Figur; so sind
(Fig. 21) die Winkel BAF,
CBD und ACE die Aullen- A B D
winkel des Dreieckes 4BC
an den Eckpunkten 4, B Fig. 22.
und C.
Es seien samtliche
Auflenwinkel des Vieleckes

G
ABCDEF (Fig. 22) ge-
zeichnet. ‘
Denkt man sich die
Seite 4B um B gedreht, bis F o
sie mit BC, dann um C bissie
mit CD und so fort, bis sie
wieder mit ihrer Anfangslage
zusammenfillt, so hat sie AV 3 )

Fig. 21.

sich um den Betrag simt-

licher AuBlenwinkel des Viel-

eckes gedreht; dabei hat sie

aber eine volle Umdrehung gemacht; folglich ist die Summe aller Einzel-
drehungen gleich einer vollen Drehung, d. i. gleich 4 Rechten.

Satz 5. Die Summe der AuBenwinkel eines jeden Vieleckes betriigt
vier Rechte.

Da jeder AuBlenwinkel eines Vieleckes mit dem an demselben Eck-
punkte liegenden Innenwinkel zusammen 2 Rechte betriigt, so betrigt die
Summe aller Innen- und Auenwinkel eines Vieleckes doppelt so viel Rechte
als das Vieleck Seiten hat. Da die Summe der AuBenwinkel aber gleich
4 Rechten ist, so folgt:

Satz 6. Die Winkelsumme eines Vielecks betrdgt doppelt soviel Rechte
als das Vieleck Seiten hat, vermindert um vier Rechte.

Fiir ein n-Eck ist die Winkelsumme (2 n —4) R.

Insbesondere ergibt sich fiir das Dreieck der

Satz 7. Die Summe der drei Winkel eines Dreieckes ist gleich zwei
Rechten.
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Wie groBl ist die Winkelsumme im Viereck, Fiinfeck usf.?
Der Schiiler entwerfe eine Tabelle.
Die Winkelsumme eines Vieleckes ist von der Seitenanzahl abhingig.

Fig. 23.

S

Kapitel VII.

Achsiale Symmetrie.

a) Faltet man ein Blatt Papier lings der Geraden SS, (Fig. 23) zusam-
men und legt die rechte Hilfte desselben auf die linke, so fallt je ein Punkt

S,

der rechten Hilfte auf einen ganz be-
stimmten Punkt der linken Hilfte, z. B.
der Punkt 4 auf den Punkt 4,.

Wir sagen von zwei solchen einander
entsprechenden Punkten, dafl sie zu der
Geraden SS; symmetrisch liegen; die Ge-
rade SS; heiBt die Symmetrieachse oder
Symmetrale, die Drehung der einen Hélfte
des Blattes um SS; nennen wir Umklap-
pung oder achsiale Drehung. :

Verbinden wir die symmetrisch gele-
genen Punkte 4 und 4,, und ist C der
Schnittpunkt ihrer Verbindungsstrecke mit
der Symmetralen, so bleibt der Punkt C
bei der Umklappung liegen, da 4 auf 4,

fallt, es muB also AC = 4,C und Winkel ACS gleich Winkel 4,CS sein. Die
Winkel ACS und 4,CS sind Nebenwinkel, folglich muf8 jeder derselben
gleich einem rechten sein, also ist 44, senkrecht zu SS;. Mithin ergibt sich:

Satz 8. Zwei Punkte liegen zu einer Geraden symmetrisch, wenn ihre
Verbindungsstrecke auf der Geraden senkrecht steht und von ihr hal-

Fig. 24.
“\\ 3
B\ ’

-
-

.
7

biert wird.

Alle Punkte, die zu sich
selbst symmetrisch sind, liegen
auf der Symmetrieachse.

Verbindet man einen be-
liebigen Punkt B (Fig. 24) der
Symmetralen zweier Punkte 4

: und 4, mit diesen Punkten, so
. fillt bei der Umklappung die
"\ Strecke 4B auf die Strecke 4, B;
diese Strecken sind daher ein-
ander gleich. Dasémtliche Punkte
diese Eigenschaft haben, so er-

gibt sich:
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Satz 9. Jeder Punkt der Symmetralen zweier Punkte ist von den Punkten
gleichweit entfernt.

Eine Linie, deren sémtliche Punkte eine bestimmte KEigenschaft
haben, wird, wie schon in Kapitel IV. erwidhnt ist, der geometrische
Ort dieser Punkte genannt. Mithin erhalten wir:

Geometrischer Ort 2. Die Symmetrale zweier Punkte ist der geometrische
Ort aller Punkte, die von den heiden Punkten gleichweit entfernt sind.

Klappt man in der Figur 24 die eine Hélfte der Zeichnung auf die andere.
so ergibt sich: Der symmetrische Punkt zu jedem Punkte der einen Geraden
AB liegt auf der andern 4B; diese Geraden heilen daher symmetrische
Geraden. Da bei der Umklappung der Winkel CBA sich mit dem Winkel
CBA, deckt, also ihm gleich ist, so ist die Symmetrale dieser Geraden die
Halbierungslinie des Winkels 4 B4,. Also folgt:

Die Halbierungslinie eines Winkels ist die Symmetrale seiner Schenkel.

Ebenso ergibt sich:

Zwei sich schneidende Geraden sind in bezug auf jede ihrer Winkel-
halbjierenden symmetrisch.

b) LaBt sich in einer Figur eine Gerade so ziehen, daf bei der Umklap-
pung um dieselbe sich die beiden Teile der Figur in bezug auf Gestalt und
Fliche decken, so nennen wir die Figur symmetrisch in bezug auf diese
Gerade als Symmetrieachse.

Fiir den Kreis ist jeder Durchmesser eine Symmetrale sowohl der
Kreislinie als auch der Kreisfliche.

Wo liegt die Symmetrale einer Hausfront bei gerader, wo bei un-
gerader Fensterzahl? Welche Lage hat die Symmetrale des menschlichen
Gesichtes?

Auch korperliche Gebilde lassen sich in symmetrische Hilften zerlegen.
— Beispiele. —Was tritt hieran Stelle der Symmetrieachse? Welche Lage hat
z. B. die Symmetrieebene des menschlichen Korpers?

Kapitel VIIL
Fundamentalaufgaben.

1. Es soll zu zwei gegebenen Punkten 4 und A4, die Symmetrale ge-
zeichnet werden.

Losung. (Fig. 25.) Die Symmetrale ist durch zwei ihrer Punkte S
und 8, bestimmt. Nach Satz 9 ist jeder dieser Punkte von 4 und 4, gleich-
weit entfernt. Der geometrische Ort aller Punkte, die von einem Punkte
gleichweit entfernt sind, ist der Kreis, den man mit der Entfernung als
Halbmesser schlagen kann.

Man schlage daher um 4 und 4, mit einem Halbmesser, der gréBer
ist als die halbe Strecke 44,, Kreise, die sich in zwei Punkten S und S,
schneiden. Die Verbindungslinie SS, ist die verlangte Symmetrale.
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Fig. 25. Fig. 26.
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2. Es soll eine gegebene Strecke halbiert werden.

Lo6sung. Man zeichne nach Aufgabe 1 die Symmetrale der Endpunkte
der gegebenen Strecke. Nach Satz 8 ist der Schnittpunkt der Symmetralen
mit der gegebenen Strecke der verlangte Halbierungspunkt.

3. Es soll ein gegebener Winkel halbiert werden.

Losung. (Fig. 26.) Die Symmetrale der Schenkel ist die gesuchté
Halbierungslinie. Der Scheitelpunkt 4 ist ein Punkt der Symmetralen.

Schlagen wir um den Scheitelpunkt 4 mit einem beliebigen Halb-
messer einen Kreis, so sind die Schnittpunkte B und C mit den Schenkeln
in bezug auf die gesuchte Symmetrale symmetrisch gelegene Punkte. Zeichnet
man um B und C mit dem halben Halbmesser zwei Kreise, so ist ihr Schnitt-
punkt D ein Punkt der Symmetralen und 4 D die gesuchte Winkelhalbierende.

4. Es soll in einem Punkt einer gegebenen Geraden das Lot errichtet

werden. Lésung. (Fig. 27.) Man trage auf der

Fig. 21. gegebenen Geraden von C aus gleiche Strecken

D CM = CN ab, so ist C ein Punkt der Symme-

tralen der Punkte M und N. Schligt man um

M und N mit demselben Halbmesser Kreise,

so ist ihr Schnittpunkt D ein zweiter Punkt

O e | \ B der Symmetralen CD, die zugleich das ge-
A " > suchte Lot ist.

5. Es soll von einem Punkt auBerhalb einer gegebenen Geraden auf
die Gerade das Lot geféllt werden.

Lésung. (Fig. 28.) Man zeichne um den gegebenen Punkt S mit
einem beliebigen Halbmesser einen Kreis, der die gegebene Gerade in zwei
Punkten 4 und B schneidet. S ist dann ein Punkt der Symmetralen der
Punkte 4 und B. Einen zweiten Punkt S; der Symmetralen und damit
der gesuchten Senkrechten findet man wie bei den vorhergehenden Aufgaben.
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Die Aufgaben 1—5 bilden die Fig. 28.
Grundlagen aller geometrischen S
Konstruktionen; man bezeichnet
sie daher als Fundamentalaufgaben.

Aufgaben.

1. Es sollen folgende Figuren
zu symmetrischen mit gegebenen ~
Symmetralen ergénzt werden: 00T | -~

a) Ein Halbkreis fiir seinen
Durchmesser als Symmetrale;

b) ein Kreisausschnitt fiir ei- N y;
nen der beiden Halbmesser als @ S
Symmetrale; ] Pt

¢) ein Kreis und eine Sekante
fir die Sekante als Symmetrale;

d) ein Kreis und eine Tangente fiir die Tangente als Symmetrale;

¢) eine Gerade und auflerhalb derselben eine Strecke fiir die Gerade
als Symmetrale;

f) ein Dreieck fiir die eine Seite als Symmetrale.

2. Es soll eine gegebene Strecke in 4, 8, 16....2" gleiche Teile ge-
teilt werden.

3. Es soll ein gegebener Winkel in 4, 8, 16...2" gleiche Teile ge-
teilt werden.

4. Es sollen die Halbierungslinien der drei Winkel eines Dreieckes
gezeichnet werden.

5. Essoll dieselbe Aufgabe fiir die Winkel eines Viereckes gelost werden.

6. Es sollen die Mittellote (Symmetralen) der drei Seiten eines Drei-
eckes gezeichnet werden.

7. Es soll dieselbe Zeichnung fiir die Seiten eines Viereckes ausge-
fithrt werden.

8. Es sollen von den drei Eckpunkten eines Dreieckes die Lote auf
die Gegenseiten gefillt werden.

9. Auf derselben Seite der Bahnstrecke EE| liegen zwei Orte P und O;
es soll eine Haltestelle so angelegt werden, daf sie von beiden Orten gleich-
weit entfernt ist.

Kapitel IX.

Fundamentalsitze vom Dreieck.

a) Winkelbeziehungen.

In Kapitel VI haben wir als Folgerung aus Lehrsatz 6 den Satz 7
erhalten, demzufolge die Winkelsumme im Dreieck 2 Rechte betrigt. Der
Satz 1Bt sich auch direkt wie folgt ableiten.
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Fig. 29. Dreht man (Fig. 29) die Seite
BA um B nach BC, BC um C nach

\/ AC und AC um 4 nach 4B, so ge-
(4 langt die Seite B4 durch die drei

Drehungen um die Winkel 8, y, a in
ihre entgegengesetzte Richtung, hat
also eine halbe Umdrehung gemacht.
= i Mithin muB8 die Summe der drei

f) £ B Winkel a, B, v gleich einem ge-
\ streckten Winkel oder gleich 2
Rechten sein.

Folgerungen aus Satz 7.

1. Durch zwei Winkel eines Dreiecks ist der dritte be-
stimmt, oder:

Stimmen zwei Dreiecke in zwei Winkeln iiberein, so miissen sie auch
in den dritten Winkeln iibereinstimmen.

Der dritte Winkel eines Dreiecks ist demnach von der Summe der
beiden anderen Winkel abhiingig. Andert sich diese Summe, so dndert sich
auch der dritte Winkel.

Der Schiiler entwerfe eine Tabelle und berechne zu verschiedenen
Werten zweier Winkel den dritten.

2. Ein Dreieckkann nureinenrechten oder einen stumpfen
Winkel enthalten, dagegenkannesdrei spitzeWinkelenthalten.

Man teilt daher die Dreiecke in bezug auf die Winkel ein in recht-
winklige, stumpfwinklige und spitzwinklige, je nachdem sie einen
rechten, einen stumpfen oder drei spitze Winkel enthalten.

Im Gegensatze zu dem rechtwinkligen Dreieck bezeichnet man die
spitz- und stumpfwinkligen Dreiecke auch als schiefwinklige Dreiecke.

Im spitzwinkligen Dreieck ist die Summe je zweier Winkel gréBer als
ein Rechter.

Im rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der beiden spitzen Winkel
gleich einem Rechten.

Es soll zu gegebenen Werten des einen spitzen Winkels im rechtwink-
ligen Dreieck der andere Winkel berechnet werden. (Tabelle!)

Im stumpfwinkligen Dreieck ist die Summe der beiden spitzen Winkel
kleiner als ein Rechter.

Satz 10. Jeder AuBenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe der
beiden ihm nicht anliegenden Innenwinkel.

Behauptung: (Fig. 30.) 6 =a -+ y.

Beweis: B+ 6=2R (Satz 1)
a+ B+ y=2R (Satz 7)
pt+o=a+p+7.
d=a-y.

www.rcin.org.pl



31

Durch welche Drehungen Fig. 30.
kann BA in die Lage von BC ¢
iibergefithrt werden? Es sollen
diese Beziehungen zu einem
zweiten Beweise des Satzes 10
benutzt werden.

1. Was folgt fiir die GroBe o AN
jedes AuBenwinkels eines Drei- 4 B
ecks, wenn man ihn mit jedem der beiden ihm nicht anliegenden Innen-
winkel vergleicht?

2. Was ergibt sich fiir die GroBe der AuBenwinkel eines spitzwinkligen,
eines rechtwinkligen und eines stumpfwinkligen Dreiecks?

b) Beziehungen zwischen den Winkeln und Seiten eines Dreiecks.

Das gleichschenklige Dreieck.
Fig. 31.
Es seien in dem Dreieck 4 BC' (Fig. 31) die Seiten AC gp

und BC einander gleich. Die Halbierungslinie C'D des
Winkels ACB ist die Symmetrale der Strahlen AC und
BC. Da AC = BC, so liegen die Punkte 4 und B sym-
metrisch zu CD. Bei der Umklappung um CD decken
sich die Winkel (4D und CBD und sind daher ein-
ander gleich. A V7 3

Satz 11. Gleichen Seiten eines Dreiecks liegen gleiche Winkel gegeniiber.

Ist umgekehrt der Winkel 4 BC (Fig. 32) Fig. 32.
gleich dem Winkel ACB und zeichnet man die A
Symmetrale SS; der Punkte B und C, so fallen
bei der Umklappung um S8, wegen der Gleich-
heit der Winkel die Strahlen C4 und B4 auf-
einander, sind also symmetrische Strahlen; sie

miissen sich daher in einem Punkte 4 von ol
88, schneiden, also gleich sein. Es er-
gibt sich

Satz 12. Gleichen Winkeln eines Dreiecks
liegen gleiche Seiten gegeniiber.

In bezug auf die Seiten teilt man die Drei- s
ecke ein in ungleichseitige, gleichschenkiige und
gleichseitige, je nachdem alle drei Seiten verschieden groB zwel Seiten
oder alle drei Seiten einander gleich sind.

Im gleichschenkligen Dreieck nennt man die beiden gleichen Seiten
die Schenkel, die dritte Seite die Grundlinie oder Basis; den der Grund-
linie gegeniiberliegenden Eckpunkt des gleichschenkligen Dreiecks be-
zeichnet man als seine Spitze.
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Aus Satz 11 ergibt sich fiir das gleichschenklige Dreieck der
- Satz 13. Im gleichschenkligen Dreieck sind die Winkel an der
Grundlinie einander gleich.

Folgerungen: 1. Im gleichschenkligen Dreieck sind durch
einen Winkel die iibrigen Winkel bestimmt. Ist der Winkel an der
Grundlinie 4 BC = 3, soist der Winkel an der Spitze BAC = a =180°—2 £3.

Ist der Winkel an der Spitze BAC = a, so ist jeder Winkel an der
180° —a
T

Andert sich demnach f, so dndert sich auch a; ebenso dndert sich auch
B beziehungsweise y, wenn a andere Werte annimmt.

Der Schiiler entwerfe Tabellen, indem er zu bestimmten Werten von /3
die zugehorigen Werte von a berechnet und umgekehrt.

Von zwei GroBen, die in einer solchen Beziehung zueinander stehen,
daB mit jeder Anderung der einen sich auch die andere in bestimmter Weise
verdndert, sagen wir, die eine sei eine Funktion der andern.

Mithin ist im gleichschenkligen Dreieck der Winkel an der Spitze
eine Funktion des Winkels an der Grundlinie und umgekehrt. Ebenso ist
nach Kapitel III der eine von zwei Nebenwinkeln eine Funktion des an-
dern, nach Kapite! VI die Winkelsumme eines Vieleckes eine Funktion
der Seitenanzahl, nach Kapitel IX, @ der dritte Dreieckswinkel eine
Funktion der Summe der beiden anderen Winkel, der Aulenwinkel eines
Dreiecks eine Funktion der Summe der beiden ihm nicht anliegenden
Innenwinkel, im rechtwinkligen Dreieck der eine spitze Winkel eine
Funktion des andern.

2. Aus Satz 10 folgt fiir das gleichschenklige Dreieck:

Der AuBenwinkel an der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks
ist doppelt so groB als jeder Winkel an der Grundlinie.

3. Da das gleichseitige Dreieck als ein Sonderfall des gleich-
schenkligen Dreiecks anzusehen ist, so ergibt sich, dal im gleichseitigen
Dreieck alle drei Winkel einander gleich sind; da ihre Summe gleich 2 R
oder 180° ist, so folgt:

Im gleichseitigen Dreieck ist jeder Winkel gleich % R oder gleich 60°.

Was ergibt sich fiir die GroBe der Winkel an der Grundlinie eines gleich-
schenkligen Dreiecks sowie der AuBlenwinkel an der Grundlinie?

Der Winkel an der Spitze kann ein spitzer, rechter, oder stumpfer
sein. Ist der Winkel an der Spitze ein rechter, das Dreieck also ein gleich-
schenklig-rechtwinkliges, so ist der Winkel an der Grundlinie %R oder 45°.

Grundlinie f =y =

Erklarungen:

1. In einem Dreieck nennt man die Senkrechten, die man von den
Eckpunkten auf die gegeniiberliegenden Seiten fillen kann, die Hohen
des Dreiecks. Jedes Dreieck hat also drei Hohen,
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2. Die Linien, die die Winkel eines Dreiecks haibieren, heiflen
Winkelhalbierenden, die Linien die die Eckpunkte eines Dreiecks mit den
Mittelpunkten - der gegeniiberliegenden Seiten verbinden, heilen Mittel-
linien der Mitteltransversalen.

3. Jede Linie, welche eine geradlinige Figur durchschneidet, nennt
man eine Transversale der Figur; geht dieselbe gleichzeitig durch einen Eck-
punkt der Figur, so heilt sie eine Ecktransversale.

4. Die Hohen, Winkelhalbierenden und Mittellinien eines Dreiecks
sind also Ecktransversalen desselben.

Aus den vorangehenden Betrachtungen ergibt sich mithin der

Satz 14. Im gleichschenkligen Dreieck fallen die von der Spitze aus
gezogene Hohe und Mittellinie mit der Halbierungslinie des Winkels an
der Spitze und der Symmetralen der Grundlinie zusammen.

Die in Satz 14 angegebene Ecktransversale hat vier verschiedene
Eigenschaften; da sie aber durch zwei derselben schon bestimmt ist, so
kann man den Inhalt dieses Satzes in vier ver-
schiedene Sitze zergliedern. Wie heiflen diese vier

Siitze? g
Errichtet man iiber derselben Grundlinie

AB (Fig. 33) zwei gleichschenklige Dreiecke,

80 haben diese die Symmetrieachse gemeinsam.

Daher ergibt sich: i P

Fig. 33.

Satz 15. Verbindet man die Spitzen zweier
iiber derselben Grundlinie errichteten gleichschenk-
ligen Dreiecke miteinander, so halbiert die Ver-
bindungslinie die gemeinschaftliche Grundlinie
sowie die Winkel an den Spitzen und steht auf
der gemeinschaftlichen Grundlinie senkrecht. D

Den Lehrsatz 15 konnte man zur Losung der Fundamentalaufgaben
in § 8 benutzen.

Anmerkung. Ist die Strecke 4B grofer als die Strecke AC, so
schreibt man 4B > AC, ist AB kleiner als AC, so schreibt man 4B <~ AC.
Was heift also < a > < p?
Xy < X o?

Es sei (Fig. 34) ABC ein Drei-
eck, in dem AC > AB ist. Zeichnet
man die Symmetrale des Winkels
BAC und klappt das Dreieck 4 DB
um AD um, so fillt 4B lings AC
nnd da A4C > AB, der Punkt B
zwischen die Punkte 4 und C, etwa

« Schwab, Lehr- und Ubungsbuch fir den Unterricht in der Geometrie. I. Teil, Ausg. A. 3

A Fig. 34.
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nach E. Dann deckt der Winkel # den Winkel §, also ist Winkel g=

Winkel 6. Da der Winkel § als AuBenwinkel des Dreiecks DEC gréBer
ist als Winkel y, so ist auch der Winkel g >> Winkel y; mithin folgt:

Satz 16. In jedem Dreieck liegt der groBeren von zwei Seiten der
groBere Winkel gegeniiber.

Umgekehrt setzen wir voraus < > < y. Es sei wiederum 4D die
Symmetrale des Winkels BAC, also < ¢ = < . Dann ist:

LB +e>n +y;
daher ist nach dem Satze iiber die Winkelsumme im Dreieck:
X<
Klappen wir das Dreieck 4BD um 4D um, so fillt BD in den Winkel
ADC; da aber AB der Richtung nach auf AC zu liegen kommt, so deckt
B einen Punkt zwischen 4 und C, d. h. 4B < AC.

Satz 17. In jedem Dreieck liegt dem groBeren von zwei Winkeln die
groBere Seite gegeniiber.

Folgerungen: 1. Im rechtwinkligen Dreieck ist die dem rechten
Winkel gegeniiberliegende Seite die groBite Dreiecksseite. Man nennt diese
Seite die Hypotenuse, die beiden den rechten Winkel einschlieBenden Seiten
die Katheten des rechtwinkligen Dreiecks. Im rechtwinkligen Drei-
eckist die Hypotenuse gréBer als jede derKatheten. Imstumpf-
winkligen Dreieck ist die dem stumpfen Winkel gegeniiber-
liegende Seite die groBte Seite.

Fig. 35. Fillt man von einem Punkte 4 aufler-

4 halb einer Geraden GH (Fig. 35) auf die

Gerade das Lot 44, und verbindet einen be-

liebigen Punkt B der Geraden mit 4, so ist

A4, < AB, da das Dreieck 44, B ein recht-

winkliges und 4B die Hypotenuse darin
G C 4, B D K st Es folgt:

Unter allen Geraden, die man von einem Punkte auBerhalb einer Ge-
raden nach ihr ziehen kann, ist die Senkrechte die kiirzeste.

Die kiirzeste von allen Linien, die man von einem Punkte auBerhalb
einer Geraden nach ihr ziehen kann, nennt man den Abstand des Punktes
von der Geraden. Der Abstand eines Punktes von einer Geraden wird mithin
durch das Lot bestimmt, das man von dem Punkte auf die Gerade fillt.

Verbindet man den zu B in bezug auf 44, symmetrisch gelegenen
Punkt C mit A4, so ist AC = 4B, d. h.:

Zwei von einem Punkte auBerhalb einer Geraden nach ihr gezogene
Strecken, deren Endpunkte vom FuBpunkte der Senkrechten gleichweit
entfernt sind, sind einander gleich.

Verbindet man endlich einen Punkt D, fiir den 4,D > A4, B ist, mit 4,
so folgt, da in dem Dreieck 4 BD der Winkel 4 BD als Aulenwinkel an der

www.rcin.org.pl



35

Grundlinie des gleichschenkligen Dreiecks 4 BC ein stumpfer ist, 4D ~> 4B,
deihis

Von zwei von einem Punkte auBerhalb einer Geraden nach ihr gezogenen
Strecken ist diejenige die groBere, deren Endpunkt am weitesten von dem
FuBpunkte der Senkrechten entfernt ist.

¢) Beziehungen zwischen den Seiten eines Dreiecks.

Verlidngert man in dem Dreieck 4 BC (Fig. 36) die Seite B4 um A D
= AC, so ist BD = B4 + AC. In dem gleichschenkligen Dreieck 4 DC
ist < ¢ = < §, daher ¢ BCD > <X §, folglich nach Satz 17: BD > BC
oder B4 + AC > BC. Mithin gilt der

Satz 18. In jedem Dreieck ist die Summe zweier Seiten groBer
als die dritte Seite.
Trigt man in dem Dreieck 4 BC

e 0% - (Fig. 37) auf der Seite AC die Strecke
A —4B ah 56 st D0 A6 =
AD = AC — AB. In dem Dreieck
A Fig. 37.
A
D
B i B 4

BDC ist der Winkel BDC als AuBenwinkel an der Grundlinie des
gleichschenkligen Dreiecks 4 DB ein stumpfer, mithin DC' < BC, oder
AC — AB < BC. Fig. 38.

Satz 19. In jedem Dreieck ist D
der Unterschied zweier Seiten kleiner
als die dritte Seite.

E
Folgerung. Verbindet man y

(Fig. 38) die Punkte 4 und B durch
die Gerade 4B und durch die ge-
brochene Linie ACDEB, so folgt
aus Satz 18 A 2

AC +~CD > AD

AD + DE > AE,
mithin AC +-CD + DE > AE

AE + EB > AB,
also auch AC +CD + DE + EB> 4B,

3*
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d. h. die gebrochene Linie, welche die Punkte 4 und B verbindet, ist grofler
als die gerade Verbindungslinie.

LaBt man die Anzahl der Strecken des gebrochenen Linienzuges immer
grofer, die Strecken selbst immer kleiner werden, so nihert sich der Linienzug
immer mehr einer krummen Linie, die demnach auch grofer ist als die
gerade Verbindungsstrecke. Daher ergibt sich der

Satz 20. Die Strecke ist die kiirzeste Verbindungslinie ihrer End-
punkte.

d) Aufgaben:

1. Es soll der dritte Dreieckswinkel berechnet werden, wenn ge-
geben ist:
a) & =718988" 187 B="03%171 20"
b) p=>55° 23’ 44,7, y=115° 49’ 17,”3;
¢) a=14° 22’ 17,73, y=1320 16’ 5,7;
d) a =88° 12/, $:—39° 0’ 25,72

2. Man lasse den Winkel ¢ von 10° an um je 10° wachsen, den Winkel g
von 160° an um je 15° abnehmen, berechne y und trage die Werte von y
in eine Tabelle ein.

3. In einem Dreieck ist der Winkel a und der Aulenwinkel § bei B
gegeben; es soll der Winkel y berechnet werden, wenn:

a) a=24° 54’ 28,”3, 6 =106° 19" 26,"4;
b) a = 66° 33" 58,76, o =121° 43" 49,”8;
¢) a=85" 4" 19", 0 =960 0" 58,4 ist.

4, Man lasse den Winkel a von 150° an um je 12° 30" ab-, den
Winkel g von 10° an um 15° 20" zunehmen, berechne y und trage die
Werte von y in eine Tabelle ein.

5. Der Winkel § an der Grundlinie eines gleichschenkligen Dreiecks
ist gegeben; es soll der Winkel a an der Spitze berechnet werden, wenn:
a) f=24° 18’; b) p=44° 0" 36,"4;
c) p=>580 58" 44,5 ist.
6. Man lasse den Winkel # von 10° an um je 14° 30" 25” wachsen,
berechne a und trage die Werte von a in eine Tabelle ein.
7. Es soll aus dem Winkel a an der Spitze eines gleichschenkligen
Dreiecks der Winkel von der Grundlinie berechnet werden, wenn
a)-a=380°11% b) 43° 27’ 30”; c) 122° 0" 43,4  ist.
8. Man lasse den Winkel a von 15° an um je 10° 10" 10” wachsen,
berechne den Winkel 8 an der Grundlinie und trage die erhaltenen Werte
in eine Tabelle ein.
9. Man soll die Hilfte eines gegebenen Winkels a zeichnen, ohne die
Halbierungslinie zu ziehen. (Satz 13, Folgerung 2.)

10. Man soll einen gegebenen Winkel a verdoppeln, verdreifachen usw.

ohne den Winkel wiederholt anzutragen. (Satz 13, Folgerung 2.)
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11. Auf derselben Seite einer Geraden MN liegen die zwei Punkte
P, und P,; man soll auf der Geraden einen Punkt @ so bestimmen, dafl die
Strecken P, @ und P, Q mit M N gleiche Winkel bilden.

Anleitung. Man suche zu einem der Punkte P, oder P, den in bezug
auf M N symmetrisch gelegenen Punkt.

Kapitel X.

Die Grundaufgaben des Dreiecks. Kongruenz
der Dreiecke.

a) Bezeichnungen.

Die Seiten und Winkel eines Vielecks nennt man seine Stiic ke.
Ein Dreieck hat also 6 Stiicke. Ist 4 BC ein Dreieck, so bezeichnet man die
dem Eckpunkte 4 gegeniiberliegende Seite BC mit a, die Gegenseite von B,
d. i. AC mit b, die Gegenseite von C, d. i. 4B mit ¢, den Winkel mit dem
Scheitelpunkt 4 mit a, entsprechend die Winkel mit den Scheitelpunkten
B und C mit g und y.

b) Bestimmung der Lage eines Punktes durch geometrische Orter,

Ist von einem Dreieck eine Seite 4B = ¢ und der Winkel BAC =«
gegeben, so mul der Eckpunkt C auf dem freien Schenkel des an 4B in 4
angetragenen Winkels a liegen. Jeder Punkt dieses freien Schenkels kann
als dritter Eckpunkt des Dreiecks geiommen werden. Nach friiheren Er-
klirungen werden wir demnach den freien Schenkel des in 4 angetragenen
Winkels a als geometrischen Ort fiir den dritten Eckpunkt C' bezeichnen.

Ist auBerdem noch die Seite BC' = a gegeben, so ist zufolge des geo-
metrischen Ortes (1.) (S. 20) ein zweiter geometrischer Ort fiir C' die mit
a als Halbmesser um C als Mittelpunkt beschriebene Kreislinie. Der Punkt C
muB sonach auf beiden Ortern zugleich liegen. Es gibt also so viele Lagen fiir C
als beide Orter gemeinsame Punkte haben.

Ein Punkt, der zwei Bedingungen zugleich geniigen muB,
wird durch zwei geometrische Orter gefunden. Man erhilt fiir
den Punkt so viele Lagen als beide Orter gemeinsame Punkte
besitzen.

¢) Die fiinf Grundaufgaben des Dreiecks.

I. Es soll ein Dreieck aus den drei Seiten «, b, ¢ gezeichnet werden.

Durch die Seite 4B = ¢ sind zwei Eckpunkte des Dreiecks bestimmt.
Der dritte Eckpunkt C' liegt 1) auf dem Kreise um B als Mittelpunkt mit a
als Halbmesser 2)auf dem Kreise um 4 als Mittelpunkt mit b als Halbmesser.
Mithin ist der Punkt C der Schnittpunkt beider Kreise.
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Konstruktion. (Fig. 39.) Man
zeichne 4B = ¢ und schlage um 4
und B mit b und ¢ Kreise, die sich in
C und C, schneiden, und verbinde C
und C; mit 4 und B. Die Aufgabe
hat demnach zwei Losungen. Da aber
die Punkte Cund C; zu 4B als Achse
symmetrischliegen, sosind die Dreiecke
ABC und 4BC, selbst symmetrisch,
lassen sich also durch Umkiappen
um AB zur Deckung bringen. Wir
erhalten demnach in Wirklichkeit nur
ein einziges Dreieck.

Bedingung fiir die Lésbar-
keit. Die um 4 und B geschlagenen
Kreise schneiden sich nur, wenn @ +b>>¢ und a —b < ¢ ist.

(Satz 18 und 19.) Erliuterung durch Zeichnung!

Zeichnen wir mit denselben drei Seiten an verschiedenen Stellen
Dreiecke und legen diese Dreiecke mit einer der Seiten, etwa 4 B aufeinander,
so miissen die Dreiecke sich vollstindig decken, da die Lage des dritten
Eckpunktes C nach der vorangegangenen Konstruktion eindeutig be-
stimmt ist.

Erklirung. Zwei Dreiecke (oder im allgemeinen zwei Figuren), die
sich zur Deckung bringen lassen. nennt man kongruent. (Das Zeichen der
Kongruenz ist )

Die Seiten und Winkel solcher Figuren, die sich decken, nennen
wir gleichliegende oder homologe Stiicke.

Mithin sind in kongruenten Figuren alle entsprechenden Seiten und
Winkel einander gleich.

Aus unserer eindeutigen Dreieckskonstruktion folgt also aus der
Gleichheit der Seiten die Gleichheit der Winkel.

Das Ergebnis der Konstruktion liefert den

Satz 21. (I. Kongruenzsatz.) Dreiecke, die in drei Seiten iiberein-
stimmen, sind einander kongruent.

Aufgabe. Es soll ein gegebener Winkel « an eine Gerade M N im Punkte
A angetragen werden.

Losung. (Fig. 40.) Wir bringen den gegebenen Winkel RPQ — a
in ein Dreieck, indem wir seine Schenkel durch die Gerade RQ schneiden und
zeichnen zu diesem Dreieck nach Satz 21 ein ihm kongruentes, so, dal}
der P entsprechende Eckpunkt auf 4, die PQ entsprechende Seite auf
MN fillt.
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n Fig. 40. g5k

0 ol A B N

Man mache also 4B = PQ, schlage um 4 und B mit PR und QR
Kreise, die sich in C schneiden. Dann ist A 4BC > PRQ und folglich
L OA4B— 3 RPO = q.

Gewoshnlich bringt man den Winkel a in ein gleichschenkliges Dreieck.
(Fig. 41.) Man schliagt mit einem beliebigen Halbmesser um P einen Kreis-

Fig. 41.

P Q M A B N
bogen, der die Schenkel des Winkels in @ und R schneidet. Um 4
schligt man mit demselben Halbmesser den Kreis, der M N in B schneidet
Um B zeichnet man mit der Sehne QR als Halbmesser den Kreis, der den
ersteren in C schneidet, verbindet C' mit 4, soist & C4AB = a.

Aufgabe. Es soll durch einen gegebenen Punkt 4 zu einer gegebenen
Geraden M N die Parallele ge- Fi :

ig. 42.

zeichnet werden. N

Losung. (Fig. 42.) Man P & ¢
verbinde 4 mit einem beliebigen
Punkt B von M N und trage den
Winkel ABN — a an AB in 4
nach der entgegengesetzten Seite
an, so ist PQ die gesuchte s N
Parallele, denn die Winkel 4 BN B
und BAP sind ein Paar gleiche Wechselwinkel, PQ also parallel M N nach
Satz 4. .

II. Es soll ein Dreieck aus zwei Seiten b, ¢ und dem von ihnen ein-
geschlossenen Winkel « gezeichnet werden.

Durch die Seite ¢ sind die Eckpunkte 4 und B des gesuchten Dreiecks
bestimmt. Der Punkt C liegt 1) auf dem freien Schenkel des Winkels a, den
manan 4 Bin Aauftragen kann, 2) auf dem Kreise um 4 mitb als Halbmesser.
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Fig. 43. Konstruktion. (Fig.
43.) Man zeichne AB =,
trage an A Bin 4 den Winkel
a an, schlage um 4 mit b den
Kreis, der den freien Schen-
kel des Winkels ¢ in C trifft,
und verbinde C mit B.
o Da der Kreis den freien
b A B Schenkel des Winkels in nur
einem Punkte schneidet, so
hat die Aufgabe nur eine
Losung. Die Losung ist immer méglich, wenn < a <2 R ist. Aus der Ein-
deutigkeit der Konstruktion folgt:
Satz 22. (II. Kongruenzsatz.) Dreiecke, die in zwei Seiten und
dem von ihnen eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen, sind einander
kongruent.

IIL. Es soll ein Dreieck aus zwei Seiten b, ¢ und dem einer dieser Seiten
gegeniiberliegenden Winkel g gezeichnet werden.

Durch die Seite ¢ sind die Eckpunkte 4 und B festgelegt. Der Punkt C
liegt 1. auf dem freien Schenkel des Winkels 8, den man an 4 Bin B antragen
kann, 2. auf dem Kreise um 4 mit b als Halbmesser.

Die Konstruktion ergibt sich wie vorher. Bei der Losung kénnen
verschiedene Fille eintreten.

a) Es sei b<c¢; der um 4 mit b als Halbmesser geschlagene Kreis
schneidet den freien Schenkel des Winkels entweder gar nicht, oder er
trifft thn in einem Punkte
oder in zwei Punkten, je
nachdem bd ist, wo d
das Lot ist, das man von
A auf den freien Schenkel
von f fillen kann. (Fig. 44.)

b) Esseib>c. (Fig.45.)
In diesem Falle wird der
freie Schenkel des Winkels j
nurineinem Punkte von dem
Kreise geschnitten. Mithin
erhalten wir in diesem Falle
stets und nur eine Losung. Dreiecke, die in diesem Falle in b, ¢, g iiber-
einstimmen, miissen kongruent sein.

Anmerkung: Der in letzterem Falle um A4 geschlagene Kreis trifft
allerdings die Riickverlingerung des freien Schenkels des Winkels a noch
in einemh Punkte C|; das sich hierbei ergebende Dreieck 4 BC, enthalt aber
nicht den Winkel a, sondern seinen Nebenwinkel 2 R — a.

(3]

¢

Fig. 44.

b
¢
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Satz 23. (III. Kon-
gruenzsatz.) Dreiecke, die
in zwei Seiten und dem
Gegenwinkel der groBeren
von diesen Seiten iiberein-
stimmen, sind einander
kongruent.

IV. Essoll ein Dreieck
aus einer Seite ¢ und den
beiden ihr anliegenden Win-
keln &, 3 gezeichnet werden.

Durch die Seite 4B
=c¢ sind die Punkte 4
und B bestimmt. Der
Punkt C'liegt auf den freien
Schenkeln der Winkel a
und 8, die man an 4B in
4 und B antragen kann;
mithin liegt er in ihrem
Schnittpunkte.

Die Konstruktion
ergibt sich leicht. (Fig. 46.)

Dadie freien Schenkel

~ der Winkel a und B sich

nurin einem Punkteschnei-

Fig. 45.
.

\
\
. !
L2 |
L & g !
b : ,=

Tig. 46.

C,
B o B

A B

£

den, so ist das Dreieck durch ¢, a, f eindeutig bestimmt. Alle Dreiecke mit
derselben Seite und den gle.chen ihr anliegenden Winkeln sind kongruent.
V. Es soll ein Dreieck aus einer Seite ¢, einem ihr anliegenden («) und
dem ihr gegeniiberliegenden Winkel y gezeichnet werden. .
Durch die Seite 4B = ¢ sind die Punkte 4 und B bestimmt. Der
Punkt C liegt auf dem freien Schenkel des Winkels a, den man an 4B in 4
antragen kann. Denkt man sich in einem beliebigen Punkte z dieses freien

Schenkels den Winkel y an-
getragen, so liegt C' auller-
dem auf der Parallelen,
die man durch B zu dem
freien Schenkel zy des
Winkels y ziehen kann.
Dann ist ¢ ACB als kor-
respondierender Winkel zu
Axy gleich a.

Die nach dem Voran-
gegangenen leichte Zeich-

nung (Fig. 47) liefert nur

Fig. 47, C

GABINET MATE MATYCZNY

. Tewarzislwa Raukowsge Warszawskiege
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eine Losung der Aufgabe. Alle Dreiecke mit derselben Seite, die aufer-
dem in einem entsprechenden der Seite anliegenden und dem ihr gegeniiber-
liegenden Winkel iibereinstimmen, sind kongruent.

Das Ergebnis der beiden letzten Aufgaben fassen wir in einen Satz
zusammen.

Satz 24. (IV. Kongruenzsatz.) Dreiecke, die in einer Seite und
zwei gleichliegenden Winkeln iibereinstimmen, sind einander kongruent.

Die vier Kongruenzsitze enthalten jeder drei Dreiecksstiicke, die
ausreichen, um ein Dreieck eindeutig zu bestimmen, denn alle Dreiecke
mit denselben drei Stiicken sind einander kongruent. Man kann daher die
Kongruenzsitze auch als Bestimmungssitze bezeichnen.

Ein Dreieck ist vollstindig bestimmt:

1. Durch drei Seiten;

2. durch zwei Seiten und den von ihnen eingeschlossenen Winkel,

3. durch zwei Seiten und den der groBeren von ihnen gegeniiberliegen-
den Winkel;

4. durch eine Seite und zwei Winkel.

Die Gestalt und GroBe eines Dreiecks ist demnach von drei (Stiicken)
abhingig.

Fiir die rechtwinkligen und gleichschenkligen Dreiecke nehmen die
Kongruenzsitze eine einfachere Gestalt an.

Da alle rechtwinkligen Dreiecke in dem rechten Winkel iiberein-
stimmen, so ist nur noch die Ubereinstimmung zweier weiteren Stiicke er-
forderlich.

Es sollen die Kongruenzsiitze fiir das rechtwinklige Dreieck angegeben
werden.

Da in einem gleichschenkligen Dreieck durch den einen Schenkel
auch der andere Schenkel und durch einen Winkel, sei es der Winkel an der
Grundlinie oder an der Spitze, die anderen Winkel bestimmt sind, so ist zur
Kongruenz von gleichschenkligen Dreiecken nur die Ubereinstimmung in
zwei Stiicken erforderlich.

Es sollen die Kongruenzsitze fiir das gleichschenklige Dreieck an-
gegeben werden.

Wann sind zwei gleichseitige Dreiecke kongruent?

Da die Kongruenz der Dreiecke sich aus der Ubereinstimmung in drei
Stiicken nach einem der vier Sitze ergibt und kongruente Dreiecke in allen
entsprechenden Stiicken iibereinstimmen, so liefern uns die Kongruenzsitze
ein wichtiges Beweismittel zum Nachweis der Gleichheit von Seiten und
Winkeln. Es soll dies an dem Beweise des nachstehenden Satzes gezeigt
werden. '
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Satz 25. Jeder Punkt der Halbierungslinie eines Winkeis ist von seinen
Schenkeln gleichweit entfernt. Fig. 48

Voraussetzung: (Fig. 48.)
1. <X BAD= <& DAC

2. PQ | 4B
PR | AC.

Behauptung: \j
PQ — PR. J

Beweis: In den recht-
winkligen Dreiecken 4 P@ und
APR ist: AP AP

X QAP = 5 PAR (n. V),
folglich ist nach dem vierten Kongruenzsatze:
A APQ >~ A APR
und daher: PO =—"ER:

Ebenso lait sich auch die Umkehrung beweisen.

Aus beiden Ritzen ergibt sich:

Geometrischer Ort 3. Der geometrische Ort aller Punkte, die von
zwei gegebenen Geraden gleichweit entfernt sind, ist das Geradenpaar, das
die Winkel der gegebenen Geraden halbiert.

Zusatz. Da die Hélften zweier Nebenwinkel zusammen einen Rechten

betragen, so stehen die Winkelhalbierenden aufeinander senkrecht.

d) Aufgaben.

1. Es soll der Satz 25 an der Figur zu Satz 15 ohne Benutzung der
Kongruenz abgeleitet werden. (X CAD = <& CBD =1 R.)

2, Es sollen die Sitze 13, 14, 15 mit Hilfe der Kongruenzsitze bewiesen
werden. :

3. Es soll ein rechtwinkliges Dreieck gezeichnet werden, wenn gegeben
ist: @) eine Kathete und der ihr anliegende spitze Winkel, b) eine Kathete
und der ihr gegeniiberliegende spitze Winkel, ¢) die Hypotenuse und ein
spitzer Winkel, d) die Hypotenuse und eine Kathete, ¢) die beiden Katheten.

4. Es soll ein gleichschenkliges Dreieck gezeichnet werden, wenn ge-
geben ist: a) die Grundlinie und der Winkel an derselben, b) die Grundlinie
und der Winkel an der Spitze, ¢) der Schenkel und der Winkel an der Grund-
linie, d) der Schenkel und der Winkel an der Spitze, ¢) der Schenkel und die
Grundlinie.

5. Es soll ein gleichseitiges Dreieck aus der Seite gezeichnet werden.
Wie kann man demnach einen Winkel von 60°, 30° 15° zeichnen?

6. Es soll ein rechter Winkel in drei gleiche Teile geteilt werden.

7. Es soll ein Winkel gezeichnet werden, der doppelt oder dreimal
so groB ist als ein gegebener Winkel a.

www.rcin.org.pl



44

8. Es soll zu zwei gegebenen Winkeln eines Dreiecks der dritte durch
Zeichnung .bestimmt werden.

9. Es soll durch einen gegebenen Punkt eine Gerade so gezogen
werden, daB sie von den Schenkeln eines gegebenen Winkels gleiche Strecken
abschneidet.

10. Es soll auf einer Dreiecksseite ein Punkt so bestimmt werden, daf}
er von den beiden anderen Seiten gleichweit entfernt ist.

11. Es soll ein Punkt so bestimmt werden, dal er von drei gegebenen
einander schneidenden Geraden gleichweit entfernt ist. Wie viele Losungen
hat die Aufgabe? Wie gro8 ist die Anzahl der Losungen, wenn zwei der ge-
gebenen Geraden einander parallel sind?

12. Es soll die Entfernung zweier Punkte 4 und B, die nicht un-
mittelbar gemessen werden kann, be-
stimmt werden. (Fig. 49.)

Anleitung. Man wihle einen
dritten Punkt C so, dall man von ihm
nach 4 und B gelangen kann. (Satz 22.

Fig. 49.

Fig. 50.

222224

D A
13. Essoll die Entfernung des Punktes 4 von einem Punkte C' bestimmt
werden, der von 4 aus unzuginglich, aber sichtbar ist. (Fig. 50.)

Anleitung. Man stecke von 4 aus die Strecke 4 B ab, so dal C von 4
aus sichtbar ist und messe mit einem WinkelmeBinstrumente die Winkel

a und fg.
Anwendung von Satz 24.

Kapitel XI.
Dreiecksaufgaben.

@) Anleitung zum Loésen von Aufgaben.

Mit Benutzung der in Kapitel X abgeleiteten Kongruenzsitze 1ift
sich leicht zeigen, daB in kongruenten Dreiecken auch die anderen im
Dreiecke vorkommenden Strecken, als Hohen, Winkelhalbierende, Mittel-
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linien sowie auch die Winkel, die diese Strecken mit den Seiten und mit-
einander bilden, gleiche GroBe haben. Mithin sind diese Strecken und Winkel
ebenfalls fiir das Dreieck zur Bestimmung desselben geeignet und kénnen
zur Zeichnung benutzt werden. Auch in diesem Falle reichen drei der jetzt
in erweitertem Sinne als Dreiecksstiicke aufzufassende Strecken fiir sich
allein oder in Verbindung mit den Seiten und Winkel des Dreiecks zur
Zeichnung aus. Es soll an einigen Beispielen gezeigt werden, wie solche
Zeichnungen ausgefiihrt werden kéonnen.

Es ist iiblich folgende abkiirzende Bezeichnungen fiir die Dreiecks-
stiicke zu verwenden.

Die Winkel des Dreiecks 4BC an den Eckpunkten 4, B, C werden
durch a, 8, 7, die diesen Eckpunkten gegeniiberliegenden Seiten mit a, b, c.
die zu diesen Seiten gehdrigen Hohen mit kg, kg, ke, die zu ihnen gehdrigen
Mittellinien mit m,, mp, m,, die Halbierungslinien der Winkel a, 8, y
mit w,, wg, w,, die von der Hohe CD = h, auf der Seite 4B gebildeten
Abschnitte BD und 4 D mit p und ¢, die von der Winkelhalbierenden CE =
=w, auf der Seite 4B gebildeten Abschnitte £B mit v und AE mit v,
im rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse mit ¢, im gleichschenkligen
Dreieck die Grundlinie mit @ bezeichnet.

Aufgabe. Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus zwei Seiten «,
b und der zur dritten Seite gehorigen Hohe /.. (Fig. 51.)

Fig. 51. Fig. 52.

Y
)/

R D B A D B

a

Wir zeichnen uns bei jeder Aufgabe zuerst ein Dreieck, von dem
wir annehmen, dal es die gegebenen Stiicke enthalten soll, in dem
also in der vorliegenden Aufgabe die Seite CB = a, die Seite AC = b und
die Hohe CD = h, ist. Die Hohe CD teilt das Dreieck 4 BC in zwei recht-
winklige Dreiecke 4C D und BCD. Die beiden Dreiecke lassen sich aus der
Hypotenuse, einer Kathete und dem rechten Winkel zeichnen.

Man errichte demnach auf einer beliebigen Geraden die Senkrechte
DC = h, (Fig. 52), schlage um C mit b und a als Halbmesser Kreise, die
die Gerade in 4 und B schneiden, und verbinde 4 und B mit C, so ist das
Dreieck 4BC das verlangte Dreieck. :
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Die letztere Behauptung mufl bewiesen werden. Der Beweis gestaltet
sich hier sehr einfach. Nach der Konstruktion ist:

Io@iDz= hroundaLr :CDB —1:R;
2804 =B
SH0B =g

Da CD=h, als gemeinsame Kathete der beiden rechtwinkligen
Dreiecke kleiner sein muB als die Hypotenusen AC und C'B, so hat die Auf-
gabe nur dann eine Losung, wenn ¢ und b >}, sind.

Aufgabe. Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus einer Seite ¢, der
zu ihr gehorigen Mittellinie 22¢, und einem ihr anliegenden Winkel g. (Fig. 53.)
Fig. 53. Wir verfahren ebenso wie

bei der ersten Aufgabe und
C zeichnen uns zuerst eine Figur,
von der wir annehmen, daf} sie
die gegebenen Stiicke enthalte,
so daf} also die Seite 4B — ¢,
die zu ihr gehorige Mittellinie
CE = m, und der Winkel CB4

- g \ = pist. Das Dreieck CEB ist
4 % 8 bestimmt durch BE = -;—,
£ CE =m, und Winkel CBE = §,

also durch zwei Seiten und den Gegenwinkel der einen dieser Seiten.
(ITI, Kapitel X.) Der Punkt A liegt 1) auf der Verlingerung von BE,

2) auf dem Kreise um E mit dem Halbmesser %; somit ist auch das ganze
Dreieck 4 BC bestimmt.
Um das gesuchte Dreieck zu zeichnen, mache man EB — —g—, trage an

EB in B den Winkel # an und schlage um E mit m, als Halbmesser den
Kreis, der den freien Schenkel des Winkels g in C trifft. Man ver-
lingere BE um EA = EB und verbinde 4 mit C, so ist das Dreieck 4 BC
das verlangte.

Der Beweis ist auch bei dieser Aufgabe leicht.
Nach Konstruktion ist:

1. AB=AE+ EB=2CB=2.
2. CE =m, und AE = EB,;

3. X OB4=8§.

Die Untersuchung nach den Bedingungen der Ldsbarkeit gestaltet
sich hier etwas ausfiihrlicher.
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1. Es sei m, >%; nach ITI, Kapitel X ist dann die Aufgabe stets
l6sbar und liefert nur eine Losung.

2. Es sei m,,<-;T; man fille von dem Endpunkte £ der Strecke
EB :% auf den freien Schenkel des Winkels das Lot EF = d. (Fig. 54.)

a) Ist m; >d, so hat die Aufgabe zwei Fig. 54.
Lésungen, da der Kreis um E mit m, als Halb- c
messer den freien Schenkel des Winkels f in
zwei Punkten C; und C, trifft. Wir erhalten
somit zwei Teildreiecke C; £B und C,EB, und
daher auch zwei Dreiecke 4BC; und 4BC,.

b) Ist m; =d, so fallen C; und C, zu-
sammen und die Aufgabe hat auch unter der Be-

dingung m, < —;- aber gleich d, nureine Lésung. 4 k B

¢) Ist me < d, so trifft der um E mit m, als Halbmesser geschlagene
Kreis den freien Schenkel des Winkels g iiberhaupt nicht, die Aufgabe hat
in diesem Falle gar keine Losung.

Die Behandlung der beiden vorangegangenen Aufgaben 1Bt erkennen,
daB die Losung einer geometrischen Konstruktionsaufgabe in vier Teile
- zerfillt.

1. Der erste Teil, die Analysis, ist die zusammenfassende Darstellung
der Betrachtungen, durch die man zur Lésung der Aufgabe gelangt.
Die Analysis geht am zweckmiBigsten von einer Figur aus, von der
wir voraussetzen, daB sie die gegebenen Bestimmungsstiicke enthilt. Eine
gute Analysis mull knapp sein und darf keinenfalls mit der Konstruktion
vermengt werden; sie hat nur die Wege zu bezeichnen, auf denen die letztere
moglich ist.

2. Die Konstruktion gibt an, auf welche Weise man aus den gegebenen
Bestimmungsstiicken den Folgerungen der Analysis gemif unter Benutzung
von Fundamentalkonstruktionen die gesuchte Figur herstellt.

3. Der Beweis hat zu zeigen, dafl die durch die Konstruktion herge-
stellte Zeichnung die Bedingungen der Aufgabe erfiillt. Der Beweis ist
gewissermafen die Umkehrung der Analysis und kann daher kurz behandelt
oder auch ganz fortgelassen werden.

4. Den SchluB einer vollstindigen Lésung bildet die Determination;
sie hat zu untersuchen: a) ob die Liosbarkeit der Aufgabe von gewissen Be-
dingungen der Lage oder GroBe der gegebenen Stiicke abhingt; b) ob die
Aufgabe im allgemeinen nur eine oder unter welchen besonderen Bedingungen
sie nur eine oder mehrere Ldsungen liefert.

\
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Aufgabe. Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus der Summe zweier

Seiten @ + b — s und den beiden einer dieser Seiten anliegenden Winkel «
und 7y.

Analysis. (Fig. 55.) Um a-}-b=s zu erhalten, verlingere man
Fig. 56. 2 AC um CD = CB, verbinde D mit B, so ist:

AD=AC+CD=AC+ CB=atb=s.

/s
4

#
’
/

74
i
'.| Da das Dreieck CBD ein gleichschenk-
/ ‘: liges ist, so mul <t CDB = —;— X ACB = —;i
: |
'.
':
':

sein. Mithin ist das Hilfsdreieck 4 BD be-
stimmt durch:

1. ADP—g3
S S DAB = a;
A S8 3.%:ADB=%.

Der Punkt C liegt auf 4D und auf der Symmetralen von DB.

Konstruktion. (Fig. 56.) Man zeichne 4D = s und trage an dieser
[ Tig. 56. Strecke in 4 den Winkel a

und in B den Winkel % an,

so treffen deren freie Schenkel
sich in B. Zeichnet man die
Symmetrale zu DB, die 4D
in C trifft, und verbindet C' mit
B, so ist das Dreieck 4 BC
.~ das verlangte.

Beweis. Da nach Kon-
struktion das Dreieck CDB
ein gleichschenkliges ist, so
ist:

1. AC + CB =
AC+CD=AD =s.

2. Da X CDB = -21, so ist nach Satz 10, Folgerung 2:

X ACB=2. % =9.
3. Nach Konstruktion ist <t CAB = a.

Determination. Die Aufgabe ist losbar unter der Voraussetzung,

daB a + y <2 Rist; sie hat dann stets nur eine Losung, da das Hilfsdreieck
ADB eindeutig bestimmt ist.
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b) Ubungsaufgaben.

Man soll ein Dreieck aus folgenden Stiicken zeichnen:

) P ] A il 3. a, ke, y; 4. he, a, B
e he, P, g 6. b, he, p; 7. p a p; 8.5, a p;
L a, ¢, Mc; 10. a, m., f; 11. a, ke, mg; 12. a, he, me;
. ke, wy, y; 14. ke, wy, a; 15. a, ks, wy; 16. a, u, y;
il G, W 18. wy, v, b.
Man soll ein rechtwinkliges Dreieck zeichnen aus:
S N T 20. he, a; 21. ke, p; 22. a1
. Wy, a; 24, wa, a.
Man soll ein gleichschenkliges Dreieck zeichnen aus:
A ) 26. %, a; 20 0, wg; 28. b, mp.
Man soll ein gleichseitiges Dreieck zeichnen aus:
il
Man soll ein Dreieck zeichnen aus:
S aah=8 0 lys 8l a B be=ig 6.0} 32.a—b=d, ¢, §;

.a—b=4d, ¢, y; 4. a—-b=4d, ¢, a; 35. a—b=d,c,a—p=2;
zic~bbiz= 8, .k, 18; 87.c—b=4d, a, h;; 38.a +b+4c=s, a, B;
ca+b+tc=s b y; 4.0 +c—b=d, a, p;
.0 +c—b=d, he a; 42. a +h.=s, b, B

Man soll ferner ein rechtwinkliges Dreieck zeichnen aus:
sugelrb =81 ¢} 4. a 4c=s, b; 45, a +b=s, B;
. a+ ho=s, B; 47. a—=b=d, c; 48, c —a=d, B;
,e—a=d, b; 50. a +b+c=s, a.

Es soll ein gleichschenkliges Dreieck gezeichnet werden aus:
sdep =l == g7 3 52, b +h,=s, B; 53. b —a=d, 8;
. b—h,=d, B; 55. 2b +a=s, h,

Man zeichne ein Dreieck aus:
.p—q=d, a, f; 57. p—q=4d, a, b;
.p—q=d, a, a; 59, p —q=d, ke, a;
, @, b, a— B =8; 6l.a, p—qg=d, a—p=39;
.at+p—qg=s0 B; 63. a +h,=s, p—q=4d, B;
.a+b=s,p—qg=d, B; 65.a +b=s, p—q=d, y;
.atb=s,p—qg=da—p=06,6l.p—g=d,a—b=d, §;

.p—qg=d,a—b=d,a—p=0.

Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus:
u, v, a; 70, u, v, a — B =6;
u, v, a—b=d; 2.0 —b=4d, u, a;

1) hq ist die zur Grundlinie a gehdrige Hohe, hp die ium Schenkel b gehorige

Hohe, a der Winkel an der Spitze, f der Winkel an der Grundlinie.

Schwab, Lehr- und Ubungshuch fiir den Unterricht in der Geometrie. I. Teils Ausg. A, 4
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73,
75,

76.
7.
82,

83.
85.
87.
88.
90.
92,
94,

a—b=d, u, a—p=>29; “u—v=d a—b=4d p;
u—v=d,a—b=d a—pg=0.
Man zeichne ferner ein Dreieck aus:

a, b: Me; 7. a, Mg, y; 78. a, Mme, a;
a, me, X bmgt) 80.a, X am, Lbm 81, m, X am, <X bmg;
a, b, m,.

Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus:

he +hy=s, a, y; 84. b, +hy=s, a, b;

e +lhh=3,06-}1b—% ¢ 86. b, +h, =s, b, B;

a+b=s hy +hy=35, a—p=29;

a-+b=zs, hy hp; 89. hp — by, =4d, a, y;

hy —h,=d, c, y; 0. a0 h,—h.—d;

hy—h,=d, ¢, a —b=d,; 93. a —b=d,hy —h,=d,,a—p=29;
hy —hy=4d, a +b=s, y; 95. a —b=d, h,, I

Kapitel XII.

Zentrische Symmetrie. Das Parallelogramm.

@) Symmetrie einer Figur in Beziehung auf einen Punkt.
In der Figur 57 sei MA = MF, MB— ME, MC — M D. Drehen wir

die Figur in ihrer Ebene um M um 1809, so gelangen, wie die Kreisbogen

andeuten, nach einer halben
Umdrehung 4 nach F, F nach
R 4, B nach E, E nach B, C nach
D, D nach C, und die Figur
deckt sich alsdann mit ihrer ur-
spriinglichen Lage.
Erkldrungen. 1. Eine Figur,
die nach einer halben Umdrehung
um einen Punkt sich mit ihrer

Fig. 57.

“ “urspriinglichen Lage deckt, heiBt
in Beziehung auf diesen Punkt
zentrisch symmetrisch oder kurz
zentrisch.

2. Der im Innern gele-

gene Drehpunkt heiBt das Zentrum der Figur.

3. Punkte, die nach der Drehung um 180° zusammenfallen, nennen

wir entsprechende Punkte.

1) X bme ist der Winkel, gebildet von & und me.
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Aus diesen Erklirungen ergeben sich sofort die folgenden Sitze:

1. Eine Gerade ist zentrisch in bezug Fig. 58.
auf jeden ihrer Punkte. R
2. Eine Strecke ist zentrisch zu =

ihrem Halbierungspunkte.
3. Zwei sich schneidende Geraden
sind zu ihrem Schnittpunkte zentrisch. ¥
4. Werden zwei parallele Geraden von
einer dritten Geraden geschnitten, so ist die

Iz 5 B 0

entstandene Figur in bezug auf den Hal- ’ Y ~
bierungspunkt der auf der Schneidenden 0 A
gebildeten Strecke zentriseh. (Fig. 58.) s

5. Der Kreis ist zu seinem Mittelpunkt zentrisch.

Welche besondere Eigentiimlichkeit ergibt sich bei der Drehung des
Kreises um seinen Mittelpunkt?

0) Das Parallelogramm.

Erklirung. Ein Viereck, dessen Gegenseiten parallel sind, heiBt
ein Parallelogramm,

Es sei in der Figur 59 das Punktepaar 4 und C sowohl als auch das
Punktepaar B und D zentrisch ;
in bezug auf den Punkt M. Man oo
ziehe die Verbindungsstrecken
AB, DC, AD und BC und drehe
das entstandene Viereck 4 BCD
um 180° um M; es deckt sich
dann der Winkel o . mit dem
Winkel y, der Winkel g mit dem
Winkel 6 und es sind daher diese
Winkel paarweise gleich. Mithin
ist AB || DC und 4D || BC, d. h.
das Viereck A BCD ist ein Pa-
rallelogramm. AC und BD sind
seine Diagonalen, die sich hal- )
bieren, e ca e /

Satz 26. Ein Viereck, dessen Diagonalen einander halbieren, ist ein
Parallelogramm.

Setzen wir umgekehrt voraus, dal das Viereck 4 BCD ein Parallelo-
gramm ist, so fillt nach einer Drehung von 180° um den Mittelpunkt M der
Diagonale AC der Eckpunkt A auf C und D auf B. Also folgt:

Satz 27. Die Diagonalen eines Parallelogrammes halbieren einander.

4*
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Anmerkung. Es sollen Satz 26 und 27 mittels der Kongruenzsitze
bewiesen werden.

Bei der Drehung der Figur 59 um M werden auch die beiden Stiicke
jeder durch M gehenden und von zwei Gegenseiten begrenzten Strecke
(z. B. EF) zur Deckung gebracht; diese Stiicke sind daher einander gleich.
Der Punkt M ist mithin das Zentrum des Parallelogramms.

Satz 28. Jedes Parallelogramm ist zentrisch zum Schnittpunkt seiner
Diagonalen.

Drehen wir das Parallelogramm 4 BCD (Fig. 60) um den Mittelpunkt
Fig. 60. M der Diagonale BD um 1809, so
D ¢ vertauschen die Seiten 4B und C'D
y sowohl als auch 4D und CB ihre
Lage; der Winkel a deckt den Win-
kel y, der Winkel § den Winkel 6.

Es ergeben sich die Sétze:

Satz 29. Im Parallelogramm

M
sind je zwei Gegenseiten einander
/e gleich.

B Satz 80. Im Parallelogramm
sind je zwei gegeniiberliegende Winkel einander gleich.

Ubungsaufgabe. Es sollen die Sitze 29 und 30 mittels des zu be-
weisenden Satzes: ,,Jedes Parallelogramm wird durch eine Diagonale in zwei
kongruente Dreiecke geteilt* bewiesen werden.

Stehen 4D und BC (Fig. 60) senkrecht zu 4B und CD, so folgt:

Zusatz. Alle senkrechten Strecken zwischen zwei Parallelen sind
einander gleich, d. h. parallele Geraden haben iiberall den gleichen Abstand.

Hieraus folgt:

Geometrischer Ort 4. Der geometrische Ort aller Punkte, die von

4 einer gegebenen Geraden einen gege-

¥ 1, benen Abstand haben, ist das Paral-

E lelenpaar, das man beiderseits indem

gegebenen Abstand zu der Geraden
ziehen kann.

Zieht man (Fig. 61) durch den
G o H Halbierungspunkt M der zu den

Parallelen 4 B und C' D senkrechten
Strecke EF die Parallele GH zu
den Parallelen, so nennen wir GH
A e B die Mittelparallele zu 4 B und CD.
Nach dem letzten Zusatze ist jeder
Punkt von GH von AB und CD gleichweit entfernt.
Mithin ergibt sich:
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Geometrischer Ort 5. Der geometrische Ort aller Punkte die von
zwei Parallelen gleichen Abstand haben, ist ihre Mittelparallele.

Es sei in dem Viereck 4 BC D (Fig.62) die Seite 4 B gleich und parallel
der Gegenseite CD. Drehen wir Fig. 62.
das Viereck um den Mittelpunkt 27 I
der Diagonale AC um 180° so
kommt 4 auf C, Bauf D zu liegen,
die Strecken BC und 4D ver-
tauschen ihre Lagen, somit auch
der Winkel a und sein Wechsel-
winkel a,, also ist BC || 4 D; mit-
hin folgt: A B

Satz 31. Sind in einem Viereck ein Paar Gegenseiten gleich und parallel,
ist so das Viereck ein Parallelogramm.

Ubungsaufgabe. Es soll der Satz 31 mittels Kongruenz von Drei-
ecken bewiesen werden.

In dem Viereck 4ABCD Fig. 63

(Fig. 63) sei c
La=<Xy
L=<
Dann ist: 2
Yat+Xp=Xy+ X4
Danach Satz6 die Winkel-

summe eines Viereckes gleich A

4 R ist, so ist: Xat Xp=2R,
mithin ist nach Satz 4: AD || BC.
Ebenso ist:

Xat+Xd=<XB+Xy=2R, also AB||CD; d. h.:
Satz 32. Sind in einem Viereck je zwei einander gegeniiberliegende
Winkel gleich, so ist das Vier- Fic. 64
eck ein Parallelogramm. D Lot

Zeichnet manin demVier-
eck ABCD (Fig. 64), in dem
die Gegenseiten einander gleich
gind, doch. AB.=CD, 4D
= BC, eine Diagonale, z. B.
AC, so ergibt sich aus der
Kongruenz der entstandenen 4 -
Dreiecke, dafl die Gegenseiten auch einander parallel sind, d. h. das Vier-
eck ist ein Parallelogramm.
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Satz 33. Sind in einem Viereck je zwei Gegenseiten einander gleich,
so ist das Viereck ein Parallelogramm.

Nach Satz 30 sind in einem Parallelogramm die gegeniiberliegenden
Winkel einander gleich; nach Satz 3 betrigt aber auch die Summe je zweier
aufeinanderfolgenden Winkel im Parallelogramm zwei Rec-hte. Mithin
ergibt sich:

Zusitze. 1. Im Parallelogramm sind durch einen Winkel
die iibrigen bestimmt.

2. Ist ein Winkel eines Parallelogramms ein Rechter, so
sind auch die iibrigen Winkel Rechte.

Erklirung. Ein Parallelogramm, in dem jeder Winkel ein Rechter ist,
heiBt ein Rechteck.

Sind in einem Parallelogramm zwei aneinanderstoende Seiten ein-
ander gleich, so miissen nach Satz 29 alle Seiten einander gleich sein.

Erklirung. 1. Ein Parallelogramm, in dem alle Seiten einander gleich
sind, heiBt ein Rhombus.
2. Ein rechtwinkliges, gleichseitiges Parallelogramm heiBt ein Quadrat,

¢) Zentrische und achsial symmetrische Vierecke.

g

Die Mittelpunkte zweier Gegenseiten eines Rechteckes liegen auf der
Mittelparallelen der beiden Nachbarseiten (Geometrischer Ort 5). Mithin
ergibt sich:

Satz 34. Ein Rechteck ist symmetrisch in bezug auf die Mittelparallelen
seiner Gegenseiten.

Klappen wir das Parallelogramm um die Symmetrale SS, um (Fig. 65),
so decken sich die Diagonalen, folglich miissen die Diagonalen einander
Fig. 65. gleich sein.

s Satz 35. Die Diagonalen
eines Rechteckes sind einander
D ‘ 4 gleich.

Ubungsaufgabe. Es
soll der Satz 35 mittels der
Kongruenz von Dreiecken be-
wiesen werden.

Sind in dem Parallelo-
gramm ABCD (Fig. 65) die

4 a Diagonalen AC und BD ein-

S ander gleich, so sind, da die
Diagonalen eines Parallelogramms einander halbieren, die Dreiecke CM D
und AM B gleichschenklige und die Mittellinie SS, des Parallelogramms die
Symmetrale derselben sowie. des Parallelogramms. Klappen wir das
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Parallelogramm um SS, um, so decken sich die Winkel DAB und 4BC,
und sie sind daher einander gleich; da ihre Summe aber auch 2 R betrigt,
so ist jeder derselben gleich einem Rechten; mithin ist das Parallelogramm
ein Rechteck.

Satz 36. Sind in einem Parallelogramm die Diagonalen einander gleich,
so ist es ein Rechteck.

Ubungsaufgabe. Es soll der Satz 36 mittels der Kongruenz von
Dreiecken bewiesen werden.

T
In dem Rhombus 4BCD (Fig. 66) liegen die Punkte 4 und C, da
AD—= ABund CD=CB, auf der P -6
Symmetralen der Diagonalen BD; i
ebenso liegen B und D auf der D
Symmetralen der Diagonale AC;
di-hi:

Satz 37. Ein Rhombus ist zu
seinen Diagonalen symmetrisch.

Klappen wirdas Dreieck 4 BD A M c
um BD oder das Dreieck 4 DC
um A4Cum, so folgt aus der Deckung
mit dem Dreieck BDC bezie-
hungsweise mit 4BC': B'!

Satz 38. Im Rhombus hal-
bieren die Diagonalen die Winkel und stehen aufeinander senkrecht.

Inwiefern ergibt sich Satz 38 aus Satz 15?

Zusatz. Die Diagonalen eines Rhombus teilen denselben in vier kon-
gruente Dreiecke.

Mit Benutzung der symmetrischen Beziehungen oder mittels der
Kongruenz von Dreiecken (Ubungsaufgabe!) ergeben sich leicht die fol-
genden Ritze:

Satz 39. 1. Halbiert in einem Parallelogramm eine Diagonale einen
Winkel ihrer Ecken, so ist es ein Rhombus.

2. Stehen in einem Parallelogramm die Diagonalen aufeinander senk-
recht, so ist es ein Rhombus.

Zusammenfassung. Der Rhombus und das Rechteck sind zweiachsig
symmetrisch; als Parallelogramme sind sie auch zentrisch.

III.

Da das Quadrat (Fig. 67) zugleich ein gleichseitiges und rechtwink-
liges Parallelogramm ist, so kommen ihm die symmetrischen Eigenschaften
beider Arten zu.
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Fig. 67. Satz 40. Das Quadrat ist zentrisch be-

ziiglich des Schnittpunktes seiner Diagonalen
D c und symmetrisch

1) beziiglich beider Diagonalen und
2) beziiglich der Mittelparallelen seiner
M Seiten.

Zusatze. 1. Das Quadrat ist zen-
trisch und vierachsig symmetrisch.
; 2. Die Diagonalen eines Qua-
# f g drates sind gleich, senkrecht zuein-
ander und halbieren die Winkel.

d) Ubungssitze:

1. Im rechtwinkligen Dreieck ist die zur Hypotenuse gehdrende
Mittellinie gleich der halben Hypotenuse.

Anleitung. Man vervollstindige das rechtwinklige Dreieck zu einem
Parallelogramm mit der Hypotenuse als Diagonale.

2. Jede durch den Schnittpunkt der Diagonalen (Zentrum) gehende
Gerade teilt das Parallelogramm in zwei kongruente Teile.

3. Zieht man in einem Dreieck durch den Halbierungspunkt einer
Seite die Parallel> zu einer zweiten Seite, so wird die dritte Seite halbiert
und die Mittellinie ist gleich der Hélfte der zweiten Seite.

Anleitung. Man erginze das Dreieck zu einem Parallelogramm, so
da} der Halbierungspunkt der ersten Seite das Zentrum wird und drehe
die Figur um diesen Punkt.

4. Verbindet man in einem Viereck die Halbierungspunkte der
Seiten miteinander, so bilden die Verbindungslinien ein Parallelogramm.

Anleitung. Man ziehe die Diagonalen und wende den vorigen Ubungs-
satz an.

5. Verbindet man in einem Rechteck die Halbierungspunkte der
Seiten, so entsteht ein Rhombus.

6. Verbindet man in einem Rhombus die Halbierungspunkte der Seiten,
so entsteht ein Rechteck. .

7. Verbindet man in einem Quadrat die Halbierungspunkte der Seiten,
so entsteht wieder ein Quadrat.

8. Die Verbindungslinien der Mittelpunkte der Seiten eines Dreieckes
teilen das Dreieck in vier kongruente Dreiecke.

e) Konstruktionsaufgaben.

Jedes beliebige Viereck liBt sich durch eine Diagonale in zwei Drei-
ecke zerlegen. Zur Bestimmung eines Dreiecks sind 3 Stiicke erforderlich;
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ein Viereck wird daher durch 2. 3 = 6 Stiicke bestimmt sein. Da die Diago-
nale als Seite beiden Dreiecken gemeinschaftlich ist, so sind zur Bestimmung
eines Vierecks 5 Stiicke erforderlich.

Hat das Viereck besondere Eigenschaften, so kann man unmittelbar
schlieBen, daf zu seiner Bestimmung weniger als 5 Stiicke ausreichend sind.

Da jedes Parallelogramm durch eine Diagonale in zwei kongruente
Dreiecke zerlegt wird, ein Dreieck aber durch 3 Stiicke eindeutig bestimmt
ist, so geniigen auch zur Bestimmung eines Parallelogramms drei Stiicke.
(Der Schiiler gebe solche Stiicke an!)

Ein Rechteck und ein Rhombus sind durch zwei Stiicke, ein
Quadrat durch ein Stiick eindeutig bestimmt.

Bezeichnungen. In dem Parallelogramm ABCD werden die
anstofenden Seiten 4 B mit @, BC mit b, CD mit ¢, 4 D mit d, die Diagonalen
AC und BD mit e und f, ihr spitzer Winkel mit ¢, die Parallelogramm-
winkel der Reihe nach vom Eckpunkt 4 anfangend mit a, , y und 4, die
zu den Seiten @ und b gehérigen Hohen mit A, und /5 bezeichnet.

Es soll ein Parallelogramm gezeichnet werden aus:

1. a, b, ﬂ, 2. a, b, a, 3. a, b, e, 4- a, e, ,3;
b. a, ¢ f; 6. a, ¢, ¢&; .6 f & 8. a, b, hy;
9o a, ¢ h;; 10. e, kg, a; Bl er £k 12, h,, X a e, X be).
Es soll ein Rhombus gezeichnet werden aus:
ERa o) ‘2.4, ¢ 3.e, a3 4, ¢ f;
bia, hy; 6. %, a.
Es soll ein Rechteck gezeichnet werden:
d,b. 20,0 S R 4, e, ¢;
D. a, Xae.
Es soll ein Quadrat gezeichnet werden aus:
3 ol 2. e

1. Es soll in ein Quadrat ein zweites so gezeichnet werden, dafl ein
Eclkkpunkt des letzteren in einem auf einer Seite des ersteren gegebenen
Punkte liegt.

2. Es soll in ein Dreieck ein Rhombus so eingezeichnet werden, dal er
mit; dem Dreieck einen Winkel gemeinsam hat.

3. Es soll in ein Quadrat ein gleichseitiges Dreieck so gezeichnet
weriden, dal eine Ecke des letzteren in eine Quadratecke und die beiden
ibrigen auf zwei Quadratseiten fallen.

') X ae, I be sind die Winkel, welche die Seiten @ und b mit der Diagonale
e billden.

www.rcin.org.pl



4. Zwischen die Schenkel eines gegebenen Winkels soll eine gegebene
Strecke m so eingetragen werden, daB sie

a) auf einem Schenkel senkrecht steht;

b) einer gegebenen Geraden parallel ist.

5. Durch einen zwischen den Schenkeln eines gegebenen Winkels
liegenden Punkt eine Gerade so zu legen, daB der zwischen den Schenkeln
liegende Abschnitt in diesem Punkte halbiert werde.

6. Durch einen aulerhalb eines Winkels gegebenen Punkt eine Strecke
nach dem einen Schenkel so zu legen, dal sie von dem andern Schenkel
halbiert wird.

Kapitel XIII,
Das Trapez.

«a) Erklirungen.

1. Ein Viereck, in dem ein Paar Gegenseiten parallel sind, heiBt
ein Trapez. :

2. Ein Trapez heilit gleichschenklig, wenn die nicht parallelen Seiten
einander gleich sind.

3. Die parallelen Seiten eines Trapezes heilen die Grundlinien, ihr
Abstand die Hohe, die nicht parallelen Seiten kurzweg die Seiten.

4. Die Verbindungsstrecke der Halbierungspunkte der nicht parallelen
Seiten heilt die Mittellinie des Trapezes.

b) Die Mittelparallele zweier Parallelen. (Vgl. Geometrischer Ort 5.)

Zieht man (Fig. 68) durch den Mittelpunkt M der zu den parallelen
Geraden PQ und RS senkrechten Strecke A B zwischen den parallelen Ge-
raden die Strecken
CD, FE usf., so er-
gibt sich durch Dre-
hung der Figur um
M um 180° daB
die Strecken MC
M M, und M D, ME und
MF einander gleich
sind, also durch M
ebenfalls halbiert
werden. Der geo-
metrische Ort des
b " o G A & ? Punktes M, welcher
von den parallelen Geraden PQ und RS gleichen Abstand hat, ist die
Mittelparallele dieser Parallelen (geometrischer Ort 5). Mithin ergibt sich:

Fig. 68.
R P B D F e
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 ist. Er ist aber nach Satz 29:

59

1. Zieht man durch den Halbierungspunkt einer zwischen zwei paral-
lelen Geraden gezogenen Strecke die Parallele zu den parallelen Geraden,
so halbiert letztere auch jede andere zwischen den Parallelen gezogene Strecke.

2. Die Verbindungslinie der Halbierungspunkte aller durch zwei
parallele Linien begrenzten Strecken ist diesen parallelen Linien parallel.

¢) Sitze iiber das Trapez.

Aus den vorstehenden Betrachtungen ergeben sich unmittelbar
die Satze:

Satz 41. 1. Zieht man durch den Halbierungspunkt einer Seite eines
Trapezes die Parallele zu den parallelen Seiten, so halbiert sie auch die andere
der nicht parallelen Seiten.

2. Die Verbindungslinie der Halbierungspunkte der nicht parallelen
Seiten eines Trapezes (Mittellinie) ist den parallelen Seiten parallel.

Zieht man (Fig. 69) durch den Fig. 69.
Halbierungspunkt F der Trapezseite

D 4 H
CB die Parallele zu der andern Trapez- ' z
seite 4D bis zu ihren Schnittpunkten G /'I
und H mit den parallelen Gegenseiten, & 7
) ‘F
//
7

so ergibt die Drehung der Dreiecke
FGB und CFH um F um 1809, daf sie ;
zur Deckung kommen, also CH =GB /

A G B
EF = DH = DC -+ CH
EF = AG = AB — BG

Mithin folgt: 2 EF = AB-+ DC
EF:AB—|2—— DC

Satz 42. Die Mittellinie eines Trapezes ist gleich der halben Summe
der parallelen Seiten.

Anmerkung. Die Mittellinie eines Trapezes ist eine Funktion der
parallelen Seiten.

Verschwindet im Trapez die kleinere der parallelen Seiten, so ergibt
sich als Grenzfall des Trapezes das Dreieck. Es folgt daher:

Zusatz. Die Verbindungsstrecke der Halbierungspunkte zweier
Dreiecksseiten ist der dritten Seite parallel und gleich der Hilfte der dritten
Seiite. (Vgl. Kapitel XII ¢, Ubungssatz 3.)

B P

) Sitze iiber das gleichsehenklige Trapez.

Zieht man in dem gleichschenkligen Trapez (Fig. 70) durch einen
der Endpunkte der kiirzeren parallelen Seite zu einer der nicht parallelen
Gegenseiten, z. B. durch C die Parallele zu 4D, so wird das Trapez in ein
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Fig. 70. Parallelogramm undinein Dreieck zerlegt.

Da CE = AD (Satz 29) und nach
Festsetzung 4D = BC ist, so mufl BC
= CE, also das Dreieck BCE gleich-
schenkligsein; daherist <t f—=¢(Satz13);
da auch ¢ = a ist, so folgt a = 4. Da
ferner a +0=2R und 8 +y=2R,
so mul auch ¢ =y sein.

Satz 43. Im gleichschenkligen Tra-
pez sind die Winkel an jeder Grundlinie
einander gleich.

Zieht manin dem gleichschenkligen
Trapez ABCD (Fig. 70) die Diagonalen AC und BD, so sind die Dreiecke
ABC und ABD nach Satz 22 (II. Kongruenzsatz) einander kongruent;
daraus folgt, da 4C = BD und < C4B = <. DBA. Da somit das Dreieck
AF B gleichschenklig ist, so mufl 4F = BF und endlich auch CF = DF sein.

Satz 44. Im gleichschenkligen Trapez sind sowohl die ganzen Diago-
nalen als auch ihre unteren und oberen Abschnitte einander gleich.

Fillt man von dem Diagonalschnittpunkte F auf die Grundlinie die
gemeinsame Senkrechte, so ist diese Linie sowohl die Symmetrale der gleich-
schenkligen Dreiecke 4 BF und C DF als auch des gleichschenkligen Trapezes.

Zusatz. Das gleichschenklige Trapez ist symmetrisch zu
dem Lote, das man aus dem Schnittpunkte seiner Dia-
gonalen auf die Grundlinien fallen kann.

e) Teilung einer Strecke.

Triigt man auf einer Geraden (Fig. 71) die unter sich gleichen Strecken

AB, BC, CD usw. ab und zieht durch die Punkte 4, B, C... die Parallelen,
so ist jede dieser Parallelen die

Fig. 71. Mittelparallele zu den beiden

benachbarten Parallelen; mithin

A\‘\ / \‘ ergibt sich, dafl diese Parallelen
8/ \g X

auf jeder andern sie schneidenden
: h Geraden  ebenfalls  gleiche
(‘/ NG NG Strecken abschneiden, daB mit-

o/ \ D Y hin 4, B, = B,C, =0, D, usw. ist.
/ % Diese Beziehungen #@ndern
E : sich nicht, wenn wir die Gerade
F/ ol \F, 4, G, parallel mit sich selbst ver-
X \ ¢ schieben bis 4, mit 4 zusammen-

o/
—/ N — fillt oder dariiber hinausfillt.

\ Dann 1st auch AB! = BI(C!
= C'D! usf.
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Aufgabe. Es soll eine gegebene Strecke in 7 gleiche Teile geteilt werden.

Losung. (Fig. 72.) Man ziehe durch den Fig. 72.
einen Endpunkt der gegebenen Strecke 4 Beinen
beliebigen Strahl A X, trage auf demselben n glei-
che Strecken 4,1 =1,2=2, 3... ab, verbinde
den Endpunkt 5 mit B und ziehe durch die
Punkte 1, 2, 3. .. die Parallelen zu 5 B; dann ist

RS V= . :% AB.

/) Konstruktionsaufgaben.

Zerlegt man ein Trapez durch eine Diagonale in zwei Dreiecke oder
mittels einer durch einen Eckpunkt zu einer Seite gezogenene Parallele in
ein Parallelogramm und in ein Dreieck, so erkennt man unmittelbar, da$ ein
Trapez durch vier voneinander unabhiingige Stiicke, ein gleichschenkliges
Trapez durch drei solche Stiicke bestimmt ist.

Bezeichnungen. In dem Trapez 4BCD bezeichne man wie im
Paralllogramm mit a die groBere parallele Seite 4B, mit ¢ die kleinere
CD:; es sei ferner BC =b. AD =d, die Diagonalen AC und BD seien e
und /. Die Winkel werden von 4 anfangend mit a, g, y, 6, der Winkel AEB
der Diagonalen mit &, der Winkel zwischen der Seite b und der Diagonale e
mit < be, die Hohe mit ~ bezeichnet.

Hs soll ein Trapez gezeichnet werden aus:

$8a, b, o B; 2.0, b d 8; 3. a, b, a, §;
4. a, b, {, ; b. a, d, e, B; 6. b, ¢, a, §;
%0, b ¢ e 8:aDreas 9. a,h ¢
10. a, b, a, y; 11 ae f. =< oe; 12. 0, e~ qe, .<r.be:
13. a. b, ¢, h: 14. 6,5, -1, k; 15. a, d, e, h;
16. a, f, h, B; 17. a, b, < ae, X a,f;18. a, b, B, &
19. b, e, B, &
fs soll ferner ein gleichschenkliges Trapez gezeichnet werden aus:
20. a, b, B; 21. a, b, ¢; 22, a, ¢ B;
23. a,e, <ae; 24. a, b, h; 20 a1l as
26. a, e, h; 20 e hih; 28. b, h, < be;
29 0,0 ¢ 3007, & ALl e

Anleitung. Bei den Aufgaben 1—31 ist eines der Dreiecke zu zeichnen,
in weche die Diagonalen das Trapez zerlegeu.

s ist ein Trapez zu zeichnen aus:
32, atb=s,0¢ B; 33.a+b=s,¢ a, B; 34 a +b=s, ¢, d, ¢;
35. at+b=s, h, a, B; 36. a +b=s, ¢ B, ¢
Sea-b—=3 e .3 ec, X de; 38.a—b=uw,d, ¢ B;
389. a—b=wu,c,e 0; 40.a—b=wu,c, h f;H.a—b=wu, ¢ b, ¢

www.rcin.org.pl



62

Anleitung. Die Aufgaben 32—41 lassen sich durch Ziehen von
Diagonalen auf Dreiecksaufgaben zuriickfiihren.

Es ist ein Trapez zu zeichnen aus:
42, a, b, ¢, d; 48. a, ¢, a, B; “4.a,b d a+p=s;
45.a—c=u, b, d, e; 46. a —c=wu, ¢, h, a.

Anleitung zu den Aufgaben 42—46. Man ziehe die Gerade DF
parallel zu BC.

Es ist ferner sin Trapez zu zeichnen aus:
47. a, e, [, ¢; a8, e, frehe 49. a +c=3s, b, e, f;
bl a. ¢ e 1 8l, a+c=s, b, Yae, Xaf

Anleitung zu den Aufgaben 47—51. Man ziehe durch C die Parallele
zu BD, welche die Verlingerung von 4B in G schneidet.

Kapitel XIV.
Merkwiirdige Punkte im Dreieck.

«) Schnittpunkt der Seitensymmetralen (Mittelsenkrechten der Dreiecks-
seiten).

Errichtet man in einem Dreieck 4 BC (Fig. 73) zu zwei Seiten die
Symmetralen s, und s, so miissen sich dieselben notwendig schneiden.
- Thr Schnittpunkt sei 0. Dann muf nach
ig. 73.
¢ Satz 9:

i 40 = 0B
und OB = 0C,
mithin auch 04 =O0C sein.

Esliegt daher der Punkt O auch auf
der Symmetralen s,; und es folgt:

Satz 45. Die Symmetralen (Mittel-
» senkrechten) der Seiten eines Dreiecks
A B schneiden sich in einem Punkte, der
von den Ecken des Dreiecks gleichweit entfernt ist.

Da 4, P, C von O gleichweit entfernt sind, so liegen diese Punkte,
wenn man die gleiche Entfernung 04 = OB = OC mit r bezeichnet, auf
dem Kreise um O mit 7 als Halbmesser; dieser Kreis heil}t der dem Dreieck
umbeschriebene Kreis. (Umkreis.)

Fiir ¢in spitzwinkliges Dreieck liegt der Schnittpunkt O der Seiten-
symmetralen innerhalb des Dreiecks. Wird der Winkel ACB grofer, so
nihert sich cer Punkt O der Seite AB. Ist der Winkel ACB ein rechter,
so sind s, und s; parallel zu 4C beziehungsweise BC, und es treffen beide
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die Hypotenuse im Mittelpunkte, d.h. der Punkt O féllt mit dem Mittel-
punkte der Hypotenuse zusammen.

Verbindet man in diesem Falle O mit C, so ergibt sich, daB die zur
Hypotenuse gehorige Mittellinie im rechtwinkligen Dreieck gleich der
Hilfte der Hypotenuse ist. (Vgl. Kapitel XII, Ubungssatz 1.)

Dieses Ergebnis 1Bt sich auch umkehren. (Beweis.)

Wird der Winkel ACB endlich ein stumpfer, so riickt der Punkt O
iiber 4B hinaus und fillt auBlerhalb des Dreiecks.

b) Schnittpunkt der Winkelsymmetralen (Winkelhalbierenden).

Zeichnet man in einem Dreieck (Fig. 74) zwei Winkelsymmetralen wa
und wg, S0 miissen sich
dieselben schneiden.

Thr Schnittpunkt
O muB nach Satz 25, da
er auf wq liegt, gleich-
weit von AC und 4B,
und da er auch auf w
liegt, auch gleichweit
von 4 Bund BC entfernt
sein; also ist:

0X—07
Xe—0Y.

mithin mu O0Y =02
sein; demnach liegt der
Punkt O auch auf der
Winkelsymmetralen w,.

Satz 46. Die drei
Winkelsymmetralen
(Winkelhalbierendcn)

eines Dreiecks schnei- %
den sich in einem Punkte, der von den drei Seiten des Dreiecks gleichweit
entfernt ist.

Die gleiche Entfernung 0X =0Y = 0Z bezeichnet man mit p;
ihre Bedeutung wird spéter erortert.

Zeichnet man die Winkelsymmetralen zweier AuBenwinkel, etwa
4 und B, so miissen sich dieselben aus dem gleichen Grunde und zwar
auBlerhalb des Dreiecks schneiden. Es lifit sich ebenso wie vorher zeigen,
daB auch die Symmetrale des den beiden AuBenwinkel nicht anliegenden
Innenwinkels y durch O, gehen muB.

Zusatz. Die Symmetralen (Winkelhalbierenden) zweier
AuBenwinkel eines Dreiecks und die Symmetrale des ihnen

Fig. 74.

www.rcin.org.pl



64

nicht anliegenden Innenwinkels schneiden sich in einem
Punkte, der von einer Dreiecksseite und den Verlingerungen
der beiden gleichweit entfernt ist.

Welche Eigentiimlichkeit besitzt die Figur 74 in bezug auf die Zahl
der auf einer Geraden liegenden Eck- und Mittelpunkte und der durch einen
solchen Punkt gehenden Geraden?

¢) Schnittpunkt der Hoéhen.

Man lege durch die Ecken des Dreiecks 4 BC' (Fig. 75) die Parallelen
zu den Gegenseiten, so dal das Dreieck 4' B! C! entsteht. Da die Vierecke
Fig. 75. ABCB' und ACBC(' Parallelogramme
' a , sind, so ist:
B 7N Vi AB — BC
J A —1B0

7 AN . und daher
ATt i AB = AC),

/- | /
A\\ k 7)3 d.h. 4 ist der Mittelpunkt von B! C';
1 // entsprechend liBt sich zeigen, daB B
\ ” der Mittelpunkt von 4' €' und C der
O Mittelpunkt von A4' B'ist. Die Héhen
c’ AD, BC, CF sind daher die Mittel-
senkrechten der Seiten des Dreiecks 4! B' €' und schneiden sich nach
Satz 44 in einem Punkte?).

Satz 47. Die drei Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte,

Ist das Dreieck 4BC ein spitzwinkliges, so muBl auch das Dreieck
A' B' C' ein spitzwinkliges sein und es fillt dann der Schnittpunkt seiner
Mittelsenkrechten und damit der Schnittpunkt der Hohen des urspriinglichen
Dreiecks in das Innere des letzteren. Ist der Winkel ACB ein rechter, so
ist auch der Winkel B! C' 4' ein rechter und der Schnittpunkt der Mittel-
senkrechten des Dreiecks 4! B! ¢! und damit der Hohenschnittpunkt
des urspriinglichen Dreiecks fillt nach C. Ist endlich der Winkel 4C'B und
daher auch der Winkel 4! C'! B! ein stumpfer, so fillt der Hohenschnittpunkt
auBlerhalb des Dreiecks ACB, und zwar liegt er oberhalb B'A!.

) Schnittpunkt der Mittellinien.

Die Mittellinien m, und m; (Fig. 76) schneiden sich immer in einem
Punkte S. Verbindet man C mit S und verlingert C'S bis zum Schnittpunkte
D mit 4B, so liBt sich zeigen, daB D der Mittelpunkt von 4B, also CD
die dritte Mittellinie des Dreiecks ABC ist.

!) Dieser Beweis stammt von einem der beriihmtesten deutschen Mathematiker
Karl Friedrich GauB, geboren in Braunschweig 1777, gestorben in Gdottingen 1855.
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Dreht man SCE um £ um
1809, so gelangt SCE nach BS, E,
durch Drehung um F gelangt
SCF nach A4S, F. Es ist dann:
SC =S8, B und SC || S, B
S8C=8,4 und SC || S, 4,
mithin folgt:
S, B=8,4 und 8, B | S, 4.
Verbindet man S, mit S,,
so ist nach Satz 31 das Vier-
eck ABS,S, ein Parallelogramm.
Da S der Diagonalenschnittpunkt dieses Parallelogramms ist, so ist:
A48 = 8§,. DieParallelen C Dund BS, schneiden mithin (vgl. Kapitel XIII, ¢)
auf AB gleiche Stiicke ab, d. h. es ist 4D = DB und CD die dritte
Mittellinie des Dreieckes 4 BC.

Da ferner:
SE = ES, =L 88, ist, so ist:
SE=148 '
Ebenso ist:
FS = FS, =158, und
FS = _;- BS.

Da sich auBerdem einfach zeigen 1a8t, daB S D = —i— SCist, so ergibt sich:

Satz 48. Die drei Mittellinien eines Dreiecks schneiden sich in einem
Punkte, der jede Mittellinie so teilt, daB der Abschnitt an dem Eckpunkt
doppelt so groB ist als derjenige an dem Seitenmittelpunkt?).

Der Schnittpunkt der Mittellinien heifit aus physikalischen Griinden
der Schwerpu kt des Dreiecks.

Drei gerade Linien schneiden sich im allgemeinen in drei Punkten;
es ist daher besonders bemerkenswert, wenn drei gerade Linien durch den-
selben Punkt gehen, also nur einen Schnittpunkt haben. Aus diesem Grunde
heilen die Schnittpunkte der drei Mittelsenkrechten, der drei Winkel-
halbierenden, der drei Hohen und der drei Mitteltransversalen eines Drei-
ecks merkwiirdige Punkte des Dreicks.

Die beiden ersten merkwiirdigen Punkte waren schon den Pytha-

' goreern (um 500 v. Chr.) bekannt, withrend die Kenntnis der beiden letzteren

sich erst bei Archimedes (287—212 v. Chr.; Syrakus) nachweisen laBt.

') Zwei weitere Beweise dieses Satzes befinden sich in den Kapiteln XXI (8. 119
und XXII (S. 127).

Schwab, Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterricht in der Geometrie. I. 5

-
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e) Ubungssitze und Aufgaben.

@) 1. Das durch die Mittelpunkte der Seiten eines Dreiecks be-
stimmte Dreieck (Mittendreieck) hat mit dem ersteren den Schnittpunkt der
Mittellinien (Schwerpunkt) gemeinsam.

2. Jeder der sechs Winkel am Schnittpunkte der Mittelsenkrechten
eines gleichseitigen Dreiecks ist gleich —g— R.

3. Die drei Dreiecke, die von zwei Symmetralen von AuBenwinkeln
eines Dreiecks und einer Dreiecksseite gebildet werden, enthalten die gleichen
Winkel.

4. In dem gleichschenkligen Dreieck mit dem Winkel l3 R an der
Grundlinie teilen die beiden Mittelsenkrechten der Schenkel die Grundlinie
in drei gleiche Teile.

5. Im gleichschenkligen Dreieck liegen der Hohendurchschnittspunkt
und der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden auf der Mittelsenkrechten
zur Grundlinie.

B) 1. Es soll ein Dreieck gezeichnet werden, von dem die Mittelpunkte
der drei Seiten gegeben sind.

2. Es soll von dem unzuginglichen Scheitel eines Winkels aus die
Senkrechte auf eine die beiden Schenkel schneidende Gerade gefillt werden.
(Satz 47.)

Kapitel XV.

Kreisbogen, Sehnen und Tangenten.

a) In Kapitel IV wurde gezeigt, daB ein von zwei Halbmessern ge-
bildeter Winkel ein Zentriwinkel (Mittelpunktswinkel) genannt wird.

Fig. 7. Sind in Fig. 77 die beiden Zentriwinkel A0B

2 =a und 4, OB, = q, einander gleich, so lassen sich

¢ die beiden Winkel durch Drehung zur Deckung bringen.

Dabei fillt, weil die Kreislinie bei jeder Drehung um

ihren Mittelpunkt O ihre Spur nicht verlassen kann,

auch der Bogen 4B auf den Bogen 4, B, ebenso die

“ Sehne 4B auf die Sehne 4,B,, der Sektor AOB auf
< 24, 15}

B den Sektor 4,0B, und das Segment 4 B auf das Seg-

ment 4, B,. Dasselbe Ergebnis erhélt man auch, wenn

man in kongruenten Kreisen gleiche Zentriwinkel betrachtet.

Satz 49. In einem Kreise oder in kongruenten Kreisen gehdren zu
gleichen Zentriwinkeln gleiche Bogen, Sehnen, Sektoren und Segmente.

Welche Umkehrungen ergeben sich aus Satz 49?

Lassen wir in obiger Figur den einen Zentriwinkel A0B gréBer werden,
so vergroBert sich gleichzeitig die Sehne 4B, der Bogen 4 B und der Sektor
AOB.
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Zusatz. In einem oder in kongruenten Kreisen gehoren

zu dem grofBeren Zentriwinkelder grofere Bogen, die gro Bere
Sehne und der gréBere Sektor.

Welche Umkehrungen 1t dieser Zusatz zu?

Was kann man iiber die Bogen und Sektoren aussagen, die zu einem
spitzen, rechten, stumpfen, gestreckten, iiberstumpfen und vollen Zentri-
winkel gehoren?

In einem Kreise oder in kongruenten Kreisen ist der Bogen, die Sehne,
der Sektor und das Segment eine Funktion des Zentriwinkels.

b) Verbindet man die Endpunkte einer Sehne mit dem Mittelpunkte
eines Kreises, so ist das entstehende Dreieck nach der Erklirung des Kreises
ein gleichschenkliges. Wenden wir auf dieses Dreieck den Satz 14 an, so
ergibt sich:

Satz 50. Das vom Mittelpunkt eines Kreises auf eine Sehne gefillte
Lot und die Verbindungslinie des Kreismittelpunktes mit der Sehnen-
mitte fallen mit der Symmetrale der Sehne und der Symmetrale des zu ihr
gehorigen Zentriwinkels zusammen.

Insbesondere folgt hieraus, daf jede Sehnensymmetrale durch den
Mittelpunkt des Kreises geht. Da jeder Punkt der Sehnensymmetrale Mittel-
punkt eines Kreises sein kann, der durch ihre Endpunkte geht, so er-
gibt sich:

Geometrischer Ort 6. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller
Kreise, die durch zwei gegebene Punkte gehen, ist die Symmetrale dieser
Punkte.

Zur Bestimmung des Mittelpunktes eines Kreises sind mithin zwei
Sehnen erforderlich. Da aber durch drei Punkte zwei einen gemeinsamen
Punkt besitzende Sehnen gegeben sind, so ist dadurch der -Mittelpunkt
und der Kreis selbst bestimmt.

Zusatz. Durch drei Punkte laft sich nur ein Kreis
hindurchlegen.

Aufgabe. Es soll ein Kreis gezeichnet werden, der durch drei gegebene
Punkte geht.

Die Losung ergibt sich unmittelbar.

Diskussion der Losung. (Fig. 784, b, ¢.) Die GroBe des Kreises
héingt von der Lage der drei Punkte 4, B, C'ab. Ist der Winkel der Linien
AB und AC Kklein, so haben die Mittellote zu ihnen nur geringe Liinge bis
zu ihrem Schnittpunkt. Wichst der Winkel 4 BC, so wird der Radius des
Kreises grofer, da der Schnittpunkt der Mittellote weiter fortriickt.

Lassen wir den Winkel 4BC wachsen bis er ein gestreckter
wird, so riickt der Schnittpunkt der Mittellote immer weiter fort, der Radius
des Kreises wird immer grofer. Im Grenzfalle, bei dem der Winkel 4 BC
ein gestreckter ist, sagen wir, der Radius sei unendlich groB geworden. Da die

h*

www.rcin.org.pl



68
Fig. 78.

\*
c B 4 A B

a b c

Punkte A4, B, C immer in gerader Linie liegen, so ist der Kreis in diesem
Grenzfalle selbst eine Gerade. :

Jede Gerade 1aBt sich als ein Kreis mit unendlich
groBem Radius auffassen.

Lassen wir die drei Punkte 4, B, C, die nicht in gerader Linie liegen,
immer néher zusammenriicken, bis sie zusammenfallen, so wird der Radius
der Kreislinie immer kleiner bis im Grenzfalle der Kreis mit seinem Mittel-
punkte zusammenfillt, der Radius also Null wird.

Jeder Punkt 1aB8t sich als ein
Kreis mit dem Radius Null auf-

F fassen.

Es seien in Figur 79 die Sehnen 4B
und EF einander gleich. Dann miissen
nach Lehrsatz 49 auch die zugehorigen
Zentriwinkel ACB und FCE gleich sein.
Diese letzteren lassen sich durch Drehung

{ E zur Deckung bringen. Dann féllt der
" FuBpunkt G des Lotes CG mit dem Ful-
1 punkte D des Lotes CD zusammen, da
‘ man von einem Punkte aus nur ein Lot auf

Fig. 79.

4 D B eine (ferade fillen kann. Mithin ist CD
=0k
Satz 51. Gleiche Sehnen eines Kreises haben gleichen Abstand vom
Mittelpunkte.
Fig. 80.

Ist von zwei Sehnen 4B und 4C (Fig. 80) eines
Kreises A B> AC, so ist, wenn man von dem Mittel-
punkte auf die Sehnen die Lote 0D und OF fillt und D
mit E verbindet, in dem Dreieck DEA nach Satz 16:

Xb><a;
mithin ist in dem Dreieck ODE < ¢ > <t d und daher
nach Satz 17 auch OFE >O0D, d. h.:
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Satz 52. Von zwei ungleichen Sehnen eines Kreises hat die grobBere
den kleineren Abstand vom Mittelpunkte.

Durchliuft der Abstand der Sehne vom Mittelpunkte alle Werte von
0 bis r, so erlangt die Sehne alle Werte von 2 r bis 0. Mithin ist die Linge
der Sehne eine Funktion ihres Abstandes vom Mittelpunkte.

¢) Erklarung. Eine gerade Linie, die den Kreis schneidet, heif}t
eine Sekante.

Verschieben wir in Figur 81 die Sekante P@), die vom Mittelpunkte
des Kreises den Abstand C'D hat, parallel mit sich selbst, so daB ihr Abstand
vom Mittelpunkte groBer wird,
so wird die auf ihr liegende
Sehne 4B kleiner. Wird der
Sekantenabstand vom Mittel-
punkte CT' gleich dem Kreis-
halbmesser, so wird die auf
dieser Sekante liegende Sehne
gleich Null. Eine solche Se-
kante RS hat mit dem Kreise

zwel in einen Punkt zusam- i \ / ¢

menfallende Punkte gemein-
sam. Sieberiihrt den Kreis und \ /
heiit eine Tangente (Beriih-

R E S

Fig. 81.

In Figur 81 fallen in den Beriihrungspunkt 7' der Tangente RS nicht
nur die Endpunkte der auf ihr liegenden Sehne (Nullsehne), sondern auch
ihr Mittelpunkt zusammen. Da aber nach Satz 50 die Verbindungslinie des
Sehnenmittelpunktes mit dem Kreismittelpunkte auf der Sehne senkrecht
steht, so muBl auch CT senkrecht zu RS sein. Wir nennen die Linie €7 den
Beriihrungsradius der Tangente RS. Es folgt hieraus:

Satz 53. Jede Tangente steht auf ihrem Beriihrungsradius senkrecht.

Welche Umkehrungen ergeben sich aus dem Satze 537

Aufgabe. Es soll an einen gegebenen Kreis in einem ge-
gebenen Punkte die Tangente gezeichnet werden.

Aus Satz 53 ergibt sich:
Geometrischer Ort 7. Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte aller

Kreise, die eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte beriihren,
ist das in diesem Punkte auf der Geraden errichtete Lot.

Ubungssatz. Unter allen Sehnen, die man durch einen Punkt inner-
halb eines Kreises ziehen kann, ist diejenige die kleinste, die in diesem
Punkte halbiert wird.
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Ubungsaufgaben.

1. Es soll der geometrische Ort des Mittelpunktes eines Kreises
bestimmt werden, der einen gegebenen Halbmesser hat und

a) durch einen gegebenen Punkt hindurchgeht,

b) eine gegebene Gerade berithrt. (Vgl. Geometrischer Ort 4.)

2. Es soll der geometrische Ort der Halbierungspunkte aller Sehnen
eines Kreises bestimmt werden, die eine gegebene Linge haben.

3. Es soll der geometrische Ort aller Punkte bestimmt werden, von
denen aus man Tangenten von gegebener gleicher Liinge an einen gegebenen
Kreis ziehen kann.

Es soll ein Kreis gezeichnet werden, der
4. durch zwei gegebene Punkte geht und eine gegebene Gerade unter
einem Durchmesser schneidet;
5. eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte beriihrt und
eine gegebene Gerade unter einemn Durchmesser schneidet; 7
6. eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte berithrt und
durch einen gegebenen Punkt geht.
Unter welcher Bedingung hat die Aufgabe keine Losung?
Es soll mit gegebenem Radius ein Kreis gezeichnet werden, der
7. eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte beriihrt;
8. durch zwei gegebene Punkte geht;
9. zwei gegebene Geraden beriihrt;
10. durch einen gegebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade
unter einem Durchmesser schneidet;
11. durch einen gegebenen Punkt geht und einegegebene Gerade beriihrt.
12. Es soll der geometrische Ort des Mittelpunktes eines Kreises be-
stimmt werden, der einen gegebenen Halbmesser hat und eine gegebene
Gerade unter einer Sehne von gegebener Linge schneidet.
13. Es soll mit gegebenem Halbmesser ein Kreis gezeichnet werden,
der zwei gegebene Geraden unter Sehnen von gegebener Linge schneidet.
14. Es soll in einen gegebenen Kreis eine Sehne von gegebener Linge
gezeichnet werden, so daf} die Sehne a) durch eine gegebene Sehne, b) durch
einen den ersten Kreis schneidenden zweiten Kreis halbiert werde.
15. Es soll ein Punkt bestimmt werden, von dem aus man an zwei
gegebene Kreise Tangenten von gleicher Linge ziehen kann.
16. Es soll an einen gegebenen Kreis eine Tangente so gezeichnet wer-
den, daf} sie
a) einer gegebenen Geraden parallel,
b) zu einer gegebenen Geraden senkrecht ist,
¢) mit einer gegebenen Geraden einen gegebenen Winkel bildet.
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Kapitel XVIL

Peripheriewinkel.
«) Erklirung.

Ein Winkel. dessen Schenkel zwei von demselben Punkte der Kreis-
linie ausgehende Sekanten sind, heif3t ein Peripheriewinkel (Sehnenwinkel).

Wir sagen von dem Peripheriewinkel, daB er auf dem zwischen seinen
Schenkeln liegenden Bogen steht; so steht der Winkel BAC auf dem Bogen
BDC. (Fig. 82 a.)

Da die Tangente als ein Grenzfall der Sekante aufzufassen ist, so kann
der eine Schenkel des Peripheriewinkels auch eine Tangente sein. Einen
solchen Peripheriewinkel nennt man einen Sehnentangentenwinkel.

Fig. 82.

In Figur 82 bist BAC ein Sehnentangentenwinkel, der auf dem Bogen
ADB steht.

Zu jedem Peripheriewinkel gehért ein Zentriwinkel, der mit ihm auf
dem gleichen Bogen steht; in Figur 82 a gehért zu dem Peripheriewinkel
BAC der Zentriwinkel BOC, in Figur 82 b gehdrt zu dem Sehnentangenten-
winkel BAC der Zentriwinkel 40B.

Andert in beiden Fillen der Peripheriewinkel seine GroBe, so éndert
auch der Bogen seine Grofle und damit auch der auf dem Bogen stehende
Zentriwinkel. Es muBl daher zwischen der GréBe des Peripheriewinkels und
des zugehdrigen Zentriwinkels eine Beziehung bestehen.

Zur Ableitung dieser Beziehung betrachten wir zunéchst den Sehnen-
tangentenwinkel BAC (Fig. 83) und ziehen die Symmetrale OF des zuge-
horigen Zentriwinkels, die auf 4 B senkrecht steht. Da auBerdem AC | 40
ist (Satz 53), so ergéinzen <t AOF und < BAC denselben Winkel O4AE zu
einem Rechten und sind daher einander gleich. Da aber & AOE = —%— < AOB,
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Fig. 83.

so ist auch <x BAC :-é—%: AOB; d. h. der Sehnentangentenwinkel ist gleich
der Hilfte des Zentriwinkels, der mit ihm auf demselben Bogen steht.
Wird der Peripheriewinkel BAC (Fig. 84) von zwei Sekanten gebildet,
und legt man in seinem Scheitelpunkt an den Kreis die Tangente 4 F, so ist
der Winkel BAC = XBAF — X CAF.
Nach der vorangegangenen Untersuchung ist aber:
¥ BAF =1 & BOA (iiber BCA)

¥ CAF = 1 & 40C
Mithin ist:
& BAC =1 (5 BO4 — & co4) =1 & Boc.
Es gilt also fiir beide Fiille:
Satz 54. Jeder Peripheriewinkel ist halb so groB als der Zentriwinkel,
der mit ihm auf demselben Bogen steht.
Da’ der Zentriwinkel iiber einem Halbkreis gleich einem gestreckten
Winkel ist, so folgt:
Zusatz 1. Der Peripheriewinkel iiber dem Halbkreise ist
ein Rechter.
(Satz des Thales; Thales von Milet, 600 v. Chr.)
Es 1iBt sich iiber demselben Bogen nur ein Zentriwinkel, aber un-
zihlige Peripheriewinkel zeichnen; diese haben daher alle gleiche Grofe.
Da zu gleichen Bogen eines Kreises (oder gleicher Kreise) gleiche Zentri-
winkel gehoren, so sind auch alle Peripheriewinkel, die auf gleichen Bogen
stehen, einander gleich.
Zusatz 2. Peripheriewinkel, die auf demselben oder
gleichen Bogen (eines Kreises oder gleicher Kreise) stehen,
sind einander gleich.

www.rcin.org.pl



73

Bezeichnen wir zwei Bogen, die sich zu einem ganzen Kreis er-
ginzen, als entgegengesetzte Bogen, so folgt:

Zusatz 3. Peripheriewinkel, die auf entgegenge-
setztem Bogen stehen, betragen zusammen zwei Rechte.

Da die Peripheriewinkel (Fig. 85),
die iiber der Sehne 4 B stehen, nach Zu-
satz 2 einander gleich sind, so ist der Kreis-
bogen ACB der geometrische Ort fiir
die Scheitel aller gleichen Winkel y,
deren Schenkel durch die Punkte 4
und B gehen.

Ist der Winkel y ein spitzer, so ist der
Bogen ACB grofer, ist y =1 R, so ist der
Bogen gleich, und ist y ein stumpfer Winkel,
so ist der Bogen kleiner als der Halbkreis.

Da durch die Verbindungslinien der
Punkte des Kreishogens ACB mit den
Endpunkten der Sehne 4 B Dreiecke entstehen, welche die Seite 4 B und den
ihr gegeniiberliegenden Winkel y gemeinsam haben, so sprechen wir das
Ergebnis, wie folgt aus:

Geometrischer Ort 8. Der geometrische Ort fiir die dritten Eckpunkte
aller Dreiecke mit einer gegebenen Seite ¢ und dem ihr gegeniiberliegenden

" Winkel y ist der Kreishogen, der die Seite ¢ als Sehne und den Winkel y als

Peripheriewinkel faBt.

Folgerung. Der entgegengesetzte Bogen ist der geometrische Ort
fiir die dritten Eckpunkte aller Dreiecke, welche die Seite ¢ und als gegeniiber-
liegenden Winkel den Supplementwinkel von y d.h.den <2 (2 R —y) enthalten.

Ist in Figur 85 der Winkel y ein Rechter, die Sehne 4B mithin ein
Durchmesser und der Bogen 4CB ein Halbkreis, so sind die Dreiecke recht-
winklige mit gemeinsamer Hypotenuse. Wegen des hiufigen Auftretens dieses
Sonderfalles, sprechen wir dieses Ergebnis als besonderen geometrischen
Ort aus.

Geometrischer Ort 9. Der geometrische Ort fiir die Scheitel der rechten
Winkel aller rechtwinkligen Dreiecke mit gemeinsamer Hypotenuse ist der
Kreis, der die Hypotenuse als Durchmesser hat.

b) Aufgabe. Es soll der Kreishogen gezeichnet werden, der eine
gegebene Strecke (s) als Sehne und einen gegebenen Winkel (y) als Peri-
pheriewinkel faBt.

Lésung 1. (Fig. 86.) Wir benutzen die Eigenschaft des Sehnen-

. tangentenwinkels und tragen an der gegebenen Strecke 4B =s in 4 den

gegebenen Winkel y an. Es muf} dessen freier Schenkel 4 D Tangente an den
gesuchten Kreisbogen sein. Errichtet man daher auf 4D in 4 das Lot und
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Fig. 86. Fig. 7.
iy
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zeichnet zu 4B die Symmetrale, so mufl deren Schnittpunkt O mit dem
Lote der gesuchte Mittelpunkt des Kreisbogens und 04 sein Halbmesser sein.

Losung 2. (Fig. 87.) Wir benutzen die Beziehung zwischen dem
Peripheriewinkel und dem zugehérigen Zentriwinkel sowie die Eigenschaft
des Zentriwinkels durch die Symmetrale der zugehérigen Sohne halbiert
zu werden. Man trage in einem beliebigen Punkte U der Symmetralen der
gegebenen Strecke 4 B den gegebenen Winkel y an, ziehe durch 4 zu dessen
freien Schenkel UV die Parallele, welche die Symmetrale zu 4B in dem
gesuchten Mittelpunkte O trifft.

¢) Folgerungen fiir das Dreieck.

Zufolge des geometrischen Ortes 8 ist durch eine Seite ¢ und den ihr
gegeniiberliegenden Winkel y der Radius r des Umkreises des Dreiecks
bestimmt. Es sind mithin ¢, y, r abhiingige Stiicke derart, daB aus zwei der-
selben sich das dritte bestimmen 1i8t. Aus ¢ und y kann man 7, aus ¢ und 7
kann man y und aus 7 und y kann man ¢ finden.

LaBt man fiir einen gegebenen Wert von ¢ den Winkel y wachsen, so
nimmt r ab. Fiir y = 90° wird r = —2—, wird der Winkel » ein stumpfer,
so nimmt 7 wieder zu.

Wiichst bei einem gegebenen Werte von « die Seite ¢, so wichst auch 7.
Mithin ist » eine Funktion von cund y. Entsprechend ist ¢ eineFunktion
von 7 und y, y eine Funktion von ¢ und 7.

d) Zieht man in zwei beliebigen Punkten eines Kreises Tangenten,
so werden sich dieselben im allgemeinen im Endlichen schneiden. Man kann
daher umgekehrt von jedem Punkte auBerhalb eines Kreises an den Kreis
zwei Tangenten zeichnen.

Aufgabe. Es sollen von einem Punkte auBerhalb eines Kreises an den
Kreis die beiden Tangenten gezeichnet werden.

Konstruktion. (Fig. 88.) Man verbinde den gegebenen Punkt P mit
dem Mittelpunkte O des gegebenen Kreises und schlage iiber QP als Durch-
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messer den Kreis, der e, 88:,,. .
den gegebenen Kreis in rr——
zwei Punkten 4 und B i
schneidet. Die Verbin- 74
dungslinien P4 und PB  / ° doana
sind dann die verlangten a
Tangenten. ,)%’,/,,_ |

Verbindet man 4 it i
mit B, so sind die (ks
Sehnentangentenwinkel :

PAB und PBA, da sie \

auf demselben Bogen s
ADB stehen, einander TR SRk
gleich; mithin ist das Dreieck PAB gleichschenklig und P4 = PB.

Da auch das Dreieck 4BO ein gleichschenkliges ist, so ist OP die
gemeinschaftliche Symmetrale der beiden iiber 4 B stehenden gleichschenk-
ligen Dreiecke. Da ferner OP auch durch den Kreismittelpunkt geht, so ist
diese Linie auch die Symmetrale des Kreises; d. h. die ganze Figur ist zu
der Verbindungsgeraden OP symmetrisch. Es wird daher auch der Winkel
APB durch OP halbiert.

Satz 55. Zieht man von einem Punkte auBerhalb eines Kreises an den
Kreis die Tangentem, so sind die Strecken bis zu den Berithrungspunkten
- einander gleich; die Verbindungslinie des Punktes mit dem Kreismittelpunkte
halbiert den von dem Tangenten gebildeten Winkel.

ey

" Ubungsaufgaben.

1. Es soll der geometrische Ort des Mittelpunktes eines Kreises be-

stimmt werden, der
a) die beiden Schenkel eines gegebenen Winkels,

b) zwei sich schneidende Geraden beriihrt.

2. Es soll der geometnsche Ort des Mittelpunktes eines Kreises be-
stimmt werden, der zwei gegebene parallele Linien beriihrt.

3. Es soll ein Kreis gezeichnet werden, der zwei gegebene Geraden,
und zwar die eine in einem gegebenen Punkte beriihrt.

4. Es soll ein Kreis gezeichnet werden, der zwei parallele Gerade
berithrt und eine die ersteren Geraden schneidende Gerade unter einem
Durchmesser schneidet.

5. Es soll ein Kreis gezeichnet werden, der drei gegebene gerade
Linien beriihrt. (Drei Félle.)

6. Es soll durch einen Punkt innerhalb eines gegebenen Kreises
eine Sehne von gegebener Linge gezogen werden.

7. Es soll durch einen Punkt auBerhalb eines Kreises eine Sekante
so gezogen werden, daB} die auf ihr liegende Sehne eine gegebene Linge hat.
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8. Es soll der geometrische Ort der Halbierungspunkte aller Schnen
eines Kreises bestimmt werden, die von demselben Punkte des Kreises
ausgehen.

Von einem auf einem Kreise gegebenen Punkte aus eine Sehne so zu
ziehen, dafl ihr Halbierungspunkt

9. auf einer gegebenen Sehne,

10. auf einem den gegebenen Kreis schneidenden Kreis liegt.

Es soll zu drei gegebenen Punkten 4, B, C ein vierter P so bestimmt
werden, dal} die Verbindungslinien P4, PB, PC

11. zwei gegebene Winkel,

12, drei gleiche Winkel miteinander einschliefen

Die fiir das Feldmessen wichtige Aufgabe 11 heiit nach dem franzosi-
schen Mathematiker Pothenot (1692) die Pothenotsche Aufgabe; sie war
schon frither (1617) von dem Hollénder Snellius behandelt worden?).

13. Es soll ein rechtwinkliges Dreieck mit gegebener Hypotenuse ¢
gezeichnet werden, wenn der Scheitel des rechten Winkels

a) auf einer gegebenen Geraden,

b) auf einem gegebenen Kreise liegt.

Es soll mit gegebener Hypotenuse ¢ ein rechtwinkliges Dreieck ge-
zeichnet werden, wenn auflerdem gegeben ist:

14. h; 15. p.

16. Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus ¢, h,, hp.
Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus:
1505,k 18. ¢, y, h; 19. p, ¢, 73
20. ¢, », m,; 21, u, v, y; 22,0, a,-0+c=8;
23.¢,y9,a—b=d; 24, a +b +c=s, hy a;
25.a—b=d, a—p=20, h,
Es soll ein Parallelogramm gezeichnet werden aus:
26. a; ¢, h;; 27.°0.%, Vs 28. ¢, f,, a;
29. ¢, B, & 30. ¢ X a frr X b,

Kapitel XVII.

Zwei Kreise.

«) Erklirungen.

1. Zwei Kreise heilen konzentrisch oder exzentrisch, je nachdem
sie den Mittelpunkt gemeinsam haben oder nicht.

2. Haben zwei konzentrische Kreise ungleiche Halbmesser, so schlieen
ihre Umféinge eine Fliche ein, die Kreisring genannt wird.

1) Die Pothenotsche Aufgabe findet in der Trigonometrie eine rechnerische
Behandlung.
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3. Die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte zweier exzentrischer
Kreise wird die Zentralstrecke der Kreise genannt. Die unbegrenzte

Gerade, auf der die Zentralstrecke liegt, heilt die Zentrale der beiden
Kreise.

Da nach Kapitel XV, b ein Punkt als ein Kreis mit dem Halbmesser
Null aufgefat werden kann, so bezeichnet mar auch die Verbindungsiinie

eines Punktes mit dem Mittelpunkt eines Kreises als Zentrale des Punktes
und des Kreises.

Die Zentrale zweier Kreise ist Symmetrieachse fiir beide
Kreise. Zwei Kreise ergeben, wie sie immer liegen mogen, stets eine sym-
metrische Figur.

b) Kreise mit zwei gemeinsamen Punktex.

Da durch drei gegebene Punkte nur ein Kreis gelegt werden kann,
so konnen zwei Kreise hochstens zwei Punkte miteinander gemeinsam
haben, wenn sie nicht in ihrem ganzen Verlauf nach zusammenfallen und dem-
nach alle Punkte '
gemeinsam haben
sollen. Zwei solche
Kreise schneiden
einander.

Esseien (Fig.
89) O und O, die
Mittelpunkte der
Kreise mit den
Radien r und 7;
4 und B seien die
Schnittpunkte.

Die Zentrale
00, steht als Sym-
metrale beider Kreise zur gemeinsamen Sehne 4 B senkrecht und halbiert
dieselbe. Die Zentralstrecke 00, ist, wie sich aus dem Dreieck 040, ergibt,
kleiner als die Summe 7 - 7, und grofer als die Differenz r — 7,.

Fig. 89.

¢) Kreise mit einem gemeinsamen Punkte.

1. Halten wir den groBeren Kreis O fest und verschieben den kleineren
Kreis O, so, daB sein Mittelpunkt sich von O entfernt, so riicken die Punkte
A4 und B niher zusammen und fallen schlieBlich auf der Zentralen zusammen.
(Fig. 90.) Aus der gemeinsamen Sekante wird eine gemeinsame Tangente
deren Berithrungspunkt C auf der Zentrale liegt. Die Kreise beriihren ein-
ander von auBen; ihre Zentralstrecke ist gleich der Summe r - r,.

2. Verschieben wir den kleineren Kreis in umgekehrter Richtung,
so daB sich der Mittelpunkt O, dem Mittelpunkte O néihert, so entfernen sich
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Fig. 90.

=

zunichst die Punkte 4 und B voneinander, nihern sich dann aber einander
und fallen schlieBlich in einen Punkt der Zentrale zusammen. (Fig. 91.)
Der klei-
nere Kreis
liegt inner-
halb des gro-
Beren und
beriihrt ihn
von innen.
0 j 49 Die Zentral-
strecke ist

dann gleich

der Differenz

r—r,.

Wir sa-

gen in diesem

Fig. 93. Falle auch der groflere Kreis beriihrt den

kleineren umschlieBend.

Fig- 92.

d) Kreise mit keinem gemeinsamen
Punkte.

1. Entfernen sich im Falle ¢, 1) die
Kreise noch weiter voneinander, so haben
die Kreise keinen Punkt mehr gemeinsam,
sie liegen ganz auseinander. Die Zentral-
strecke 0O, ist groBer als die Summe
r+4 r. (Fig. 92.)

2. Wird im Falle ¢, 2) die Zentral-
strecke OO, Kleiner als die Differenz
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»— 1, so haben die Kreise ebenfalls keinen Punkt mehr gemeinsam; der
kleinere Kreis liegt ganz innerhalb des groBeren. (Fig. 93.)

3 Wird im vorhergehenden Falle die Zentralstrecke OO, gleich Null,
so sind die Kreise konzentrisch.

¢) Zusammenfassung.

1. Die Zentralstrecke zweier sich schneidenden Kreise ist kleiner als
die Summe und groBer als die Differenz ihrer Halbmesser.

2. Beriihren sich zwei Kreise von auBen, so ist ihre Zentralstrecke
gleich der Summe, beriihren sie sich von innen, so ist sie gleich dem Unter-
schiede ihrer Halbmesser. Der Beriihrungspunkt liegt auf der Zentralen.

8. Liegt von zwei Kreisen der eine innerhalb des andern, so ist ihre
Zentralstrecke kleiner als der Unterschied, liegt er auBerhalb, so ist sie groBer
als die Summe ihrer Halbmesser.

/) Geometrisehe Orter.

Unter den zur Zeichnung eines Kreises gegebenen Bedingungen kann
sich jetzt auch die finden, daB der gesuchte Kreis einen gegebenen Kreis
beriihren soll. Da der gegebene Kreis in eine Gerade (Halbmesser unendlich
grof}), oder in einen Punkt (Halbmesser gleich Null) iibergehen kann, so ist
diese Bedingung die allgemeinste und enthélt die Bedingungen, daf} der ge-
suchte Kreis eine gegebene Gerade berithren oder durch einen gegebenen
- Punkt gehen soll, als spezielle Falle.

Es ergeben sich daher aus den Betrachtungen unter ¢ die folgenden
geometrischen Orter.

Geometrischer Ort 10. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller
Kreise, die einen gegebenen Kreis in einem gegebenen Punkte beriihren,
ist die durch diesen Punkt und den Mittelpunkt des gegebenen Kreises gehende
Gerade.

Anmerkung. Man untersuche, welche Punkte der Geraden nicht
Mittelpunkte werden konnen, ferner auf welchem Teile der Geraden der
Mittelpunkt des gesuchten Kreises liegen muf, damit Berithrung von auBlen,
innen oder umschliefende Berithrung stattfindet.

Inwiefern ist der geometrische Ort 7 (Kapitel XV ¢) ein Spezialfall
des geometrischen Ortes 10?

Geometrischer Ort 11. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller
Kreise, die einen gegebenen Kreis beriihren und einen gegebenen Halb-
messer haben, besteht aus zwei dem gegebenen Kreise konzentrischen Kreisen,
deren Halbmesser gleich der Summe und Differenz der gegebenen Halb-
messer sind.

Anmerkung. In welchem Falle erhalten wir als geometrischen Ort
nur einen Kreis? Auf welchem Kreise liegen die Mittelpunkte der von auflen
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und auf welchem Kreise die Mittelpunkte der von innen beriihrenden Kreise?
Wann tritt umschlieBende Beriihrung ein?

Inwiefern sind die in den Ubungsaufgaben 1a, b, Kapitel XV, ahzu-
leitenden geometrischen Orter Spezialfil'e des geometrischen Ortes 11?

¢) Gemeinschaftliche Tangenten zweier Kreise. (L.)

1. Es seien (Fig. 94) O und O, die Mittelpunkte der beiden gegebenen
Kreise, die ganz auseinander liegen sollen. In diesem Falle gibt es zuniichst

Fig. 94.

zwei Tangenten 44, und BB, die je auf gleichen Seiten der Kreise
liegen; solche gemeinsame Tangenten nennen wir duBere gemeinschaftliche
Tangenten.

Denkt man sich die Tangenten 44, und BB, parallel zu sich selbst
verschoben bis 4, und B, mit O, zusammenfallen, so werden diese Linien
in den Lagen O,C' und O,C, Tangenten an einem dem Kreise O konzentrischen
Kreis, dessen Halbmesser gleich der Differenz der Halbmesser der gegebenen
Kreise ist. Diese Linien kann man daher mittels des Kreises iiber 00, als
Durchmesser leicht finden. Mittels der Punkte C' und C, erhilt man dann die
Punkte 4 und B und durch Parallelen von O, zu 04 und OB auch die Punkte
A4, und B,.

2. AuBler den duBeren Tangenten gibt es noch zwei gemeinsame Tan-
genten DD, und EE, (Fig. 95), die je auf verschiedenen Seiten der
Kreise liegen. Diese Tangenten heilen innere gemeinschaftliche Tangenten.

Denken wir uns DD, und EE, so parallel mit sich selbst verschoben
bis D, und E, mit O, zusammenfallen, so werden diese Linien in den Lagen
O,F und O G Tangenten an einem dem Kreise O konzentrischen Kreise, dessen
Halbmesser gleich der Summe der Halbmesser der gegebenen Kreise ist.
Die Punkte F und @ findet man dann wie in 1.
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Da die Kreise in bezug auf die Zentrale symmetrisch liegen, so miissen
sich sowohl die dulleren als auch die inneren gemeinsamen Tangenten auf
der Zentrale schneiden.

Determination der Aufgabe. Man untersuche folgende Fille:

. 1) Dic beiden Kreise beriihren sich von auflen oder von innen. 2) Die Kreise
schneiden sich. 3) Von den beiden Kreisen umschliet der eine den andern.

1) Ubungsaufgaben.

1. Es soll der geometrische Ort der M'tt lpunkte der Kreise bestimmt
werden, die zwei gegebene konzentrische Kreise beriihren.

2. Es soll um einen gegebenen Mittelpunkt ein Kreis gezeichnet
werden, der einen gegebenen Kreis beriihrt.

(Man untersuche die Anzahl der Lisungen fiir die verschiedenen Lagen
des gegebenen Punktes.)

3. Es soll ein Kreis gezeichnet werden, der durch einen gegebenen
Punkt P geht und einen gegebenen Kreis in einem gegebenen Punkt P!
beriihrt.

4. Es soll ein Kreis gezeichnet werden, der eine gegebene Gerade und
einen gegebenen Kreis in einem gegebenen Punkte beriithrt. (Anzahl der
Losungen!)

5. Es soll ein Kreis gezeichnet werden, der eine gegebene Gerade in
einem gegebenen Punkte und einen gegebenen Kreis berithrt. (Anzahl der
Losungen!)

6. Es soll mit gegebenem Halbmesser ein Kreis gezeichnet werden,
der einen gegebenen Kreis und eine gegebene Gerade beriihrt. (Die Anzahl

Schwab, Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterrieht in der Geometrie. I. Teil. Ausg. A. G
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der Losungen hiingt ab «) von der Entfernung der Geraden vom Mittelpunkte
des gegebenen Kreises, b) von der gegebenen Grole des Halbmessers des
gesuchten Kreises im Vergleiche zu der (iroe des Halbmessers des gegebenen
Kreises.)

7. Es soll mit gegebenem Halbmesser ein Kreis gezeichnet werden,
der zwei gegebene Kreise beriihrt.

8. Es soll eine Gerade so gezeichnet werden, dal sie einen gegebenen
Kreis berithrt und von einem zweiten gégebenen Kreise unter einer Sehne
von gegebener Linge geschnitten wird.

9, Es soll eine Gerade so gezeichnet werden, daf} sie von zwei gege-
benen Kreisen unter Sehnen von gegebenen Lingen geschnitten wird.

10. Es soll der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise mit
gegebenem Halbmesser bestimmt werden, die einen gegebenen Kreis
unter einer Sehne von gegebener Linge schneiden. (Sonderfall: Die Sehne
ist gleich einem Durchmesser des gegebenen Kreises.)

Es soll mit gegebenem Halbmesser ein Kreis gezeichnet werden, der
einen gegebenen Kreis a) unter einer Sehne von gegebener Linge, b) unter
einem Durchmesser schneidet und

11. durch einen gegebenen Punkt geht,

12, eine gegebene Gerade beriihrt,

13. einen gegebenen Kreis beriihrt.

Es soll mit gegebenem Halbmesser ein Kreis gezeichnet werden, der
zwei gegebene Kreise

14. unter Durchmessern,

15. unter einer Sehne von gegebener Linge schneidet.

Kapitel XVIIL
Ein- und umbeschriebene Figuren.

«) Erkldrungen.

1. Eine geradlinige Figur heillt einem Kreise einbeschrieben, wenn ihre
Eckpunkte auf dem Umfang eines Kreises liegen, ihre Seiten also Kreis-
sehnen sind.

Der Kreis ist dann der Figur umbeschrieben und heillt der UmkKreis
der Figur; sein Halbmesser wird gewohnlich mit » bezeichnet. Damit um
eine gegebene Figur ein Kreis beschrieben werden kann, mufB} es einen
Punkt geben, der von allen Ecken der Figur gleichweit entfernt ist.

2. Eine geradlinige Figur heilt einem Kreise umbeschrieben, wenn ihre
Seiten Tangenten des Kreises sind.

Der Kreis ist der Figur einbeschrieben und er heit der Inkreis der Figur;
sem Halbmesser wird gewdhnlich mit o bezeichnet.

3. Beriihrt ein Kreis eine Seite einer geradlinigen Figur von auflen
und zwei andere von innen, so nennt man den Kreis einen Ankreis der Figur.

www.rcin.org.pl



83

Man bezeichnet die Halbmesser solcher Kreise nach den Seiten der

Figur, die sie von auflen berithren, mit o4, 0p, 0c.

Damit in oder an eine gegebene Figur ein Kreis beschrieben werden
kann, muB es einen Punkt geben, der von den Seiten der Figur gleichweit

entfernt ist.

b) Ein- und umbesehriebene Dreiecke.
Aus Satz 45, Kapitel XIV a) folgt:
Um jedes Dreieck ldBt sich ein Kreis beschreiben.
Ebenso folgt aus Satz 46, Kapitel XIV b:
In jedes Dreieck ldBt sich ein Kreis beschreiben.
Endlich folgt aus Satz 46, Zusatz, Kapitel XIV b:
An jedes Dreieck lassen sich drei Kreise beschreiben.

Bezeichnet man die Seiten des Dreieckes 4 BC' (Fig. 96) mit a, b, c.

seinen Umfang a4 b-+¢
mit 2 s, so daB

g 0tbte
e

ist, ferner die von den Ecken
des Dreiecks 4, B, C an
den Inkreis gehenden Tan-
gentenstrecken AF — AE

mit , BF = BD mit v,
CD.— CF mit z, 80 iist:
2z42y+22=
at+btc=2s
Tt+ytz=s
x=s—(y+2=8—a
Yy=s8s—(r+2)=8—0>
#=s—(v-}ty=8—c

Bezeichnen wir die
aus Bund C an den um
Oa gezeichneten Ankreis

gezogenen Tangenten B.J — BK mit z, und OJ = CL mit z,, so ist:

‘ T+ 23=a
Ferner ist: ok
AL =b+ =4
und AR 4 AL=b+}ct ot a3=0a+b+c=2s.
Da aber AK = AL ist, so folgt:

AR =01l — gt dehis
6*
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Die aus einer Ecke eines Dreiecks an den gegeniiberliegenden An-
kreis gehende Tangentenstrecke ist gleich dem halben Umfange des Dreiecks.

Da ct+zy=38; b} a;=s,
go ist: @y =8—c=2 23=8—b=y,d h:

Fig. 97. Trigt man auf jeder Seite eines
Dreiecks die beiden an den Inkreis
gehenden Tangentenstrecken in um-
gekehrter Reihenfolge ab, so sind ihre
Endpunkte die Punkte, in denen die
Seiten des Dreiecks von den drei
Ankreisen beriihrt werden.
Es ist ferner:

BK —CE =s—c¢

OL — BF —8—b, 'd¥h;;

Triagt man auf den Verlinge-
rungen jeder Dreiecksseite die aus
der gegeniiberliegenden Ecke an den
Inkreis gehende Tangentenstrecke ab,
so sind die Endpunkte die Punkte, in
denen die Verlangerungen der Dreiecksseiten von den drei Arkreisen
beriihrt werden, (Fig. 97.)

¢) Ein- und umbeschriebene Vierecke.

Erkliarung. Ein Viereck, um das sich ein Kreis beschreiben liBt,
wird ein Sehnenviereck genannt.

Da ein Kreis durch drei Punkte eindeutig bestimmt ist, so kann man
nicht um jedes Viereck einen Kreis beschreiben, sondern das Sehnenviereck
muf} der Bedingung geniigen, daf} ein Eck-
punkt auf dem durch die drei anderen
Eckpunkte bestimmten Kreise liegt.

Ist ABCD (Fig. 98) ein Sehnenvier-
eck, so stehen die Gegenwinkel B4 D und
BCD auf entgegengesetzten Bogen und es
A C ist nach Satz 54, Zusatz 3, ihre Summe

gleich 2 R. Dasselbe gilt auch von den Win-
keln 4 BC und 4 DC.

Satz 56. In jedem Sehnenviereck ist
die Summe zweier Gegenwinkel gleich 2 I.

Fig. 98.
D

Betragt umgekehrt in einem Viereck

B ABCD die Summe zweier Gegenwinkel

DAB und DCB zwei Rechte, so mull die durch drei Eckpunkte 4, B, D
desselben gelegte Kreislinie auch durch den vierten Eckpunkt gehen, da der
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geometrische Ort der vierten Ecke ein Bogen dieser Kreislinie ist. (Geo-
metrischer Ort 8, Folgerung.)

Satz 57. Betragen in einem Viereck zwei Gegenwinkel zusammen
zwei Rechte, so 148t sich um das Viereck ein Kreis beschreiben.

Folgerungen. 1. Um jedes Rechteck, Quadrat und um jedes
gleichschenklige Trapez ld B8t sich ein Kreis beschrciben.

2. Der Mittelpunkt des um ein Rechteck oder Quadrat be-
schriebenen Kreises ist der Schnittpunkt der Diagonalen; der
Halbmesser des Kreises ist gleich der halben Diagonale.

Erklirung. Ein Viereck, in das sich ein Kreis einbeschreiben 1a8t,
wird ein Tangentenviereek genannt.

Sind drei beliebige gerade Linien gegeben, so laf3t sich stets ein Kreis
zeichnen, der diese Geraden zu Tangenten hat. Mithin kann man nicht
in jedes Viereck einen Kreis einbeschreiben, son-

. : Fig. 99.
dern ein Tangentenviereck muBl der Be- .

dingung geniigen, dal} eine Seite Tangente des ¢
durch die drei anderen Seiten bestimmten ¢
Kreises ist. 4

Es seien (Fig. 99) 4BCD ein Tangenten-
viereck und E, F, G, H die Berithrungspunkte
seiner Seiten mit dem einbeschriebenen Kreise.
Durch diese Punkte werden die Seiten in acht
Abschnitte geteilt, die paarweise gleich sind,
so daf} ist: AB=a-+b; AD=a-d;

CD=c¢+d; BC=b+e.

Durch Addition folgt:

AB+CD=a+b+ct+d=4D-+ BC, d. h.:

Satz 58. Im Tangentenviereck sind die Summen der Gegenseitenpaare
einander gleich.

Ist umgekehrt in einem Viereck 4BCD die Summe zweier Gegen-
seiten gleich der Summe der beiden anderen Gegenseiten, so muf} der Kreis,
der drei Seiten 4B, AD und DC des Vierecks beriihrt, auch die vierte
BC beriihren, weil die von B und C an den Kreis gezogenen Tangenten
zusammen gleich der vierten Seite sind, also mit ihr zusammenfallen.

Satz 59. Ist in einem Viereck die Summe zweier Gegenseiten gleich
der Summe der beiden anderen, so 148t sich in das Viereck ein Kreis be-
schreiben.

I'olgerungen. 1. In jeden Rhombus und in jedes Quadrat
kann man einen Kreis beschreiben.

2. Der Mittelpunkt des in einen Rhombus und in ein Qua-
drat einbeschriebenen Kreises ist der Schnittpunkt der Diago-

www.rcin.org.pl



86
nalen. Der Halbmesser des in das Quadrat einbeschriebenen
Kreises ist gleich der halben Quadratseite.

d) Ubungsaufgaben.

I. Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus dem Radius r des Um-
kreises und

1. a,:b; 2iic; a3 8.5, 105

4. a, h; Dice, b, 6. ¢, mg;

o o 8. me, 3 9.0, a—p=20;
10. b, « — p=6; M. b-}fec=s B 12. b —c=d, y;
13. a, b+ c=s; 14. a, b—c=d; 15. a4+b-tfc=u, y;
16.a+b—c=d, y; 17.a, b—c=d; 18. ke, wy;

19. h,, a — p=6; 20. ¢, ma,; 21, y, m,.

Es soll ein gleichschenkliges Dreieck gezeichnet werden aus dem Radius
des Umbkreises und

22, a; 23, b; 24, a; 25. f; 26. 7.

27. Es soll in einen gegebenen Kreis ein gleichseitiges Dreieck einge-
zeichnet werden.

II. Es soll ein_ Dreieck gezeichnet werden aus dem Radius o des In-
kreises und

28, ¢, a; 29, a, 8; 30. a, b; 31 a0k 32, he, wy;
33. ¢, y; 4. a, s—0b;Y) 85. a, s —ec.

Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus:
36. ¢, iy, s—0; 37. ¢, B, s—b; 38. he, 7, S— ¢
39.s—b s—c¢, B; 40. s —a, a, B; 4. 5s—a, o, s—b;
42, s —b, o, a; 43. s —b, s —c, 0.5 M. c, B, 0us
45. a, s —a, op; 46. s — b, o, b; 47. ha, B, 0c;
48. a, B, 04} 39 800, B0, s, 0:.:¢;
ol. s, op, @; 52. 8, os ¥; 53. s, 06 ha;
54. s, 0., Ms; 5B, o, 04 a; 56. 04 0p, @3
89. 04, cbs 8; 58. 04, b, s —¢; 59. 04 0y S —C;
60. ¢, o, o;; 61 e 05 o)

ITI. Es soll ein Sehnenviereck gezeichnet werden aus dem Radius »
des Umbkreises und

62. a, b,.c;?) 63. a, b, a; 64. a. o, B; 65. a, ¢, e;
66. a, bf; 67. a, e, [; 68. a, b, ¢; 69. a, ¢, ¢;
0. ¢, [, & . ¢ a, &

g et

2) Man vergleiche die Bezeichnungen im Kapitel XIII f.
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Iis soll ferner ein Sehnenviereck gezeichnet werden aus:
2. a, b et 3.a, 0, e a; M. a b f B;
D.a; b e’ &t 76. a, c, ¢, f; B0 arl e g
8., . I we ) <Lbe: 10 dy e Tde ol 800 e \a e

IV. Es soll ein Tangentenviereck gezeichnet werden aus dem Radius
o des Inkreises und

81. a, ¢, a; 825w rhva; 83. a, b, B; 84. a, B, y;

85, a, a, y; 86. ¢, a, 8; 87a- 0. o 88. b, ¢, B
Es soll ferner ein Tangentenviereck gezeichnet werden aus:

89.a, 05 ¢ a; 90..a.b; e, vy 9 a:b 0 e; 92. a, b, B, 7;

93. a, a, B, P

Es soll ein Trapez gezeichnet werden, in das sich ein Kreis einbe-
schreiben 14Bt, aus:

%M. o, a, b; 95. o, b, d; 96. 0, a{c=s, b;
97. a, b, B; 98. a, b, e; 99. b, a, B; 100. a—c=s, a, 8;

Es soll ein gleichschenkliges Trapez gezeichnet werden, in das sich ein
) - g g g
Kreis einzeichnen 1aft, aus:

101. 0. b; 102, o, a -} c=s; 103, 4, a;
104. b, a; 105. a, c; 106. b, c; 107, 2, y.

V. Es soll ein Viereck, in und um das sich ein Kreis beschreiben

laft (Sehnentangentenviereck), gezeichnet werden aus:

108. 4, a, g; 109. o, a, y; 110. o, a, pY).

Kapitel XIX.

Fliichenvergleichung, Verwandlung und Teilung
ebener Figuren.

I. Flichenvergleichung.

«) Erklirungen.

1. Unter der Flidche einer Figur versteht man den von dem Umfange
der Fliche begrenzten Teil der Ebene.

2. Die Grofe der Fliche einer Figur wird der Flicheninhalt (Inhalt
der Fliche) genannt.

1) Ein Viereck (beziechungsweise Vieleck), das entweder ein Sechnenviereck oder
Tangentenviereck ist, heiBt monozentrisch, ein Viereck, das Sehnen- und Tangenten-
viereck zugleich ist, heift bizentrisch, wenn der ein- und unbeschriebene Kreis
verschiedene Mittelpunkte, homozentrisch, wenn beide Kreise denselben Mittel-
punkt haben. (Beispiel Quadrat).
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Es ergibt sich sofort, dafl kongruente Flichen gleichen Inhalt haben
(flichengleich oder inhaltsgleich oder kurz gleich sind). Umgekehrt aber
konnen Figuren gleichen Flidcheninhalt be-
sitzen, ohne kongruent zu sein.

Teilen wir ein Quadrat 4 BCD (Fig. 100 a)
durch die Diagonale BC in zwei Dreiecke 4 BC
und ACD und verschieben das Dreieck 4 DC
lings DC bis AD auf BC fillt, so entsteht das
Parallelogramm 4, B, €, D, (Fig. 100 b); es ist
dann das Quadrat 4ABCD flichengleich dem
Parallelogramm A4, B, C, D,. Setzen wir das
Dreieck ADC so an das Dreieck 4 BC, daf}
DC in die Verlingerung von 4B zu liegen

Fig. 100 a.

A B

Fig. 1005, Fig. 100c.
G D, C,

o

A, B, A

B, D,

2

kommt, so entsteht das gleichschenklig rechtwinklige Dreieck 4, C, D,
(Fig. 100 c), das mithin dem Parallelogramm A4, B,C, D, und dem
Quadrate 4 BCD inhaltsgleich ist.

Figuren sind also gleich, wenn sie aus kongruenten Stiicken zusammen-
gesetzt werden konnen.

b) Flachengleichheit von Parallelogrammen und Dreiecken.

Wenn zwei Parallelogramme gleiche Hohen haben, so fallen, wenn das
eine Paar der zu den Hohen gehérenden Seiten in einer Geraden liegt, auch die
parallelen Gegenseiten in eine zu dieser Geraden Parallelen, vorausgesetzt,
daBl sie auf dieselbe Seite der Geraden zu
liegen kommen. Demnach lassen sich zwei
Parallelogramme mit gleicher Héhe stets
zwischen dieselben Parallelen legen.

Haben zwei Parallelogramme 4 BCD
und ABEF (Fig. 101) dieselbe Grundlinie
4 & und sind ihre Hohen einander gleich, so ent-
steht, wenn wir sie mit der Grundlinie 4B aufeinander legen, das Tra-

Fig. 101.
V) ¢
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pez ABED. Da die Dreiecke 4 DF und BCE einander kongruent sind, so
miissen auch die Flichen, die durch Hinwegnahme der kongruenten
Dreiecke von dem Trapez ABED entstehen, einander flichengleich sein,
d: b

Satz 60. Parallelogramme von gleicher Grundlinie und gleicher Héhe
sind flachengleich.

Da jedes Parallelogramm durch eine Diagonale in zwei kongruente
und daher flichengleiche Dreiecke zerteilt wird, die mit dem Parallelo-
gramm gleiche Grundlinie und gleiche Héhe haben, so ist die Fliche jedes
Dreieckes gleich der Hailfte eines solchen Parallelogrammes.

Satz 61. Jedes Dreieck ist gleich der Hilfte eines Parallelogrammes,
das mit ihm gleiche Grundlinie und gleiche Hohe hat.

Satz 62. Dreiecke von gleicher Grundlinie und Hohe sind flachengleich.

Zieht man durch den einen
Endpunkt F (Fig. 102) der Mittel-
linie EF des Trapezes ABCD die D G
Parallele GH zu der Seite AD, so
entstehtdas Parallelogramm 4 HG' D.
Da die Dreiecke HBF und CGF
durch Drehung um F zur Deckung
gebracht werden konnen (also kon-
gruent sind), so ist das Parallelo- 5
gramm AHGD, dessen Grundlinie

Fig. 102.

gleich der Mittellinie des Trapezes )] B
und dessen Hohe gleich der Hohe :
des Trapezes ist, fli- Fig. 103.

chengleichdem Trapez. G (4

D

Satz 63. Jedes
Trapez ist flichen-
gleich einem Parallelo-
gramme, das die Hohe H /
des Trapezes zur Hohe
und die Mittellinie zur
Grundlinie hat.

Zieht man in ei- .
nem Parallelogramm 5 I3 B

ABCD(Fig.103) durch
einen beliebigen Punkt # der einen Diagonale die Parallelen zu den Pa-
rallelogrammseiten, so zerfillt das Parallelogramm in vier Parallelogramme.
Die beiden von ihnen, durch welche die Diagonale nicht hindurchgeht
(FBJE und HEG D), heillen Ergidnzungsparallelogramme oder Komplemente.
Es ist: NABC ="~ ACD
N\ AEF = N\ AEH
A EJC = A ECG.
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Subtrahiert man die Summe der Dreiecke 4 EF und EJC von dem
Dreieck 4 BC und die Summe der Dreiecke 4 EH und ECG von dem Drei-

eck ACD, so bleibt: FBJE = HEGD.

Satz 64. Ergdnzungsparallelogramme sind flichengleich.
Die Erganzungsparallelogramme sind ein Beispiel fiir flachenglelche

Parallelogramme mit verschiedener Grundlinie.
Anmerkung. Ist das Parallelogramm

P ein Quadrat (Fig. 104), so zerfillt dasselbe,

a b wenn man durch einen Punkt einer Diagonale

die Parallelen zu den Quadratseiten zieht, in

b b zwei Quadrate mit den Seiten ¢ und » und in

zwei Rechtecke mit den Seiten ¢ und b. Um das
Quadrat jiber der Strecke a 4 b zu erhalten,
muBl man zu den Quadraten mit den Seiten
a und b die Ergénzungsrechtecke hinzufiigen;
von dieser Beziehung riithrt der Name Kom-
plemente her.
Schneidet man das Quadrat mit der
@ b Seite b weg, so erhélt man eine Figur, die
einem Instrument dhnelt, das zum Zeichnen von rechten Winkeln dient
und im Altertume Gnomon genannt wurde. Daher rithrt die seit Euklid
(um 300 v. Chr., Alexandrien) im Altertume iibliche Bezeichnung Satz
vom Gnomon fiir den Satz von den Erginzungsparallelogrammen.

a a

¢) Die euklidischen Sitze und der pythagoreische Lehrsatz.

Erklirung. Fillt man von den Endpunkten 4 und B (Fig. 105 a)
einer Strecke 4 B die Lote auf eine Gerade M N, so heif3t die von den FuB-
punkten der Lote
Fig. 105 a. Fig. 105 b. Fig. 105 c. begrenzte Strecke
E A'B' der Geraden
MN die Projektion
von AB auf MN.
Die Lote heiflen die
projizierenden Ge-
raden oder kurz die
Projizierenden.
| , Liegt der eine
M—= ; 7 Endpunkt C einer
2 B ; it Strecke C'D auf der
Geraden MN (Fig. 105 b), so fillt er mit seiner Projektion zusammen, und
es ist CD' die Projektion von CD auf MN. Steht die Strecke EF auf
MN senkrecht (Fig. 105 ¢), so ist ihre Projektion ein Punkt; die Linge
der Projektion ist gleich Null.

-~
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In dem Rechteck 4BCD (Kig. 106) seien durch den Punkt F der
Diagonale BD die Parallelen zu den Seiten gezogen; das eine der entstandenen
rechtwinkligen =~ Erginzungsparallelo- :
gramme AKFH sei ein Quadrat. (Wie b Rl
mull der Punkt F bestimmt werden, D G 4
damit diese Bedingung erfiillt ist?)

Man drehe dgs Dreieck FDH F J
um F um einen Winkel von 90°. Es X
gelangt in die Lage FKL und FL steht
auf FB senkrecht, das Dreieck BFL
ist rechtwinklig. Die Hohe FK des
Dreiecks FBL ist die Projizierende A~ K
der Katheten #L und FB und KL und
K B deren Projektionen, auf die Hypotenuse. Diese Projektionen sind aber
gleich den anstofflenden Seiten des dem Quadrat AKFH flichengleichen
Rechtecks FJCG. Es ergibt sich:

Satz 65. Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber der Héhe
gleich dem Rechteck, dessen Seiten die Projektionen der Katheten auf die

Hypotenuse sind. (II. Satz des Euklid oder Hohensatz).

In dem rechtwinkligen Dreieck 4 BC' (Fig. 107) sei AH die Projektion

der Kathete AC auf die Hypote- Fig. 107.

nuse 4 B. AHFG sei das Rechteck, D

dessen Seiten diese Projektion 4 H

und die Hypotenuse 4B sind;

ACDE sei das Quadrat iiber der iy

Kathete AC. Zieht man BE una , ]

CF, so lassen sich die Dreiecke E

ACB und ACF durch Drehung um

90° um A zur Deckung bringen; 1

sie sind also flichengleich. (Nach- &

weis der Kongruenz!) A -
Da nach fatz 61 das Dreieck /

EAB gleich der Hilfte des Qua- |

drates ACDE und das Dreieck /I

ACF gleich der Hilfte des Recht- /

eckes AFGH ist, so miissen die /

Hilften dieser Parallelogramme //

und mithin auch die Parallelo- /

gramme selbst flichengleich sein. / B
Satz 66. Im rechtwinkligen r «

Dreieck ist jedes Kathetenquadrat

gleich dem Rechteck gebildet aus der Hypotenuse und der Projektion der

Kathete auf die Hypotenuse (I. Satz des Euklid oder Kathetensatz).

B
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Durch zweimalige Anwendung des vorstehenden Satzes auf die
Katheten A4C und BC des rechtwinkligen Dreiecks 4 BC (Fig. 108) ergibt
sich, daBl die Summe
der beiden Katheten-
quadrate gleich ist der
Summe der Rechtecke
AHGF und HBJG,
die zusammen das
K Hypotenusenquadrat
bilden. Mithin ergibt
sich:

Satz67. Imrecht-
winkligen Dreieck ist
das Hypotenusenqua-
drat gleich der Summe
der Kathetenquadrate.
(Lehrsatz des Pytha-
goras.)

(Pythagoras von
Samos, 6. Jahrhundert

Fig. 108.

7. Chr.)).
e Fiir den pytha-
F G J goreischen  Lehrsatz

gibt es eine groBle Anzahl von Beweisen, eine neuere Schrift zéhlt deren
46 auf. Es werden hier auller dem obigen euklidischen Beweise noch zwei
solcher Beweise angedeutet, wiihrend andere spiter gegeben werden.
2. Beweis.
In Figur 109 @ ist iiber der Strecke @ |- b ein Quadrat gezeichnet
und in dasselbe viermal das rechtwinklige Dreieck mit den Katheten @ und b

Fig. 109 a. Fig 1095

1) U;gefahr 1200 Jahre vorher findet sich das spezielle rechtwinklige Dreieck
mit den Seitenlingen 3, 4, 5 bei den alten Agyptern, die dasselbe hochst wahrscheinlich
zum Abstecken rechter Winkel benutzten.
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hineingelegt, so dafl im Innern das Quadrat mit der Seite ¢ entsteht. (Beweis!)
In Figur 109 b ist dasselbe Quadrat in zwei Quadrate mit den Seiten ¢ und b
und in vier den Dreiecken der ersteren Figur gleiche rechtwinklige Dreiecke
zerlegt. Nimmt man in beiden Figuren die vier Dreiecke weg, so ergibt sich,
dal das Hypotenusenquadrat iiber ¢ gleich der Summe der Katheten-
quadrate iiber o und b ist.

3. Beweis.

In Figur 110 ist G || BC und GJ || AC, ferner DL, CG, EC und CK
gezogen; E, C, K liegen in gerader Linie. (Beweis!) Die Vierecke EKLD,
EABK, ACGF und
BCGJ sind, da sie
in fiinf entsprechen-
den Stiicken iiber-
einstimmen, kon-
gruent. Mithin ist

das Sechseck
ABKLDE flichen-
gleich dem Sechs-

eck AFGJBC.
Nehmen wir von
jedem der Sechs-
ecke die doppelte

Dreiecksfliche
A BC weg, so bleibt
einmal die Summe
der Kathetenqua
drate, das andere
Mal das Hypote-
nusenquadrat. So-
mit ist der pythago-
reische Satz auch
auf diese Weise
bestitigt.

Fig. 110.

Der pythago-
reische Lehrsatz1ifit
sichauchumkehren.

Es sei in dem Dreieck 4 BC (Fig. 111) das Quadrat iiber der Seite
AB gleich der Summe der Quadrate iiber den Neiten AC und BC.

Errichtet man auf AC in C die Senkrechte C'D = CB, so ist nach
dem pythagoreischen Satze das Quadrat iiber der Hypotenuse 4D gleich
der Summe der Quadrate iiber den Katheten AC und DC. Mithin sind
die Quadrate iiber den Seiten 4 B und DC flichengleich, daher die Seiten
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Fig 111.

AD und BC selbst gleich. Da
demnach die Dreiecke A BC
und ACD in den drei Seiten
iibereinstimmen, also kon-
gruent sind, so folgt & BCA
=40 —1 'R dh.:

Satz 68. Ist in einem

\ Dreieck das Quadrat iiber

einer Seite gleich der Summe

der Quadrate iiber den beiden anderen Seiten, so ist das Dreieck rechtwinklig.

d) Erwelterung des pythagoreischen Satzes
LiBt man in dem rechtwinkligen Dreieck A4CB (Fig. 112) be1 unge-

Fig. 112.

anderter Linge der Selten
AC und CB den Winkel
ACB kleiner werden, so
wird die dritte Seite 4 B,
kleiner als AB; mithin
mull das Quadrat dieser
Seite kleiner sein als die
Summe der Quadrate iiber
den Seiten AC und CB.
Wird der Winkel bei un-
gednderter Seitenlinge ein
stumpfer, so wird die Seite
AB, groler als AB und
das Quadrat dieser Seite
wird groler als die Summe
der Quadrate iiber den
Seiten AC und CB. Die
Beantwortung der Krage,
um wieviel im ersten Falle
die Quadratsumme kleiner
und im zweiten Falle grofer
ist als das Quadrat iiber
der dritten Seite, ergibt
sichausdenFiguren113 und
114, deren Entstehung ohne
weiteres verstiandlich ist.
Fiir beide Fille a6t
sich zeigen, daf:
A ANB>2 A ACE.
A ABH >~ A\ FBC,
A BCM = A AC.
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Hieraus folgt die Gleichheit der Rechtecke:
) ANOP = AEGD,
BHKL = BDGPF,
COPM = CLKJ.

Im ersten Falle ist dann:

ANOP -+ BHKIL = AEGD -\ BDGF,
AC: — COPM } BC® — CLKJ = 4B,
AC* | BO* — 2 00PM = 4B

Im zweiten Falle ist:

ANOP + BHKL = AEGD -} BDGF,
AC?-|- COPM + BC® 4 CLKJ = A B,
AC®+ BC?+ 2 COPM = AB:.

Wir erhalten den erweiterten pythagoreischen Lehrsaiz:

Satz 69. In
jedem Dreieck ist
das Quadrat iiber
einer Seite gleich
der Summe der
Quadrate iiber den
beiden anderen
. Seiten vermindert
oder vermehrt um
dasdoppelte Recht-
eck aus der zwei-
ten Seite und der
Projektionderdrit-
ten Seite auf die
zweite, je nachdem
die erste Seite
einem spitzen oder
stumpfen Winkel
gegeniiberliegt.

Es soll ange-
geben werden, in-
wiefern der pytha-
goreische Satz fiir
das rechtwinklige
Dreieck aus dem
allgemeinen py-

thagoreischen
Satze folgt.

Fig. 114.
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II. Verwandlungsaufgaben.

Erklirung. Eine Figur verwandeln heiit ihr eine andere Gestalt
geben, ohne den Flicheninhalt zu iindern.

Aufgabe 1. Es soll ein Parallelogramm unter Beibe-
behaltung einer Seite in ein anderes mit einem gegebenen
Winkel verwandelt werden.

Aufgabe 2. Es soll ein Parallelogramm mit Beibehaltung
einer Seite in ein Rechteck verwandelt werden.

Aufgabe 3. Es soll ein Parallelogramm in ein anderes
mit gegebener Seite verwandelt werden.

Man unterscheide die beiden Fille; a) die gegebene Seite ist grofler als
die kleinere Hohe des gegebenen Parallelogrammes, b) sie ist kleiner als
diese Hohe.

Im letzteren Falle verwandelt man-entweder das gegebene Parallelo-
gramm zuerst 1n ein anderes mit einer solchen Seite, dafl die zu ihr gehorige
Héhe kleiner ist als die gegebene Seite, oder man wendet den Satz von den
Ergiinzungsparallelogrammen an.

Aufgabe 4. Es soll ein Parallelogramm mit Beibehaltung
seiner grofBeren Seite in einen Rhombus verwandelt werden.

Aufgabe 5. Es soll ein Parallelogramm mit Beibehaltung
seiner Winkel in ein anderes mit gegebener Seite verwandelt
werden. (Natz 64.)

Aufgabe 6. Es soll ein Parallelogramm in ein anderes
verwandelt werden, so dal es eine gegebene Seite und einen
gegebenen Winkel hat. (Aufgabe 3 und Aufgabe 5, oder Aufgabe 1 und
Aufgabe 5.)

Aufgabe 7. Es soll ein gegebenes Parallelogramm in ein
Fechteck mit gegebener Seite verwandelt werden.

Aufgabe 8. Es soll ein gegebenes Quadrat in ein Recht-
eck verwandelt werden, a) wenn die groBere Rechtecksseite,
b) die kleinere Rechtecksseite gegeben ist.

Die Losungen ergeben sich auch mittels des ersten oder des zweiten
enklidischen Satzes.

Anmerkung zu Aufgabe 8Sa.

Verschiebt man das rechtwinklige Dreieck 4BC (Fig. 115), dessen
Kathete BC gleich der Seite a des gegebenen Quadrates und dessen Hypote-
nuse 4B gleich der gegebenen grofleren Rechtecksseite ¢ ist, auf CC, parallel
mit sich selbst um die Quadratseite (CC, == BC = a), so ist das Parallelo-
gramm ABB A, flichengleich dem Quadrat BB,C,C. Fillt man von 4
und B die Lote 4 D und BE auf 4, B, und deren Verlingerung, so ist auch das
Rechteck ABDE flichengleich dem gegebenen Quadrat und hat die
gegebene Seite c.

www.rcin.org.pl



Was ergibt sich,
wenn man das Dreieck
BB, Eum Bum 90° dreht,
so dafl B, auf C fillt?

Aufgabe 9. Es
soll ein Dreieck mit
Beibehaltung einer
Seite in ein anderes
verwandelt werden.

Wieviel Losungen
hat die Aufgabe? Welches
ist der geometrische Ort fiir die dritten Eckpunkte aller flichengleichen
Dreiecke?

Aufgabe 10. Es soll ein Dreieck mit Beibehaltung der
Seite ¢ in ein anderes verwandelt werden, das eine Seite b,
von gegebener Grofle hat.

Aufgabe 11. Es soll ein Dreieck mit Beibehaltung der
Seite ¢ in ein anderes verwandelt werden, so dafl ein der
Seite ¢ anliegender Winkel eine gegebene Grdofe g, hat.

Spezialfall: g, =1 R.

Aufgabe 12. Es soll ein Dreieck mit Beibehaltung der
Seite ¢ in ein anderes verwandelt werden, so dalB der der
Seite ¢ gegeniiberliegende Winkel eine gegebene GrofBe y hat.

Aufgabe 13. Es soll ein Dreieck in ein Parallelogramm
verwandelt werden, das mit dem Dreieck @) eine Seite, b) die
Hohe zu einer Seite gemeinsam hat.

Anleitung. Im ersten Falle mul} die zu der Seite gehorige Parallelo-
grammhohe halb so grofl sein als die entsprechende Dreieckshohe, im
zweiten Falle die zu der Hohe gehorige Parallelogrammseite halb so grof3
sein als die entsprechende Dreiecksseite.

Aufgabe 14. Es soll ein Parallelogramm in ein Dreieck
verwandelt werden, das mit ithm &) eine Seite, b) die zu
einer Seite gehorige Hohe gemeinsam hat.

Aufgabe 15. Es soll ein Dreieck mit Beibehaltung eines
Winkels in ein anderes verwandelt werden, wenn @) eine
diesem Winkel anliegende Scite gegeben, b) die zu einer ihm
anliegenden Seite gehorige Hohe eine gegebene GréfBe hat.

Losung zu a). (Fig. 116 a.) Es sei ABC das gegebene Dreieck, ¢! die
gegebene Seite (¢! > 4 B). Man trage auf der Verlingerung der dem beizu-
behaltenden Winkel a anliegenden Seite 4B die Strecke 4D = ¢! ab, ver-
binde D mit C, ziche BE ||CD und verbinde D mit E.

Schwab Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterricht in der Geometrie. I. Teil, Ausg. A. 7
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Die Losungist die gleiche.
wenn ¢! < 4B.

- Die Losung zu b) ergibt
sich, wie aus der Figur 1165 zu
erkennenist, in dhnlicher Weise.

Beweis (a). Es ist:
A EBC= A EBD,
mithin ist auch:

A AEB+ A EBC =
agaas s A AEB+ A EBD,

A 4 D oder:

Fig. 116 b. + AABC= A AED.

g C Aufgabe 16. Es
soll ein Dreieck un-
ter Beibehaltung der
Lage einer Seite in
ein anderes verwan-
delt werden, wenn
der Eckpunkt, der
der Seite gegeniiber-
liegt, eine gegebene
A H B L Lage hat.

Der Eckpunkt kann auf einer andern Seite des gegebenen Dreieckes
oder deren Verlingerung, innerhalb oder auBerhalb des gegebenen Dreieckes
liegen.

Aufgabe 17. Es soll ein Vieleck in ein anderes verwandelt
werden, das einen Eckpunkt weniger hat.

Anleitung. Man schneide durch eine Diagonale von dem Vieleck
ein Dreieck ab und verwandle es unter Beibehaltung der Diagonale als Seite
in ein flichengleiches, von dem der Eckpunkt, welcher der Diagonale gegen-
itberliegt, in die Verlingerung einer an die Diagonale anstoBenden Vielecks-
seite fillt.

Aufgabe 18. Es soll ein Vieleck in ein Dreieck ver-
wandelt werden.

Die Losung ergibt sich durch wiederholte Anwendung der vorher- .
gehenden Aufgabe.

Aufgabe 19. Es soll ein Vieleck in ein Rechteck ver-
wandelt werden.

Die Losung ergibt sich durch Anwendung der Aufgaben 18, 13, 2.

Aufgabe 20. Es soll ein Rechteck in ein Quadrat ver-
wandelt werden.
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Jeder der beiden euklidischen Sitze (Satz 65 und Satz 66) liefert eine
Losung der Aufgabe.

Aufgabe-21. Es soll ein Vieleck in ein Quadrat verwan-
delt werden. '

Mittels der vorstehenden Aufgabe gelingt, es den Flidcheninhalt jeder
beliebigen geradlinigen Figur durch ein Quadrat darzustellen. (Geometrische
Quadratur der Vielecke.)

III. Teilungsaufgaben.

Aufgabe 22. Es soll ein Parallelogramm in n gleiche
Teile geteilt werden, so daf die Teilungslinien einer der
Parallelogrammseiten parallel sind. (L.

Aufgabe 23. Es soll ein Dreieck von einem Eckpunkt
aus in n gleiche Teile geteilt werden. (L.)

Aufgabe 24. Es soll ein Parallelogramm von einem Eck-
punkt aus in n gleiche Teile geteilt werden, wenn n
a) eine gerade, b) eine ungerade Zahl ist. (L.)

Aufgabe 25. Es soll ein Dreieck von einem auf einer
Seite gegebenen Punkt aus in zwei
gleiche Teile geteilt werden.

Anleitung 1. (Fig. 117.) Man ver-
binde den Mittelpunkt D von 4AC und den
gegebenen Punkt P mit B, ziehe DE || PB
und verbinde P mit E, so ist PE die ge-
suchte Teilungslinie. (Der Beweis ist leicht.)

Anleitung 2. (Fig. 118.) Man ver-
wandle das gegebene Dreieck 4BC in ein
anderes A P D, desser Grundlinie 4 P ist und
teile das Dreieck von P aus in zwei gleiche 3]
Teile. Fillt dabei ein Stiick der Teilungs- A E B
linie auflerhalb
des gegebenen

Dreiecks, so
verfahre manwie
es aus Fig. 118
ersichtlich ist.

Aufgabe 26.
Es soll ein
Dreieck von \ 2
einem auf ei- - llien S S T TR sy, T
ner Seite ge- '

gebenen Punkte aus in ngleiche Teile geteilt werden. (L.
3 7*

Fig. 117.

Fig, 118.
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Anleitung. (Fig. 119.) Man teile die Seite 4B, auf welcher der ge-
gebene Punkt P liegt, in »# (n = 6) gleiche Teile und verbinde die Teilpunkte
mit dem gegeniiberliegenden
Eckpunkt C. Verbindet man C
mit P, zieht durch D, E, F, G,
H die Parallelen DD,, EE, usw.
zu CP und verbindet D,, E,,
F,, G, H, mit P, so sind diese
Verbindungslinien die gesuchten
Teilungslinien. (Der Beweis ist
leicht.)

Aufgabe 27. Es soll ein
gegebenes Viereck durch
Teilungslinien, die von ei-
nem auf einer Seite lie-
genden Punkte ausgehen, in n gleiche Teile geteilt werden. (L.)

Anleitung. Man verwandle das Viereck in ein Dreieck, dessen einer
Eckpunkt der gegebene Punkt ist.

Fig. 119.

& N\ 4 s i
L B

Aufgabe 28. Es soll ein Dreieck durch eine von einem
Eckpunkte ausgehende Zickzacklinie in n gleiche Teile ge-
teilt werden. (L.)

Die Losung fir »n=4 ist aus
Figur 120 ersichtlich, in der 4D
=1 4B ist.

Aufgabe 29. Es soll ein Drei-
eck von einem Punkte inner-
halb desselben in zwei gleiche
Teile so geteilt werden, daB die
Teilungslinie nach einem Eck-
punkte hin geht.

Anleitung. Man verbinde den
gegebenen Punkt P mit einem Eck-

T punkte A, halbiere die 4 gegeniiber-
liegende Seite BC in D, verbinde D mit
4 P und ziehe AE || PD.

Aufgabe 30. Es soil ein Trapez auf die einfachste Art

in n gleiche Teile geteilt werden. (L.)

IV. Vervielfiltigungsaufgaben.

Aufgabe 31. Es soll ein Parallelogramm gezeichnet
werden, das m-mal so grofl ist als ein gegebenes Parallelo-
gramm.

Fig. 120.
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Aufgabe 32. Es soll dieselbe Aufgabe fiir das Dreieck
gelost werden.

Aufgabe 33. Es soll zu zwei gegebenen Quadraten ein
drittes so gezeichnet werden, daB das letztere a) gleich der
Summe, b) gleich der Differenz der beiden gegebenen Qua-
drate ist.

Aufgabe 34 Es soll ein Quadrat gezeichnet werden,
das a) doppelt, b) dreimal, ¢) fiinfmal, d) n-mal so groB ist
wie ein gegebenes Quadrat.

Anleitung. 1. Man lege das gegebene Quadrat m-mal aneinander
und erhélt ein Rechteck, das den n-fachen Inhalt des gegebenen Quadrates
hat. Hierauf verwandelt man das Rechteck nach Aufgabe 20 dieses Para-
graphen in ein Quadrat.

2. In vielen Fillen gestaltet sich die Losung einfacher.

a) Ist n eine Quadratzahl 4, 9,...s2%, soist das Quadrat iiber der dop-
pelten, dreifachen..... s-fachen Seite des gegebenen Quadrates das ver-
langte.

b) LBt sich n als Summe oder Differenz der Quadrate zweier anderer
Zahlen darstellen, so kann man die Aufgabe 33 direkt anwenden. Ist z. B.:
n =13, so beachte man, daf 13 =9 - 4 =32 2%, mithin die Seite
des verlangten Quadrates die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes ist,
dessen Katheten gleich der doppelten und dreifachen Seite des gegebenen
Quadrates sind. Ist n = 12, so erhilt man, da 12 =16 — 4 — 42 — 22 ist,
die gesuchte Quadratseite als die eine Kathete eines rechtwinkligen Drei-
ecks, dessen Hypotenuse und andere Kathete gleich der vierfachen und
doppelten Seite des gegebenen Quadrates sind.

Bemerkenswert ist, dal sich jede ungerade Zahl als Differenz der
Quadrate zweier Zahlen und jede Primzahl von der Form (4n+ 1) als
Summe zweier Quadratzahlen darstellen 1aBt.

Aufgabe 35. Es soll ein Quadrat gezeichnet werden,
dessen Inhalt gleich «) der Hilfte, b) dem dritten Teile,
¢) dem n-ten Teile eines gegebenen Quadrates ist.

Anleitung zu a). Das Quadrat iiber der halben Diagonale des ge-
gebenen Quadrates ist das verlangte.

Zu b) und c). Man beachte Aufgabe 22 und Aufgabe 20.

Kapitel XX.
Fldchenberechnung ebener Figuren.

Erklirung. Eine GroBe durch eine andere messen, heilt angeben,
wie oft die letztere in ihr enthalten ist. Die Grofle, durch welche gemessen
wird, heillt MaB oder MaBeinheit, die Zahl, welche angibt, wie oft das Mal}
in der zu messenden Grofle enthalten ist, heit MaBzahl.
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Jede GroBe kann nur durch ein ihr gleichartiges Maf3 gemessen werden,
also Strecken durch Strecken, Winkel durch Winkel, Flichen durch Flichen.

I. Messen und Vergleichen von Strecken.

Erklirung 1. Das MaB von Strecken heilt LingenmaB oder
Lingeneinheit.

Im praktischen Leben benutzt man als Léngeneinheit das Meter (m),
d. i. die Lange d:s im Archiv zu Sévres bei Paris aufbewahrten Urmeter-
maBstabes (métre des archives) und dessen Unterabteilungen Zentimeter (cin)
und Millimeter (mm). Bei dem Messen grofier Strecken benutzt man das
Tausendfache des Meters, das Kilometer (km).

Erklirung 2. Eine Strecke wird durch die Lingeneinheit (1 m,
lem, 1mm..... ) gemessen, indem man die letztere auf ihr von dem einen
Endpunkte aus nacheinander so oft abtrigt, wie es méglich ist, und die Zahl
der abgetragenen Lingeneinheiten, die MaBzahl, angibt.

Hierbei konnen zwei Fille eintreten:

1. Die Messung geht auf, d. h. der Endpunkt der zuletzt angetragenen
Langenemhelt fallt mit dem Endpunkte der Strecke zusammen; die MafBzahl
ist dann eine ganze Zahl.

Ist die Lingeneinheit ein Meter, so ist auch jeder Bruchteil des Meters,

£ i I
insbesondere 1c¢m, 1 mm, 16 ™M To5 MM 1000 mm usf. in der Strecke
enthalten.

2. Die Mafizahl geht nicht auf, sondern es bleibt ein Rest, der kleiner
als die Lingeneinheit ist. Dann kann folgendes eintreten:

a) Entweder geht irgendein Bruchteil der Lingeneinheit in dem Rest,
olg lich auch in der ganzen Strecke auf; die Mafzahl ist ein Brueh.

b) Es geht kein Bruchteil der Ligeneinheit also z. B. 1cm, 1 mm,
l—lomm, I_(IWJ mm, 10100 mm usf. in dem Reste, folglich auch in der ganzen
Strecke auf; dann ist die MaBzahl weder eine ganze, noch eine gebrochene
Zahl, sondern eine irrationale Zahl.

Eine solche Irrationalzahl kann nicht genau durch rationale (ganze
und gebrochene) Zahlen, wohl aber mit jedem beliebigen Grade der An-
niherung durch einen Dezimalbruch bis zu jeder mit MeBinstrumenten
erreichbaren Glenauigkeit angegeben werden; der hierdurch gemachte Fehler
geht unter die Grenze der selbst mit VergroBerungsinstrumenten erreich-
baren Sichtbarkeit herunter.

¢) Werden zwei verschiedene Strecken miteinander verglichen, so
unterscheiden wir zwischen dem praktischen und dem geometrischen Ver-
fahren. Bei dem praktischen Verfahren bestimmen wir fiir die zu verglei-
chenden Strecken ¢ und b ihre MaBzahlen fiir das Meter oder dessen deznnale
Unterabteilungen. Ist z. B.: @ = 1,7 m, b = 0,734 m, so lassen sich fiir beide
Strecken die MafBzahlen in Millimeter angeben, a = 1700 mm, b = 734 mm,
wir konnen dann die Strecken vergleichen, indem wir ihre MaBzahlen in
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bezug auf das gemeinschaftliche MaB, hier das Millimeter, vergleichen.
Dieses Verfahren wird auch angewendet, wenn eine der MaBzahlen oder
beide fiir das Metermal oder eine seiner dezimalen Unterabteilungen frra-
tional sind. Wir ersetzen dann die irrationale Zahl durch eine rationale,
deren Unterschied gegen die irrationale Zahl wir, wie oben angegeben ist,
beliebig klein machen kénnen und verfahren wie vorher. Wire z. B.:
a==1,7c¢m, b= 7,3451.. mm und beschrinken wir uns auf eine Genauigkeit
bis zu —loﬁmm, so sind die MafBzahlen fiir lolﬁmm als MaBeinheit fiir
a 17000, fiir b 73451.

Sollen in der Geometrie zwei Strecken verglichen werden, so bestimmen
wir eine Strecke, die in beiden Strecken ohne Rest enthalten ist.

Erklarung. 3. Eine Strecke, die ein Mal fiir zwei oder mehrere
zu vergleichende Strecken ist, heillt ein gemeinschaftliches MaB der zu ver-
gleichenden Strecken.

Besitzen zwei oder mehrere Strecken ein gemeinschaftliches Mafl m,
80 besitzen sie unendlich viele gemeinschaftliche Mafle. Teilt man das gemein-

schaftliche MaBl m in n gleiche Teile, so ist auch % . m ein gemeinschaftliches

MaBl beider Strecken. Von allen gemeinschaftlichen MaBen zweier oder
mehrerer Strecken ist fiir die Messung das groBite das bequemste (Grund!);
wir benutzen daher immer dieses Maf} als gemeinschaftliches Maf.

Erkliarung 4. Zwei Strecken werden miteinander verglichen, indem
man ihre MaBzahlen in bezug auf ein gemeinschaftliches Mal miteinander
vergleicht.

Aufgabe. Es soll das groBte gemeinschaftliche MaB zweier Strecken
gesucht werden.

Die gegebenen Strecken sind @ und b.

Man trage (Fig. 121) die kleinere Strecke b so oft auf der gréfleren a ab,
als es moglich ist. Bleibt

kein Rest, so ist b das Fie. 121. e

, 5 g. 121 4 x

groBte gemeinschaft- X RNty Wl v w1

liche MaB von @ und b. e e S L

. . a ML RO LIRS AR

Bleibt aber ein Rest ¢, & 24 2;
so trage man denselben c G\l i
St vab, ak e C————

moglich ist. .Bleibt noch b ——

ein Rest d, so fahre man

fort bis zu den Resten e, m usf., wobei man erkennt, daf die immer kleine:

werdenden Reste ins Unendliche fortzugehen scheinen?).

1) Dieses Verfahren ist das gleiche wie das in der Arithmetik zur Bestimmung
des groBten gemeinschaftlichen Teilers zweier oder mehrerer Zahlen benutzte Verfahren.
BEs war schon Euklid bekannt und heift daher der euklidische Algorithmus oder der
Algorithmus des groBten gemeinschaftlichen ‘Ceilers. ,,Unter einem Algorithmus ver-
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Bleibt kein Rest, so ist der letzte Rest das groBte gemeinschaftliche
Mal beider Strecken. Wir sagen in diesem Falle, die Strecken sind kommen-
surabel. Wird keiner der Reste gleich Null, haben also die Strecken kein
gemeinschaftliches MaB, so nennen wir die Strecken inkommensurabel.
Um in dem vorliegenden Beispiele der kommensurabelen Strecken
@ und b ihre MafBzahlen zu bestimmen, verfahren wir wie folgt. Es ist:
a=1.b+¢c |=39m d=3e+m |=Tm
b=1.ct+d |=23m e=2m-+4+0|=2m
c:2.1l+el:16m :
Mithin erhilt man: a=39m
b=23m.
Erklirung 5 Unter dem Verhiltnis zweier Strecken versteht man
den Quotienten ihrer MaBzahlen in bezug auf ein gemeinschaftliches Mal.
Im vorliegenden Falle der kommensurabelen Strecken a und b ist

das Verhiltnis e ?g = 39:23 und folglich

b
e Z% b.

Im Falle kommensurabeler Streckenist das Verhéltniseine rationale Zahl.

Sind zwei Strecken inkommensurabel, so kénnen wir zur Bestimmung
der MafBzahlen und des Verhaltnisses nicht in obiger Weise verfahren, da
wirkeinen Anfang zum Riickwiirtseinsetzen in dieobenerhaltenen Gleichungen
haben. Aber auch in diesem Falle kénnen wir das Verhiltnis mit beliebiger
Anngherung wie folgt bestimmen.

Es sei b in a u-mal enthalten, und es bleibe ein Rest c.

Wir untersuchen dann etwa am einfachsten, wie oft T% in ¢ enthalten
ist; es moge v-mal im Reste ¢ enthalten sein und es bleibe ein Rest d. Wir

. ! e : 5 :
untersuchen dann weiter wie oft — in d enthalten ist; es sei z-mal darin

100
enthalten. Fihrt man in dieser Weise weiter fort, so erhalten wir:
b b
a—‘—ub+vm+z.m'*ﬁ .....
Istw—=—4,v=3,2=9... ., 80 erhalten wir:

a:4,39... ob,

a

T 439 50

steht man heute eine Rechenregel, die ein gesuchtes allgemeines Resultat fiir jeden
besonderen Fall finden lehrt, ohne das Endresultat in einer abgeschlossenen Gestalt
zu geben. In der Geschichte der Mathematik versteht man unter ,,Algorithmikern*

" die mathematische Schule, die sich in der Rechnung der indischen Ziffern mit der
Null und dem Stellenwerte der Ziffern bedient, im Gegensatze zu den ,,Abacisten®,
die das Rechenbrett, den Abakus, benutzten. Das Wort Algorithmus ist zufolge neuerer
Funde die Entstellung des arabischen Eigennamens Alchwarizmi (Muhammed ibn
Miasa Alchwarizmi), eines arabischen Schriftstellers, der schon im Beginn des neunten
Jahrhunderts das Rechnen mit den indischen Ziffern lehrte.
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Da das Verfahren wegen der Inkommensurabilitit der Strecken zu
keinem Ende fiihrt, so muB der Dezimalbruch unendlich und auBerdem nicht
periodisch sein.

Dieses nicht absolut genau anzugebende Verhiltnis zweier inkommen-
surabelen Strecken ist irrational.

Dasselbe 1aBt sich, wie schon vorher angegeben ist, bis zu jedem be-
liebigen Grade der Genauigkeit bestimmen, wenn wir nur hinreichend viele
Dezimalstellen berechnen.

Im iibrigen sei nur noch darauf hingewiesen, dall das Verfahren bei
inkommensurabelen Strecken wegen des beschrinkten Unterscheidungs-
vermogens unserer Sehwerkzeuge tatsichlich doch einmal zu einem Ende,
d. h. zu einem fiir unser Auge als Null erscheinendem Reste fiihrt.

Als ein Beispiel fiir zwei inkommensurabele Strecken seien hier die
Kathete und Hypotenuse eines gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks
(beziehungsweise die Seite und Diagonale eines Quadrats) genannt. Um die
Inkommensurabilitit nachzuwelsen, Fig. 122,
verfahren wir abweichend von dem A4
obigen Vorgehen in geometrischer Weise
wie folgt.

Man trage (Fig. 122) die Kathete
AC = AD =a auf der Hypotenuse
AB = ¢ ab; dann ist:

AB— AD -+ DB oder:

e ¢c=a-}r

Man errichte DE | AB und
mache EF — ED dann ist, da das Drei-
eck DEB gleichschenklig rechtwinklig
8%:  DE— DB—CE. :

2. CB=a=2r+tn, g

Errichtet man FG | BC, und macht GH — GF, so ist BF — GF =

== G = 1) und. 3. P Sk

Dieses Verfahren kann man beliebig weit fortfithren, ohne daf es zu
einem Ende fiihrt, und wir erhalten entsprechend:

=8t T e te

Damit ist die Inkommensurabilitit der Hypotenuse eines gleichschenk-
lig rechtwinkligen Dreiecks zu seiner Kathete bewiesen.

Das Verhiltnis 5 lifit sich dann wie folgt niherungsweise berechnen:
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Als Niherungswert ergibt sich hieraus: %: 1,4142.....

Anmerkung. Nach dem pythagoreischen Lehrsatz folgt aus dem
Dreieck 4 BC':
=gl a*—2a?
c=a}2

%=y§= 1,414213....

II. Berechnung des Inhaltes ebener Figuren.

a) Zur Bestimmung des Flicheninhaltes von Figuren mufl man eine
Flécheneinheit haben.

Erkliarung. Die Fldcheneinheit ist die Fliche des Quadrates, das die
Léngeneinheit zur Seite hat.

Es entspricht dem Meter
als Léngeneinheit das Qua-
dratmeter (gm) als Flachenein-
heit; ebenso. entsprechen den
Léngeneinheiten des Zenti-
meters, Millimeters, Kilometers
als Flicheneinheiten das Qua-
dratzentimeter (gcm), das Qua-
dratmillimeter (¢gmm), das
Quadratkilometer (gkm).
A B 1. Die Seite 4B des

4 Rechtecks ABCD (Fig. 123)

habe @ und die Seite 4D b Liingeneinheiten, wobei a und b zunichst ganze

Fig. 123.

1) Einen solchen Ausdruck nennt man einen Kettenbruch.
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Zahlen seien. Triigt man die Lingeneinheit auf den Seiten ab undzieht
durch die Teilpunkte Parallelen zu den Seiten, so entstehen a . b Quadrate,
die gleich der Flicheneinheit sind. Mithin ist der Inhalt des Rechteckes
gleich a.b Flicheneinheiten.

2. Sind die MaBzahlen der Seiten @ und b Briiche (Fig. 124), so kann
man sie auf gleiche Nenner bringen; Fig, 124.

es sei g = l)-, b=2 Dann laBt
n n

: 1 Rat 3
sich - der Lingeneinheit auf a

p-mal und auf b ¢g-mal abtragen und |-
es entstehen p.¢ Quadrate, deren ¢[ |-

Seiten gleich -1; der Liangeneinheit

sind. Das Quadrat der Langenein-
heit ldBt sich aber in n.n=n?
solcher Quadrate durch Parallelen

zerlegen. Daher ist der Inhalt des Rechtecks Pn-zq =

SRS
s|=
[l
IS
o

Flacheneinheiten.

3. Sind @ und b irrationale Zahlen, so lassen sich dieselben, wie in I a
dieses Kapitels gezeigt wurde, durch zwei rationale gebrochene Zahlen
ersetzen, deren Unterschied gegen die irrationalen Zahlen beliebig klein
" gemacht werden kann. Wir erhalten dadurch ein Rechteck, dessen Fliche
gegen die des gegebenen Rechtecks einen beliebig klein zu machenden
Unterschied besitzt.

Es ergibt sich daher fiir alle drei Fille, wenn wir die Bezeichnung der
Flicheneinheit, die durch die Léngeneinheiten bestimmt ist, weglassen:

Satz 70. Der Flidcheninhalt eines Rechtecks ist gleich dem Produkte
der MaBzahlen zweier anstoBenden Seiten (oder auch Kiirzer: gleich dem
Produkte zweier anstoBenden Seiten).

Fafit man die eine Rechtecksseite als Grundlinie und die andere als
Héhe auf, so ergibt sich fiir das Rechteck, und nach Satz 60 auch fiir jedes
Parallelogramm:

Satz 71. Der Fldacheninhalt eines Parallelogramms ist gleich dem
Produkte aus Grundlinie und Hohe.

Fiir das Quadrat folgt aus diesem Satze:

Zusatz. Der Fliacheninhalt eines Quadrats ist gleich der zweiten
Potenz der MaBzahl seiner Seite.

Aus Satz 61 folgt fiir das Dreieck:

Satz 72. Der Fliacheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Pro-
dukte aus Grundlinie und Hohe.
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Da man bei dem rechtwinkligen Dreieck die eine Kathete als Grund-
linie und die andere als Hohe auffassen kann, so folgt:

Zusatz. Der Flacheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks ist gleich
dem halben Produkte der Katheten.

Aus Satz 63 erhilt man:

Satz 73. Der Flicheninhalt eines Trapezes ist gleich dem Produkte
aus der Mittellinie und der Hohe.

Inwiefern sind die Sétze 71 und 72 in letzterem Satze als Sonder-
fille enthalten?

Anmerkungen. 1. Der Flidcheninhalt eines Quadrats ist eine
Funktion seiner Seite.

Bezeichnet man die Quadratseite mit z, den Flicheninhalt mit y, so
ist y = 2®. Man stelle diese funktionale Abhéngigkeit graphisch dar.

2. Andert sich bei einem Rechteck, Parallelogramm oder Dreieck die
Grundlinie oder die Hohe oder beide, so dndert sich auch der Inhalt; der
Inhalt ist demnach eine Funktion von Grundlinie und Hohe. Bei gegebenem
konstanten Inhalte ist die Grundlinie eine Funktion der Hohe und umgekehrt.
Ist z. B. der gegebene Inhalt eines Rechtecks gleich a2, die Grundlinie y
und die Hoéhe z, so ist:

a?

e
In Figur 125 ist diese Funktion graphisch dargestellt; es ist

5
darin @ = 2 em und der Reihe nach z — %, %’f, %‘1', %—a, 2a, ga, 3a, 4a
gesetzt. Die erhaltene Kurve ist ein Teil einer gleichseitigen Hyperbel.
Nimmt man 2 negativ, so mufl auch % negativ werden, damit zy = a* wird.
Man erhilt dann einen zweiten Teil (Ast) der Hyperbel.

3. Der Inhalt des Trapezes ist eine Funktion der Mittellinie und der

Hohe, somit auch der Grundlinien und der Hohe.

b) Den Flicheninhalt eines beliebigen Vielecks kann man bestimmen,
indem man dasselbe entweder durch Diagonalen oder durch Linien, die
man von einem Punkte im Innern des Vielecks nach den Ecken zieht,
in Dreiecke zerlegt, deren Grundlinien und Héhen man durch Messung be-
stimmt und die Summe der Dreiecksinhalte bildet.

Besonders einfach gestaltet sich die Inhaltsbestimmung, wenn man
in das Vieleck einen Kreis einbeschreiben kann. Zerlegt man ein solches
Tangentenvieleck in Dreiecke, deren Spitzen im Mittelpunkte des Inkreises
liegen, so haben alle Dreiecke die gleiche Héhe, gleich dem Radius o des
Inkreises. Bezeichnet man die Vielecksseiten mit a, b, ¢...n, so ist der
(Gresamtinhalt des Vielecks:

__ag ) bo | co ne (a+btecH...4n) ;
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Fig. 125.

Der Flacheninhalt eines jeden Vielecks, in das sich ein Kreis einzeichnen
1aBt, ist gleich dem halben Produkte aus seinem Umfange und dem Halb-
messer des einbeschriebenen Kreises.

Insbesondere ist fiir das Dreieck, da wir den halben Umfang des-
selben mit s bezeichnet haben,

; F=lgsi
Ein anderes Verfahren zur Bestimmung des Flacheninhaltes eines

" Vielecks besteht darin, daf man in der Richtung der lingsten Diagonale
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eine Achse zieht und die Seiten des Vielecks auf diese Achse projiziert.
Mif}t man siamtliche Projizierenden (Ordinaten) und simtliche Projektionen
(Abszissen), so kann man die Inhalte der rechtwinkligen Dreiecke und Trapeze,
in die das Vieleck zerlegt wurde, und damit den Inhalt des Vielecks selbst
finden. (Siehe Aufgabe 17.)

Auf mechanischem Wege berechnet man die Inhalte von Vielecken
und Flachen, die von krummen Linien begrenzt werden, durch besondere
Instrumente, Planimeter genannt. Angenédhert kann man den Inhalt auch
durch Uberlegen von Millimeterpapier bestimmen.

ITI. Zusammenstellung.

1. Der Inhalt eines Rechtecks mit den anstoBenden Seiten @ und b ist:

=,
2. Der Inhalt eines Quadrats mit der Seite a ist:
H=a

3. Der Inhalt eines Parallelogramms ist:
F=al,= b hyp

4. Der Inhalt eines Dreiecks ist:
Fe ah, _bl_ch. _ ik

5. Der Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten a

und b ist:

,_ab
.-l{—_‘z—-

6. Der Inhalt eines Trapezes mit den parallelen Gegenseiten @ und b ist:

F= (Li;_‘il‘ = m . h, (m die Mittellinie).

IV. Ubungsaufgaben.
1. Man berechne die Fliche eines Quadrats, dessen Seite
a) 5m; b) 26 cm; ¢) 1948 m; d) 6,3 cm; e) 15% m; f) 104% m lang ist.
2. Man berechne die Fliche eines Rechtecks mit den anstoBenden
Seiten ¢ und b, wenn

a) a=14m, b= 27 m; d) a=2,34m, b=37cm;
b) a =265m, b = 313 m; e)a:29§m,b:37§m;
¢) a=254m, b=91,7Tm; N a=198m, b=471m.

3. Ein rechteckiger Platz von 12,5 m Linge und 6,75 m Breite soll
mit quadratischen Steinplatten von 30 em Seitenlinge belegt werden. Wieviel
Platten sind hierzu erforderlich?
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4. Man berechne aus der Fliche F und der cinen Seite a eines Recht-
ecks die andere Seite b, wenn:

a) F=442gm a=1Tm; F=5]19T5qcm a =27 mm.

b) F=2295qm a=135m; F=2048qm a=8m.

5. Bin quadratisches Grundstiick von s =98 m Seitenlinge soll
gegen ein flachengleiches rechteckiges, dessen Tiefe a = 28 m betragt, um-
getauscht werden. Wie breit mull das letztere sein?

6. Man berechne die Fliche eines Parallelogramms aus der Seite a
und der zu ihr gehorigen Hohe %, wenn:

a) a=45cm, h=_8,Tm; b) a = 13,67 cm, h=9,3 cm ist.

7. In einem Parallelogramme ist:

a) a=T2cm, b =25 cm, h, =15 cm; man berechne hs;

Oyr— 14% m, Ny —= S%m; = 2% m; man berechne b;

¢) a=177m, b=154m, hy =8,3 m; man berechne #,.

In einem rechtwinkligen Dreieck sei die Hypotenuse ¢, die Katheten
a und b, die Héhe A, die Projektionen von @ und b auf ¢ seien p und ¢, der
Flicheninhalt F, dann ist:
A=a?} b c=Yar 0% .
a?=c—b% a=7)2—b2=7}(c+Db)(c—b);
B2=ct—a? b=V —a=7(c+ a)(c—a);
h‘zzaz—p2=b2—q2; h:}/az—pzz}/bg—qz;

h2="n -, h:yp_.q;
ak— Gy, a=7Vc.p;
Wereig: V7

8. Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben:
a) o =49 em, b = 168 cm; gesucht ¢, F;
) ¢ = 50,4 cm, a = 44,1 cm; gesuent p, F;
) ¢ =16 m, p =9 m; gesucht @, b, &, F;
) p="T75cm, ¢ =12 cm; gesucht A, a, b, F;
) @ = 111 em, h =105 cm; gesucht b, ¢, p, ¢, F;
) h=5m, p=2m; gesucht ¢, ¢, a, b, F;
g) F = 2,55 gm, a = 1,5 m; gesucht b, ¢, h.
9. In einem Dreieck ist:
a) b=15,6 cm, hy=4,8 cm, hy = 2,6 cm; man berechne a;
A 16-} cm, b=24cm, h,= 8% c¢m; man berechne 7.

10. Die Fliche eines Dreiecks ist gleich der eines Rechtecks, dessen
Seiten 8,4 m und 12,8 m lang sind. Wie groB ist die Hohe des Dreiecks,
wenn seine Grundlinie 9,6 m betrigt?

11. In einem gleichschenkligen Dreieck ist die Grundlinie a = 64 cm,
hy = 126 ¢m. Wie lang sind die Schenkel und wie groB ist der Flicheninhalt?
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12, Man berechne den Flicheninhalt eines gleichschenkhigen Drei-
ecks aus der Grundlinie ¢ und dem Schenkel b.

13. Man berechne den Flacheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks
mit der Seite a.

14. Essoll der Flicheninhalt eines Dreiecks aus den drei Seiten a, b, ¢
berechnet werden.

Fig. 126.
o Losung. (Fig. 126.) Es ist der Flichen-

inhalt

ch
F = '? ........ (1)
4 In dieser Gleichung muB z durch die drei
Seiten ausgedriickt werden. Es ist (Fig. 126.)
A b P B A B T S e TSR VT, (2)
h? = b —( ik P S e RO S ) (3)
Pl=9 o Llcp g
a? - ¢* —b?
P 2¢

Setzt man diesen Wert von p in (2) ein, so erhélt man:

(@+p)(a—p) = (a+“'+“2—bz>(a_a2+2c2c—bz~)

(@4 c)? —«b2 b? — (@ —c)?
2¢ 2¢ :

Hieraus folgt:
4c? h‘z:[(a~[~c)'~’——b2].[b2~—(a—c)2][ =
(a+b+c)ia—b+c)(a+b—c)(—a-+ b+ o).

2¢h=Y(@+b+c)(ea—b+4c)(a+b—c)(—a-+b+c).
F= "2’"_" @fbFo(—atdro@—bleo@rdb—o.
Wir setzen der Ubersichtlichkeit wegen:
a+b+c:-:23,
dann ist: —a+btc=2s—2a=2(s—a)
a—bt-c=25s—2b=2(s—10)
at+b—c=25s—2¢c=2(s —c)

und:

F=Ys(s—a)(s—Db)(s—c)
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Diese Formel, die den Flicheninhalt eines Dreiecks als Funktion
der drei Seiten darstellt, heiBt die Heronische Formel (Hero von Alexandrien,
erstes Jahrhundert v. Chr.1).

Ist a =156, b=14, ¢ = 13; so folgt:
§=9. 8 —dg—6 &6 b—="T,8—¢=—=8
F=121.6.7T.8=112.3". 42 =84,

Man nennt drei Zahlen, die als MafBzahlen der drei Seiten eines Drei-
ecks aufgefafit, fiir den Inhalt eine rationale Zahl ergeben, heronische
Zahlen; die Dreiecke selbst heilen heronisehe Dreiecke. Zwei pythagoreische
Dreiecke, d. h. rechtwinklige Dreiecke mit ganzzahligen Seiten, die in
einer Kathete iibereinstimmen, lassen sich zu einem heronischen Drei-
eck zusammensetzen.

Es ergeben sich z. B. aus den rechtwinkligen Dreiecken mit den Seiten
37, 35, 12; 20, 16, 12; 15, 12, 9; 13, 12, 5 die heronischen Dreiecke mit den
Seiten 37, 20, 51; 37, 15, 44; 37, 13, 40; 20, 15, 25; 20, 13, 21; 15, 13, 14.

Anmerkung. Alle pythagoreischen Dreiecke sind auch heronische. Ist
m > n,m und n relativ prim und eine der Zahlen gerade, die andere ungerade,
so erhdlt man als Losungen der Gleichung: ’

@ =a b
a=2mn, b=m?—n? c=m24 n>
Es ergibt sich daher:

s=mitmn;s—a=m>—mn,s —b=mn-4n%s—c=mn—n?

F —= y(m?* 4+ mn) (m* —mmn). (mn-n?) (mn—n?) =

= Jm*n*(m - n) (m —mn) (m - n) (m —n) =mn (m -+ n) (m—n) =

2mn(m*—n® ab
—_— 2 2\ — SR ESC SR~ e i
=mn (m? —n?) = 3 R

15. Es ist von einem Trapez mit den parallelen Gegenseiten @ und b.
der Hohe A, der Mittellinie m und dem Flicheninhalt F gegeben:

a) a =28 cm, =15 em, h =13 ¢m; man berechne F;
b) a = 24,3 cm, b=356,Tm, h = 8,3 ¢cm; man berechne I';
c) F = 250,625 gqm, a=24,3m, b =158 m; man berechne %;

d) F— 938,98 gcm, h = 33,25 cm; man berechne m;

)il — 205— gn s = 8% m, b= 29% m; man berechne a.

') Hero von Alexandrien ist der Vertreter der praktischen und technischen
Geometrie unter den griechischen Mathematikern. In seinen Werken finden sioh
die Formeln fiir die Flichenberechnungen geradliniger Figuren, wie wir sie in diesem
Abschnitte gegeben haben.

Schwab, Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterricht in der Geometrie. T. Teil, Ausg. A. 3
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16. Man berechne die Seite und die

. Tliche eines Rhombus aus den Diagonalen
e=224cm und f =13,2cm.

17. Es soll der Inhalt des Vielecks

ABCDEFGH (Fig. 127) berechnet werden,

wenn BB, CC,, DD,, EE,, HH, | AF

und

BB, = 10,4 cm AB, = 3.5cm
CC,=178cm BH, =29cm
DD, = 16,9 em H,C,=54cm
EE, = 8,3 cm C,D, = 14,8 cm
GGy =159 cm DG, = 1,7 cm
HH, =134 cm EG,=45cm
EiB.= 3.7 om

V. Anwendungen der Flichensiitze.

I. Geometrische Veranschaulichung der arithmetischen
Formeln:

(a+bP2=a*+2ab-} b* (Vgl. Anmerkung zu Satz 64.)

{a—bFt=a*—2ab-+}b?

(a-+8) (@ —b) = a* — 12
8 a.

a
Fig. 12 Aus dem Lehrsatze 70 folgt,

dal man das Produkt zweier

J ; . §
2 Strecken geometrisch durch die
b ab b Fig. 128 b.
J C
SR S /] ks SEl o
G P H
bZ
G
o "
a /s ab
(a-b)°
00 IR
i a ERE A o

Fliche des aus diesen Strecken gebildeten Rechtecks darstellen kann.

Ebenso wird die zweite Potenz einer Strecke geometrisch durch die Fliche

des iiber der Strecke als Seite gezeichneten Quadrates veranschaulicht. Mit

Benutzung dieser Beziehung lassen sich die obigen drei Gleichungen auch

geometrisch deuten, wie man sofort aus den Figuren a, b, ¢ erkennt.
Wie lassen sich die drei Gleichungen geometrisch aussprechen?
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Fig. 128 ¢ Fig. 129.
e

D G (4
[ 2

b ab b

r
H J >
a ¢

i (a+b) (a-b)
|
;\ a O, Eible )

2. Beweise des pythagoreischen Lehrsatzes.

Der frither gegebene zweite Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes
(Fig. 109 @) 148t sich mit Benutzung der unter 1 angedeuteten Beziehungen
in abgekiirzter Form wie folgt geben:

c2:(a+b)2-4-a?b:a2+b2.

Ein weiterer Beweis des pythagoreischen Satzes folgt aus der Figur 129
Es ist:

czz(a_b)2+4%:a2+b2.

Anmerkung. Der letztere Anschauungsbeweis ist indischen Ur-
sprunges. Von den Indern entlehnten die Araber den Beweis. Eine Nach-
schrift der Vorlesungen Abu’l Wafa’s (940—998, Bagdad) enthiilt die vor-
stehende Zeichnung.

3¢ Neuer Beweis des erweiterten pythagoreischen Satzes.

Zeichnet man in dem Dreieck 4 BC die Héhe C'D und wendet auf die
beiden rechtwinkligen Dreiecke den pythagoreischen Lehrsatz an, so erhilt
man fiir beide Fi- t ]
guren (130 @ und Fig. 1'30 a. Fig. 1305
130 b): ;

a*=b2+}c2F2¢q, b b a

d.i. der erweiterte
pythagoreische

Lehrsatz fiir das 9

spitz- und stumpf-
winklige Dreieck.
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Was ergibt sich, wenn man in Figur 130 ¢ C'4 und C dreht, bis 4 mit
dem Punkte D zusammenfillt, oder iiber D hinaus zu liegen kommt?

Anmerkung. Dieser erweiterte Satz scheint ein Ergebnis pythago-
reischer Untersuchungen zu sein, da Hippokrates v. Chios (um 440 v. Chr.)
diese Beziehungen benutzt. Der vorstehende algebraische Beweis findet sich
in den Elementen von Euklid.

4. Flachenbeziehungen zwischen Dreiecksstiicken.

In dem Dreieck 4 BC (Fig. 131) ist die Hohe C'D und die Mittellinie CE

gezeichnet. Durch Anwendung des allgemeinen pythagoreischen Satzes
auf die beiden Teildreiecke ACE und BCE
folgt, wenn man DE mit = bezeichnet,

e\ a
v B e 8) i
b_<—-2> -+ mg 2290

Fig. 131

, c\? a
b N a2:<§> +m02+2§:v

Durch Addition der beiden Gleichun-
gen ergibt sich:

2
a2+b2:2.<§) + 2 me,

oder: -+ b= —

In jedem Dreieck ist die Summe der Quadrate iiber zwei Seiten gleich
der Summe aus dem halben Quadrate der dritten Seite und dem doppelten
Quadrate der zu letzterer Seite gehorigen Mittellinie.

Aus der vorhergehenden Ableitung folgt:
2 [ 2 02
M2 = % {a- + b2 — ?],

d. h. durch die Summe der Quadrate der Seiten @ und b und durch die
dritte Seite ¢ eines Dreiecks ist die zu der letzteren Seite gehorige Mittel-
linie bestimmt. Hieraus folgt:

Der geometrische Ort eines Punktes C, fiir den die Summe der Quadrate
seiner Abstinde von zwei festen Punkten 4 und 73 gegeben ist, ist der mit
i, als Halbmesser um den Mittelpunkt der Verbindungsstrecke 4 B be-
schriebene Kreis.

Konstruktion des geometrischen Ortes. (Fig. 132.)

Es sel die Summe der Quadrate iiber AC und BC als Quadrat mit der
Seite s gegeben. Man verlingere die Verbindungsstrecke B4 = ¢ der ge-
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gebenen Punkte B und
Aum AE = -;—, errich-
te auf AE in E das Lot
o -;— und verbinde
A mit F. Man errichte
auf AB die Mittel-
senkrechte, schlage um
A mit AF den Kreis,
der die Mittelsenk-
rechte in G trifft, so
ist DG die Linge der
Vlittellinie und der |
um D mit DG be-

schriebene Kreis der

geometrische Ort des

ee

" Punktes C. Dennesist: DG2=AG*—AD*=AF?— AD*=AE* |} EF*—AD?

=)+ ) =)

Aus Figur 131 folgt: a=h -+ p?
b2 = h2 4 g
@ —b=p—¢, dh

Der Unterschied der Quadrate zweier Dreiecksseiten ist gleich dem
Unterschiede der Quadrate ihrer Projektionen auf die dritte Seite.

Fiir jeden Punkt P der Verlingerung des Lotes DC (Fig. 131) gilt die
Gleichung: PB—PA*— 2 — g,
mithin folgt: Fig. 133.

Der geometrische Ort eines Punktes,
fir den der Unterschied der Quadrate
seiner Abstinde von zwei gegebenen Punk-
ten eine gegebene GroBe besitzt, ist ein auf
der Verbindungsstrecke der gegebenen
Punkte errichtetes Lot.

Konstruktion des geome-
trischen Ortes. (Fig. 133.)

Die gegebene Differenz der Quadrate
der Entfernungen von den gegebenen
Punkten 4 und B sei als Quadrat mit
der Seite d gegeben. Man errichte auf 4B
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in 4 das Lot AE = d, verbinde £ mif B und errichte auf £ B das Mittel-
lot, das AB in D trifft. Das in D auf 4B errichtete Lot ist der gesuchte
geometrische Ort, denn zieht man DE, so folgt fiir den beliebigen

Punkt P des Lotes:
PB: — PA2— BD? — AD? = DE® — AD?> = AE? = d*

5. Flichenbeziehungen zwischen Vierecksstiicken.

Wendet man die unter 4 abgeleitete Beziehung auf die beiden Dreiecke
ABC und 4 DC, in die das Parallelogramm 4 BCD durch die Diagonale AC
zerlegt wird (Fig. 134), an, so er-

_ hilt man die Gleichungen:

Fig. 134.
D e

Im Parallelogramm ist die

Fig. 135. Summe der Quadrate iiber den Seiten
D 4 5 gleich der Summe der Quadrate iiber
! den Diagonalen.

Bezeichnet man in dem Trapez
ABCD (Fig. 135) die Projektionen der
nicht parallelen Seiten 4D und BC
auf 4B mit ¢ und p, so ergibt sich
i ‘ nach dem allgemeinen pythagoreischen
AT T 7 B Lehrsatze:

e: 4(¢L+bz—2ap
P=a4d*—2aq
etpr=2a+b0+d—2a(p+g
=2a+0+d*—2a(a—c)
=2a®+0+d*—2a*+2ac
Ee+fr= Bt+d+2ac, dahs
Im Trapez ist die Summe der Quadrate der Diagonalen gleich der
Summe der Quadrate der nicht parallelen Seiten vermehrt um das doppelte
Rechteck aus aen parallelen Seiten.

Ubungsaufgaben.

Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus:
t. ¢, @®} 0¥ =42, q; 2.0¢c, a? - =g ol Foe af L b2 —352 D
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4, p g-adgbt="st b ¢ gP 10" = g2
7., b2=¢ my; 8.c¢ a®—b2=d?
10. ¢, a2 — b2 =d2 h.; 11, ¢, a?

Kapitel XXI.

Verhiiltnisgleichheit von Strecken.

Die Schenkel des Winkels 4 oder ihre Verlingerungen iiber 4 werden
von den Parallelen BD und CE geschnitten. (Fig. 136 a, b.) Die Abschnitte
AB und BC des
einen  Schenkels

sollen das gemein- A /
D

Fig. 136 a Fig. 136 0.

schaftliche Mal} m

haben, das in 4B

p-mal und in BC

g-mal  enthalten

ist. Wird dieses At D
Maf auf 4 B p-mal

und auf BC ¢-mal q

abgetragen und

durch die Teil- C E /
punkte Parallelen F r
zu den gegebenen /

Parallelen BDund
CE gezogen, so wird nach Kapitel XIIIe) 4D in p und DE in ¢ unter
sich gleiche Teile geteilt. Daher folgt:

A BBl —mig
AD:DE =0p:q
Mithin ist: 5
2B B e A DG DB ey FaEAE (1)
Ferner ist:
AC:AB=(p+q :p
AE:AD =(p+q):p,
also auch:
A0 B =— AT S A D) e e e (2)
el
AE: DE = (p+q):
AC:BC':AE:DE .......... (3)

Satz 74. Werden die Schenkel eines Winkels (oder ihre Verldngerungen
iiber den Scheitel hinaus) durch zwei Parallelen geschnitten, so verhalten
sich die Abschnitte des einen Schenkels wie dle entsprechenden Abschnitte
des andern.
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Zieht man in Figur 136 @) DF parallel zu AC, so ergibt sich durch
Anwendung des Satzes 74 auf den Winkel E:

CE:CF = AE: AD,
oder, da CF = BD ist,
CE:BD=HAE ;: AD="AC: 4B, d. i.:

Satz 75. Werden die Schenkel eines Winkels von zwei Parallelen ge-
schnitten, so verhalten sich die Parallelen wie die vom Scheitel bis zu ihnen
gemessenen Abschnitte jedes Schenkels.

Wie lauten die Séitze 74 und 75 fiir das Dreieck, in dem man zu einer
Seite eine Parallele zieht?

Grundaufgabe 1. Es soll zu drei gegebenen Strecken «, b, ¢ die vierte
Proportionale gezeichnet werden, d. h. es soll eine Strecke o so gezeichnet
werden, daB a@: b= c: x.

Die Losung der Aufgabe ergibt sich in der aus den Figuren 137 a, b, ¢, d
ersichtlichen Weise mittels der Sétze 74 und 75.

Netzt man in den voranstehenden Zeichnungen iiberall ¢ = b, so erhilt
man die Losung der Aufgabe:

Es soll zu zwei gegebenen Strecken @ und & die dritte Proportionale
gezeichnet werden, d. h. es soll eine Strecke gezeichnet werden, so daB
w:b="0:a.

Aus der Proportion:

grbeg

>

folgt: o o
z ist also eindeutigc durch a, b, ¢ bestimmi. Wenn man daher in den
Figuren 137 a, b, ¢ die Strecke z auf dem
Winkelschenkel AN von E, beziehungsweise
von 4 aus abtrigt, so muBl ihr anderer End-

punkt auf den Endpunkt der durch Bzu CE

Fig. 137 a.

a
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gezogenen Parallelen zu liegen kommen. Ferner Fig, 137d.
ergibt sich aus der Figur 137 d, daB, wenn man A
auf der durch C zu BD gezogenen Parallelen die \
Strecke z von C aus abtrigt, ihr zweiter Endpunkt
mit dem Schnittpunkt £ der durch C' gezogenen
Parallelen und der Geraden A D zusammenfallen,
d. h. der Punkt E auf 4D liegen muB.

Es folgen daher als Umkehrsatze der Satze / /
74 und 75 die Siitze: B

Satz 76. Werden auf den Schenkeln eines / s \
Winkels vom Scheitelpunkte aus verhiltnisgleiche # N
Strecken abgetragen, so sind die Verbindungslinien entsprechender Teil-
punkte einander parallel.

Satz 77. Zieht man von zwei Punkten eines Strahles parallele Strecken,
die sich wie die Abstinde dieser Punkte von dem Endpunkte des Strahles
verhalten, so geht die Verbindungslinie der Endpunkte dieser Strecken durch
den Endpunkt des Strahles.

Schneidet man die Strahlen eines Strahlenbiischels S (Fig. 138) durch
zwei Parallelen M N und M'N', so folgt durch wiederholte Anwendung von
Datz T4: AB:A'B' =
POBIC —CD: COVPl:

Satz 78. Werden
die Strahlen eines Strah-
lenbiischels von zwei Pa~
rallelen geschnitten, so
verhalten sich je zwei
Abschnitte der einen
Parallelen zueinander [/
wie die entsprechenden
auf der andern.

Umgekehrt folgt:

¢
B
Werden auf zwei u
Parallelen hintereinan-

Fig. 138.
S

D'
\ \ N
C D
\ e
der verhéltnisgleiche

Strecken abgeschnitten, so gehen die Verbindungslinien entsprechender
Teilpunkte durch einen Punkt.

Erklarung. Eine Streoke wird durch jeden auf ihr selbst liegenden
Punkt innen, durch jeden auf ihren Verlingerungen liegenden Punkt auBen
geteilt. '

Abschnitte der Strecke sind die Abstédnde des Teilpunktes von den
Endpunkten der Strecke.
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Grundaufgabe 2. Es soll eine gegebene Strecke innen und auBen in
dem gegebenen Verhiltnis 720 : 70 geteilt werden.

Lésung 1. (Fig. 139.) Man ziehe durch den einen Endpunkt 4 der
gegebenen Strecke 4B einen Strahl, trage auf ihm AC =m, CD = n ab,

Fig. 139.

N, D=
; 7
m " pie / e
7 5

n E :: / ’/ P

verbinde D mit B und ziehe CX parallel B D, so ist X der innere Teilpunks.
Um den &uBleren Teilpunkt Y zu erhalten, trigt man auf dem durch 4 ge-
zogenen Strahle AC = m und riickwirts CE — n ab, verbindet E mit B
und zieht CY parallel BE.
Nach Fatz 74 folgt:
AX: BX' —AC 0D —=m:n
AY:: BY — A0 HO =mn
Losung 2. (Fig. 140.) Man ziehe durch die Endpunkte 4 und B der
gegebenen Strecke 4B zwei beliebige Parallelen, trage auf der einen von

Fig. 140.

VE
ihnen AC = m, auf der andern beiderseits von Baus BD — BE — n ab und
verbinde C' mit £, soschneidet CE die Strecke 4 B im inneren Teilpunkte X;
die Verbindungslinie CD trifft die Verlingerung von 4B im dulleren Teil-
punkte Y.

Der Beweis folgt aus Satz 75%).

') Die zweite Losung rithrt von dem Alexandriner Pappus (3. Jahrhundert
u. Chr.) her.
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Anmerkung. Soll die gegebene Strecke nach dem Verhiltnis zweier
gegebene:n Zahlen, etwa 4 :3, geteilt werden, so ersetze man das Zahlen-
verhiltnis durch das Verhiltnis 4 n:3n, wo n eine beliebige Strecke ist.

Erklirung. Eine Strecke, welche innen und auBen in dem-
selben Verhéltnis geteilt ist, heiBt harmonisch geteilt.

i In Figur 139 und Figur 140 ist:
| : AX:BX=AY:BY.

Die vier Punkte 4, B, X, Y heilen harmonische Punkte, und zwar
1 A die Punkte 4 und B sowohl als X und ¥
‘ Tt H/ zugeordnete harmonische Punkte.
Die Grundaufgabe 2 lehrt uns also
eine gegebene Strecke in einem gege-
benen Verhiltnis harmonisch teilen.

ey Indem Dreieck 4 BC' (Fig. 141) seien der Winkel ACB
dfiocit und sein Nebenwinkel BCH durch die Linien C'D und CE
X/ halbiert. Zieht man durch B die Parallele zu AC, die CF in
G und die Verlingerung von CD in F schneidet, so folgt
g nach Satz 75:
¢’ 1) AP DB — 46 :"BF,
Da das Dreieck FCB gleichschenklig ist, so ist B¥ == BC und
niithin
A DB ="AC::"RE:
2) AE: BE — AC : BG.
Da auchdas Dreieck BCG gleichschenklig ist, so ist BG == BC
und daher
AE : BE = AC: BC,
d. h. in Worten:
Satz 79. Die Halbierungslinie eines Dreieckswinkels und seines Neben-
winkels teilen die gegeniiberliegende Dreiecksseite innen und auBen im Ver-
haltnis der beiden anderen Dreiecksseiten, d.h. sie teilen die Seite harmonisch.

Da die innere und iuBere Teilung einer Strecke in einem gegebenen
Verhiltnis (in obigem Satze der einen Dreiecksseite im Verhiltnis der
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beiden anderen Seiten) nur auf eine Art méglich ist, so liBt sich der Satz 79
umkehren. Wie lautet die Umkehrung?

Die Halbierungslinien eines Winkels und seines Nebenwinkels stehen
aufeinander senkrecht; es liegt daher der Punkt C auf dem Kreise, der die
Verbindungsstrecke DE der beiden Teilpunkte als Durchmesser hat.

Zeichnet man iiber 4B ein zweites Dreieck 4 BC!, in dem das Seiten-
verhaltnis AC' : BC' = AC : BC ist, so stehen in demselben die Halbierungs-
linien des Innen- und AuBenwinkels bei C! ebenfalls aufeinander senkrecht
und teilen diese Linien die gemeinsame Seite 4B in denselben Punkten D
und £; also muf} €' ebenfalls auf dem Kreise iiber DE als Durchmesser liegen.
Wir erhalten daher den wichtigen, als Apollonischer Kreis!) bezeichneten
geometrischen Ort.

Geometrischer Ort 12. Der geometrische Ort fiir die dritten Eckpunkte
aller Dreiecke, von welchen eine Seite und das Verhiltnis der beiden anderen
Seiten gegeben ist, ist der Kreis iiber der Verbindungsstrecke der beiden
Punkte als Durchmesser, welche die gegebene Seite in dem gegebenen Ver-
héltnis harmonisch teilen.

Die vorangegangenen Sitze liefern uns auch einen neuen Beweis des
Satzes von den Mittellinien im Dreieck. (Satz 47.)

Fig. 142. In dem Dreieck 4 BC (Fig. 142) seien

c AG und BE zwei Mittellinien. Verbindet

man E mit @, so ist nach Satz 42, Zusatz,

EG parallel AB und EG = %;- Nach

E G Lehrsatz 75 folgt: AS:8G = BS:SE =

A B ﬁ —92:1,d. h.: zwei Mittellinien eines

i 2
Dreiecks schneiden sich im Verhéltnis 2:1,
d. h. so, daB die oberen Abschnitte doppelt so
A F B grof} sind wie die unteren.

Ist CF die dritte Mittellinie, so schneiden nach dem Vorangehenden
sowohl AG als auch BE auf CF von C aus eine Strecke %- CF ab; AG und BE
miissen demnach durch denselben Punkt S von CF gehen, d. h.:

Die drei Mittellinien eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte.

Ubungsaufgaben.

1. Es soll eine gegebene Strecke in drei Teile geteilt werden, die sich
wie 2:3:4 oder wie m:m:p verhalten.

1) Apollonius von Pergé (zwischen 250 und 200 v. Chr. in Alexandria, dann
in Pergamum). Er definiert den Kreis als den geometrischen Ort aller der Punkte,
deren Entfernungen von zwei gegebenen Punkten ein konstantes Verhéltnis haben.
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Eine gegebene Strecke so zu verlingern, daB sich

2. die gegebene Strecke zur Verlingerung wie m : n verhilt;

3. die verlingerte Strecke zur gegebenen Strecke wie m:n
verhilt;

4, die verlingerte Strecke zur Verlingerung wie m : n verhilt.

5. Es sollen aus der gegebenen Summe s zweier Strecken @ und b und
aus ihrem Verhiltnis m : n die Strecken gesucht werden. (Grundaufgabe 2.)

6. Essollen aus der gegebenen Differenz d zweier Strecken ¢ und b und
aus ithrem Verhiiltnis m : n die Strecken gesucht werden. (Grundaufgabe 2.)

7. Es soll aus dem gegebenen Verhdltnis m : n zweier Strecken und
aus einer derselben (a) die andere (b) gefunden werden. (Grundaufgabe 1.)

Anwendung von Aufgabe 7 zur Losung nachfolgender Dreiecksaufgaben.

Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus:

8. a v i d. -l 9. a:b=m:n, a; y;
¥Wia:b—m.n "l p; 1. a:b=wmin; ha 9;
12; pig=m:n, & he; 18 e =mhhy B
4. a:b=m:n, 7, a; 16. c:me=m:n, 7, y;

16. c:my=m:m, 7, v;

17. Es soll das Rechteck mit den anstoBenden Seiten b und ¢ in ein
anderes mit der gegebenen Seite a verwandelt werden. (Grundaufgabe 1.)

Anmerkung. Bildet man aus der Streckenproportion a:b=c:
die Produktengleichung @z =1"5.c, so erhilt diese Gleichung eine geo-
metrische Deutung, wenn man die entstandenen Produkte nach Satz 70
als Rechtecke auffalt. Vier Strecken bilden demnach eine geometrische
Proportion, wenn das Rechteck aus den Aulengliedern gleich dem Rechteck
aus den Innengliedern ist.

18. Indem Dreieck 4 BC' wird die Seite AC durch eine zu BC parallele
Gerade im Verhiiltnis 3 :4 geteilt. Wie grof sind die Abschnitte der Seite
AB, wenn die letztere gleich 56 m ist?

19. Es soll zu einer Seite eines Dreiecks eine parallele Transversale
so gezogen werden, daf sie gleich — L (oder —5-) jener Seite ist.

20. Es sei eine Seite eines Drelecks in zehn gleiche Teile geteilt und
durch jeden Teilpunkt die Parallelen zur zweiten Seite, deren Linge 1 cm
betrigt, gezogen Man berechne die Lingen der in das Dreieck fallenden
Parallelstrecken.

21, Es soll ein TransversalmaBstab (Verkleinerungsverhéltnis
1:500) gezeichnet werden. (Man benutze Aufgabe 20.) (Fig. 143.)

Anmerkung. Der TransversalmaBstab findet im praktischen Leben
vielfache Verwendung, z. B. beim Entwerfen von Bau- und Maschinen-
zeichnungen nach gegebenen MaBen, bei Gelindezeichnungen nach Ver-
messungen. Soll ein Plan oder eine Zeichnung hergestellt werden, bei der
alle Strecken zu den entsprechenden, in Zahlen angegebenen oder durch
Messung ermittelten Strecken, im Verhéltnis 1 : 500 stehen sollen, so miissen
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Fig. 143
CI Dl EI Fl’ Gl
M
A’”“""‘?”B C D E [if'
10 20 30 up 50
SSUT i el e S R e e Wl g N
100 m in wirklicher Grofle in der Zelchnung durch eine Strecke von 120
= 0,2 m, 10 m durch A2 Om—-0002m

500
= 2mm und 0,1 m durch & %) = 0,0002 m = O 2 mm dargestellt werden.

Man trage auf AG d1e Strecken AB = BC = CD = DE =
2 cm ab, errichtet 44,, BB,, CC,, DD,, usw. senkrecht auf AG und ziehe A G
parallel AG. Hierauf teilt man 4B und 4,B, in je zehn gleiche Teile und
verbindet die Teilpunkte in der aus der Figur 143 ersichtlichen Weise. Ferner
teilt man 44, in zehn gleiche Teile und zieht durch die Teilpunkte Parallelen
zu AG. Jeder Teil von AB ist gleich 2 mm und stellt 1 m wahrer Grofe dar.
Die Parallelstrecken zwischen den fchenkeln der Winkel 4, und B stellen
von oben nach unten, beziehungsweise umgekehrt 0,1, 02 m. .. .. 0,9 m
in wahrer GroBe dar. Die Strecke MN der Figur 143 entspricht dann bei-
spielsweise einer wahren Linge von 43,5 m.

22, Zwischen den Schenkeln eines Winkels 4 ist ein Punkt P gegeben;
man soll durch P eine die Schenkel in X und Y schneidende Gerade so
ziehen, daf} sich:

a) AX:AY=m:n

b) PX: PY =m:n verhilt. (Spezialfall m:n=1:1.)

23. Essoll der geometrische Ort eines Punktes bestimmt werden, dessen
Absténde von den Schenkeln eines gegebenen Winkels das Verhiltnis m : n
haben.

Anleitung. Man ziehe zu dem einen Schenkel im Abstande m, zu dem
andern im Abstande n je eine Parallele; verbindet man ihren Schnittpunkt
mit dem Scheitel des gegebenen Winkels, so hat jeder Punkt dieser Ver-
bindungslinie die verlangte Eigenschaft.

Welchen bekannten geometrischen Ort erhalten wir fiir m:n =1 :1?

24, Man soll durch einen Punkt P innerhalb eines Kreises eine Sehne
X Y so zeichnen, dafl sich PX: PY = m : n verhilt.

Anleitung zur Analysis. (Fig. 144.) Ist M der Mittelpunkt des ge-
gebenen Kreises, so ziehe man PA parallel MX; dann ist: MA:AY
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—m:n und, da MX = MY, auch P4
= 4 Y. Man teile daher einen beliebigen
Halbmesser M B in C' nach dem Verhilt-
nis m:n, schlage um M mit MC und
um P mit BC Kreise und ziehe M4, so
trifft diese Linie den gegebenen Kreisin Y.

Aufgaben, die mittels Anwen-
dung des Apollonischen Kreises zu
losen sind.

25. Es soll innerhalb eines gege-
benen Dreiecks ein Punkt P so bestimmt
werden, daB seine Abstinde von den drei
Eckpunkten des Dreiecks sich wie drei gegebene Strecken (m:m:o)
verhalten.

Anleitung. Man wende zweimal den Apollonischen Kreis an.

Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus:

2o aib—=min, h; 206, o b= N
28w, v, b, (wiv=a:b); 29. u, v, wy;

30. u, v, m; & e; b, s My =0}
B i == 0% 33. 7, y, my:mp=n:o.

84-c aih =18 M,my="n.:0

Kapitel XXIL.
Ahnlichkeit geradliniger Figuren.

I. Ahnlichkeitslage.

~ Geometrische Figuren konnen hinsichtlich ihrer Grofie und Gestalt,
hinsichtlich ihrer GroBe oder nur hinsichtlich ihrer Gestalt miteinander
verglichen werden.

Figuren von gleicher GroBe und Gestalt bezeichnen wir als kongruent
(=), Figuren von derselben GroBe sind einander gleich (=). Figuren, die
nur in der Gestalt {ibereinstimmen, werden dhnliche Figuren genannt. Das
Zeichen der Ahnlichkeit ist ein liegendes s, ~, von dem Anfangsbuchstaben
des lateinischen Wortes similis (dhnlich).

Zieht man von einem Punkte S (Fig. 145 a) aus nach allen Punkten
einer Figur A BODE Strahlen, und nimmt man auf jedem dieser Strahlen
S4, SB, SC, SD, SE oder deren Verlingerungen iiber S einen weiteren
Punkt 4,, B|,C,, D, E,, beziehungsweise 4,, B,,C,, D,, E, an, so werden durch
letztere Punkte Figuren A,B,C\ D E, beziehungsweise 4,B,C,D,E, be-
stimmt, die man perspektivische Projektionen der ersteren nennt. Der Punkt
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Fig. 145 a. Fig. 145 b.

El
/\
A,
//
B,
- S Sl |
A \

N

A

S heil}t das Projektionszentrum,
die von ihm ausgehenden
Strahlen heilen Projektions-
strahlen.

Als besonderer Fall ist
der anzusehen, bei dem die Projektionsstrahlen untereinander parallel sind.
(Fig. 145D.)

Anmerkung. Unser Sehvorgang beruht auf einer perspektivischen
Projektion. Eine solche Projektion erhalten wir auf einem Fenster, wenn wir
die Auflengegenstinde mit unserem Auge durch das Fenster betrachten;
wir stellen solche Projektionen her beim perspektivischen Zeichnen; die
Schatten der Gegenstéinde sind ebenfalls solche perspektivische Projektionen.

Die auf denselben Strahlen liegenden Punkte 4 und 4,, Bund B, ....
heilen entsprechende Punkte, die Strecken 4B und 4,B,, BC und B/,
entsprechende Strecken. Die Winkel 4 und 4, Bund B,.... entsprechende
Winkel. 3

Fiir unsere weiteren Betrachtungen machen wir die Festsetzung, daB
je zwei entsprechende Strecken einander parallel sind (Fig. 146 « und ().

1. Sind die Projektionsstrahlen unter dieser Annahme einander ebenfalls
parallel (Fig. 146 b) oder halbiert das Projektionszentrum die Verbindungs-
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strecken entsprechen- Fig, 146 b.
der Punkte (Fig. 146 a),
so sind die perspek-

tivischen Figuren kon- E

gruent. D v D,
In Figur 146 ist &

ABCDE >~ 4 B,C\D\E,

und in Figur 146 @ ist [l

ABCDE ~ 4,B,0,D,E,. R

Die Gleichheit
der Winkel folgt nach
Kapitel V, Ubungs-
satz 4; die der Seiten E
folgt in Figur 146 b et b
nach Satz 29, in Fi- 4
gur 146 ¢ aus der Kon-
gruenz der Dreiecke B8 G
SABund S4,B,, SBC 2
undeSBIC s (Die
Figuren liegen in be-
zug auf S auch zentrisch symmetrisch.)

2. Schneiden sich die Projektionsstrahlen
in einem anderen Punkte, so sind die per-
D spektivischen Figuren &hnlich in &hnlicher
Lage. (Fig. 146 a.)

Erklirung. Zwei geradlinige Figuren
werden dhnlich (~) genannt, wenn man sie
in perspektivisch dhnliche Lage bringen kann, d. h. sie so legen kann,
daB die Verbindungslinien entsprechender Punkte durch einen Punkt gehen
und je zwei entsprechende Strecken einander parallel sind.

Das Projektionszentrum wird in letzterem Falle Ahnlichkeitspunkt,
jeder Projektionsstrahl Ahnlichkeitsstrahl genannt.

Der Ahnlichkeitspunkt ist ein &uBerer oder ein innerer, je nachdem
er auf derselben Seite zweier entsprechender Punkte oder zwischen ihnen
liegt. In Figur 146 @ ist S duBerer Ahnlichkeitspunkt der Vielecke A BCDE
und 4,B,C,D,E, und innerer Ahnlichkeitspunkt fiir die Vielecke 4BCDE
und 4,B,C,D,E,.

Haben zwei Vielecke einen duBeren Ahnlichkeitspunkt, so sind die
entsprechenden Seiten gleichgerichtet parallel; fiir einen inneren sind
sie entgegengesetzt gerichtet.

Schwab, Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterricht in der Geometrie, I. Teil. Ausg. A 9
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Aus der obigen Erklirung perspektivisch dhnlicher Figuren folgt nun
weiter (Fig. 146 a):

a){A:{A', {B:{Bl ...... 3’
beziechungsweise
Sl Sede TR Be U T d ih -

In perspektivisch dhnlichen Figuren sind alle entsprechenden Winkel
einander gleich.

b) Da AB || 4,B,, so folgt:

AB: 4 B, = BS : B|S,

BC: BC, = BS: BS,

AB: A\B = BC: BC, usw., d. h.:

In perspektivisch dhnlichen Figuren stehen alle entsprechenden Seiten
in gleichem Verhiltnis.

und da BC | 4,B,,

Es 148t sich nun zeigen, daB, wenn zwei geradlinige Figuren die unter
a und b genannten Bedingungen erfiillen, sie sich in perspektivisch ihnliche
Lage bringen lassen. .
Es sei in den beiden Vielecken A BCDE und 4,B/C,DE, (Fig. 147)

AB:AB = BC:BC,—=CD:C,D,= DE: DE,— EA: EA,
Fde i & Pomd Bl

e 185 Man lege die beiden Vielecke so, dafl

S A zwei in einem Eckpunkte zusammenstoBende
Seiten des einen den entsprechenden Seiten des
andern parallel sind, etwa AB| 4,B,, BC| B/C,,
dann muB auch CD | C,D, werden, da ja
X C = < C, ist. Ist aber CD ||C,D,, so muB,
da & D= D, ist, DE || DE, usw., d. h. alle
entsprechenden Seiten beider Vielecke werden
einander parallel. Dann miissen aber auch die
Verbindungsgeraden 44,, BB,, CC,, DD,, EE,
sich in einem Punkte schneiden. Ist S der
Durchschnittspunkt von 44, und BB, und wiir-
den sich BB, und CC, in einem andern Punkte
S, schneiden, so wire nach Satz 75:

AB: A,B,— SB: 8B,
BC: BC, = 8,B:8,B,

Da aber nach Annahme:
AB: A B = BC: B/,
SB:8B,= 8,B: 8B,
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Aus dieser Proportion aber ergibt sich:

(SB—8B)):(8,B— 8 ,B)=8B:8B,
oder:
BB,: BB,=S8B:S,B
und daher:
SB—"S:B. i:d. h.:

S und S, fallen zusammen. In derselben Weise liit sich zeigen, dal auch
DD,, EE, durch S hindurchgehen miissen. Die beiden Vielecke lassen sich
in dhnliche Lage bringen, oder sie sind einander dhnlich. Zwei Figuren kénnen
also einander auch &hnlich sein, wenn sie sich nicht in den durch
Figur 146 @ angedeuteten Lagen befinden; sie lassen sich dann aber
unter den soeben gefundenen Bedingungen stets in dhnliche Lage bringen.
Es folgt daher:

Erklarung. Zwei geradlinige Figuren lassen sich in &hnliche Lage
bringen, oder sie sind einander d&hnlich, wenn je zwei entsprechende Winkel
derselben einander gleich, und je zwei entsprechende Seiten in gleichem Ver-
héltnis stehen.

Aas den vorangegangenen Betrachtungen ergab sich, daB die Ahnlich-

-keit von Vielecken unter gewissen Bedingungen in die Kongruenz derselben

iiberging, daB die Kongruenz nur ein Spezialfall der Ahnlichkeit ist. Diese
Beziehung it sich noch in anderer Form zum Ausdrucke bringen.
Damit zwei Vielecke ABCDE und A,B,C\D\E, einander &hnlich
sind, miissen die folgenden Gleichungen erfiillt sein:
I. Fir die Winkel:
sd=3 4, ¥B=4 B, $0=%06, I DP=3D, 4 B=xL k.
IL. Fiir die Seiten, die wir mit 4B, beziehungsweise 4,B,. beginnend
mit @ und @, b und b, usw. bezeichnen, gilt:

6:6,=b:by=c:ei=d:dj=e:¢,=m:n.

Behalten wir die Winkelgleichheit bei und lassen das Seitenverhiltnis
m:n=1:1 werden, so gehen die Bedingungen fiir die Seiten iiber in:

a=a, b=0b, c=¢c, d=d, e=e,

d. h.: in diesem Falle sind die Vielecke 4 BCDE und A4,B,C,D,E, einander
kongruent; zu der Gestaltsgleichheit im allgemeinen Falle tritt die Gleichheit
in der GroBe hinzu.

Aufgabe 1. Es soll ein Vieleck mit einer gegebenen Seite s so gezeichnet
werden, daB es einem gegebenen Vieleck dhnlich ist.

Lésung. (Fig. 148.) Es sei ABCDEF das gegebene Vieleck und
die gegebene Seite s entspreche der Seite 4B des gegebenen Vielecks. Man
mache 4B, =s, verbinde 4 mit den iibrigen Eckpunkten des Vielecks
und ziehe B/C. || BC, C\D, || CD usw., dann ist 4, B,C,D EF, das gesuchte

9*
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Vieleck, dennesliegt perspek-
tivisch &hnlich zu A BOCDEF
mit 4 als Ahnlichkeitspunkt.

Man kann den Ahnlich-
keitspunkt auch in einer
Seite des gegebenen Viel-
eckes, innerhalb oder auller-
halb desselben annehmen.
Welche Losungen der Auf-
gabe ergeben sich in diesen
Fiéllen, wenn die gegebene
Seite s der Seite BC ent-
sprechen soll?

Anmerkung. Diese Aufgabe findet Verwendung beim Planzeichnen,
bei dem eine Zeichnung in verkleinertem MafBstabe auf Grund der im Geldnde
ermittelten MaBe hergestellt wird. Als mechanische Hilfsmittel benutzt
man hierbei den MeBtisch und den Storchschnabel.

Aufgabe 2. Es soll mit Hilfe des MeBtisches ein Plan eines vermessenen
ebenen Flichenstiickes in einem gegebenen Malistabe (etwa 1:250) her-

gestellt werden.
Fig. 149.

D
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Der MeBtisch (Fig. 149) ist eine ebene Platte aus Holz oder Glas,
die auf einem dreibeinigen Stativ ruht und mit einer Wasserwage genau
wagerecht gestellt werden kann. Sie ist mit Zeichenpapier bespannt. Ist
ein Plan des Flichenstiickes A BCDE aufzunehmen, so wird auf demselben
eine Standlinie (P)(Q)gemessen. Umdieseindem vorgeschriebenen Verhiltnisse
verkleinert als P, auf dem MeBtisch aufzutragen, stellt man den MeB-
tisch so auf, daBl der Punkt P, der MeBtischplatte genau senkrecht iiber
dem Punkte (P)desFlichenstiicks liegt; dann visiert mannach (@) und zeichnet
die Richtung P,(Q) auf dem Tische auf. Ebenso visiert man von P nach allen
Ecken des aufzunehmenden Flichenstiicks und zeichnet auf der MeBtisch-
platte die Visierlinien auf. Hierauf stellt man den MeBtisch iiber (@) so auf,
daB der Punkt @, der MeBtischplatte genau senkrecht iiber (@), ()P, in die
Visierlinie (Q)(P) fillt und visiert von @, ebenfalls nach den Eckpunkten. Die
Schnittpunkte entsprechender Visierlinien von P, und @, liefern auf dem
MeBtisch die Eckpunkte des zu zeichnenden Planes in dem gegebenen
MaBstab. Die Vielecke 4 BCDE und 4,B,C D,E, sind einander dhnlich,
da sie aus entsprechend #hnlichen Dreiecken bestehen.

Armerkung. Die MeBtischblitter der preuBischen Landesaufnahme
sind im MaBstabe 1 : 25 000 hergestellt; einem Kilometer im Gelédnde ent-
spricht daher eine Strecke von 4 ¢m der Zeichnung.

Aufgabe 3. Es soll mittels eines Storehschnabels eine gegebene Figur
in einem gegebenen Verhdltnis (z. B. 1:4) verkleinert (oder vergréfert)
werden.

Der Storchschnabel (Pantograph) besteht im wesentlichen aus zwei
Paaren von Linealen, die zu einem beweglichen Parallelogramm verbunden
sind. Es gibt eine ganze Reihe von verschiedenen Systemen, von denen hier
nur ein einfaches beschrieben werden soll.

Die vier gleich langen Lineale 4B, AC, CD und BD (Fig 150) sind
durch Scharniere beweglich zu einem Rhombus verbunden. Das fiinfte
Tineal, die Leitschiene, kann parallel zu 4B und CD an den Linealen BD
und AC verstellbar und beweglich angebracht werden. Bei 4, dem Dreh-
punkte, kann der Apparat auf einem Zeichenbrett mit einem Stifte oder einer
Schraube befestigt werden. In D ist der metallene Fiithrungsstift angebracht,
den man lings der Begrenzungslinien der zu verkleinernden Zeichnung
fithren kann. Der Zeichenstift Z, unter den das Zeichenblatt zu liegen kommt,
befindet sich an der Leitschiene EF. Da AZ und 4D stets den Winkel 4
des beweglichen Rhombus halbieren, so liegen 4, Z und D stets in gerader
Linie und es verhilt sich: :

AZ :AD=EZ:EF (—=2:8=1:4). (Satz 74.)

Fihrt man mit dem Fithrungsstift lings UV, so beschreibt der Zeichen-
stift Z die Strecke U V|, und es ist nach Satz 75:

UV :UV=AZ:4D=1:4.
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Fig. 150.

(Die Vielecke STUVW und S,7,U,V,W, haben 4 zum Ahnlichkeits-
punkt.)
: Bringt man den Fithrungsstift in Z und den Zeichenstift in D an,
so kann man den Apparat zur Vergroferung im MaBstabe 4 : 1 benutzen.
In der Figur sind die Lineale A4C und BD sowie die Leitschiene EF mit
8 gleichweit voneinander abstehenden Lochern versehen. Der Apparat
kann daher auch zu Verkleinerungen (VergroBerungen) in anderen MaB-
stiben benutzt werden. Wie muB die Leitschiene und der Zeichenstift Z
angebracht werden zur Verkleinerung im MaBstabe 1 :2?%

Die Figur 151 gibt eine andere viel ge-
brauchte Form des Storchschnabels, bei der
Z der Zeichenstift, D der Fiihrungsstift und
A der Befestigungspunkt ist.

Anmerkung. Die Blitter der General-
stabskarte (Malstab 1:100 000) werden aus
den MeBtischblattern (MaBstab 1 : 25 000)
durch die oben benutzte Verkleinerung 1:4
hergestellt.

Aufgabe 4. Es soll durch einen gege-
benen Punkt P eine Gerade nach dem un-
zugénglichen Schnittpunkt zweier gegebenen
Geraden ¢ und ¢, gezogen werden.

Fig. 151.

Losung. (Fig. 152.) Man ziehe zwischen den gegebenen Geraden
7 und g, die Parallelen 4B und 4,B,, verbinde P mit 4 und B und ziehe
B/P, || BPund 4,P, || AP, so ist PP, die verlangte Gerade, die als Ahnlich-
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keitsstrahl der per- Fig. 152. yor
spektivisch éhnlichen
Dreiecke APB und
AP B, durch den
Schnittpunkt von ¢
und ¢, gehen muB. il

Dritter Beweis .
des Satzes von den
Mittellinien eines
Dreiecks. (Vgl. Seite
64, 65 und Seite 124.)

Verbindet man die Mittelpunkte
der drei Seiten eines Dreiecks 4BC
(Fig. 153), so erhdlt man ein Dreieck
A,B,C,, das dem ersteren perspek-
tivisch &hnlich ist. Die Verbindungs-
linien entsprechender Punkte 44,
BB, und CC, gehen daher durch einen
Punkt S (innerer Ahnlichkeitspunkt)
und sie werden in diesem Punkte in
dem Seitenverhiltnis der &hnlichen
Dreiecke, d. h. nach dem Verhilt-
nisse 2 : 1 geteilt.

I1. Ahnlichkeit der Dreiccke.

In Kapitel X ergab sich, daB zur Ubereinstimmung zweier Dreiecke
in allen Stiicken nur die Gleichheit von drei Stiicken, unter denen sich immer
eine Seite finden muB, erforderlich ist. Aus der im vorangegangenen Ab-
schnitte erorterten Beziehung zwischen der Kongruenz und der Ahnlichkeit
geradliniger Figuren folgt unmittelbar, daB auch zur Ahnlichkeit der
Dreiecke nur ein Teil der erforderlichen sechs Beziehungen ausreichend ist.
Aus den vier Kongruenzsiitzen ergeben sich sofort die Ahnlichkeitssitze,
wenn wir bei ersteren die Bedingungen fortlassen, welche die Groengleich-
heit einer oder mehrerer Seitenpaare angeben.

} Bezeichnen wir in zwei Dreiecken 4 BC und 4,B,C, die entsprechend

gleichen Seiten mit o und a;, b und b, ¢ und ¢, und ebenso die Winkel mit;
aund a;, # und B, y und y,, so lauten die Bedingungen fiir den

I. Kongruenzsatz: a:a, =b:b =c:¢c,=1:1;

11 - a:ay=bubi=1l <y —o W3
1L 2 ava; = bb— Tl idra —aa (a0
IV. i a:g=1:1, < B=p, L=y
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Hieraus ergeben sich in der angegebenen Weise die Bedingungen fiir
die Ahnlichkeit nach dem

1. Ahnlichkeitssatz: a:a, =b:b =c:¢;

II. & G 1 Bn—hl oy =
I1I. # a:a = b:b; La=aqa (a>Db);
IV ”» {ﬁ:ﬂl’ @:7=7|

Wie lauten demnach die vier Ahnlichkeitssitze in Worten?

Die vier Ahnlichkeitssitze lassen sich auch in anderer Weise einzeln
herleiten. Hierzu bedient man sich des folgenden Hilfssatzes:

Fig. 154. Zieht man in einem Dreieck
zu einer Seite eine parallele Trans-
versale, so ist das abgeschnittene Drei-
eck dem ganzen &dhnlich.

Der Beweis ergibt sich aus der
D ; Ahnlichkeitslage der Dreiecke A4BC
und DCE (Fig. 154) in bezug auf C als
Ahnlichkeitspunkt oder aus der leicht
zu beweisenden Ubereinstimmung in
allen entsprechenden Winkeln und
A B Seitenverhéltnissen. (Satz 74 und 75.)
Fig. 155. Satz 80. (1. Ahulichkeits-
C é satz.) Dreiecke sind dhnlich, wenn
sie in dem Verhéltnis der drei
Seiten iibereinstimmen.

Voraussetzung. (Fig.

\ 155):: A'B! i i AB = A6 "7 AC
A B . , = BC:BC\.
Behauptung:

A A'B'C' ~ A ABC.

Beweis. Man trage auf
A i CB die Strecke CB!! = C'B! ab
und ziehe B''A' parallel B4, dann ist nach dem vorangehenden Hilfssatz

A A"BiIC ~ A ABC,
CAll 04 ="CBI':.CB.
Nach Voraussetzung ist:

C'4!:C4=0'B':CB
Da nach Konstruktion CB! — C'B'

C4Y = C'4!  sein.

und es folgt:

ist, so mul
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Ferner besteht die Proportion:
OB!!': CB = AB"":/4B.
Nach Voraussetzung ist:
CIBY OB =ZAVBi=AR"
da zugleich
CB' — B
ist, so muf}
A"B! = A!B!  sein.
Es ist also nach dem I. Kongruenzsatz

A A'BIC~ A'Q'B),
daher auch
A A'C'B' ~ A ABC.
Was folgt fiir die Winkel der gegebenen Dreiecke aus deren Ahnlichkeit?

Satz 81. (2. Ahnlichkeitssatz.) Dreiecke sind &hnlich, wenn sie in
dem Verhiltnis zweier Seiten und dem von diesen Seiten eingeschlossenen
Winkel iibereinstimmen.

Voraussetzung (Fig. 155):
A0 AC =B+ B2 Ol =r .
Behauptung:
A A'B'C' ~ A ABC.
Beweis: Man mache dieselbe Hilfskonstruktion wie bei Satz 80,
und zeige zunichst, dall 4!'C = 4'C" ist. Da nach Voraussetzung < C'
= < Cist, so ist nach dem zweiten Kongruenzsatz A A'B''C > A A4'B/C,
und mithin auch
A A'B'C' ~ A ABC.
Was folgt fiir die iibrigen Seitenverhéltnisse und Winkel der beiden
Dreiecke aus ihrer Ahnlichkeit?

Satz 82, (3. Ahnlichkeitssatz.) Dreiecke sind édhnlich, wenn sie in
dem Verhdltnis zweier Seiten und dem der groBeren von diesen Seiten
gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen.

Voraussetzung (Fig. 155):
A'C': AC = B\C': BC, BC > AC,
AN = A
A A'B\C' ~ A ABC.
Beweis: Man mache dieselbe Hilfskonstruktion wie bei den voran-
gehenden Sitzen und zeige zundchst, daB A4''C = A'C' ist. Da < 4"
= A=< A'ist,soistnachdemdritten Kongruenzsatze A 4" BIC~ A 4! B'C!

und daher auch A 4'B'C' ~ A ABC.
Man stelle die Folgerungen aus der Ahnlichkeit bei diesem Satze auf.

Behauptung:
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Satz 83. (4. Ahnlichkeitssatz.) Dreiecke sind dhnlich, wenn sie in
zwei Winkelpaaren iibereinstimmen.

Voraussetzung (Fig. 155):

X B =4B;, 40 =xC.

Behauptung:

A A'B'C' ~ A ABC.

Beweis: Mit Anwendung derselben Hilfskonstruktion und den Be-
ziehungen ¥ B! =< B= <X B!, ¥ C'=  C ergibt sich nach dem
vierten Kongruenzsatz A 4!''B!'C >~ A\ A'B'C' und daher auch die Richtig-
keit der Behauptung.

Was folgt in diesem Falle fiir die Seitenverhiltnisse der ahnlichen
Dreiecke?

Aus den Ahnlichkeitssitzen folgt:

1. Die Gestalt eines Dreiecks ist bestimmt:

a) durch das Verhédltnis der drei Seiten;

b) durch das Verhédltnis zweier Seiten und den von
diesen Seiten eingeschlossenen Winkel;

¢) durch das Verhédltnis zweier Seiten und den Gegen-
winkel der groferen dieser Seiten;

d) durch zwei Winkel.

2. Die Gestalt eines rechtwinkligen Dreiecks ist bestimmt:
a) durch das Verhidltnis zweier Seiten;

b) durch einen der spitzen Winkel.

3. Die Gestalt eines gleichschenkligen Dreiecks ist bestimmt:

a) durch das Verhdltnis der Grundlinie und des
Schenkels;

b) durch einen Winkel, der entweder Basiswinkel oder
Winkel an der Spitze ist.

Ubungssitze.

1. Dreiecke, deren Seiten paarweise parallel laufen, sind &hnlich.

2. Dreiecke, deren Seiten paarweise aufeinander senkrecht stehen,
sind dhnlich.

3. In jedem Dreieck verhalten sich zwei Hohen umgekehrt wie die
zugehorigen Seiten.

4, Ahnliche Dreiecke werden durch entsprechende Héhen, Winkel-
halbierenden, Mittellinien, durch die Halbmesser des Umkreises nach ent-
sprechenden Eckpunkten, durch entsprechende Halbmesser des Inkreises
nach seinen Beriihrungspunkten in paarweise ihnliche Dreiecke zerlegt.
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5. In dhnlichen Dreiecken stehen entsprechende Hohen, Winkel-
halbierenden, Mittellinien, Halbmesser der Um- und Inkreise im Verhéltnisse
zweier entsprechenden Seiten.

6. Die Umfiinge #hnlicher Dreiecke verhalten sich wie ein Paar ent-
sprechende Seiten.

Aufgaben.

1. Um auf ebenem Felde die unzugéngliche Entfernung zweier Punkte
A4 und B zu bestimmen, nimmt man einen Punkt C an, dessen Entfernung
von B zu a (etwa gleich 600 m) gemessen wird. Auf CB ermittelt man
durch Visieren einen Punkt B,, so dafl CB, = 25 m ist. Nachdem man mit
einem WinkelmeBinstrument den Winkel CBA4 = f bestimmt hat, steckt
man von B, die Strecke B4, =21 m so ab, dal der Winkel CB 4, = B
wird und 4, auf CA4 liegt. Wie groB ist die Entfernung 4 B?

2. Eine Telegraphenstange wirft zu einer gewissen Zeit einen s = 4,8 m
langen Schatten. Zur gleichen Zeit betrigt die Schattenlinge eines 1,5 m
langen, senkrecht zum Erdboden stehenden Stabes 0,6 m. Wie hoch ist die
Telegraphenstange?

3. Auf der Héllentalbahn im Schwarzwalde fithrt von Hirschsprung
nach Hinterzarten, das 326 m hoher liegt als ersterer Ort, eine 6525 m
lange Zahnradstrecke. Wieviel Meter mufl man auf dieser Strecke fahren,
um 1m hoch zu steigen? (Steigung der Bahn.)

4, Ein Luftballon von 19,11 m Durchmesser wird durch ein Zehn-
pfennigstiick (dessen Durchmesser 2,1 ¢m betrigt) verdeckt, wenn man es
90 cm weit vom Auge hilt. Wieweit ist der Ballon vom Auge entfernt?

111. Konstruktionsaufgaben, die nach der Ahnlichkeitsmethode zu
losen sind.

Wenn bei einer Konstruktionsaufgabe solche Stiicke gegeben sind,
welche die Gestalt der zu zeichnenden Figur bestimmen, so wendet man
die Methode der dhnlichen Figuren ( Ahnlichkeitsmethode) an. Es ist hierbei
nicht notwendig, dafl zur gesuchten Gesamtzeichnung eine @hnliche her-
gestellt werde, sondern es geniigt oft die Herstellung einer &hnlichen Teil-
figur, wenn dadurch die Herstellung der Gesamtfigur ermdoglicht wird.

Ist eine Strecke der zu zeichnenden Gesamtfigur gegeben und sind
die iibrigen gegebenen Stiicke nur Winkel und Seitenverhéltnisse, so 1aBt
man die gegebene Strecke zunéchst unberiicksichtigt und stellt eine &hn-
liche Figur her, in der die gegebenen Winkel und Verhiltnisse in der
richtigen Anordnung vorkommen. Die Gréfe der Figur wird durch Ein-
fithrung der gegebenen Strecke erhalten.

Beispiel 1. Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus dem Verhiltnis
zweier Seiten «: b = m : n, dem von diesen Seiten eingeschlossenen Winkel y
und der zur dritten Seite gehorigen Mittellinie 22,.
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Analysis. (Fig. 156.) Durch das Verhiltnis a:b=m:n und den
Winkel y sind zu dem gesuchten Dreieck unzihlig viele dhnliche Dreiecke
bestimmt. Man
erhélt eines der-
selben, indem
¢ wir ein Dreieck
CDE zeichnen
aus CE = m,
GD; = 'n i und
Winkel DCE =y.
Ziehtmanindem
Dreieck CDE
die  Mittellinie
C@, so liegt der
Endpunkt F der
Mittellinie CF
auf der Verlin-
gerung der Mittellinie CG und auf dem Kreise um C' mit m.. Die Punkte
A und B liegen 1) auf der Parallelen durch F zu DE, 2) auf den Ver-
lingerungen von CD und CE.
Die Zeichnung ergibt sich hieraus sehr leicht.
Beweis. Da nach Zeichnung 4B || DE, so folgt:
1.50GB : 4= CE: CD=m:n
2. X ACB =y (nach Zeichnung)
3. CF = m, (nach Zeichnung) und
AR BB =D Gl —1 ]
Es soll ein Dreieck gezeichnet werden, von dem gegeben ist:
A)a:b:c=m:n:0,0der B) a:b=m:n, y
oder ) a:b=m:n, a (a>1), oder D) a,
und eines der folgenden Stiicke:
1.c; 2. he; 8. p; 4.mg; B.wy; 6.u; 7. hy; 8.mg; 9. we; 10.7; 11, 0; 12, o=
Beispiel 2. Es soil ein Dreieck gezeichnet werden aus dem Verhéltnis
einer Seite zur Halbierungslinie eines ihr anliegenden Winkels « : wy = . : n,
diesem Winkel y und dem Halbmesser o des Inkreises.
Fig. 157. Analysis. (Fig. 157.) Die
c Winkelhalbierende CF teilt das ge-
suchte Dreieck 4BC in zwei Drei-
ecke C4AF und CFB. Durch das Ver-

Fig. 156.

4 F B

2 hiltnis @ : wy = m : n und den Win-

kel % sind zu dem Teildreieck C BF

55 unzahlig viele @hnliche bestimmt.
¢ Wir erhalten eines derselben, wenn

A VA B wir ein Dreieck CED zeichnen aus
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UD—<m, CE =n und Winkel ECD = 12)— Der Mittelpunkt M des
Umkreises des gesuchten Dreiecks liegt auf der Verlingerung von CE
und auf der Parallelen im Abstande o zu CD. Die Punkte 4 und B liegen
auf der zu DE parallelen Tangente des Umkreises; der Punkt Bliegt auBlerdem

auf der Verlingerung von CD, der Punkt 4 auf dem freien Schenkel des

an CF in C angetragenen Winkels FCA — —;—

Beispiel 3. Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus dem Verhéltnis
des Umfanges zur Hohe auf einer Seite (¢ + b -+ ¢) : b, = 1m0 : n, dem der
Seite gegeniiberliegenden Winkel y und einer Seite «.

Analysis. (Fig. 158.) Ist 4BC das verlangte Dreieck, so trage man
auf der Hohe CH die Strecke CF = n ab und Fig. 158.
ziehe DE || AB; dann ist das Dreieck CDE 2 :
dem gesuchten Dreiecke dhnlich und es
verhilt sich (4B -+ BC -+ 4AC): CH =
(DE +- EC + CD):CF = m:n; aber da
;@mnist so muB DE -+ EC+CD —=m i
g %8in. Es laBt sich dann das Dreieck nach
ﬁer friitheren Aufgabe (Kapitel XI, Auf-
>- sabe 39) zeichnen. Mittels der Seite a
c findet man dann leicht das Dreieck A BC.

:{ Essollein Dreieck gezeichnet werdenaus: 4 H 3
: 13- a:kcy }" C; 14- C:hcy a, p: 15. ]lc:p, 7” 'mc;

= 8. a:m, B, p; 17.. Ao i g B, &; 18. kg wy, y, my;

— 1. cimg, y, 7; 20, ho:(p—q), @, 0; 2. c:(a-+b), B, hs;

W 22.c:(a—b)a—pB h; 28, (at+b+4¢):he, a, 0a;

74 M. .c:7, a a; 20, 7: he, p, wy; 26. c: (hg -+ P3), y, Mg
2 27.c:0, a, a

O ;‘: Beispiel 4. Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus dem Verhéltnis

drei Seiten «:b:c=m :mn:0 und der Summe der drei Hohen
ha-+ Ry +Ne=s.

Analysis. Durch a:b:c=m:n:0 ist die Gestalt des gesuchten
Dreiecks bestimmt, es sei C'DE eines der zu dem gesuchten Dreieck #hn-
lichen Dreiecke. Zut Bestimmung der Grofe des gesuchten Dreiecks dient
die Summe s. Sind %/, &', 2. die entsprechenden Héhen des Dreiecks

CDE, so ist: By by =Ry hy=hs: he
und daher (Blg + R+ Blo) : (ha - Py ko) = hlg 1 hg =a' : @,

wo a' die a entsprechende Seite des Dreiecks CDE ist. Bezeichnet man
die aus dem Dreieck CDE sich ergebende Summenstrecke !, 4+ &'y - A
mit s!, so ist:

(=% 2
o 11U
-

sl =rghaq
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Es 1aBt sich also a als vierte Proportionale zu s', s, a' zeichnen und
damit das Dreieck 4BC der Grofle nach bestimmen.

Es soll ein Dreieck gezeichnet werden aus:

28. a:b, y, a+b=s; 29.a:b, a(a>b),a —b=d;
30. a:w,,B, at+b—c=d; 3. a:me, p, hg+ by =s;
82. p:g, a, et ho=s; 33. c:mg, y, he+wy =s;
34. a:me, y, mg+{my =s; 35. c: (a—0), y, wa+ wp=s;

36. (@ —Db) :me, y, he+ M+ wy = s;
87. c:(ha+ M), y, wp —wa-=d; 88, he:me:wy, ¢ r=s5;
39.c:0, y, cto=s5; 40.c:7, a, ¢ —p=d.

IV. Proportionen am rechtwinkligen Dreieck und am Kreise.

Die vom Scheitel C' des rechten Winkels im Dreieck 4 BC (Fig. 159)
auf die Hypotenuse gefillte Senkrechte C'D teilt das Dreieck in zwei recht-
winklige Dreiecke, die nach dem ersten Ahnlich-
keitssatze infolge der Ubereinstimmung in den
C Winkeln untereinander und dem ganzen Dreieck

dhnlich sind.
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AC'D und
BCD folgt:

A D : B ADSOD—0D DB~ dth:
Satz 84. Im rechtwinkligen Dreieck ist die vom Scheitel des rechten

Winkels auf die Hypotenuse gefillte Senkrechte die mittlere geometrische
Proportionale zwischen den Hypotenusenabschnitten.

Ferner ergibt sich aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 4CD und ACB
AD: AC= AC: 4B, d.h.:

Satz 85. Im rechtwinkligen Dreieck ist jede Kathete die mittlere geo-
metrische Proportionale zwischen der Hypotenuse und der Projektion der
Kathete auf die Hypotenuse.

Inwiefern sind die Sitze 84 und 85 sachlich mit den Sétzen 65 und 66
iibereinstimmend ?

Aufgabe. Man beweise mittels des Satzes 85 den pythagoreischen
Lehrsatz. (Satz 67.) >

Fig. 159.

Verbindet man die Endpunkte 4 und D sowie B und C der sich in
E schneidenden Sehnen AC und BD eines Kreises (Fig. 160), so sind die
Dreiecke EA D und E BC wegen der Ubereinstimmung in den Winkeln éhnlich,
und es folgt:
AE : DE — EB: EC, oder:
AE . EC = DE . EB, d.i.:
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Satz 86. Schneiden zwei Sehnen eines Fig. 160.
Kreises einander, so bilden die Abschnitte der e it
einen die inneren und die Abschnitte der an- 7
dern Sehne die duBerenGlieder einer Proportion.

Oder:

Schneiden zwei Sehnen eines Kreises ein-
ander, so ist das Produkt (Rechteck) aus den
Abschnitten der einen Sehne gleich dem Pro-
dukt (Rechteck) aus den Abschnitten der -
andern Sehne.

Zieht man von einem Punkte E auller- SSRET
halb des Kreises in den Kreis zwei Sekanten
ECA und EDB (Fig. 161), so ergibt sich
mittels des gleichen Beweises wie beim vorigen
Satze:

EA: EB— ED: EC, oder:
EA.EC = EB. ED.

Satz 87. Gehen von einem Punkte auBer-
halb eines Kreises zwei Sekanten durch den
Kreis, so verhalten sich die ganzen Sekanten
umgekehrt wie die duBeren Abschnitte.

Oder:
Schneiden sich zwei Sekanten eines
Kreises, so sind die Produkte (Rechtecke) aus

den ganzen Sekanten und ihren &duBeren Ab-
schnitten einander gleich.

Da der letztere Satz fiir jede Lage
der Sekanten gilt, so gilt er auch fiir den
Grenzfall, wo die Schnittpunkte B und D
der Sekante EB in einen Punkt T zu-
sammenfallen (Fig. 162), und wir er-
halten die Proportion:

EA: ET = ET : EC, oder:
ET*—=FA:.EC, 4. 1i.:

Satz 88. Zieht man von einem auBer-
halb eines Kreises gelegenen Punkte eine
Sekante durch den Kreis und eine Tan-
gente an denselben, so ist die Tangente die
mittlere geometrische Proportionale zwi-
schen der ganzen Sekante und ihrem #uBeren Abschnitte.

Oder:
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Zieht man von einem Punkte nach einem Kreise eine Sekante und
eine Tangente, so ist das Quadrat der Tangente gleich dem Rechteck aus
der ganzen Sekante und ihrem #duBeren Abschnitte.

Verbindet man in Figur 162 4 und 7', so a8t sich der Satz 88 aus der
leicht zu erweisenden Ahnlichkeit der Dreiecke EAT und ECT auch unab-
héngig vom Satze 87 herleiten.

Die Sitze 86, 87 und 88 lassen sich in einen einzigen zusammenfassen:

Wird ein Kreis von einem Strahlenbiischel geschnitten, so ist
das Produkt aus den beiden Strecken, die auf jedem Strahl ab-
geschnitten werden (beide vom Scheitel bis an einen der Durchschnitts-
punkte der Strahlen mit dem Kreise gerechnet), fiir alle Strahlen das gleiche.

Dieses Produkt heil3t die Potenz') des Punktes, in bezug auf den Kreis.
Zieht man von dem festen Punkte aus einen Kreisdurchmesser, so ist die
Potenz eines Punktes mit der Entfernung @ vom Mittelpunkte des Kreises
mit dem Halbmesser », gleich (a--7)(a —7) = a*> —1r2%

Aufgabe. Es soll mit Benutzung der Sétze 86 und 87
die Grundaufgabe 1 in Kapitel XXI: Zudrei gegebenen Strecken
a, b, ¢ die vierte Proportionale zu zeichnen, auf zwei Arten
gelost werden.

Aus der eindeutigen Losung dieser Aufgabe mittels der Siatze 86 und
87 folgt deren Umkehrbarkeit. Wie lauten die Umkehrsitze?

Grundaufgabe. Es soll zu zwei gegebenen Strecken « und b die mittlere
geometrische Proportionale gezeichnet werden.

: 1. L6ésung. (Fig. 163 a.)

i i Die Analysis ist im Satze 84

enthalten.
Fig. 163 b.

A &

Man verlingere 4B = a um BC ==, schlage iiber AC als Durch-
messer den Halbkreis, errichte auf AC in B das Lot, das den Halbkreis in D
trifft, so ist BD = & die gesuchte mittlere Proportionale, denn wenn wir
A4 und C verbinden, so folgt nach Satz 84:a: 2=z :D.

2. Losung. (Fig.163b.) (Die Analysis ist in Satz 85 enthalten.) Man
trage auf der Strecke 4B = a die Strecke AC = b ab, schlage iiber 4B als

') Die Bezeichnung riihrt von dem Mathematiker Jakob Steiner (1796 -1863,
Berlin) her.
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Durchmesser den Halbkreis, errichte auf 4 B in C' das Lot, das den Halbkreis
D trifft, und verbinde D mit 4, so ist 4D = z die gesuchte mittlere Pro-
portionale; denn, wenn wir D mit B verbinden, Fig. 163 ¢.

s0 folgt nach Satz 85: a:z=2:b. B

3. Losung. (Fig. 163 ¢.) (Die Analysis ist
in Satz 88 enthalten.) Man trage auf der Strecke
AB = a die Strecke AC = b ab, lege durch B
und C einen beliebigen Kreis (am bequemsten
einen Kreis, der BC als Durchmesser hat) und
ziehe von 4 an diesen Kreis die Tangente 4D,
so ist AD = z die gesuchte mittlere Propor- 3
tionale; denn nach Satz 88 folgt: a: z=z:b. x D

4. Losung. Siehe Aufgabe 1 zu diesem Abschnitt.

Welche Losungen ergeben sich fiir die Zeichnung der dritten Propor-
tionale zu zwei gegebenen Strecken aus diesen Losungen?

Anmerkung. Da zufolge der dritten Losung mittels des Satzes 88
sich die mittlere Proportionale eindeutig zeichnen liBt, so ist der Satz 88
umkehrbar. Wie heifit die Umkehrung?

Aufgaben.

1. Es soll die Richtigkeit folgendes Satzes: ,,Halbiert von zwei Sehnen
die eine die andere, so ist die halbe Sehne mittlere geometrische Proportionale
zwischen den Abschnitten der halbierenden Sehne gezeigt und derselbe
zur Konstruktion der mittleren und der dritten Proportionale zu zwei ge-
gebenen Strecken benutzt werden.

2. Von zwei Strecken @ und b sind ihre Summe und ihr geometrisches
Mittel bekannt. Man soll die Strecken @ und b bestimmen.

3. Esist dieselbe Aufgabe zu 16sen, wenn statt der Summe der Strecken
ihre Differenz gegeben ist.

Erklirung. Eine Strecke heiBt stetig oder nach dem goldenen Schnitt
geteilt, wenn der groBere Abschnitt die mittlere geometrische Proportionale
zwischen der ganzen Strecke und dem Kleineren Abschnitte ist.

Zeichnet man in einem Punkte 4 eines Kreises eine Tangente 4B
(Fig. 164), die kleiner ist als der Kreisdurchmesser, so kann man von
B aus in den Kreis stets eine Sekante derart ziehen, daB die auf ihr ab-
geschnittane Sehne CD gleich 4B wird. (Wie zeichnet man die Sekante?)
Dann ist nach Satz 83 C'D die mittlere Proportionale zwischen der ganzen
Sekante BD und ihrem kleineren Abschnitte BC, d. h. die Sekante BD ist
stetig geteilt. Es ergibt sich:

BD 0 D= QD BC.

Schwa), Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterricht in der Geometrie. I. Teil. Ausg. A. 10
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Fig. 164. Tragt man auf BA jetzt
BE = BC ab, so folgt mittels des
Satzes der korrespondierenden
Subtraktion aus der vorange-
henden Proportion:

(BD—CD):CD=(CD— BC): BC
BE : BA — EA: BE
oder:
BA : BE — BE ; EA,
d. h. die Strecke BA ist in E
stetig gestellt.

Tragt man demnach den
kleineren Abschnitt einer stetig gestellten Strecke auf dem groBeren ab,
so wird auch dieser stetig geteilt und umgekehrt, wenn man eine stetig geteilte
Strecke um ihren groBeren Abschnitt verlingert, so wird auch die Summen-
strecke stetig geteilt.

Dieses Verfahren der Abtragung kann man beiderseits beliebig oft
wiederholen und so erklirt sich die Bezeichnung ,,stetige Teilung!).

B E A

Grundaufgabe. Es soll eine gegebene Strecke A5 — « stetig geteilt
werden.

Analysis. Nach der vorangegangenen Untersuchung der stetigen
Teilung muBl man die gegebene Strecke 4B = a zur Tangente eines be-
liebigen Kreises machen und von ihrem Endpunkte B in den Kreis eine
Sekante so ziehen, da} die auf ihr liegende Sehne gleich der zu teilenden
Strecke wird. Die Zeichnung wird am einfachsten, wenn wir statt eines
beliebigen Kreises den Kreis nehmen, bei dem die Sehne der zu zeichnenden
Sekante gleich einem Durchmesser wird, d. h. den Kreis mit dem Halb-
messer gleich der Halfte der stetig zu teilenden Strecke.

!) Die treffende Bezeichnung ,stetige Teilung* findet sich zuerst in einer
deutschen Euklidausgabe von Lorenz aus dem Jahre 1781. Weder im Altertum noch
im Mittelalter kommt der Ausdruck ,,goldener Schnitt* (sectio aurea) vor. Eine besondere
Hochachtung vor der Wichtigkeit der stetigen Teilung bekundete Luca Paciuolo
(1445—1514, Florenz), der seiner 1509 erschienenen Schrift, in der er die Aufgaben
der stetigen Teilung behandelt, den Titel ,,Divina Proportione gab. Auf ihn ist es
zuriickzufiihren, wenn man spiterhin in diesem Teilungsverhiltnis eine eigenartige
Mystik suchte; namentlich war es Kepler (1571—1630), der eine ganze Symbolik fiir
seine ,,sectio divina‘“ schuf. Die phantastischen Anschauungen Keplers fanden in der
Mitte des 19. Jahrhunderts neue Anhidnger. Man glaubte in dem ,,goldenen Schnitt®,
wie man jetzt in Anlehnung an die Bezeichnung der Regeldetri als ,,regula aurea* im
Mittelalter die stetige Teilung nannte, das mathematische Gesetz gefunden zu haben,
das fiir die Natur bei allen MaBbeziehungen des menschlichen Korpers, der Tiere und
Pflanzen bestimmend sei, und das auch fiir die Werke der Bau- und Tonkunst, der
Plastik und Malerei als Prinzip der Schonheit Giiltigkeit haben sollte.
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Die Konstruktion Fig. 165.
ist danach leicht auszu-
fithren. (Fig. 165.)

Anmerkung. Diese
Konstruktion stammt von
dem Alexandriner Heron 4
(1. Jahrhundert v. Chr.,
vgl. FuBnote S. 113), wie
der Araber An - Nairizi
(Anaritius, 900 n. Chr.)
berichtet.

Bezeichnet man den
groferen Abschnitt der stetig geteilten Strecke a mit , so gilt die Gleichung:

B E A

a:v=2e.a—7,
woraus folgt: xt=a(a — x)
»laz=a.

Aus dieser quadratischen Gleichung kann man z berechnen. Der Wert
von z ergibt sich auch aus der Figur 165 wie folgt:

8 e
-t
=5(5—-1)
V. Ahnlichkeit der Vielecke. Umfiinge und Inhalte dhnlicher
Figuren.
Zerlegt man die dhnlichen Vielecke 4BCDEF und 4,B,C,D E,F,

(Fig.  166) .
durch Dia- & bl ¥
gonalen von E,
den entspre- D )

chenden .
Eckpunkten F F
Aund 4, aus c
in Dreiecke, c i
so ist in den

- Dreiecken A, B,
ABC und
B
A,BC,: :
4AB: A4, B = BC: BC,
10*
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Folglich sind nach Sfatz 81 die Dreiecke 4BC und 4,B,C, einander
dhnlich. .

Hieraus ergibt sich:

Bi Vs AC:A4,C,= BC: B/,

BC: BC,= DC: DC,

A0 4.0 = DC: DC,.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 4BC und 4,B,C. folgt auch:

X ACB = 4,C,B,

X BCD = < B,C,D,

X ACD = X 4,C,D,

sein, und es ist daher auch nach dem zweiten Ahnlichkeitssatze:
A ACD ~ A AC\D,.

In derselben Weise 1iBt sich zeigen, daB auch die Dreiecke 4 DE und

A,D\E, sowie auch die Dreiecke DEF und A E|F, einander dhnlich sind.
Wir erhalten daher:

Satz 89. Ahnliche Vielecke werden durch Diagonalen von gleichliegen-
den Eckpunkten aus in paarweise dhnliche Dreiecke zerlegt.

Bezeichnen wir in den #hnlichen Vielecken ABCDEF und
A,B,C,D,E F, die entsprechenden Seiten mit @ und a,, b und b,. ..., so ist:

ist, so ist auch:

Da aber auch:

ist, so mull

a:a,=b:b=cic=..... :

(@a+b+cH..... Yi(e, +bF¢+....)=a:a,.

Sind s und s, zwei einander entsprechende Diagonalen, so ist auch:

mithin auch:

8:8 =a:a.

(@+b4c+ ....): @ FbF¢c+:...)=38:8, d i:
Satz 90. Die Umfinge dhnlicher Vielecke verhalten sich wie zwei ent-
sprechende Seiten oder Diagonalen.

Bezeichnet man die Inhalte zweier éhnlichen Dreiecke mit F und F,,

zwei einander entsprechende Seiten mit @ und a,, die zu ihnen gehorigen
Hoéhen mit A2 und 4,

und

c Fig. 167. so ist:
ah
G F=—
2
a h
b h b By = - i
h, gt
Mithin ist:
A Haise L Ay D e B, _F_ — ﬂ_ I _l_l_
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Da aber (Ubungssatz 5, Kapitel XXIITI):

h &

: g
so folgt:

F a?

T, o

Satz 91. Die Inhalte 4hnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate
entsprechender Seiten.

Ahnliche Vielecke lassen sich durch Diagonalen von entsprechenden
Eckpunkten aus in paarweise dhnliche Dreiecke zerlegen. (Satz 89.) Da
sich aber je zwel Dreiecke eines solchen Paares wie die Quadrate ihrer
entsprechenden Seiten verhalten und die Verhéltnisse dieser Quadrate
fiir alle entsprechenden Seitenpaare einander gleich sind, so verhalten sich
auch die Summen dieser Dreiecke wie die Quadrate entsprechender Seiten
(oder entsprechender Diagonalen).

Satz 92. Die Inhalte dhnlicher Vielecke verhalten sich wie die Quadrate
entsprechender Seiten oder Diagonalen.

Zeichnet man iiber der Katheten ¢ und b sowie der Hyvpotenuse ¢
eines rechtwinkligen Dreiecks als entsprechenden Seiten einander &hniiche
Vielecke mit den Inhalten F,., Fj, F,, so folgt aus Satz 92:

F, a? Fy b?
—F—e e und 7; ek

und mithin auch:
F.-+F, a0 e

Fe c? .
Pl Fs= k.

Satz 93. Errichtet man iiber den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks
als entsprechenden Seiten dhnliche Vielecke, so ist die Summe der Vielecke
iiber den Katheten gleich dem Vieleck iiber der Hypotenuse.

Dieser Satz ermdoglicht es aus zwei gegebenen dhnlichen Figuren eine
dritte dhnliche zu zeichnen, die gleich ihrer Summe oder ihrem Unter-
schiede ist.

Zieht man in den Dreiecken 4 BC' und 4,C,B, (Fig. 167), die in den
Winkeln CAB und C 4B, iibereinstimmen, zu den Seiten 4B (= c) und
4, B, (= ¢,) die Héhen CD = hund C, D, = h, so ergibt sich fiir ihre Flichen-
inhalte F und F,: :

oLk
F:Fi=ch:e h,:—c—l--i-.
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Aus den dhnlichen Dreiecken ACD und 4,C, D, folgt:
h b

RO
Mithin ist:
i )
Satz 94. Die Inhalte zweier Dreiecke, die in einem Winkel iiberein-
stimmen, verhalten sich wie die Produkte der diesen Winkel einschlieBenden

Seiten.

=leuhiricobie d.Uh:s

Fig. 168.

Man mache in dem Sehnenviereck 4 BCD
(Fig. 168) den Winkel CDE gleich dem Winkel
ADB, dann ist, da Winkel DCE gleich dem
Winkel DBA ist,

A CDE ~ N\ ABD

c

Wl dseb - 08 AR D8P
B sy I) CE. BD — AB. DC,
Ferner ist: <X ADE = < BDC

<X DAE = < DBC

A DAE ~ A BCD

AE : BC = AD: BD, —
oder 1) 4E.. BD— BO" AD.

Durch Addition der Gleichungen I und II folgt:
BD(AE + EC)=AB.CD- BC.AD
BD.AC=AB.CD-+ BC AD.

Satz des Ptoleméus!). (95.) In jedem Sehnenviereck ist das Rechteck
aus den Diagonalen gleich der Summe der Rechtecke aus den Gegenseiten.

Ist das Sehnenviereck ein Rechteck mit den gleichen Diagonalen e
und den Gegenseiten @ und b, so folgt aus dem ptolemiischen Satze:
e =a®4{ b
d. i. der pythagoreische Lehrsatz.

Aufgaben.

1. Es soll zu einem gegebenen Dreieck (Vieleck) ein adhnliches ge-
zeichnet werden, so daf} sein Inhalt 4mal, 9mal, 16mal, n2-mal so grof} ist
als der des gegebenen.

1) Claudius Ptoleméus, einer der berithmtesten griechischen Astronomen, der
von 125—151 n. Chr. in Alexandria lebte, leitete mittels dieses Satzes seine berithmten
Sehnentafeln ab.
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2. Es sind zwei édhnliche Vielecke Fig. 169.
gegeben. Es soll ein drittes, den gege- c
benen #hnliches so gezeichnet werden,
da sein Inhalt @) gleich der Summe,
b) gleich der Differenz der gegebenen
Vielecke ist.
3. Essoll ein gegebenes Dreieck 4 BC
mit Beibehaltung des Winkels y in ein
gleichschenkliges verwandelt werden.

4
Anleitung. Es sei (Fig. 169) o
DV

A CDE = A ABC. Dann ist:
ACDE: N\ ABC=CD.CE:CA4 .CB (Satz 94).
Da A\ CDE = A ABC und CD = CE sein soll, so ist:
CD*=C4.CB usw.

4. Es soll ein gegebenes Dreieck 4BC in ein gleichseitiges verwandelt
werden.

Anleitung. Man verwandelt das Dreieck 4 BC in ein anderes mit dem
Winkel 60° darauf dieses Dreieck mit Beibehaltung dieses Winkels in ein

gleichseitiges. (Aufgabe 3.) Fig. 170

5. Es soll ein gegebeness Dreieck 4 BC F
unter Beibehaltung des Winkels @ in ein
flachengleiches verwandelt werden, in dem
die diesem Winkel gegeniiber liegende Seite
eine gegebene Richtung hat.

Anleitung. (Fig 170.) Die gegebene
Richtung sci MN, ADE das gesuchte
Dreieck. Es werde BIF || MN gezogen,
so ist:

1) AB: AD = AF : AE

Da A ADE — ABC sein soll, so ist
nach Satz 94:

/N

A Dy
AB.AC = AD . AE
oder: 2) AB: AD = AE : AC
Aus 1 und 2 folgt:
3) AF : AE= AE : AC.
Hieraus 1aft sich AE zeichnen.

6. Es soll ein gegebenes Dreieck 4 BC in ein flichengleiches verwandelt
werden, das einem zweiten gegebenen Dreieck DEF #hnlich ist. (Aufgabe 5.)

7. Es soll ein Dreieck durch Geraden, die von einer Ecke ausgehen, in
Teile zerlegt werden die in einem gegebenen Verhiltnisse stehen.
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8. Es soll ein Dreieck 4 BC durch Geraden, die von einem auf der Seite
AB liegenden Punkte P ausgehen, in drei Teile zerlegt werden, die sich wie
m :n:o verhalten.

9. Es soll ein Dreieck durch Geraden, die einer Seite parallel sind,
in Teile zerlegt werden, die in einem gegebenen Verhéltnis m : n : o stehen.

Kapitel XXIIL
Die regelméBigen Vielecke.

a) Zieht man von einem Punkte O aus n Strahlen (Fig. 171),.so

daB je zwei Strahlen einen Winkel von %R miteinander bilden, so

Fig. 171 deckt sich die entstandene Figur mit sich selbst,
D wenn man sie um den Punkt M um einen Winkel

J Sl H von % R dreht.
E / > Wir nennen die Punkte der Strahlen, die
Y\ﬂ " _—"/" durch die Drehung zur Deckung gebracht werden,
\ 7N / einander entsprechende Punkte. Verbinden wir
KVV’/ \ /G die entsprechenden Punkte 4, B, C, D, E der
: // \ / Reihe nach miteinander, so entsteht ein Vieleck,
AT B in dem alle Seiten und alle Winkel einander gleich

sind, denn sie gelangen durch Drehung um den Winkel% R zur Deckung.

Erklarung. Ein Vieleck, dessen Seiten und dessen Winkel einander
gleich sind, heiBt regelmiBig oder reguldr.

Welche regelmiBigen Vielecke haben wir bis jetzt kennen gelernt?

Da nach Satz 6 die Summe der Winkel eines n-Ecks gleich (27 —4) R
) SHE
ist, so ist in einem regelmiBigen n-Eck jeder Winkel gleich :_nn__i i

Die Winkelgrofle im regelméBigen n-Eck ist eine Funktion der Seitenanzahl.

Dreht man das regelmiBige Vieleck 4 BODE um den Punkt O, so ge-
langen nicht nur seine Seiten und Winkel zur Deckung, sondern es decken
sich auch die Strecken 04, OB, .... OF und ebenso die von dem Punkte O
auf die Seiten gefillten Senkrechten OF, OG,.... OK. Der Punkt O ist
demnach von allen Eckpunkten und allen Seiten des regelmiBigen Vielecks
gleichweit entfernt. Es folgt daher:

Satz 96. Jedem regelméiBigen Vieleck laBt sich ein Kreis um- und ein
Kreis einbeschreiben.

‘Der Halbmesser r des Umkreises heilit der groBe, der Halbmesser o
des Inkreises heilt der kleine Halbmesser des Vielecks. :
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Die groBen Halbmesser teilen das Vieleck in kongruente gleichschenk-
lige Dreiecke, deren Hohen gleich dem kleinen Halbmesser sind.: Jedes
dieser gleichschenkligen Dreiecke heilt ein Bestimmungsdreieck des regei-
miBigen Vielecks.

Satz 97. Teilt man den Umfang eines Kreises in 22 gleiche Teile (72 sei eine
ganze Zahl) und verbindet die Teilpunkte durch Sehnen, so entsteht ein
dem Kreise einbeschriebenes regelmiBiges 7-Eck; zieht man in allen Teil-
punkten Tangenten an den Kreis, so entsteht ein dem Kreise umbeschriebenes
regelmiBiges 7:-Eck.

Dreht man die Figur um den Mittelpunkt um den n-ten Teil einer ganzen
Umdrehung, so decken sich die beiden Vielecke jedes mit sich selbst.

Folgerungen.

Da in regelmiBigen Vielecken von gleicher Seitenzahl alle Winkel
einander gleich und alle Seiten in gleichem Verhiltnis 1 :1 stehen, so folgt:

1. RegelmdfBige Vielecke von gleicher Seitenzahl sind
einander ahnlich.

2. Die Umfange regelmidBiger Vielecke von gleicher
Seitenzahl verhalten sich wie die Halbmesser der Um- und
Inkreise.

3. Die Inhalte regelmiBiger Vielecke von gleicher Seiten-
zahl verhalten sich wie die Quadrate der Halbmesser der
Um- und Inkreise. 2

b) Aufgabe 1. Es soll in einen gegebenen Kreis ein regelméBiges Viereck
eingezeichnet und seine Seite, der Halbmesser des Inkreises, Umfang und
Inhalt als Funktion des Kreishalbmessers dargestellt werden.

Losung. (Fig. 172.) Zieht man in den Kreise zwei aufeinander senk-
rechte Durchmesser, so wird der Kreic- Fig. 172.
umfang in vier gleiche Teile geteilt. Ver-
bindet man daher die Endpunkte der
Durchmesser miteinander, so erhilt man
nach Satz 97 ein einbeschriebenes regel-
miBiges Viereck.

Ist r der Halbmesser des gegebenen
Kreises, so ergibt sich aus dem Bestim-
mungsdreieck AM D fiir die Seite 4D = s,
des Vierecks:

se=0241?

84 :7']/2—.

www.rcin.org.pl



154

Fiir den Halbmesser o, des Inkreises erhalten wir aus dem Dreieck

DEM:
T E O S o
S (2 ) TR o
. =
A 04— 2 J2.
Hieraus erhaltén wir fiir den Umfang w,:
u,=4ry2
und fiir den Inhalt 7, des regelméBigen Vielecks (s. Seite 109):
U= —”42'—94 = Dt

Anmerkung. Durch fortgesetzte Halbierung der Zentriwinkel oder
der Bogen des regelméfigen Vierecks, erhilt man das regelmiBige Acht-,
Sechzehn-:7.;° 2. 2%Eck (n=1; 2, 3....)

Aufgabe 2. Es soll aus der Seite s, des
einem Kreise mit dem Halbmesser 7 einge-
schriebenen regelméBigen n-Ecks die Seite s,
des eingeschriebenen regelmiBigen 2 -Ecks
berechnet werden.

Ist (Fig. 173) MAB das Bestimmungs-
dreieck des regelméBigen n-Ecks, also 4 B = sy,
so erhilt man durch Halbierung des Winkels
AMB die Seite BD = s,y

Fig. 173.

AS

N
/

o>
b<
[=2)

Es ist:
M= /rz—s—"i- C'D:r—'/ﬂ_s_’f
et gt
R e Ty 2*2‘5 a__ S0 8a°
st = 0D - =1 27']/7 A el
/ 8a
A 3% R EC Tl AL N
Son 4 rlr 1

/ 2,2

Son =l 212—2 l r-—T.
Durch diese Gleichung ist s,, als Funktion von r und s, dargestellt,

Aufgabe 3. Es soll aus der Seite s, des einem Kreise mit dem Halb-
messer i einbeschriebenen regelméBigen 1/-Ecks die Seite S+ des umbe-
schriebenen regelméBigen 2:-Ecks berechnet werden.
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Es sei (Fig. 174) AB die Seite s, des einbeschriebenen n-Ecks und
DC die Seite des umbeschriebenen n-Ecks,
so folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
AME und AMC:

AC: AM = AE:-ME

Fig. 174.

oder:

Sy gl Ba i r2 Sn’
28 _2| 4
S,

Y

IS" =

S, ist also eine Funktion von r und s,.

Mit Benutzung des in Aufgabe 3 gewonnenen Ergebnisses folgt
fiir das in dem Kreise mit dem Halbmesser r umschriebene regel-
méBige Viereck:

e =07
Ui—28¢
Je=41r

Fiir das ein- und umbeschriebene regelméflige Achteck erhilt
man mit Benutzung der in den Aufgaben 2 und 3 erhaltenen Formeln:

e e
w,=8r)2—72 U=16r(2—1)
o ATT =830

Aufgabe 4. Es soll in einen gegebenen Kreis ein regelméBiges Sechseck
eingezeichnet werden.

Analysis. Der Winkel an der Spitze des Bestimmungsdreiecks des
regelméfBigen Sechsecks muf} gleich 60° sein; es betrigt daher auch jeder
Winkel an der Grundlinie 60° und das Bestimmungsdreieck ist gleich-
seitig. Daher folgt, daB die Seite des einem Kreise einbeschriebenen regel-
miBigen Sechsecks gleich dem Halbmesser des Kreises istl).

Die Losung der Aufgabe ergibt sich hieraus unmittelbar.
1) Diese Eigenschaft der Sechsecksseite liBit sich schon bei den Babyloniern
nachweisen. Sie ist auf das engste mit den astronomischen Theorien der Chaldier, ihrer

Einteilung des Kreises in 360 Teile und der Bevorzugung der Zahl 6 und ihrer Viel-
fachen verbunden.
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Durch fortgesetzte Halbierung des Zentriwinkels oder des Bogens der
Seite des regelméBigen Sechsecks erhdlt man die Seiten des regelmaBigen
Zwolf-, Vierundzwanzig-..,, 3.2*Ecks (n =1.2...)

Verbindet man zwei nicht aufeinander folgende Eckpunkte des Sechs-
ecks, so erhilt man das dem Kreise einbeschriebene regelmafiige Dreieck.

Fiir das regelmiflige Sechseck ergibt sich, wenn r der Kreis-
halbmesser ist:

r —
S¢ =T 06:"2—V3
Ue =01 z},:%rz}/ﬁ.

Mit Benutzung der in Aufgabe 2 abgeleiteten Formel erhélt man fiir
das einbeschriebene regelméaBige Zwdolfeck:

Py g T

312:7‘}/2*}/3 912:_2“/24.‘ 1§

Up=12r)2-y3 i = 372

Mittels derselben Formel (fiir n = 6):

,'/ oy 2
sr:l 2r2—2r|‘sr2———4-

folgt, da s; = r ist:

s5=r13 93#%
= : 3t =
g =3rY3 13:‘4—1/3-

Ubungsaufgabe. Man berechne S,5, Uy, J10, Sg U, Js

Fig. 175. Aufgabe 5. Es soll in einen gegebenen
Kreis ein regelméBiges Zehneck eingezeichnet
werden.

Analysis. (Fig. 175.) Ist AB die Seite
des gesuchten Zehnecks, so mufl der Zentri-
3600

winkel AMB — o ( HEi 36° =§ R und daher

{MAB:{MBA:H":—;-R sein. Die

gesuchte Seite 4B ist mithin die Grundlinie
eines gleichschenkligen Dreiecks mit dem ge-
gebenen Schenkel 7, in dem der Winkel an
der Spitze halb so groB ist als der Winkel an der Grundline.
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Halbiert man den Winkel M 4 B durch die Gerade AC, soist das Dreieck
MAC gleichschenklig und MC = AC; ebenso ist das Dreieck 4 BC gleich-
schenklig und daher 4B = AC, mithin ist AB = AC = MC. Da iiberdies
A MAB ~ A ABC, so folgt:

MB:AB—= AB: BC
oder:
MB:MC —=M0=BC../d h.:

Die Seite des einem Kreise einbeschriebenen regelméBigen Zehnecks
ist gleich dem groBeren Abschnitte des stetig geteilten Halbmessers.

Durch fortgesetzte Halbierung des Zentriwinkels oder des Bogens der
Seite des regelmiBigen Zehnecks erhilt man die Seite des regelmi Bigen
Zwanzig-, Vierzig, ..... s 0 BEoks (=1, 2" . 5%)

Verbindet man zwei durch einen Eckpunkt getrennte Eckpunkte des
regelmiBigen Zehnecks, so erhilt man die' Seite des demselben Kreise
einbeschriebenen regelmafigen Fiinfecks.

Fiir die Seite des dem Kreise mit dem Halbmesser 7 einbeschriebenen
regelmaBigen Zehnecks ergibt sich aus Kapitel XXII, Seite 147:

T — .
| T ] (1/5 H 1),
und mithin
U, =57 (Y5—1),

RN Lot o
ST M AT

Mittels der in Aufgabe 2 abgeleiteten Formel (n = 10):

/ 2 s / 352'
8ip =) Ryt D oy l// rz—T

erhilt man, da s,, = %(}/5—- 1) ist, fir s,:

B e A
?I 10 —2y5

S5 —

und ferner:
uaz% 10 — 275, S
i5=TV10+2V5,

e = 7(B+1),

Ubungsaufgabe. Man berechne S, U, Jyg, S5 Us, /s
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Aufgabe 6. Es soll in einen gegebenen Kreis ein regelmiBiges Fiinf-
zehneck eingezeichnet werden.

Fig. 176. Losung. (Fig. 176.) Der zur Seite des re-
gelmifigen Fiinfzehnecks gehorige Zentriwinkel
0
ist 3—?%— = 240 = 60° — 36°. Man trage daher
von einem beliebigen Punkte der Kreisperipherie
nach derselben Richtung die Sechsecksseite
AB =r und die Zehnecksseite AC als Sehnen
in den Kreis ein, so ist die Sehne BC die ver-
langte Seite des regelmiBigen Fiinfzehnecks.

Aus dem regelmiBigen Fiinfzehneck erhalt
man durch fortgesetzte Halbierung seiner
Zentriwinkel oder Bogen das” regelmiBige
DreiBigeck, Sechzigeck, ....., 15 .2%Eck (n=1.2....)

Anmerkung. Fillt man CD senkrecht zu AB und MF senkrecht
zu AC, so ist X AMF = << CBD =18° und A CDB ~ A AMF. Hier-
durch 1aB8t sich BD berechnen und durch Anwendung des allgemeinen
pythagoreischen Lehrsatzes auf das Dreieck 4 BC ergibt sich dann die Seite
des einbeschriebenen regelméfBigen Fiinfzehnecks als Funktion des Kreis-
halbmessers.

Aus den Losungen der vorangegangenen Aufgaben folgt, daB man
durch geometrische Konstruktion den Umfang eines Kreises in 2 . 2%, 3. 2",
be 20 AB IS8 gve— 0 A B ) gleiche Teile teilen und demnach ent-
sprechende regelmiBige Vielecke in den Kreis einzeichnen kann. Diese Kon-
struktionen waren bereits dem griechischen Mathematiker Euklid (300 v. Chr.,
Alexandria) bekannt. Am Schlusse des 18. Jahrhunderts zeigte der
deutsche Mathematiker Gaul (vgl. Seite 64 unten) in seinem 1796 er-
schienenen groflen Werke ,,Disquisitiones arimethicae*, da man mit Hilfe
von Zirkel und Lineal einen Kreis auch in n = 22* |- 1 gleiche Teile teilen
kann, wenn n eine Primzahl ist. Fiir X = 1 erhilt man » = 5, was bereits
bekannt war; fiir £ =2 ist n = 17. fiir £ = 3 ist n = 257, bk = 4 liefert
n = 65 537. Firk = 5ist n — 4294967297, welche Zahl aber keine Primzahl
ist, denn es ist 4294967297 — 641 . 6700417. Auch die Zahlen 22 +1
und 22% -1 sind bis jetzt als Nichtprimzahlen nachgewiesen worden.

Anmerkung. Von Vorteil fiir die spiteren Berechnungen sind die
nachfolgenden Beziehungen zwischen den Umféingen und Inhalten der ein-
und umbeschriebenen regelmiBigen n- und 2 n-Ecke.
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1. Wir bezeichnen wie frither mit u, den Fig. 1717.
Umfang des einbeschriebenen regelmifigen n-
Ecks (Seite 4B), mit U, den Umfang des ent-
sprechenden umbeschriebenen Vielecks (Seite
2 AC = 2 BC), mit uy, und U,, die Umfinge
der entsprechenden Vielecke mit doppelter
Seitenzahl (Seiten AE und 2 AD =2 DE).
Dann ist (Fig. 177):

Up
A= S
e — U", AD=DE - U”,
2n 4n

und mithin:
AC : AH — T, 5.

Da A DCE ~ A AHC,
so folgt: DC: DE = AC: AH.
Es ist aber: DE=AD
und daher: DO AD=H0 AR =50
Hieraus erhélt man:
J DC+AD  uy+ U,
| 24D g =
. da aber: AD— pE— Um
4n
80 ist: g; == ——————/":j—u”U"
und Use = %“—JF%J"— ..... ).
Es ist ferner A ADG ~ N\ AEH (X DAE = <& HAE)
und folgiich: AD: AG = AE : AH
Da aber: 46 =1 4E,
so ist: 2A4D: AE — AE: AH, und da: AE — 2.

2n °
U2n L Ugp = Ugp : Un
oo s U o il (2).

!) Diese Formel wurde zuerst von Snellius (1581—1626, Leiden) in seinem
1621 erschienenen Werke ,,Cyclometria‘‘ aufgestellt; der Beweis stammt von Huygens
(1629—16%5, Haag und Paris). ‘
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2. Es seien 1, %oy, Ja, Jo, die Inhalte der obigen regelméBigen Vielecke,
dann ist:

AMAH = 2, A MAE = 2 AMAC:_JL, A AMD = Ton
2n 2n 2n 4n

Da AMAC:%MC’.AH und A MAE—_—%ME.AH,

so folgt: ol = MO ME.
Da aber: MC: ME—=MC:MA
und A MAC ~ A AHC (X AMC = X HAO),
so folgt: MC:MA= AC: AH.
Es ist ferner: AC: AH=CD: AD,
mithin: MC:ME—=CD:AD
und Izt — CDSAD;

Folglich ist auch:
(Jn—+ %2n) : 262y = AC : 2 AD.
Weiterhin ist:
A MAC =3 AC.MA, A MAD=14D.MA4
Iyl — AU 2740,
Daher auch: In:don = (In+ t2n) : 2 t2n
oder:
S EN, 2 Jn . ’izn 1

JZn"“ m .....

Es ist aber auch:
g ton= /A MAH : MAE —= MH : ME = MH : MA
fon:JIn= A\ MAE : A MAC = ME : MC = MA4 : MC.

Da ; A MAH ~ N\ MAC,
so folgt: MH: MA=MA4:MC
n tn = ton : dJdp
Gin=VTnIn?) .. .. . (4)

') Diese Formel riihrt von dem englischen Mathematiker James Gregory
(1638—1675, Edinburgh) her.

2) Diese Formel findet sich in einer aus dem 13. Jahrhundert n. Chr, stammenden
Schrift ,,De triangulis* des Deutschen Jordanus Nemorarius (gestorben 1237, Ordens-
general der Dominikaner). Unabhingig davon stellte sie Snellius in seiner ,,Cyclometria“
(1621) noch einmal auf.
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Kapitel XXIV.
Umfang und Inhalt des Kreises.

«) Berechnung des Kreisumfanges.

Ist AB = s, die Seite des einem Kreise einbeschriebenen regelmaBigen
n-Ecks und A4C = CB =3s,, die Seite des dem gleichen Kreise einbe-
scl_n'iebenen regelmiBigen 2 n-Ecks, so ist Fig. 178,

(Fig. 178): ACCB™> AB
2n.4C>nAB

oder mit Benutzung der im vorigen Paragraphen
angewandten Bezeichnungen:

Usp > Uy M
Zieht man in 4, B und C an den Kreis
die Tangenten, so ist:
ED -} FD > EF.

Addiert man beiderseits AE und BF, so E F
erhialt man:

AD -+ BD > AE + EF + BF, D
und mit Benutzung der bereits benutzten Bezeichnungen:
Sn>2 8
nSy>2n 8,
Un> Usy.

Es folgt daher:

1. Beschreibt man in einen Kreis ein regelméiBiges Vieleck und ver-
doppelt fortgesetzt dessen Seitenzahl (durch Halbierung der Zentriwinkel oder
der Bogen), so wachsen die Umfidnge der regelméBigen Vielecke mit wachsender
Anzahl ihrer Seiten und nidhern sich mehr und mehr dem Kreis als ihrer Grenze.

2. Beschreibt man um einen Kreis ein regelmiBiges Vieleck und ver-
doppelt fortgesetzt dessen Seitenzahl, s¢ nehmen die Umfidnge der regel-
méBigen Vielecke mit wachsender Anzahl ihrer Seiten ab und ndhern sich
mehr und mehr dem Kreis als ihrer Grenze.

Dasselbe Resultat ergibt sich auch aus folgender Betrachtung. Es ist:

U
N, :
Un= 7?—;7; (Kapitel XXIII, Aufgabe 3.)
gz e
=
b, r

Un P
r2 —
+

Schwab, Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterricht in der Geometrie. I. Teil Ausg. A.11
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Wiichst n iiber jede Grenze hinaus, so wird s, = O und die vorangehende
Gleichung geht iiber in
D iy 1
i i TR
d. h.: Die Umfiinge der regelméBigen ein- und umbeschriebenen Vielecke
nahern sich mit wachsender Seitenzahl derselben gemeinschaftlichen Grenze,
dem Kreisumfange, d. h.: v
Der Kreis 1dBt sich als ein regelméBiges Vieleck mit unendlich groBer
Seitenanzahl auffassen.
Es ergibt sich daher mit Benutzung der Folgerungen 1) und 2) zu Satz 97
(Kapitel XXIIT):
1. Alle Kreise sind einander ahnlich.
2. Die Umfinge zweier Kreise verhalten sich wie ihre
Halbmesser oder wie ihre Durchmesser.
Sind U und U' die Umfinge zweier Kreise mit den Halbmessern 7 und 7/,
so ist:

Ui
o T gy

oder: U U
T T

das Verhdltnis des Umfanges zum Durchmesser ist fiir alle
Kreise das gleiche.

Erklirung. Die Zahl, die den fiir alle Kreise gleichen Wert des
Verhdltnisses des Kreisumfanges zum Durchmesser angibt, bezeichnet man
mit xl).

Da .L.:ﬂ so folgt:

Dr g 3
U=2%xr=wd,
wenn d der Kreisdurchmesser ist.

Satz 98. Der Umfang eines Kreises ist gleich dem Produkte aus dem
Durchmesser und der Zahl .

Anmerkung. Der Umfang eines Kreises ist eine Funktion seines
Durchmessers, beziehungsweise seines Halbmessers.

Zur anndherungsweisen Berechnung der Zahl s geht man von der
Seite s, eines der vorher behandelten einbeschriebenen regelmiBigen n-Ecke
aus berechnet aus ihr die Seite s,, des 2 n-Ecks, daraus die Seite s4, des
4 n-Ecks usf. Multipliziert man die gefundenen Seitenlingen mit der zu-

1) Der Buchstabe s findet sich in dieser Bedeutung zum ersten Male 1706 in
William Jones’ ,,Synopsis palmariorum matheseos®, einer Einleitung in dic Mathe-
mathik. Aber erst durch Euler (1707—1783, Basel, Petersburg, Berlin, Petersburg)
gelangte die Bezeichnung zur allgemeineren Annahme.

www.rcin.org.pl



163

gehorigen Anzahl, so erhilt man die Umfinge u,, %g,, u4n usf. und hiermit
eine zunehmende Reihe von Zahlen, die kleiner sind als der gesuchte Kreis-
umfang, sich ihm aber immer mehr und mehr nihern. Ferner berechne man
aus den Seiten s,, Sop, San. .. .. die Seiten der umbeschriebenen regelméaBigen
Vielecke von gleicher Seitenanzahl Sy, Son, San..... und deren Umfénge
iU, Ul . diese Umfiinge bilden eine abnehmende Zahlenreihe,
von denen jede groBer als der gesuchte Kreisumfang ist, sich ihm aber eben-
falls mehr und mehr néhert.

Fiir den Kreis mit dem Halbmesser 7 == %, (2 r = 1), erhélt man aus-

gehend von der Seite des regelmiiBigen Sechsecks die folgenden, in nach-
stehender Tabelle zusammengestellten Zahlen:

n H £ ‘ Un i Sn Un
6 0,500000 3,0000000 0,5773503 3,4641016
12 0,2588190 3,1058285 0,2679492 3,2153903
24 0,1305262 3,1326286 0,1316525 3,1596600
48 0,0654031 3,1393502 0,0655435 3,1460863
96 0,0327191 3,1410320 0,0327366 3,1427147
192 0,0163617 3,1414525 0,0163639 3,1418731
384 0,0081811 3,1415577 0,0081814 3,1416628
768 0,0040906 3,1415839 0,0040906 3,1416102

1536 0,0020453 3,1415905 0,0020453 3,1415971 |

Da uy534 = 3,1415905 und U 55, = 3,1415971, so liegt der Umfang des
Kreises mit dem Durchmesser 1 zwischen diesen Zahlen; demnach ist:

7w = 3,14159
auf 5 Dezimalstellen genau.

Aufgabe. Manstelledie Ergebnisse der verstehenden Tabellegraphischdar,
indem man die Seitenanzahlen n als Abszissen, die Umfinge u, und U, als
Ordinaten betrachtet.

Man erkennt aus der Tabelle und aus der graphischen Darstellung, daB die
Differenzen uy,, — w, und U, — U, immer kleiner werden; jede folgende ist fast
genau % der vorhergehenden, so dal} die Differenzeneine abnehmende Reihebilden.

Die Berechnung der Zahl 7 gestaltet sich bequemer, wenn man nach
Kapitel XXIII ¢, Formel (1) aus u, und U, zuerst U,, und nach Formel (2)
Usp berechnet.

Geschichtliche Anmerkung. Die Berechnung der Zahl z und die
Erforschung ihrer Eigenschaften ist eines der iltesten mathematischen
Probleme, das fast 4000 Jahre die Menschheit beschiftigt hat. Die dlteste
Spur derselben findet sich in dem ,,Papyrus Rhind des British Museum®,
einem mathematischen Handbuche der alten Agypter, das in der Zeit
zwischen 2000 und 1700 v. Chr. von dem Schreiber Ahmes verfaft wurde.
Der hier benutzte Wert von = ist: (19—6)2 = 3,1605, ein Wert von iiber-
raschender Genauigkeit. '

Die Babylonier benutzten den Wert sz = 3, der an Genauigkeit weit
hinter dem dgyptischen Werte zuriickbleibt.

1>
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Der Wert 7 = 3 ist in einer biblischen Stelle (I, Konige, 7, 23; II
Chronika, 4, 2) enthalten. In der Beschreibung des salomonischen Tempel-
baues wird ein grofes Waschgefiall, Ehernes Meer genannt, erwihnt, dessen
Durchmesser auf 10 Ellen und dessen Umfang auf 30 Ellen angegeben wird.

Die erste griindliche Behandlung des vorliegenden Problems verdankt
man Archimedes von Syrakus (287—212); er ermittelte mittels der oben
entwickelten Methode, durch Benutzung der ein- und umgeschriebenen
regelmafigen Vielecke mittels des 96-Ecks

3P <=3l
und setzte deshalb n=3%(= 3,142857), ein Wert, der, wenn es sich
nur um eine mittlere Genauigkeit handelt, noch heute vielfach benutzt
wird. Zur richtigen Wiirdigung der Leistung des Archimedes ist zu bedenken,
daB ithm sowohl die Kenntnis der Dezimalbriiche als auch des arabischen
Ziffernsystems abging. Der erste, dem es weiterhin gelang, fiir die Zahl =
einen genaueren Wert zu finden, war der Mathematiker und Festungs-
ingenieur Adriaan Anthonisz, genannt Metius (1527 Metz — 1607); er fand

i — % = 3,1415929, ein auf sechs Dezimalen genauer Wert.

Mittels der archimedischen Methode berechnete Ludolf van Ceulen
(geboren 1539 zu Hildesheim, gestorben als Professor der Mathematik und
der Kriegswissenschaften in Leyden 1610), indem er bis zum 60 .2% =
= 32212254720-Eck gelangte, die Zahl z bis auf 35 Dezimalstellen. Trotz der
Achtung vor dem riesenhaften FleiBe und der ungeheuren Geduld, die
Ludolf hierdurch bekundete, mufl es uns doch befremdlich erscheinen,
daBl man die Zahl 7z nach ihm die Ludolfsche Zahl nannte, da diese Be-
rechnung keinen Fortschritt in der Losung des Problems bedeutet.

Mittels der durch die hohere Mathematik gefundenen Methoden kann
man die Zahl 7 jetzt bis zu jeder beliebigen Annéherung berechnen. (Der
Englander Shanks hat sie bis auf 707 Dezimalen berechnet.) Die ersten
30 Dezimalstellen lauten:

7 = 3,141592653589793238462643383279.

Diese 30 Stellen kann man leicht durch den nachstehenden franzosischen
Merkvers behalten, in dem die aufeinanderfolgenden Worte des Verses
durch die Zahl der in ihnen enthaltenen Buchstaben nacheinander die

Dezimalstellen von z angeben:
e e 9
. Qué j’aime a faire apprendre

2 6 Sk Sl
Un nombre utile aux sages!

8 9 7 9
Immortel Archiméde, artiste ingénieux!
3.2 5elg o e g
Qui de ton jugement peut priser la valeur?

4 -8 8 i T AR ¥ 9
Pour moi ton probléme eut de pareils avantages!
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Aufgabe 1. Es soll die Linge eines Kreisbogens b als
Funktion des zugehérigen Zentriwinkels a und des Kreis-
halbmessers ausgedriickt werden.

Nach Satz 49 gehoren zu gleichen Zentriwinkeln eines Kreises gleiche
Bogen, die Kreisbdgen -ind also den Zentriwinkeln proportional. Der Bogen b
verhilt sich also zur ganzen Kreisumfang wie sein Zentriwinkel zu 360°,

b:2ar=a:360
R Inra e a
U860 T e
Aufgabe 2. Es soll der Zentriwinkel eines Kreishogens
als Funktion der Bogenlinge und des Kreishalbmessers
ausgedriickt werden.
Es ergibt sich aus der vorangehenden Aufgabe:

= —b- 3609 = L 180°.
2nr r

Ist insbesondere der Bogen & gleich dem Kreishalbmesser r, so folgt:
0
— 71800 =282 _ 57,2060 — 570 177 45,
Tr T
Anmerkung. Bezeichnet man den zum Zentriwinkel a im Kreise
mit dem Halbmesser 1 gehorigen Bogen mit arcus a (abgekiirzt arc a), 'so ist:

arc 57017 45" = 1.
Insbesondere ist:

arc 360° = 2 ;x5 arc 180° = z; arc 90° — 7—;

-

b) Berechnung des Kreisinhaltes.

Da man den Kreis als ein regelmiifiges Vieleck mit dem Umfang U
ansehen kann, so folgt fiir seinen Inhalt J:

J=g.r=nr2, e by

Satz 99. Der Inhalt eines Kreises ist gleich dem Produkte aus dem
Quadrate seines Halbmessers und der Zahl .

Anmerkung. Der Inhalt eines Kreises ist eine Funktion seines Halb-
messers.

Folgerung. Die Inhalte zweier Kreise verhalten sich wie die Quadrate
ihrer Halbmesser oder Durchmesser.

Den Inhalt des Kreises kann man unabhiingig von der vorangegangenen
Berechnung der Zahl zz auch mittels der im Kapitel XXIII abgeleiteten
Formeln 3 und 4 fiir I, und s, ausgehend von einem der fritheren be-
trachteten regelmiBigen ein- und umbeschriebenen Vielecke, berechnen.
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Aufgabe 3. Es soll der Inhalt S eines Kreissektors als
Funktion des zugehorigen Zentriwinkels a« und des Kreis-
halbmessers ausgedriickt werden.

Da nach Satz 49 zu gleichen Zentriwinkeln gleiche Sektoren desselben
Kreises gehéren, so folgt:

By = q':360°
mar?
360

Aufgabe 4. Es soll der Inhalt S eines Kreissektors als
Funktion des zugehdrigen Bogens b und des Kreishalb-
messers ausgedriickt werden.

S:

Nach Aufgabe 3 ist: S = 3 %0 und nach Aufgabe 1: b = 1 8 0 , mithin
ergibt sich:
R A T
=g

Der Inhalt eines Kreissektors ist gleich dem eines Dreiecks, dessen
Grundlinie der Bogen des Sektors und dessen Hohe gleich dem Halbmesser ist?).

Dieses Ergebnis 146t sich auch durch Zerlegen des Sektors in unendlich
kleine Dreiecke ableiten.

Wie kann man den Flacheninhalt eines Kreissegmentes bestimmen?

Aufgabe 5. Es soll der Inhalt I eines Kreisringes (Ka-
pitel XVII, Erklarung 2) aus den Halbmessern » und », (r > r)
der ihn begrenzonden Kreise berechnet werden.

Resultat: I == (r2— r,2).
Wie kann man einen Kreis zeichnen, dessen Inhalt gleich dem eines
gegebenen Kreisringes ist? (2 Losungen.)

¢) Ubungssitze.

1. Errichtet man iiber der Hypotenuse und den beiden Katheten
eines rechtwinkligen Dreiecks nach derselben Seite Halbkreise, so ist das
Dreieck gleich der Summe der beiden halbmondférmigen Flachen-
stiicke zwischen den Halbkreisen. (Lunulae Hippokratis)?).

Anleitung. Man beachte, dall die Halbkreise dhnliche Figuren sind
und wende Satz 93 an.

1) Die Sektorformel S = g r findet sich zuerst bei Simon Stevin (1548 Briigge,

1620 Leiden, Kaufmann, spiter im Staatsdienst als Ingenieur).
) Hippokrates von Chios (um 440 v. Chr., Athen); der nach ihm be-

nannte Satz ist aber erst spiater gefunden worden.
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2. Beschreibt man iiber der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks
als Sehne den Quadranten nach auflen, iiber den Katheten desselben aber die
Quadranten nach innen, so ist das von den drei Quadranten begrenzte
Flichenstiick gleich dem Dreieck. (Man nennt solche von drei Quadranten
begrenzte Figuren Pelekoide, axtéhnliche Figuren.)

Anmerkung. Die beiden Sitze liefern Beispiele fiir die Flichen-
gleichheit gerad- und krummliniger Figuren.

3. Wird der Durchmesser eines Halbkreises durch einen Punkt in
zwei Teile geteilt, und errichtet man iiber diesen Teilen die Halbkreise, so
ist das Flichenstiick zwischen den drei Kreisumfingen gleich dem Kreise,
dessen Durchmesser das im Teilungspunkt errichtete und von gréferem
Halbkreise begrenzte Lot ist. (Der Arbelus oder die Sichel des Archi-
medes.)

4. Werden von einer Strecke 4B von beiden Endpunkten gleiche
Stiicke AC = BD abgeschnitten und iiber der ganzen Strecke und diesen
Stiicken nach derselben Seite, iiber dem inneren Abschnitt C'D aber nach
entgegengesetzter Seite die Halbkreise beschrieben, so ist die Fliche der von
den vier Halbkreisen begrenzten Figur gleich dem Kreise, der die Summen
der Halbmesser der beiden konzentrischen Halbkreise zum Durchmesser hat.
(Das Salinum des Archimedes.)

5. Zieht man in einem Kreise zwei zueinander senkrechte Sehnen
und beschreibt iiber den vier Abschnitten als Durchmesser Kreise, so ist
die Summe der Flidchen der letzteren Kreise gleich der Fliche des ersteren.

6. Ist eine Strecke in beliebige Abschnitte geteilt und sind iiber den
Abschnitten als Durchmesser abwechselnd nach der einen und der andern
Seite Halbkreise gezeichnet, so ist die so entstandene wellenférmige Linie
ebenso lang wie der Halbkreis iiber der ganzen Strecke.

7. Beschreibt man iiber der Hypotenuse eines gleichschenkligen,
rechtwinkligen Dreiecks als Sehne einen Quadranten und als Durchmesser
einen Halbkreis, so ist die entstehende Lunula flichengleich dem recht-
winkligen Dreieck. (Hippokrates.)

) Aufgaben.
1. Wie lang ist der Umfang eines kreisrunden Platzes von 15 m
Durchmesser?

2. Wie lang sind die Reifen der vier Ridder eines Wagens zusammen,
wenn der Halbmesser des Vorderrades 84 ¢m, der des Hinterrades 98 em ist?
3. Welchen Weg legt die Spitze eines 8 cm langen Uhrzeigers zuriick

a) nach einer ganzen Umdrehung?

b) wenn er von der Zahl XI bis auf T, von XII bis V, von V
bis VI riickt?
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4. Wie groB} ist der Halbmesser eines Kreises, dessen Umfang gleich
der Summe der Umféinge zweier Kreise mit den Halbmegsern », =5 m
und r, =9 m ist?

5. In einem Kreise, dessen Halbmesser gleich » = 75 ¢m ist, soll
die Lénge des Bogens von a = 47° berechnet werden.

6. Welcher Zentriwinkel a gehort @) im Kreise mit dem Halbmesser
r = 2 m zum Bogen b = 7 m, b) im Kreise mit dem Halbmesser » — 25 cm
zum Bogen b = 23,6 cm? :

7. Es soll arca (r =1) berechnet werden, wenn a) a = 14°, b) «
— 95015, ¢) a = 10742, d) a = 40’ 36" ist.

8. Essoll der Winkel a berechnet werden, wenn arc a a) 0,336, b) 0,785,
c) 2,427, d) 3,452 ist.

9. Welchen Flichenraum schlieBt der Umkreis einer Stadt ein, dessen
Halbmesser 7 km ist?

10. Wie groB ist die flache Seite eines Zweimarkstiickes, dessen Durch-
messer 2,8 cm ist?

11. Wieviel Platten von 282,6 gcm Flicheninhalt sind zum Belegen
eines kreisformigen Platzes von 18 m Halbmesser erforderlich?

12. Ein Kreis mit dem Halbmesser » = 50 ¢m ist von einem Ring
umgeben, dessen Inhalt I = 1,9 gm betrigt. Wie breit ist dieser Ring?

13. Ein Kreis, dessen Inhalt F = 4,5216 ¢gm, ist von einem Ring,
dessen Breite b = 60 cm ist, umgeben. Wie groB} ist der Flédcheninhalt des
Ringes?

14. Es soll ein Kreis gezeichnet werden, dessen Fliche a) gleich der
‘Summe der Flichen zweier gegebenen Kreise, b) gleich der Differenz der
Flichen zweier Kreise, c¢) doppelt, dreimal, ..... , n-mal so grof} als eine ge-
gebene Kreisfliche, d) halb so groB als eine gegebene Kreisfliche ist.

15. Aus einem Kreise mit dem Halbmesser r ist das eingeschriebene
Quadrat ausgeschnitten worden. Welchen Inhalt besitzt die Restfliche?

16. Wie grof} ist der Inhalt der Restfliche, wenn der Inkreis aus dem
cegelmifigen Sechseck mit der Seite @ ausgeschnitten wird?

17. Welches ist der Flicheninhalt eines Sektors, der im Kreise mit dem
Halbmesser 15 m zum Zentriwinkel a = 25° 6" gehort?

18. Welches ist der Flicheninhalt des Sektors, der zu einem Bogen
von 4,5 m Lénge in einem Kreise mit dem Inhalte 50,24 gm Inhalt gehort?

19. Wie groB ist der Zentriwinkel desjenigen Sektors, dessen Umfang
gleich der Peripherie des Kreises ist?

20. Wie groB} ist der Zentriwinkel desjenigen Sektors, dessen Inhalt
gleich dem Quadrate des Halbmessers ist?

21. Ein Bogen eines Kreises ist gleich dem Halbmesser. Wie grof§ ist
der zugehorige Zentriwinkel und Sektor?
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22, Es soll der Inhalt eines Segmentes, das von einer Seite eines
gleichseitigen Dreiecks und einem Bogen des umbeschriebenen Kreises
begrenzt wird, aus der Seite @ des Dreiecks berechnet werden.

23. Essoll der Inhalt einer von zwei Seiten eines gleichseitigen Dreiecks
und dem zwischen denselben liegenden kleineren Bogen des einbeschriebenen
Kreises begrenzten Figur aus der Seite a des Dreiecks berechnet werden.

24. Drei gleich grofie Kreise mit den Halbmessern # = 5 m beriihren
einander gegenseitig von auen. Man soll den Umfang und den Flécheninhalt
der zwischen ihren Umfingen liegenden krummlinigen dreiseitigen Figur
berechnen.

25. Wie groB ist der Umfang und der Flicheninhalt des zwei Kreisen
gemeinschaftlichen Flichenstiickes, wenn der Mittelpunkt eines jeden der-
selben auf dem Umfange des anderen liegt?

26. Beschreibt man um jeden Eckpunkt eines regelmaBigen Sechsecks
mit der Seite als Halbmesser Kreise, so entsteht eine sechseckige Sternfigur.
Es soll ihr Umfang und Inhalt aus dem Halbmesser berechnet werden.

27. In einem einbeschriebenen gleichseitigen Dreieck sind von den
Eckpunkten aus die Durchmesser des Umkreises gezogen. Beschreibt manum
die Mitten der Seiten mit dem halben Halbmesser des Umkreises Kreisbogen
von einem Durchmesser bis zum andern, so entsteht eine Kreisrosette. Es
soll ihr Umfang und Inhalt aus dem
Halbmesser r des Umkreises berechnet Fig. 179.
werden.

28. Es soll das nebenstehende
MaBwerk (Fig. 179) gezeichnet und die
Lénge der krummen Begrenzungslinien
berechnet werden, wenn AB =27
gegeben ist.

Analysis. Der Halbmesser des == =—=—=—==7 D B
Kreises, der die drei Halbkreise )
beriihrt, sei gleich z; aus dem rechtwinkligen Dreieck CED folgt:

o3 +e—

r= .

3
Konstruktion. Die geometrischen Orter fiir den Mittelpunkt £ sind :
1. Die Senkrechte in C' auf AB.
2. Der Kreis um C mit dem Halbmesser % r.

Anmerkung. Dieses MaBwerk findet sich an vielen Bauten, unter
anderen auch an der Synagoge am Bdrneplatz in Frankfurt a. M.
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29, Es soll die Gerippskizze eines Fensters (Fig. 180) gezeichnet und
die Linge der krummen Begrenzungslinien berechnet werden, wenn 4B — r
gegeben ist.

Fig. 180.

Analysis. Der grofe Bogen
ist ein gedriickter Spitzbogen, dessen
Mittelpunkte durch Vierteilung von
AB gefunden werden. Die beiden
anderen Spitzbogen sind gleichseitig.
Um den Mittelpunkt F des Kreises
mit dem Halbmesser z zu finden,
denke man sich die Zentralen CF
und BF gezogen; dann folgt aus
den rechtwinkligen Dreiecken CFD
und BFD:

CF? — CD? = BF?* — BD?

30. Es soll das Ornament Figur 181 gezeichnet
und die Lénge der krummen Begrenzungslinien
aus 4B — . oerechnet werden.

Analysis. Der Halbmesser des in den gleich-
seitigen Spitzbogen 4BC eingezeichneten Kreises
mit dem Mittelpunkt £ sei x. Dann ist:
r2

(r—ap=at4 7

§

31. Es soll die nachstehende Verzierung des Trégers einer elektrischen

Oberleitung (Fig. 182) gezeichnet und die Linge der krummen Linien aus
EF = ' berechnet werden.

r=g".

Fig. 182.
T Analysis. Der Halbmesser des kleineren Kreises
’ . £ sei BC = z. Da das Dreieck 4 BC rechtwinklig ist,
Bl so folgt: 1
s z=AC.—
‘\\ r V2
\‘\\ AC=ry2 —z—7.
D \\F Mithin ist: V22=rY2—2z—7r
r Ll
a::rv—,_z;1=r(3——21§).
241
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Kapitel XXV.
Anwendung der Algebra auf die Geometrie.

Geometrische GroBen wie Strecken, Fliacheninhalte, Winkel konnen
unter Benutzung einer gleichartigen Grofie als Einheit durch Zahlen dar-
gestellt werden. Man kann daher auf geometrische Grofen das Verfahren
der Algebra anwenden, durch das aus bekannten Zahlen unbekannte
ermittelt werden. Dieses Verfahren besteht darin, dal man aus den bekannten
und unbekannten GroBen (alle auf diesebe MaBeinheit bezogen) mittels
bekannter Beziehungen eine Gleichung aufstellt, diese auflost und den ge-
fundenen algebraischen Ausdruck geometrisch konstruiert. Die zu zeich-.
nenden Gleichungswurzeln diirfen nur vom ersten und zweiten Grade sein,
weil ein Ausdruck dritten Grades keine planimetrische Deutung besitzt.

Die geometrischen Konstruktionen algebraischer Ausdriicke lassen
sich auf eine Anzahl von Grundkonstruktlonen zuriickfithren, die zunéchst
zu behandeln sind.

«) Grundkonstruktionen algebraischer Ausdriicke.

Es sollen a, b, ¢, d bekannte Strecken, m, n, 0 unbenannte ganze Zahlen,
z, y, z gesuchte Strecken darstellen.

Die Konstruktion der Ausdriicke:

=a-} b; 2. x=a—0; . x=a+b—c;
a

4 r=a—b—ct+d; 5 x=ma; 6.0/;:/'7‘

ist ohne weiteres klar.

Wird der Wert der Ausdriicke 2 bis 4 negativ, so hat die Aufgabe nur
dann einen Sinn, wenn nicht nur die Lénge der gesuchten Strecke, sondern
auch ihre Richtung zu beachten ist. Es bedeutet dann — a eine Strecke
von der Linge a, die von einem bestimmten Anfangspunkte aus in der
Richtung abzutragen ist, die der als positiv angenommenen entgegen-
gesetzt ist.

Der Quotient g zweier Strecken ist als Verhiltnis derselben eine

unbenannte Zahl.

Das Produkt < . ¢ eines solchen Quotienten mit einer dritten Strecke

b
oder der Ausdruck
a.
/]

Q

L=

.c
stellt mithin wieder eine Strecke dar. Da aus z — 90—

O —aix
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folgt, so 1Bt sich z nach Kapitel XXI als vierte Proportionale zu b,
a und ¢ zeichnen.

8. w=—5.

D ov—=a: %, so stellt z eine Strecke dar, die sich wie in 7 als

vierte Proportionale zu b und ¢ oder nach Kapitel XXI als dritte Pro-
portionale zu @ und b zeichnen lift.

Wird ein Produkt von Strecken durch ein anderes solches Produkt
dividiert, so stellt ein solcher Quotient stets eine Strecke dar, wenn die Anzahl

der Faktoren des Nenners um 1 kleiner ist ais die der Faktoren des Zihlers.
Ist % B

_a.b.c.d
ety
gegeben, so liBt sich z auch wie folgt schreiben:
LEOR b ¢
gy
Da %—, ;, g als Streckenquotienten unbenannte Zahlen sind, so ist
4, 2 2l jd_ wiederum eine Strecke.
e [ g
Um den Ausdruck
Goied. b.c.d
¢ e.f.g
zu zeichnen, zeichne man zundchst p = a?ﬁ als vierte Proportionale,
dann ist:
p.c.d
r= .
f-g
Man zeichne nun in gleicher Weise
el Ak
f
und dann
R
g

; ; > a® a® ab®
Wie kann man die den Ausdriicken —, —, —— entsprechenden
be b2’ ¢? P

Strecken zeichnen?

Man nennt jeden solchen algebraischen Ausdruck von Strecken, der
selbst wieder eine Strecke darstellt, einen Ausdruek der ersten Dimension.
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Ein Quotient von Streckenprodukten ist demnach von der ersten
Dimension, wenn der Zihler einen Faktor mehr enthilt als der Nenner.

Die Ausdriicke a® und a.b stellen geometrisch den Flécheninhalt
eines Quadrats beziehungsweise eines Rechtecks dar. Ebenso stellt jeder
Quotient von Streckenprodukten, bei dem der Zihler zwei Faktoren mehr
enthilt als der Nenner, geometrisch eine Fliche dar. Ist etwa

x_a b.c.d
e
so kann man auch schreiben:
i el
r=a. ;7,

wodurch unsere Behauptung als richtig erwiesen ist.
Man nennt jeden solchen algebraischen Ausdruck von Strecken, der
geometrisch eine Fliache darstellt, einen Ausdruck der zweiten Dimension.
Da jeder Ausdruck der zweiten Dimension eine Fliche darstellt,
so stellt die Quadratwurzel aus einem solchen Ausdruck geometrisch eine

Strecke dar, namlich die Strecke, deren Quadrat der gegebenen Fliche
gleich ist.

Ist
10. x =7Va .0,
also: 2=—a.b
oder: gLt —c Db

so 1Bt sich z nach Kapitel XXII als mittlere Proportionale zu den Strecken
aund b zeichnen.

Ebenso 1a8t sich, z. B.:
fa /u b.c
11 -‘, 7

zeichnen. Man schreibt:
/2t
=V=-
und zeichnet ad_b nach 7) und  als mittlere Proportionale zu den Strecken

a_T.b und ec.

Sollen die GroBen
12, x =7Va? 4 b3,
13. » =Ja*— b?

gezeichnet werden, so ergibt sich mittels des pythagoreischen Lehrsatzes
im ersteren Falle z als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den
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Katheten ¢ und b und im zweiten Falle als zweite Kathete eines rechtwink-
ligen Dreiecks, dessen Hypotenuse @ und dessen erste Kathete bist. Schreibt
man im zweiten Falle:

2= Ya* — b = (a1 b) (a —b),

so 1aBt sich z auch als mittlere Proportionale zwischen (e - b) und (¢ — b)
zeichnen.

4. x=ay2

Da z=}2a*=)a® - a® =Va .24, so kann z entweder als Hypo-
tenuse eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks oder als Diagonale
eines Quadrats mit der Seite ¢ oder auch als mittlere Proportionale zu
a und 2 a gezeichnet werden.

Wie kann man entsprechend z=a}3 und z=a}5 geometrisch

darstellen? Setzt man @ = 1, so kann man ]/'Q, ]/(75, ]3 geometrisch darstellen.

15. x =Va*+ b2+ 2.
Es 1aBt sich zunichst p = Ja® |- % als Hypotenuse eines rechtwink-
ligen Dreiecks mit den Katheten ¢ und b und

e=1p*+
ebenfalls als Hypotenuse eines zweiten rechtwinkligen Dreiecks mit den
Katheten p und ¢ zeichnen.
Wie kann man 2z = Ja®+ 02 —¢® und z = Ja* 02 & —d®

zeichnen?
16. x =7a b £+ ca.

Man zeichnet p = Ja b und ¢ = Jcd als mittlere geometrische Pro-
portionalen und erhilt dann:

v=1p"+ ¢
durch Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes.
Aufgabe.
Man zeichne:
ab ; bicidsi= A
= -—, z=YV2a2—ab, L b z_L______g.
Yed " ' AL h

Anmerkung. Aus dem Vorangegangenen ist ohne weiteres klar,
daB man durch Addition und Subtraktion sowie auch durch Gleichsetzen
nur Ausdriicke gleicher Dimension miteinander verbinden kann, denn man
kann keine Strecke zu einer Fliche addieren, noch kann eine Strecke einer
Flache gleich sein. Gleichungen, die bei der in dem folgenden Abschnitt zu
behandelnden algebraischen Losung geometrischer Aufgaben auftreten,
miissen daher in allen ihren Gliedern von gleicher Dimension oder
homogen sein.
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Ubungsaufgaben.

Es sollen folgende Ausdriicke gezeichnet werden:
l.x:aVE; 2.:z::al/ 3 . z=a(l4-7Y2);
4. z=a(Y3—1); 5. z=a(l | V5); 6. z2=a(y3-—12);

|

we=a}2+ 073 8. z=a)5—bY3; 9.x:a|%—bl/%: e

2 2 s L M
10. e ® i : 11. z = }2a% —be; 12, 2= lx'a‘-’—-b—c'

c s

13. z=}2a> 302 145z — ]//az—}—}faL{—b‘*.
Anleitung zu 14.

b) Konstruktionsaufgaben mit algebraischer Analysis.

Aufgabe 1. Es soll eine gegebene Strecke e innen nach
stetiger Proportion geteilt werden.

Losung. Es sei zdergroBere Abschnitt der zu teilenden Strecke 4B = a;
dann ist der kleine-e Abschnitt @ — z, und man erhélt die Bestimmungs-
gleichung:

a:r=2z:(a—2),

oder: atHghe = a2

Die Losung dieser quadratischen Gleichung ergibt

=g e

// \2
Determination. Da ]/ (%) -+ a? groBer ist als %’ so wird  positiv,

wenn wir nur das Pluszeichen vor der Wurzel beriicksichtigen. Durch Be-
nutzung des unteren Vorzeichens erhilt man fiir « einen negativen Wert,
der zu einem Teilungspunkte fiihrt, der auf die Verlingerung von BA
fillt; dieser Punkt aber erfiillt nicht die Bedingung, da die begrenzte
Strecke ‘@ in der verlangten Weise geteilt wird.

www.rcin.org.pl



176
Iig. 183. L)
e A
Y il iy
/ X
/, .
/ / AG
/I/ .'/ // \\
/ ¢ ‘5
/ { gl |
{ DN |
{ = i i
ot S i /
i =l i ~
L = ! SR
F A E B
a

Konstruktion. (Fig. 183.) Man errichte auf 4 Bin B das Lot BC' = 3

so ist 4C = V( > -+ a?; tragt man dann von C aus auf C4 die Strecke

CD=- ab 80 ist A D = z. Macht man nun noch AE = 4D, so ist E der

gesuchte Teilpunkt. Es ist sofort ersichtlich, dal die sich ergebende Kon-
struktion mit der in Kapitel XXII, IV. gegebenen identisch ist.

Anmerkung. Der in der Determination ausgeschiedene Wert

( —{—V( >+a2> ist nicht ohne geometrische Bedeutung Ver-
lingert man AC bis zum Schnittpunkte G des um C mit 3 geschlagenen

Kreises, so ist 4G gleich dem absoluten Werte von z. Tragt man auf der

Verlingerung von BA die Strecke 4F — AG ab, so ist:
(@-t2)y:z=2:0

Der zweite Wert von z liefert also die Losung der unserer gegebenen
Es soll eine gegebene Strecke a so ver-

Aufgabe verwandten Aufgabe:
lingert werden, dafl die Verlingerung die mittlere Proportionale ist zwischen

der gegebenen und der ganzen verlingerten Strecke.

Die beiden Werte von z ergeben mithin die Losung der allgemeineren
Aufgabe: Es soll auf der durch die Punkte 4 und B bestimmten Geraden
ein Punkt so bestimmt werden, daf sein Abstand von 4 die mittlere Pro-
portionale zwischen seinem Abstande von B und der Entfernung der gege-
benen Punkte 4 und B ist. In dieser Aufgabe sind mithin die beiden vorher

behandelten Aufgaben als Spezialfille enthalten.

In dhnlicher Weise liefert haufig die algebraische Losung geometrischer
Aufgaben, wenn sie fiir die zu suchende Strecke einen positiven und negativen
Wert ergibt, die Losung einer allgemeineren Aufgabe, in der die gestellte

Aufgabe als Sonderfall enthalten ist.
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Aufgabe 2. Es soll in einen Kreis mit dem Halbmesser 7° ein Rechteck
mit gegebenem Umfange 2 s gezeichnet werden.

Lésung. Bezeichnet man die Seiten des Rechtecks mit @ und y,

so muf}:
l.z4y=s

sein. Da die Diagonalen des Rechtecks gleich dem Kreisdurchmesser sind,
so ergibt sich nach dem pythagoreischen Lehrsatze:

2. a4 y=4r>%
Aus (1) folgt:
y=s—=.

Setzt man den Wert von # in (2) ein, so erhélt man:

(s —ax)2=41r2

82

B it e Py Sh R
& §o=—27r 5
s 82
r=—-+ |22 —=
2—l,~ 4

s / s
y:§3F l/27'2—"z.

Da die Werte von z und y sich vertauschen lassen, so hat die Aufgabe
nur eine Losung. Ist  die groBere und y die kleinere Seite, so ist:

s i
xzé—i—V272—Z

2

s 1/ s
gl o i
?/ 2 I// r 4

Determination. Damit die Aufgabe eine Losung besitzt, miissen:
1.  und ¥ reell,

2. z und y grofer als Null und kleiner als 2 r sein.

1. z und ¥ sind reell, wenn:

L

I<27'2
8 == =
§<TV2

L sZ2ry2.

1
Schwab, Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterricht in der Geometrie. 1. Teil, Ausg. A. 2
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Fir s =272 wird z = y = ‘—;, d. h. das gesuchte Rechteck ist ein
Quadrat. Mithin hat von allen Rechtecken, die man in einen ge-
gebenen Kreis einzeichnen kann, das Quadrat den grdBten
Umfang.

2. z ist immer groBer als Null; damit y groBer als Null ist, muf:

2 / z_f
3 §2 1
82 2

Bemlg Biitis

e

2

%‘/21‘2

1155 =2 dein.

Ist @ <C2 r, so ist selbstverstandlich auch y <72 r. Damit aber z < 2r
bleibt, muﬁ:
LA gl
D 3 —1/272—-Z seln.
Hieraus folgt:

S / 2
2r — = 0 ikt
-
2>l‘.47' i

472 —2rs {—s—2>27‘-’—~8—2
4 4
§2
2r2—~2rs—{—§>0
§2
rz—rs+z>0

(r e %>2> 0.

Diese Bedingung ist fiir alle Werte von s und 7 erfiillt, wenn nicht

ist. Damit also die vorliegende Aufgabe eine Losung besitzt, mull:

1) s 22712, 2) s>2r

s
r==
2
sein.

. Konstruktion. (Fig 184.) Man errichte auf dem beliebigen Durch-
messer AC' im Kreismittelpunkte die Senkrechte M E = r, verbinde 4 mit E,
so ist AE? = 2¢2 Uber AE als Durchmesser zeichne man den Halbkreis
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und trage in denselben 4F — —32— als

Sehne ein, verbinde # mit E, so ist
ot / # .
il — l 27 — T Verliangert man

AF bis zam Durchschnittspunkt B §
mit dem Kreise und verbindet B
mit E, so ist < EBF = 45° als
Peripheriewinkel iiber dem Quad-
ranten AE. Da <X EFB =1 R,
so ist auch < FEB — 45° und
mithin BF = EF. Also ist AB

Yor-5=

S

=5+

_J

z1 AB und verbindet D mit 4, so ist ABCD das gesuchte Rechteck.

/271 —— = Verbindet man dann B mit C, zieht CD parallel

Aufgabe 3. Es soll ein gegebenes Drei-
eck durch eine Gerade von gegebener Richtung
halbiert werden.

Losung. (Fig. 185 a.) Es sei 4BC das
gegebene Dreieck, seine Seite BC sei gleich a,
die gegebene Richtung sei die der Geraden L.
Ist EF die verlangte Teilungslinie, so ziehe
man AD parallel EF und bezeichne CD
mit d. Ist CE = z, so folgt:

A CEF : A ADC = 22 : g2 . (Satz-91)

AAD(’ NABC =1 va

A CEF : A S R e 3 B

Fig. 185 a.

Da aber: A CELF 1 A ADBC
sein soll, so folgt:

o

Determination. Der negative Wert von a liefert keine Losung
der Aufgabe, da E dann aulerhalb des gegebenen Dreiecks fillt. Damit
12*
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unsere Aufgabe eine Losung hat, mull aber auch F auf C4 fallen, es mufl
also  <7d, oder

a.§<d
g<d, oder
2
d>g sein.

LaBt man die Bedingung d > % fallen, so losen beide Werte von z die

Aufgabe: Es soll von einem gegebenen Winkel €' durch eine Gerade, die der
gegebenen Geraden L parallel ist, ein

Fig. 185 b. Dreieck abgeschnitten werden, dessen

Inhalt gleich der Hilfte des Inhaltes
eines gegebenen Dreiecks ABC ist.
Der negative Wert von z liefert dann
eine Linie fiir den Scheitelwinkel von C.

Konstruktion. (Fig. 1855.) Man
ziehe AD parallel L, errichte itber BC
den Halbkreis und im Mittelpunkte &

L von DC das Lot auf BC, das den Halb-
kreis in H schneidet. Verbindet man H

B DB G 4 mit C, so ist CH:],/a.g: z. Be-

schreibt man mit CH um C den Kreis, der BCin E trifft und zieht EF
parallel L, so ist EF die gesuchte Halbierungslinie.

¢) Ubungsaufgaben,

1. Es soll eine gegebene Strecke a so geteilt werden, daB das Quadrat
tiber dem gréBeren Abschnitt gleich dem doppelten Rechteck aus der ganzen
Strecke und dem kleineren Abschnitt wird.

2. Es soll eine gegebene Strecke a so geteilt werden, dafl das Rechteck
aus den beiden Abschnitten gleich der Differenz der Quadrate dieser Ab-
schnitte wird. v

3. Essoll eine gegebene Strecke a so geteilt werden, dafl die Quadrate
der Teile sich wie 2:1 verhalten.

4. Es soll ein Quadrat gezeichnet werden ads der Summe s der
Diagonale und der Seite.

5. Es soll ein gleichseitiges Dreieck aus dem Unterschiede d der Seite
und Hohe gezeichnet werden.
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6. Es soll ein gleichseitiges Dreieck mit gegebenem Inhalt /2 gezeichnet
werden.
7. Es soll ein rechtwinkliges Dreieck gezeichnet werden aus der Hypo-
tenuse ¢ und dem Verhiltnisse der Katheten ¢ :b=1:2.
8. Es soll ein rechtwinkliges Dreieck gezeichnet werden aus der einen
Kathete @ und der Projektion ¢ der andern Kathete b auf die Hypotenuse.
9. Es soll ein rechtwinkliges Dreieck gezeichnet werden aus der Hypo-
tenuse ¢ und der Differenz der Katheten z —y =d.
10, Es soll ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck aus dem Um-
fange u gezeichnet werden.
11. Essoll ein gegebenes Quadrat a®in ein Rechteck verwandelt werden,
von dem der Unterschied der Seiten gleich d ist.
12, Es soll ein gegebenes gleichseitiges Dreieck mit der Seite @ in ein
Quadrat verwandelt werden.
13. Es soll ein gegebenes Dreieck in ein gleichseitiges Dreieck ver-
wandelt werden.
14. Es soll ein gegebenes Trapez durch eine Parallele zu den beiden
parallelen Seiten halbiert werden.
15. Es soll in ein gegebenes Quadrat ein anderes mit der gegebenen
Seite ¢ einbeschrieben werden.
16. Es soll in einen gegebenen Halbkreis ein Quadrat einbeschrieben
werden.
17. In einem gegebenen Kreise ist eine Sehne von der Linge a gezogen.
Man soll durch ihren Mittelpunkt eine Sehne so ziehen, daB deren Teile sich
wie 1:2 verhalten.
18. An einen gegebenen Kreis ist eine Tangente von der Linge ¢ ge-

zeichnet; man soll von ihrem Endpunkte aus eine Sekante so ziehen, daf sie
durch den Kreis halbiert wird.
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II. Trigonometrie.

Kapitel I.

Einleitung.

a) In der Planimetrie wurde gezeigt. dal zur Restimmung eines Drei-
ecks drei seiner Stiicke, unter denen sich eine Seite befinden muB, aus-
reichend sind, daB also ein Dreieck eindeutig bestimmt ist:

1. durch drei Seiten,

2. durch zwei Seiten und den von ihnen eingeschlossenen Winkel,
3. durch zwei Neiten und den Gegenwinkel der grofieren dieser Seiten,
4. durch eine Seite und zwei Winkel.

Es wurde in der Planimetrie ferner gezeigt, wie man durch Zeichnung
aus drei der GroBe nach gegebenen Stiicken eines Dreiecks die iibrigen der
GroBe nach finden kann. Es soll dieses Verfahren hier nochmals an einem
Beispiel erlautert werden.

Aufgabe. Es soll die Entfernung z eines Punktes 4 von dem wegen
eines Hindernisses unzuginglichen Punkte B durch Messung bestimmt
werden.

Losung. (Fig. 1.) Man messe von 4 aus eine Standlinie 4C = b und
die an ihr liegenden Winkel BAC = a und B('4 = y, dann ist die gesuchte
Entfernung = die eine Seite des véllig bestimmten
Dreiecks .4 BC.

Nun zeichnet
man das Dreieck in
v hinreichend verklei-
\ nertem Mafstabe

o 4,B,C,, indem man
\ z. B. die Seite b
[ e ) 4 ; , 1000 mal verkleinert.

4 Dann miBt man auf
dem Zeichenbrette die Seite 2. Man kennt dann die Standlinie b, die
verkleinerte Standlinie b, sowie die Seite #, des verkleinerten Dreiecks. Aus
der Ahnlichkeit der Dreiecke 4BC und A,B,C, ergibt sich die Proportion:

e e=01l

_bz
=
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Zahlenbeispiel. Man habe Fig. 2.
B, durch Messung gefunden:
b=622m
X a = 75,7°
< pi—"080
Durch Zeichnung des Drei-
ecks 4 B/C, in wahrer Grofe
(Fig. 2) erhalt man:

z, = 99,8 mm.

Folglich ergibt sich:

99,8 mm B,
3= —62,2 . 62,2 m =
oy
— m . 62,2 m — 99,8 m.

b) 1. Zum Festlegen einer
Standlinie. (Basis) benutzt
man sogenannte Flucht- oder
Absteckstidbe, die zum beque-
meren Einstecken mit eisernen
Spitzen versehen sind; auBerdem
sind sie zum leichteren Erkennen
von 25 zu 25 ¢m mit zweioderdrei

Farben wechselnd angestrichen.
Zu Lingenmessungen verwendet man Me latten und MeBbédnder.

2. Bei den praktischen Anwendungen handelt es sich neben den
Liangenmessungen hauptsichlich um Winkelmessungen, und zwar meist
um die Messung von Winkeln, die von Visierlinien gebildet werden.

Unter der Visierlinie eines Punktes versteht man die Linie, die
durch den Punkt und das Auge des Beobachters geht.

Bei dem Feldmessen handelt es sich hauptsichlich um das Messen von
Winkeln in horizontaler Ebene.

Bei Hohenmessungen mufl der Winkel bestimmt werden, den die
Visierlinie nach einem Punkte des zu messenden Gegenstar des mit einer
durch das Auge gezogenen wagerechten Geraden bildet.

Liegt der Winkel ¢ iiber der wagerechten Geraden MN (Fig. 3), so
nennt man ihn Erhebungswinkel (Elevationswinkel), liegt er unter-
halb der wagerechten Geraden (X NAC = 9), so heilt er Senkungs-
winkel (Depressionswinkel).
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Fig. 3. Der Sehwinkel (Gesichts-
winkel), unter dem eine Strecke
AB gesehen wird, ist der Winkel,
den die Visierlinien nach den End-
punkten 4 und Bmiteinander bilden.

3. Zum Messen der Winkel,

N welche die Visierlinien miteinander

bilden, dienen verschiedene Instru-

/ mente, deren Gebrauch sich auf

¢ optische Gesetze stiitzt, so z. B. der

Winkelspiegel, das Winkelprisma,

der Spiegelsextant, der sogenannte

T'eldwinkelmesser (von Ohmann)und

der Theodolit. Von diesen sollen

die beiden letzteren hier beschrielen
werden.

Die Fig. 4 gibt eine Abbildung
des Ohmannschen Feldwinkelmessers.

Den Hauptteil des Apparates
bildet ein Kreis mit versilberter Tei-
lung (Teilkreis). Er istin 360 ganze
Grade geteilt und durch drei Spei-
chen mit der Mittelachse verbunden.
An den vier Hauptteilpunkten des
Teilkreises (09, 90°, 1809, 270°) sind feststehende Visiervorrichtungen ange-
bracht; sie bilden das ,, Winkelkreuz‘‘ des Apparates und dienen zum Abstecken
von rechten Winkeln. Die beiden Visiere bei 0° und 90° haben je zwei Seh-
offnungen, die beiden anderen dagegen je ein rechteckiges Fenster mit einem
Pferdehaar. Durch die vier Visiere sind zwei sich rechtwinklig kreuzende
Visierebenen festgelegt. Der Apparat wird mit seiner Achse in der Hiilse eines
Stativs, dessen Stiitzen verlingert und verkiirzt werden konnen, befestigt.
MittelseinerWasserwage kann der Apparat zur Messung von Horizontalwinkeln
wagerecht gestellt werden. Um den Standpunkt (die Projektion des Mittel-
punktes des Apparates) zu erhalten, bringt man an einem in der Mitte ange-
brachten Haken ein Senkblei an.

Um mit dem Apparat beliebige Winkel messen zu konnen, kann man
im Mittelpunkte des Teilkreises einen drehbaren Zeiger aufsetzen, der an
einem Ende einen Nonius hat. Dieser Zeiger trigt zwei Visiere, die nach
demselben Prinzipe gebaut sind, wie die vier festen; sie sind jedoch doppelt,
s> dal man nach zwei entgegengesetzten Richtungen visieren kann. Der
Nonius ist ein Stiick eines geteilten Kreises, der von seinem Nullpunkte
aus nach beiden Seiten die Lénge von 11 Teilen des Hauptkreises hat; er
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ist in zweimal zwolf gleiche Teile geteilt, so daBl ein Noniusteil um 1l2 kleiner
ist als ein Abschnitt des Hauptkreises. Da letzterer in Grade geteilt ist, so
gibt ein Noniusabschnitt 1%0 = 5Can.

Um mit dem Apparate jetzt den Winkel zu messen, den die Visier-
linien von einem Endpunkte 4 oder B einer Standlinie 4B nach einem
beliebigen Geegenstande mit der Standlinie 4 B bilden, stellt man den Apparat
in 4 oder B auf, bringt die Visierebene des Zeigers in die Richtung der
Standlinie, dreht dann den Zeiger nach rechts oder links, je nach der Lage
des Gegenstandes, den man anvisieren will und liest am Nonius die Winkel-
grofe ab.

Mittels eines an der Hiilse des Apparates angebrachten Scharniers
kann man den Apparat umklappen und den Teilkreis senkrecht stellen, so
dal3 der Apparat dadurch zum Messen von Hohenwinkeln benutzbar ist.
Zum genauen Senkrechtstellen des Teilkreises als Hohenkreis ist am Ende
der einen Speiche ein Pendel befestigt, das bei senkrechter Stellung des
Kreises gerade auf die gegeniiberliegende Dreiecksspitze der unteren Speiche
weist.

Der Theodolit (Fig. 5), der ebenfalls zum Messen von Winkeln in
horizontaler und vertikaler Ebene dient, hat als Hauptbestandteil ein
astronomisches Fernrohr, das sowohl .
um eine horizontale als auch um eine ¥
vertikale Achse drehbar ist. In dem o TN
Okular des Fernrohres ist ein aus zwei
sich rechtwinklig schneidenden Fiden
(Spinnwebefiden) bestehendes Faden-
kreuz angebracht. Der Schnittpunkt
dieses Fadenkreuzes liegt auf der
optischen Achse des Fernrohres und
dient dazu auf den zu visierenden
Punkt scharf einzustellen. Die Hori-
zontalstellung der Fernrohrachse er-
moglicht eine Libelle (Wasserwage).
Die Grofe der Drehung der Fern-
rohrachse von der horizontalen An-
fangslage aus in horizountaler oder
vertikaler Ebene wird an einem Hori-
zontal- beziehungsweise Vertikalkreise
mittels des Nonius abgelesen.

¢) Das unter a) beschriebene zeichnerische und messende Verfahren
ist. wenn es sich um méglichste Genauigkeit handelt, wegen der Unzuling-
lichkeit unserer Sinne und der Unvollkommenheit der Zeichenwerkzeuge
nicht ausreichend und in vielen Fillen auch unausfiihrbar.

www.rcin.org.pl



186

Da es sich nun in allen Teilen der angewandten Mathematik, in der
Geodéisie, der Schiffahrtskunde, der Astronomie, der Mechanik darum
handelt, aus den in Zahlen gegebenen Stiicken eines Dreiecks die dadurch
bestimmten Stiicke mit moglichster Genauigkeit zu finden, so reicht das
zeichnerisch-messende Verfahren in allen diesen Fillen nicht aus. Wir miissen
daher einanderes, von unseren Sinnen und WerkzeugenunabhéngigesVerfahren
aufsuchen, um diese Aufgaben mitder geforderten Genaunigkeitlosen zukinnen.

Dieses Verfahren bildet den Gegenstand der Trigonometrie, die lehrt,
wie man aus den in Zahlen gegebenen Stiicken eines Dreiecks die dadurch
bestimmten Stiicke berechnen kann.

Alle durch Rechnung erhaltenen Ergebnisse sind von der Unzu-
linglichkeit unserer Sinne ganz unabhiingig und daher ebenso genau und
zuverldssig wie die Gesetze des Rechnens selbst.

Die Anfinge der Trigonometrie reichen zuriick bis zu den Zeiten
des griechischen Mathematikers Hipparch von Nicda (161—126 v. Chr.
in Rhodus und Alexandria); aber erst 1600 Jahre spiter fand die Aufgabe
der Dreiecksberechnung eine nach allen Seiten hin befriedigende Losung.

Die Hauptschwierigkeit bestand darin, dall Seiten aus Winkeln und
umgekehrt berechnet werden miissen, denn zu diesem Zwecke miissen beide
Arten von Grofen durch Gleichungen verbunden werden. Gleichungen
lassen sich nur zwischen gleichartigen GroBen aufstellen, also nicht un-
mittelbar zwischen Winkeln und Seiten. Die Schwierigkeiten wurden iiber-
wunden durch die Einfithrung der trigonometrischen Funktionen;
diese haben mit den Seiten und Winkeln die Eigenschaften der absoluten
Grofle gemeinsam; sie dienen daher als Bindemittel zwischen Seiten und
Winkeln.

Kapitel II.
Die trigonometrischen Funktionen.

Jedes Dreieck 1aft sich durch das Lot von einem Eckpunkte auf die
gegeniiberliegende Seite in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegen. Es lifRt
sich daher die allgemeinere Aufgabe der Dreiecksberechnung auf die Losung
derselben Aufgabe fiir das rechtwinklige Dreieck zuriickfiihren.

«) Winkelfunktionen im rechtwinkligen Dreieck.

Fig. 6.

Fillt man von dem beliebigen Punkte B des Schen-
B Lels eines gegebenen spitzen Winkels a (Fig. 6) das Lot BC
auf den andern Schenkel, so entsteht ein rechtwinkliges
Dreieck 4 BC mit der Hypotenuse 4B = ¢ und den Ka-
theten BC' = a und AC = b. Werden diese Seiten in einer
beliebigen Lingeneinheit gemessen und durch Zahlen aus-
gedriickt, so sind die Verhéltnisse je zweier dieser Seiten
b ¢ durch die GroBe dieses Winkels a vollkommen eindeutig
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vestimmt. Alle rechtwinkligen Dreiecke, die denselben spitzen Winkel «
enthalten, sind dem Dreieck 4 BC' ihnlich und stimmen zufalge der Ahnlich-
keit mit thm in allen Seitenverhéltnissen iiberein.

Zur Bestimmung des Winkels « hat man sechs Seitenverhiltnisse:

L]
[ R T S
oy G G
und ihre Umkehrungen:
e.liner =l
w2 il

Man benutzt von diesen Seitenverhiltnissen nur die folgenden vier:
@

& .ll, —, 2 und bezeichnet:
Gl b a

b

a 5 :
o als Sinus des Winkels al),

b ! .
— als Kosinus des Winkels ¢,
¢

a

7 als Tangente des Winkels ¢,

b ;
- als Kotangente des Winkels ¢,
¢

oder in abgekiirzter Schreibweise:

a -

— = sin «a,
=

b

— = cos «a,
C

« ‘

— =1y «
b q a,
. 1

— =colg «
= q

') Die Einfiihrung der Sinusfunktion verdanken wir den Indern. Sie erkannten
zuerst den Vorteil, der in der Verwendung der halben Sehnen und des halben der Sehne
gegeniiberliegenden Zentriwinkels lag. Bei dem #ltesten indischen Astronomen, dessen
Schriften uns bekannt sind, Aryabhatta (geboren 476 n. Chr.) findet man die Sinus-
geometrie bereits fertig entwickelt. Die Inder nannten die halbe Sehne des doppelten
Winkels ardhajya (Halbsehne). Die vielfache Verwendung dieses Fachausdruckes lieB
das kurze jya oder jiva (Sehne) iiblich werden. In dieser Form lernten es die Araber
kennen und nahmen es als technisches Fremdwort dschiba, abgekiirzt dschb in ihren
Sprachschatz auf. Die abgekiirzte Bezeichnung wurde wahrscheinlich mit dem echt
arabischen Wort dschaib (Busen, Bausch, Tasche) verwechselt, und es fand dieses
Wort dann als Fachwort Anerkennung. Das lateinische Wort sinus ist demnach eine
wortliche Ubersetzung dieser arabischen Bezeichnung,
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In Worten lauten diese Definitionen:

Im rechtwinkligen Dreieck ist

der Sinus eines spitzen Winkels das Verhiltnis der
gegeniiberliegenden Kathete zur Hypotenuse,

der Kosinus eines Winkels das Verhiltnis der an-
liegenden Kathete zur Hypotenuse,

die Tangente (Tangens) eines Winkels das Verhiltnis
der gegeniiberliegenden Kathete zur anliegenden,

die Kotangente (Kotangens) eines Winkels das Ver-
hiltnis der anliegenden Kathete zur gegeniiberliegenden.

Diese vier von der Grofle des Winkels abhidngigen Streckenverhiltnisse
werden die trigonometrischen Funktionen des Winkels genannt. Sie sind als
Streckenquotienten reine Zahlen.

Fiir den Winkel g des rechtwinkligen Dreiecks 4BC ergibt sich:

L) :%:cosa
cosﬂ:%:sina
p=2 = iy
coly = 3 = tg .

vt . . . .
Da f=90° — ¢, so lassen sich diese Beziechungen auch wie folgt

schreiben: sin ¢ = cos (90° — ¢)

cos a == sin (90° — )
tg o == cotg (90° — «)
cotg @ = tg (90° — q).

Sinus und Kosinus einerseits, Tangente und Kotangente anderseits
sind zueinander Kofunktionen. Wir haben daher den Satz:

Jede Funktion eines Winkels ist die zugehorige Ko-
funktion seines Komplementwinkels.

Anmerkung. Aus dieser Beziehung erklirt sich die Entstenung der
Worter Kosinus und Kotangente aus sinus complementi ¢ und tangens
complementi e. :

Folgerung. Zur Berechnung von Tabellen der Werte der trigono-

metrischen Funktionen der Winkel ist nur die Berechnung der Werte fiir die
Winkel vor 0° bis 45° erforderlich.

Ubungsaufgaben.

1. Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben:
@) =300  b) a=45°,
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Es soll das Dreieck der Gestalt nach gezeichnet, seine Seiten mit dem
Millimetermafstabe gemessen und die Seitenverhaltnisse bestimmt werden.
2, Von einem rechtwinkligen Dreieck ist gegeben:
£=2 b Lo s

g5 L

C) 3‘ = %-

Es sollen die Dreiecke der Gestalt nach gezeichnet und die GroBe ihrer
Winkel mit dem Transporteur ermittelt werden.

3. Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks ist ¢ = 25 mm,
die Kathete a = 15 mm. Man soll das Dreieck zeichnen und die trigono-
metrischen Funktionen seiner spitzen Winkel berechnen.

4. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks sind a = 37 mm,
b =20 mm. Man soll das Dreieck zeichnen und die trigonometrischen
-Funktionen seiner spitzen Winkel berechnen.

a)

b) Beziehungen zwischen den Funktionen desselben Winkels.

1. Aus den unter a) gegebenen Definitionen der Funktionen Tangens
und Kotangens

a b
tga—z-, cotga—~;

ist ersichtlich, daB die Werte der beiden Funktionen fiir denselben Winkel
zueinander reziprok sind; also ist:

1 1
tga.cotga—1; tga—cotga, COtga_tg—a'
2. Es ist ferner:

a
SN « e a
= — = — = tg a
cos « b b
c
b
cos o ¢ b
; = — = — = colg a.
s a o
c
sin a cos «a
g a = 5 colga— ——.
cos a sin a
3. Da
. @ b 3
8N & =—=—;. CO8 0 — —,
c c
s0 ist:
: ab DR ghela PR el
am2 2 N LIS i ey S G D e
sim?® ¢ 4~ cos? o = - +- - o = 1

sin®a + cos*a = 1.
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Aus letzterer Gleichung folgt:

sina =11 —cos*a; cosa=11—sin®a.

Mittels der abgeleiteten Beziehungen ist es mdoglich
aus einer gegebenen Funktion eines Winkels die iibrigen
Funktionen zu berechnen.

Aufgabe. 1. Durch Zeichnung eines rechtwinkligen Dreiecks mit dem
Winkel a und Ausmessung seiner Seite wurde sin 20° = 0,34 gefunden; es
sollen die iibrigen Funktionen durch Rechnung gefunden werden.

Losung. Aus der Gleichung:
stn? 200 - cos? 20° = 1
erhéilt man: cos? 200 = 1 — sin? 20°
cos 20° = |1 — sin? 20°
(1) cos 20° = J1—0,1156 = }0,8844 = 0,94.

ono __ St 200
Aus g 200 = 5300
4
erhilt man (2) tg 20° = g’% = 0,36.
o _ 008 200
Aus cotg 20 S 00
folat ¥ 3 cotg 20° — (ﬂ 3 fr )
5 v 0,34

Aufgabe. Es sollen die iibrigen Funktionen berechnet werden, wenn
eine der vier Funktionen sin a, cos a, lg a, colg a gegeben ist.

Die sich ergebenden Resultate sind in der nachstehenden Tabelle
zusammengestellt :

” Gesucht:
Gegeben: |
“ sin a cos a lg a coty a
sin a - gy ot e e L SO e T T
V1 —sin®a sina
cos a 11 —cos* a - V1 —cos’a P il Ul
cos a V1 —cos?a
| iy Al
I 17
ga | b L e s
I V1+tg2a V1 4+t a tga
{ i WU
ooly-d 1 coty a 1 L
V1 + cotg® a V1 + cotg® a cotg a
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Anmerkung. Bei der Losung der vorangehenden Aufgabe kann man
auch die folgenden Beziehungen benutzen. Aus dem pythagoreischen Lehr-
satze fiir das rechtwinklige Dreieck, wonach

a2 _l_ P = ot
ist, folgt, wenn man der Reihe nach durch ¢2, b2 und a2 dividiert:

a? b2

a? c?
g il

o2
2

be
1 —_— T —

hemind
und mit Benutzung der Funktionszeichen:

sin? o+ cos?« =1

- 2=
13-4 cos? o
1
1 2 = ——
-+ cotg® « oo

c) Verlauf der trigonometrischen Funktionen bei verinderlichem Winkel.
1. Verlauf der Sinusfunktion.

Ist in einem rechtwinkligen Dreieck 4 BC die Hypotenuse 4B gleich
der Léngeneinheit, so bestimmt die dem Winkel « gegeniiberliegende Kathete
durch jhre Linge, gemessen durch die Lingeneinheit, die GréBe des Sinus

Fig. 7.

des Winkels «. Zeichnen wir uns (Fig. 7) eine Anzahl von rechtwinkligen
Dreiecken mit der Hypotenuse als Liingeneinheit, in denen der Winkel «
von 0° bis 90° wiichst, so wichst die diesem Winkel gegeniiberliegende
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Kathete von 0 bis zu 1. Ist der Winkel BAB, gleich Null, d. h. fillt 4 B auf
AB,, so ist die Kathete BC gleich Null, und es ist
sin 00 =20
Fillt mit wachsendem Winkel 4B mit A4 By zusammen, so wird BC
= AB; =1, und es ergibt sich

s 900 = 1.
Zur besseren Ubersicht sind auf einer Abszissenachse die Léngen der
Bogen B(B, BB...... B,B; als Abszissen und die zugehorigen Sinuswerte

als Ordinaten aufgetragen. Die schwarz ausgezogene Kurve lait den
Verlauf der Sinusfunktion im Intervall von 0° bis 90° erkennen. Es folgt:

Wichst ein Winkel von 0° bis 90° so wichst sein Sinus von

0 bis 1.
2. Verlauf der Kosinusfunktion.

Ist in einem rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse gleich der Léngen-
einheit, so bestimmt die dem Winkel a anliegende Kathete durch ihre Linge,

Fig. 8.
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gemessen durch die Lingeneinheit, die Gréfe des Kosinus des Winkels a.
Aus Figur 7 folgt dann, daB, wenn der Winkel a von 0° bis 90° wichst, die
dem Winkel anliegende Kathete von 1 bis 0 abnimmt. Ist der Winkel B4 B,
gleich Null, so ist die Kathete AC gleich 4B, = 1, daher

0800 = 1.
Wird der Winkel 4 BC = 909, so ist die Kathete 4C = 0 und daher:
cos 90° = 0.

Auch hier 1dBt sich der Verlauf der Kosinusfunktion graphisch dar-
stellen; die rote Kurve in Figur 7 stellt den Verlauf dar.

Es folgt:

Wichst ein Winkel von 0° bis 90 so nimmt sein Kosinus
von 1 bis 0 ab.

Um die Zahlenwerte der Sinus- und Kosinusfunktion bequem aus der
graphischen Darstellung ablesen zu kénnen, sind die Funktionen in Figur 8
nochmals auf Millimeterpapier gezeichnet. Der Winkel von 1° wird durch
eine Strecke von 1 mm dargestellt; als Léngeneinheit fiir die Sinus- und
Kosinuswerte dient eine Strecke von 10 cm.

3. Verlauf der Tangensfunktion.

Ist in einem rechtwinkligen Dreieck 4 BC' die dem Winkel BAC = a
anliegende Kathete A4C gleich der Lingeneinheit, so bestimmt die Linge der
dem Winkel a gegeniiberliegenden Kathete BC gemessen durch die Lingen-
einheit, die GriBe der Tangente des Winkels a. Zeichnen wir uns (Fig. 9)
eine Anzahl von rechtwinkligen Dreiecken mit der gemeinsamen Kathete AC
gleich der Lingeneinheit, in denen der Winkel « von 0° bis 90° wichst,
so wichst die dem Winkel a gegeniiberliegende Kathete von 0 bis zu oo .
Ist der Winkel BAC gleich Null, d. h. fillt 4B auf AC, so ist die Kathete
BC =0, und es ist

gi0f =0

Fillt mit wachsendem Winkel 4B mit 4D zusammen, so wird die
Kathete BC unendlich gro und es folgt

19 900 = oo .

Auch hier ist der Verlauf der Tangensfunktion graphisch dargestellt

Wichst ein Winkel von 0° bis 90° so wachst seine Tan-
gente von 0 bis .

4. Verlauf der Kotangensfunktion.

Ist in einem rechtwinkligen Dreieck die dem spitzen Winkel a gegen-
iiberliegende Kathete gleich der Langeneinheit, so bestimmt die Linge der
dem Winkel a anliegenden Kathete, gemessen durch die Lingeneinheit, die

Schwab, Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterricht in der Geometrie I. Teil. Ausg. A 13
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Fig. 9.

Fig. 10.

N

\

[
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GroBe der Kotangente des Winkels «. Um solche rechtwinklige Dreiecke
mit der gegeniiberliegenden Kathete als Léngeneinheit zu erhalten, in denen
aullerdem der Winkel a von 0° bis 90° wiichst, zeichnet man (Fig. 10) um den
Scheitel B eines rechten Winkels mit dem Halbmesser gleich der Lingen-
einheit einen Kreisquadranten, der die Schenkel in D und C trifft. Ferner

Fig. 11

O R

errichttet man in C' auf CB die Senkrechte, so schneiden die Schenkel BD),
BESSBD;. .. .. BD; auf der letzteren Senkrechten Strecken CA;, CA,,
GAgis: . - CA ab, die, gemessen durch die Liangeneinheit, die Kotangenten
der Winkel D, BD = CAB, D,BD = CA4,B usf. darstellen. Wahrend die
Winkel also von 0° bis 90° wachsen, nimmt die Kotangente ab. Ins-
besondere ist cotg 90° =0
g0l = o
13*
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Wichst ein Winkel von 0° bis 90° so nimmt seine Ko-
tangente von o bis 0 ab.

Um auch die Zahlenwerte der Tangens- und Kotangensfunktion aus
der graphischen Darstellung ablesen zu koénnen, sind in Figur 11 die
Funktionen nochmals auf Millimeterpapier gezeichnet. Der Winkel von 1°
wird durch eine Strecke von 1 mm dargestellt; als Lingeneinheit fir die
Tangens- und Kotangenswerte dient eine Strecke von 2 em.

In Figur 7 habe der Sinus fiir den Winkel B,V = a den Wert UV = a,
fir den etwa um 1° Grad groleren Winkel BV, = a; den Wert UV, =b.
Wichst demnach der Winkel um a, — a, so wichst der Sinus um den Betrag
b—a. Wichst der Winkel um den kleineren Betrag V'V, = 0, so betriigt die
Zunahme des Sinus nur U,W, = z. Da wir das kleine Stiick UU, der Sinus-
kurve als gerade Linie autfassen konnen, so folgt aus den iihnlichen Dreiecken
UU]IV] UU2W22

z:(b—a)=20:(a; —a)
b—a

i ;
(z,ﬂa

Bl hix

Bei kleineren Anderangen des Winkels sind die Anderungen des Sinus
den Anderungen des Winkels proportional.
Es ist:

: . b—a
sin (a - 9) —sma+u; g o.

Dieses Verfahren, durch das man aus den Sinuswerten zweier Winkel
den Sinuswert eines zwischen diesen beiden Winkeln liegenden Winkels be-
rechnen kann, bezeichnet man als Interpolation (Einschaltung). Es gilt in
gleicher Weise auch fiir die iibrigen Funktionen, wenn man beachtet, daf be-
den Kofunktionen die Funktionswerte mit wachsendem Winkel abnehmen.

«l) Berechnung der Funktionswerte der Winkel von 45°, 30°, 60°, 18° und 72°,

1. Im gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck ABC (Fig. 12) ist jeder
spitze Winkel gleich 45% Bezeichnen wir die gleichen Katheten AC und BC
mit a, so ist die Hypotenuse 4B = a)/2. Mithin ist:

Fig. 12.

R R L S B
a2 V2 2
cos 45" = a_:_lF:lzz_
ay2 )2 B
a
a
45° = — —1.
tg 45 = 1
ccty 45° — Z=1 A
a A a ¢
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2. Bezeichnet man die Seite eines gleichseitigen Dreiecks ABC

(Fig. 13) mit a, so ist seine Hohe C’D:—;—}/?T, X ACB = 30° und

@: C/ID — 60(). Flg 13:
Es ergibt sich: c
a
q 1 .
sin 30° = = —, 30
@ 2
a
P ALE e i 5 \
a 60°
o £y A B
Y Lo S e £
S
) /3
coty 30" — 2 w7 |8
o
A
sin tso"—?V3 LR
owimsereull
a
i ¥ 1
0 - i ot
cos 60° = gl T
a [
- 13
tg 600 — > E /3
a
g
a
9 /
P S L.
(1 = },;;
—§- ]/.;

Wie ergeben sich die Funktionswerte der Winkel von 60° aus denen
des Winkels von 3007

Aufgabe. Es sollen aus dem Bestimmungsdreieck des ecinem
Kreise mit dem Halbmessser 7 einbeschriebenen regelméBigen Zehnecks die
Funktionswerte der Winkel von 18° und 72° berechnet werden.
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e) Tafel der Funktionswerte fiir die Winkel von 0° bis 90°.

Im vorigen Abschnitt haben wir die Funktionswerte fiir einige Sonder-
werte des Winkels berechnet. Um fiir irgend einen spitzen Winkel die Funk-
tionswerte wenigstens angenihert zu berechnen, stellt man sich moglichst
groBe rechtwinklige Dreiecke (etwa mit der Hypotenuse 1000 mm zur Be-
stimmung der Sinus- und Kosinuswerte, mit der anliegenden oder gegeniiber-
liegenden Kathete 1000 mm zur Berechnung der Tangens- oder Kotangens-
werte) her, die den Winkel enthalten, dessen Funktionswerte man bestimmen
will. Mit man dann méglichst genau die Seiten dieser Dreiecke, so lassen sich
die Werte der Seitenverhiiltnisse bestimmen. Einfacher und mit jedem be-
liebigen Grade der Annéherung lassen sich die Werte durch die Verfahren der
hoheren Mathematik berechnen.

In der folgenden Tabelle sind diese Funktionswerte fiir die Winkel von
0° bis 45° von Grad zu Grad zusammengestellt. Da die Funktionen der
Winkel gleich den Kofunktionen ihrer Komplementwinkel sind, so ergeben
sich aus der Tabelle auch die Funktionswerte der Winkel von 45° bis 89°.
Zu dem Zwecke ist die Tafel so eingerichtet, daf} fiir die links stehenden
Winkel bis 45° die oberen Spaltenbezeichnungen, .fiir die links stehenden
Gradzahlen von 45° bis 89° die untenstehenden Spaltenbezeichnungen gelten.

Mittels der nachstehenden Tabelle konnen wir die auf Seite 196
graphisch erlduterte Interpolation auf rechnerischem Wege ausfiihren.
Wir kénnen mittels der Tabelle, die nur die Funktionswerte der Winkel von
Grad zu Grad enthélt, auch die Funktionswerte der zwischen den ganz-
zahligen Gradwerten liegenden Winkel finden.

Es soll z. B. sin 36,4° = sin 36° 24 gefunden werden. Da der Winkel
36,4° zwischen 36° und 37° liegt, so liegt sein Sinus zwischen sin 36° und
sin 379 Wichst der Winkel von 36° auf 37° so nimmt sein Sinus, wie man
der Tafel entnimmt, um 0,6018 — 0,5878 = 0.0140 zu; wichst der Winkel
nur um 0,49, so wichst sein Sinus um 0,0140 . 0,4 = 0,0056. Also ist sin 36,490
= 0,5878 - 0,0056 = 0,5934.

Soll cos 36°%4 aus der Tafel bestimmt werden, so ist zu beachten, daB
der Kosinus mit wachsendem Winkel abnimmt. Wichst der Winkel von
36° auf 37°, so nimmt sein Kosinus um 0,8090 —0,7986 = 10,0104 ab. Mithin
ist eos 36%4 ==0,8090—0,0104 . 0,4 = 0,8048.

Die Tafel hann auch dazu dienen, zu einem gegebenen Funktionswerte
den Winkel zu bestimmen.

Bs sei 7. B. fg. == 31 —=04231,

Da der Wert 0,4231 zwischen 0,4040 und 0,4215 liegt, so liegt z zwischen
22° und 23°. Der Unterschied zwischeu 0,4231 und 0,4040, d. i. 0,0191 betriigt
0,9 des Unterschiedes zwischen 0,4245 und 0,4040. d. i. 0,0205. Also ergibt sich

==
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| |
? Grad Sinus Tangens Kotangens Kosinus | Grad
| |
1 0,0175 0,0175 57,2900 0,9998 89
2 0,0349 0,0349 28,6362 0,9994 88
3 0,0523 0,0524 19,0811 0,9986 87
4 0,0698 0,0699 14,3007 0,9976 86
5 0,0872 0,0875 11,4300 0,9962 85
6 0,1045 0,1051 9,5144 0,9945 84
7 0,1219 0,1228 8,1443 0,9925 83
8 0,1392 0,1405 7,1154 0,9903 82
9 0,1564 0,1584 6,3138 0,9877 81
10 0,1736 0,1763 5,6713 0,9848 80
11 EI 0,1908 0,1944 5,1446 0,9816 79
12 0,2079 0,2126 4,7046 0,9781 78
13 0,2250 0,2309 4,3315 0,9744 71
14 0,2419 0,2493 4,0108 0,9703 76
15 0,2588 0,2679 3,7321 0,9659 75
16 0,2756 0,2867 3,4874 0,9613 74
17 0,2924 0,3057 3.2709 0,9563 - 73
18 0,3090 0,3249 3,0777 0,9511 72
19 0,3256 0,3443 2,9042 0,9455 71
20 0,3420 0,3640 2,7475 0,9397 70
21 0,3584 0.3839 2,6051 0,9336 69
22 0,3746 0,4040 2,4751 0,9272 68
23 0,3907 0,4245 2,3559 0,9205 67
24 0,4067 0,4452 2,2460 0,9135 66
25 0,4226 0,4663 2,1445 0,9063 65
26 0,4384 0,4877 2,0503 0,8988 64
27 0,4540 0,5095 1,9626 0,8910 63
28 0,4695 0,5317 1,8807 0,8829 62
29 0,4848 0,5543 1,8040 0,8746 61
30 | 0,5000 0,5774 1,7321 0,8660 60
31 | 05150 0,6009 1,6643 0,8572 59
32 0,5299 0,6249 1,6003 0,8480 58
33 0,5446 0,6494 1,5399 0,8387 57
34 0,5592 0,6745 1,4826 0,8290 56
35 0,5736 0,7002 1,4281 0,8192 55
36 0,56878 0,7265 1,3764 0,8090 54
37 0,6018 0,7536 1,3270 0,7986 53
38 0,6157 0,7813 1,2799 0,7880 52
59 0,6293 0,8098 1,2349 0,7771 51
40 0,6428 0,8391 1,1918 0,7660 50
41 0,6561 0,8693 1,1504 0,7547 49
42 0,6691 0,9004 1,1106 0,7431 48
43 0,6820 0,9325 1,0724 0,7314 47
44 0,6947 0,9657 1,0355 0,7193 46
45 0,7071 1,0000 1,0000 0,7071 45
|
Grad “ Kosinus Kotangens Tangens Sinus Grad
i

i
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Ist ferner cotg @ = — = 0 8173,

so ergibt sich fiir #, wenn man beachtet daB die Abnahme der Kotangente
einer Zunahme des Winkels entspricht,

& = 50° - 0,70 = 50,70
Ubungsaufgaben.

1. Es soll sin 24°15"; cos 48°4; tg 75°5; cotg 80° 42’ aus der Tafel
bestimmt werden.

2. Es sollen zu folgenden Funktionswerten die Winkel bestimmt
werden: tga:—24, cotg x = 1,1834; sin x = g, 08 T = 3.

3. Es sollen den graphischen Darstellungen (Fig. 8, 10) die Werte
fur sin 149, cos 729, tg 25°, cotg 63° entnommen und mit den Tafelwerten

verglichen werden.
Was ist hierbei bei den Werten von ¢g 25° und coftg 63° zu beachten?

/) Zusammenfassung.

Aus dem Verlaufe der Sinus- und Kosinuskurve sowie aus der Werte-
tabelle erkennt man fiir das Intervall von 0° bis 90°:

1. Der Sinus und der Kosinus sind abgesehen von den Grenzwerten
0 und 1 echte Briiche.

2, Mit wachsendem Winkel nimmt der Sinus zu, der Kosinus ab.

3. sin 45° = cos 45° = % Y2=011.....

4. Es ist: sin (90° — a) = cos a; cos (90° — «) = sin a.

Ebenso ersieht man aus dem Verlaufe der Tangens- und Kotangenskurve.
sowie aus der Wertetabelle fiir das Intervall von 0° bis 90°:

1. Die Tangente und die Kotangente durchlduft alle Werte von 0
bis + . '

2. Mit wachsendem Winkel nimmt die Tangente zu, die Kotangente ab.

3. tg 45° = cotg 45° = 1. ;

4. Es ist: 29 (90° — a) = cotg a; cotg (90° — a) = tg a.

¢) Benutzung der logarithmisch-trigonometrischen Tafeln.

Beim Rechnen mit den trigonometrischen Funktionen bedient man sich
meistens der Logarithmen, und es sind daher diese Logarithmen in Tafeln
zusammengestellt, die entsprechend eingerichtet sind, wie die auf S. 199
gegebene Funktionstabelle. Sie enthalten ebenfalls nur die Logarithmen
der vier trigonometrischen Funktionen der Winkel von 0° bis 45°, und zwar
von Minute zi: Minute. Die Logarithmen der Funktionen der Winkel von
45° bis 90° findet man bei den zugehorigen Komplementwinkeln, die
sich in der Spalte auf der rechten Seite der Tafel finden, die von unten nach
oben zu Jesen sind ; zu diesen Winkeln findet man die Funktionsbezeichnungen
unten, wihrend zu den Winkeln in der linken Spalte die Funktionsbezeich-
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nungen oben stehen. Um bei den Logarithmen der Funktionen, die echte
Briiche sind, die negativen Kennziffern umzuformen, sind alle Logaritimen
um 10 Einheiten vergroBert angegeben; man mufl daher den der Tafel
entnommenen Logarithmen die Kennziffer — 10 hinzufiigen.

Auf graphischem Wege wurde gezeigt, daB die Zu-, beziehungsweise
Abnahmen der trigonometrischen Funktionen bei kleinen Zunahmen der
Winkel diesen Winkelzunahmen proportional sind. Hieraus a8t sich das
gleiche auch fiir die Logarithmen der Funktionen folgern; es lassen sich aus
den Werten der Logarithmen in der Tafel auch die Logarithmen fiir die
Funktionswerte der zwischenliegenden Winkelwerte durch Interpolation
bestimmen.

Soll der Logarithmus einer trigonometrischen Funktion angegeben
werden fiir einen Winkel, der Dezimalteile von Minuten oder Sekunden
enthilt, so kann man aus der Tafel den Unterschied zweier aufeinander
folgenden Logarithmen fiir 1 Minute leicht bestimmen. Multipliziert man
diese Differenz mit dem Minutendezimalbruche oder bei gegebener Sekunden-
zahl den 60. Teil der Differenz mit der Sekundenzahl, so erhalt man die Zu-
oder Abnahme (je nachdem es sich um Funktionen oder Kofunktionen
handelt) der Logarithmen der Tabelle fiir die Dezimalteile der Minuten,
beziehungsweise fiir die Sekundenzahl.

Der Bequemlichkeit halber befinden sich neben den einzelnen Spalten

kleinere, welche die Differenzen D zweier Logarithmen oder % (D1

enthalten.
Aus der Gleichung
tga.cotga =1

folgt durch Logarithmierung

log tg o = — log coty a,
d. h. vom Vorzeichen abgesehen sind die Logarithmen des Tangens- und
Kotangenswertes desselben Winkels und daher auch ihre Differenzen bei
Winkelinderungen einander gleich. Aus diesem Grunde findet sich in der
Logarithmentafel eine gemeinsame Differenzenreihe (G. D.) fiir die Log-
arithmen der Tangenten und der Kotangenten.

Beispiele.

1. log sin 24° 27" 13",
Es ist:  log sin 24° 27" = 9,61689 — 10; D 1" = 0,46
13.0,46 == 6
log sin 24° 277 13" = 9,61695 — 10.
2. log cos 24° 27" 13",
log cos 24° 27" = 9,95920 — 10; D1” =0.10
13 50,10 = 1
log cos 24° 27" 13" = 9,95919 — 10.
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3. log tg 68° 51',7.
log tg 68° 51" — 10,41243 — 10: D = 38
0,7.38 = 27
log tg 68°517,7 — 10,41270 — 10.
4. log cotg 68°51’,7.
log cotg 68° 51" = 9,58757 — 10; D = 38
0,7.:188'— 27
log cotg 68° 51”7 = 9,58730 — 10.

Ist umgekehrt zu dem gegebenen Logarithmus einer Funktion der
Winkel zu suchen, so schligt man, falls der Logarithmus nicht in der Tafel
sich findet, den Sinus und Tangens des nichst kleineren, bei Kosinus
und Kotangens den nichst grofleren auf und findet in der ersten oder
letzten Spalte die Anzahl der Grade und Minuten des gesuchten Winkels.

Um die Dezimalteile der Minuten beziehungsweise die Anzahl der
Sekunden zu finden, bestimmtman die Differenz d des gegebenenund desinder
Tafel aufgeschlagenen Logarithmus und dividiert diese durch D oder D 1”.

Beispiele.
1 log sin ® = 9,74617 — 10
log sin 330 52 — 9,74606 — 10
do== 11
D) FleE== 0
1 st
-

2 ==330hP".35°"

2 log cotg x — 10,49529 — 10

log cotg 17° 43" — 10,49558 — 10
log cotg x — 10,49529 — 10

4= 29
D43
29- 5

z = 17043877,

Kapitel 1I.

Berechnung rechtwinkliger und gleichschenkliger
Dreiecke.

«a) Das rechtwinklige Dreieck.

Ein rechtwinkliges Dreieck ist bestimmt:

1. durch die beiden Katheten (a, b);

2. durch die Hypotenuse und eine Kathete (¢, @ oder ¢, b);

3. durch eine Kathete und einen derspitzen Winkel (a, a; a, $: b, a; b, f).
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4. durch die Hypotenuse und einen der spitzen Winkel (¢, a oder ¢, f).

Es ergeben sich daher fiir die trigonometrische Berechnung des recht-
winkligen Dreiecks vier Fille.

Aufgabe 1. Es soll ein Fe 1.
rechtwinkliges Dreieck aus C
den beiden Katheten a und
b berechnet werden.

Gegeben a, b. Gesucht
a, B, &

Losung. Zur Bestimmung
der drei gesuchten GroBen sind
drei Gleichungen erforderlich. Dx. d
die Gegenkathete und die Ankathete des gesuchten Winkels a gegeben
sind, so folgt:

o

a

1. tga:F

Fiir f ergibt sich aus der Winkelsumme:
2. p=90°—a.

Die gesuchte Hypotenuse berechnet sich nach dem pythagoreischen
Lehrsatz:

3. = Yo T B

Anmerkung. Sind die Zahlenwerte fiir @ und b groBe Zahlen oder
Dezimalbriiche, so ist die Berechnung von ¢ mittels der Gleichung 3 un-
bequem. Man zieht in diesem Falle die trigonometrische Berechnung von ¢
vor unter Benutzung des aus der Gleichung 1 berechneten Winkels a.
In diesem Falle erhiilt man

2 3 a a
sma = —; €¢=—.
¢ SN a

Fiir den Flicheninhalt des Dreiecks ergibt sich:
ab

{5

4. F =

Zahlenbeispiel 1. (Losung ohne Logarithmen.) @ == 56 m, b = 33 m

a 56
tga_z_ 3 = 1,6970.

In der Tafel (S. 199) findet sich:

tg 600 = 1,7321
tg 590 == 1,6643.

www.rcin.org.pl



204

Der gesuchte Winkel liegt zwischen 59° und 60° Die Differenz beider
Tangenten ist 0,0678; die Differenz zwischen tg a und tg 59°ist 0,0327 Mithin
erhilt man zur Bestimmung der Minutenanzahl z die Proportion:

z; 60 =327 :678

Br=20%
a == 59° 29"
B =90° — a = 90° — 59° 29" = 30° 31°.
¢ = Va2 -+ b = Y3136 - 1089 = Y4225 = 65 m.

F:aTb:°8.33=924qm.

o

Zahlenbeispiel 2. (Berechnung mittels Logarithmen.) « = 84 cm,
b =13 cem.

& tgaz%; log tg a = log a — log b

log a = 1,92428
log b = 1,11394
log tg o = 10,81034 — 10
«=81012'9" 4
2. f = 90° — q = 8947"50”, 6
. ; log ¢ = log a — log sin a
log a = 1,92428
log sin a = 9,99486 — 10
log ¢ =1,92942
¢ — &b em.

4. F= 8—42—13 = 546 gcm.

Aufgabe 2. Es soll ein rechtwinkliges Dreieck aus der
Hypotenuse ¢ und der Kathete a berechnet werden.

Gegeben ¢, a. Gesucht a, g, b.

Losung. Zur Bestimmung der gesuchten Groflen ergeben sich die drei
Gleichungen:

3s c= =
s a

! sin a = —.
e
2. B =90° —a.
3. cosa=%;b=ccOSa[b:]/02——'57-’=}"(c+a)(c—-a)]

AuBerdem erhilt man:
4, el

Zahlenbeispiel. ¢ = 593,4 m, a = 426,5 m. (Losung ohne oder mit
Logarithmen.)
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Aufgabe 3. Es soll ein rechtwinkliges Dreieck aus der
Kathete ¢ und dem Winkel a berechnet werden.
Gegeben: a, a.. Gesucht: g, ¢, b.

Lésung. Man erhilt zur Bestimmung der gesuchten GroBen die drei
Gleichungen:

ji f=90°—a.
2. sinazﬁ; 6= ‘(z .
¢ sin a
b
3. cotg a = % b == a cotg a.
Ferner ist:
ab - a?
4. = 2— == ? COtg a.
Zahlenbeispiel. = 68320 m; a — GEEHA8 L

Aufgabe 4. Es soll ein rechtwinkliges Dreieck aus der
Hypotenuse ¢ und dem Winkel a berechnet werden.

Gegeben: ¢, a. Gesucht: f, a, b.
~Losung: Man erhilt die drei Bestimmungsgleichungen:

i 1 p=90°—a.
2 a ;
2. s a = —; a == ¢ s a.
c
b
3 cos a = —; b=ccosa
AuBerdem ist:
ab c?
4. F —=—= —sinacosa.
2 2

Zahlenbeispiel. ¢ = 23,3 em, a = 63°12,"9.

Ubungsaufgaben. Es soll ein rechtwinkliges Dreieck berechnet
werden aus:

1. a =38,313 m, b = 19,522 m; 2.0 =13,Tem; b="16;9 om;

3. ¢ =8b90 m, a = 4476 m; 4, c =20,5m, b=15427 m;

B. a =57 cm, a = 26°40°40"; 6. a =150,937 m, § = 46°11°59;
7. c=5H754m, a=144°54"50"; 8. ¢ =3,644 m, § = 39°59,’8;

9. F=23184 qm, a = 2,24 m; 10. F = 5610 gcm, b = 85 cm;

11. p = 23,04 em, h = 6,72 cm?); 12. @ = 41,184 m, h = 21 m;
13. A =60 cm, a = 67° 22/ 48" 5; 14. p = 109,512 m, a = 69° 23" 25".
dbiaib=24:T: h —168m; 16. F = 1320 gm; a = 48°53" 16"

1) h ist die zur Hypotenuse ¢ gehorige Hohe, p und ¢ die Projektionen von a
und b auf die Hypotenuse.
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0) Das gleichschenklige Dreieck.

I. Fallt man in dem gleichschenkligen Dreieck 4 BC (Fig. 15) mit der
Grundlinie ¢ und dem Schenkel b die Héhe 4. D=*# zur Grundlinie, so zerfillt
dasselbe in zwei rechtwinklige Dreiecke. Die Berechnung des gleichschenkligen
Dreiecks 146t sich somit auf die des rechtwinkligen
Dreiecks zuriickfithren. Es ergeben sich hierbei
drei Hauptfille, je nachdem gegeben sind:

1. Die Grundlinie und der Schenkel (a, b);

2. die Grundlinie und ein Winkel (@, a oder

Fig. 15.

3. der Schenkel und ein Winkel (b, a oder

Aufgabe 1. Es soll ein gleichschenk-
liges Dreieck aus der Grundlinie ¢ und dem Schenkel b be-
rechnet werden.

Gegeben: a, b. Gesucht: a, p.

Losung.
a
il sin%:—i—.
— g8 &
2. B— 90 5
AuBlerdem ergibt sich:
: g
3. cotg%:%; k:%cotg%{h: l/bZ‘%J.
g
Lol gt a okt Tu NGt LGN aA__cT

ZaHlenbeispiele. 1l.a =14 cm, b= 25.cm; 2;a =6,6m; b= 6,6:m.

Aufgabe 2. Es soll ein gleichschenkliges Dreieck aus
der Grundlinie ¢ und dem Winkel a an der Spitze berechnet
werden.

Gegeben: a, a. Gesucht: b, f.

Losung:

[S]
=)

!
(=}
(=]
=

|

|
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Ferner erhalt man:

a h a a
D COtg_é" 7, 7I—§COtg —2-.
3
4 e A s
2 _2 ——40002.

In gleicher Weise berechnet man das gleichschenklige Dreieck aus a

und f.

Zahlenbeispiele. 1. a ="T72cm, a=12°43"10"; 2. a = 408 m,

g =—b1% 72

Aufgabe 3. Es soll ein gleichschenkliges Dreieck aus dem

Schenkel b und dem Winkel an der Spitze berechnet werden.

Gegchben: b, a. Gesucht: a, g.

Losung.
&
S 27 L
1§ sm§= ] o=2 smE.
a
2. ﬁ=90°—§.
Auflerdem ergibt sich:
a h a
3 08 5 = 73 h = b cos 3
ah. e S a
4. = <5 Hi=sb $in 5= €08 5

Ebenso berechnet man das gleichschenklige Dreieck aus b und p.
Zahlenbeispiele. 1. 5=10,295m, o= 43°39"42"; 2, b=a

=17,T1m, B = 34935’ 36"

Ubungsaufgaben. Es soll ein gleichschenkliges Dreieck berechnet

werden aus:

i = 120m, h; = T0m; 2. a=063cm, hy =10,8 cm;
8b— 6.7l m b, = 66m: 4. b=2275m, hy =196 m;
Bohy =—6,6.m; f=—T79036"407; 6T =319 m A= 63" 21 185"
7. by =276 em, a = 37,3 em; 8. lp=12m, §=056397"48";

9. F = 22638 qm; hy = 196 m.

II. Die Bestimmungsdreiecke der regelmiBigen Vielecke sind

gleichschenklige Dreiecke. Im regelmiBigen n-Eck ist der Winkel an der

Spitze des Bestimmungsdreiecks a = 36#—7?0; zur Berechnung des Vielecks ist

daher nur noch ein Stiick eines solchen Bestimmungsdreiecks erforderlich.
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Ubungsaufgaben.

1. Man soll die Seite s,, den Halbmesser g,, den Umfang u, und den
Inhalt 7, des einem Kreise mit dem Halbmesser 7 einbeschriebenen regel-
maBigen n-Ecks berechnen.

a) n=29, r =42 cm; b) n=14, r=_8,14 m.

2, Man berechne den Halbmesser » des Umkreises, den Halbmesser p
des Inkreises eines regelmafigen n-Ecks mit der Seite s,,.

a) n =28, sg==0,82m; DYini=— 10 sy == b1 Ticm.

3. Man berechne die Seite S,, den Halbmesser » des Umkreises und den
Inhalt 7,, des dem Kreise mit dem Halbmesser o umbeschriebenen regel-
méBigen n-Ecks.

a) n=11, o = 7,423 m; b) n =17, o = 24 cm.

4. Der Umfang eines regelmaBigen Zwoélfecks betrigt 40 cm Wie grof3 -
ist der Halbmesser r seines Umkreises?

5. Der Umfang eines regelmiBigen Zwanzigecks betragt 1,4 m. Wie
grof} ist der Halbmesser g seines Inkreises?

III. Verbindet man den Mittelpunkt eines Kreises mit den Endpunkten
einer Sehne, so entsteht ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Grundlinie
die Sehne s, dessen Schenkel der Halbmesser » und dessen Winkel an
der Spitze a der zur Sehne gehorige Zentriwinkel a ist. Mithin kann man die
Berechnung von Sehnen und Bogenlingen sowie die Berechnung von
Kreisaus- und -abschnitten auf die Berechnung gleichschenkliger Dreiecke
zuriickfiihren.

Ubungsaufgaben.

1. Man soll in einem Kreise mit dem Halbmesser » = 50 ¢ die zum
Zentriwinkel a = 27° 42" gehorige Sehne, sowie den Inhalt des zugehorigen
Kreisabschnittes berechnen.

Anmerkung. Der Flidcheninhalt eines Kreisabschnittes ist gleich
dem Unterschiede aus dem Flicheninhalte d3s Sektors, dessen Zentriwinkel
gleich dem der Sehne ist und des gleichschenkligen Dreiecks iiber der Schne
als Grundlinie und mit dem Halbmesser als Schenkel.

2. In einem Kreise mit dem Halbmesser r = 1 m ist eine Sehne
s = 1,54 m eingetragen. Wie groB} ist der zur Sehne gehorige Bogen?

3. Wie groB ist der Halbmesser eines Kreises, in dem die Sehne
s = 69,8 cm zum Zentriwinkel g = 36° gehort? Wie gro ist der Abstand der
Sehne vom Mittelpunkte des Kreises?

4. Ein Sektor eines Kreises mit dem Halbmesser » = 30 ¢m hat den
Inhalt I =15 7 gem. Wie groB ist der zugehodrige Bogen, der zugehorige
Zentriwinkel und die zugehorige Sehne?
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5. Die gemeinschaftliche Sehne zweier Kreise ist s = 75,4 cm und
erscheint von den beiden Mittelpunkten aus unter den Winkeln a = 75°
und q; = 92° Wie groB ist der Inhalt des beiden Kreisen gemeinschaftlichen
Flichenstiickes ?

IV. Das Rechteck wird durch jede Diagonale in zwei kongruente
rechtwinklige Dreiecke, der Rhombus durch jede Diagonale in zwei kon-
gruente gleichschenklige Dreiecke zerlegt; es lassen sich daher aus zwei
Stiicken eines Rechtecks oder eines Rhombus die iibrigen Stiicke be-
rechnen.

Ubungsaufgaben. Man berechne ein Rechteck von dem ge-
geben sind: 3

1. die Seiten ¢ = 49 cm, b = 38 em;

2. die Diagonale d = 30 m und der Winkel a = 24°35’, den sie mit
einer Seite bildet;

3. die Diagonale ¢=40c¢m und der Winkel der Diagonalen ¢ —
124030’ 6.

Man berechne einen Rhombus, von dem gegeben sind:

. die Seite @ = 20 ¢m und der spitze Winkel a = 65°;

. die Seite @ =5 m und die Diagonale ¢ = 9 m;

. die Seite @ = 36 m und die kiirzere Diagonale [ = 12 m;

. die beiden Diagonalen e =523 m, f = 2,06 m;

die langere Diagonale e = 25 e¢m und der spitze Winkel a — 420 30;
. der Flacheninhalt F = 32 ¢m und a = 74° 24’ 48",

. der Flicheninhalt ¥ = 312,5 ¢gm und der Umfang u = 100 m.

S © X aS S

¢) Eingekleidete Aufgaben.

1. Eine Leiter von [ = 6,45 m Liinge soll mit der wagerechten Boden-
flaiche einen Winkel o = 67°34,5” bilden; wie hoch an der Wand muB
sie angestellt werden?

2. @) Ein h=12,6 m hoher Flaggenmast wirft einen = 15,7 m
langen Schatten. Wie hoch steht die Sonne?

2. b) Wie lang ist der Schatten eines auf einer Horizontalebene
senkrecht stehenden Stabes von % = 50 cm Linge, wenn die Sonne a =
480 35" 24" hoch steht? (Gnomon oder fonnenzeiger; Bedeutung desselben
im Altertume und seine Anwendung zur Zeitbestimmung.)

3. Ein Fesselballon schwebt senkrecht iiber dem Aufstiegort und wird
von einem Orte, der a = 650 von der Aufstiegstelle entfernt ist, unter
einem Erhebungswinkel a = 49° 25" 10" gesehen. In welcher Héhe be-
findet sich der Ballon?

4. Wie weit muB man sich von dem Turme des Frankfurter Domes,
der 2 = 95 m hoch ist, entfernen, damit das @ — 1,25 m hohe Winkelmef-
instrument, das auf einen Erhebungswinkel a = 42° 35" eingestellt ist, auf
die Turmspitze gerichtet ist?

Schwab, Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterriehit in der Geometrie. I. Teil, Ausg. A. 14
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5. Auf dem A = 25 m hohen Mittelbau des physikalischen Vereins
zu Frankfurt a. M. befindet sich ein | = 4,5 m hoher Mast. Unter welchem
Winkel erscheint der Mast von einer Stelle der Moltkeallee aus, die @ — 154 m
von dem Gebidude entfernt ist?

6. Wieviel Grad und wieviel Prozent betriigt die durchschnittliche
Steigung auf dem [ := 17,5 km langen Weg von Partenkirchen nach der Zug-
spitze; Partenkirchen hat eine Héhe 4 — 717 m, die Zugspitze eine solche
h, = 2964 m?

Anmerkung. DieSteigungeinerStrale (Eisenbahnstrecke) betrigt p%/.,,
wenn bei einer wagerechten Entfernung von 100 m die Erhebung p m betrigt.

7. Von einem A =9 m hohen Balkon eines Hauses erscheint ein
Fabrikschornstein unter einem Erhebungswinkel a = 16° 18’ 24” und der
Ful} desselben unter einem Senkungswinkel a, = 695’ 12”. Wieviel Meter
betrigt die Schornsteinhéhe?

8. Am Ufer eines Flusses steht ein 2 = 15 m hoher Mast. Unmittelbar
am gegeniiberliegenden Ufer beobachtet man mit einem %, = 1,2 m hohen
Winkelmefinstrument einen Erhebungswinkel a = 12° 15’. Es soll die
FluBbreite berechnet werden, wenn die Verbindungslinie des Standortes
und des FuBpunktes des Mastes mit der Breitenrichtung des Flusses einen
Winkel g = 42°48’ bildet.

9. Zwei Punkte liegen mit dem FuBle eines 7 = 30 m hohen Turmes
in derselben Horizontalebene und auf derselben geraden Linie. Wie weit
sind die Punkte voneinander entfernt, wenn sie von der Plattform des Turmes
unter den Senkungswinkeln ¢ = 30° 25" 30" und f = 14° 30" 45" erscheinen?

10. Ein Schiff, das in der Stunde ¢ = 8,3 Seemeilen zuriicklegt und
den Kurs WNW hat, peilt einen d = 10,42 Seemeilen entfernten Leuchtturm
in WzS. In welchem Abstande und binnen welcher Zeit wird es an ihm
voriibersegeln ?

Anmerkungen.

1. Unter ,, Kurs® versteht der Seemann die Fahrtrichtung im all-
gemeinen und im besonderen den Winkel, d>n diese Richtung mit dem durch
den Schiffsort gehenden Meridian bildet.

2. Der Viertelkreis (Quadrant) der als Kugel angenommenen Erde wird
zu 10 000 000 m = 10 000 km angenommen. Da der Viertelkreis in 90°
und 1°in 60’ eingeteilt wird, so hat 1° die Léinge von 111,111 km und 1’ die
Lange von 1,852 km. Die Linge von 1852 m heilit eine Seemeile (sm)
und ist die Mafeinheit fiir die Entfernungen zur See.

3. ,,Peilen® heilt die Richtung bestimmen (visieren). Zur Richtungs-
bestimmung auf der See dient der KompaB. Die Kreisscheibe, welche die
Magnetnadel (beziehungsweise die Magnetstibe) trigt, ist entweder in 360°
oder in 32 Striche eingeteilt. Die vier Hauptstriche bekommen die Be-
zeichnungen Nord, Ost, Siid, West (N, O, S, W). Die Striche von N bis O
tragen die Bezeichnungen: N; NzO; NNO; NOzN; NO; NOzO; ONO;
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0zN; O; entsprechend sind die iibrigen Striche bezeichnet. Auf jeden
Strich kommen demnach 1]—1—0; die Striche werden noch in halbe und Viertel-
striche eingeteilt.

4 Beiden Anwendungen auf die Schiffahrtkunde handelt es sich in Wirk-
lichkeit nicht um ebene Dreiecke ; der Seemann aber nimmt bei Entfernungen
bis zu 300 Seemeilen den betreffenden Teil der Erdoberfliche als eben an
und macht dadurch einen kaum merklichen Fehler.

11. Aus einem Hafen segeln gleichzeitig zwei Schiffe, das eine nach
NWzW o = 18,5 sm bis 4, das andere nach SWzS b =9,2sm bis B. In
welcher Richtung und wie weit liegt B von A?

12. Ein Schiff fihrt ostlich; ein anderes, a — 25 sm siidlich davon
befindliches Schiff, fahrt gleichzeitig ab und trifft mit dem ersteren nach
einer Fahrt von ¢ =30 sm zusammen. Welchen Kurs hat es gesteuert?

13. Ein Schiff hat scheinbar einen Weg von @ = 21 sm nach WSW
zuriickgelegt; der Weg ist aber ein groBerer, da ein nach SSO gerichteter
Strom das Schiff um 2—3— Striche von dem scheinbaren Wege abgelenkt hat.

Wieviel Seemeilen betrigt der wahre Weg?

14. Welchen Umfang hat der durch Frankfurt a. M. gehende Parallel-
kreis, wenn die Erde als vollkommene Kugel betrachtet wird, und der
" Umfang des Aquators 40031 km betrigt. Die gcographische Breite von
Frankfurt a. M. ist ¢ = 50°7".

15. Welche Geschwindigkeit hat ein Punkt zu IFrankfurt a. M. (¢ =
50° 7) infolge der Achsendrehung der Erde? Der Erdhalbmesser ist
r = 6370,4 km.

16. Welche Linge hat ein Grad des durch Berlin (¢ == 52°30,"3)
gehenden Parallelkreises?

17. Naumburg und Gérlitz haben dieselbe geographische Breite
@ = 51°9". Die geographische Linge von Naumburg betragt I, = 29° 27" 44",
die von Goérlitz I, = 320 38" 42”. Man berechne die Entfernung beidér Orte
aul dem DBreitenkreise.

18. Die Horizontalparallaxe der Sonne betrigt a = 8,807, der
Erdhalbmesser 7 == 6370 km. Man berechne die Entfernung der Mittel-
punkte beider Himmelskérper @) in Erdhalbmessern, b) in Kilometern.

Anmerkung. Unter der Horizontal parallaxe a cines Gestirnes S
versteht man den Winkel, unter dem der Halbmesser der Erde von S aus
gesehen erscheint.

19. Die Horizontalparallaxe des Mondes betrigt a = 57" 20", der Erd-
halbmesser r = 6370 km. Man berechne die Entfernung der Mittelpunkte
beider Himmelskorper @) in Erdhalbmessern, b) in Kilometern.

20. Zwei Krifte P =21%kg und @ = 14,5 kg wirken unter einem
rechten Winkel auf einen Korper Wieviel Kilogramm betrigt die Mltbelkraft
und welchen Winkel bildet sie mit den Seitenkraften?

14*

www.rcin.org.pl



212

21. Eine Kralt R=2788%¢ wird in zwei zueinander senkrechte
Seitenkrifte zerlegt, von denen die eine P = 188,07 kg betriigt. Wie groB
ist die zweite Seitenkraft und welchen Winkel bildet ihre Richtung mit der
Richtung der gegebenen Kraft?

22. Auf einer schiefen Ebene, deren Neigungswinkel a = 4395’ 25"
ist, befindet sich eine Last @ = 600 kg. Wie grof} ist die parallel der Grund-
linie wirkende Kraft, die der Last das Gleichgewicht hiilt, und wie grof ist
der Druck gegen die schiefe Ebene?

23. Der Neigungswinkel einer schiefen Ebene ist a = 25°37'10";
eine anf ihr liegende Last wird durch eine parallel der schiefen Ebene wirkende
Kraft von 225 kg im Gleichgewichte gehalten. Wie grof ist das Gewicht der
Last und der Druck gegen die schiefe Ebene?

24, Ein Eisenbahnzug fihrt mit einer Geschwindigkeit ¢ = 20 m;
senkrecht fallende Regentropfen scheinen, vom Wagen aus betrachtet, einen
Winkel a = 25° mit der Senkrechten zu bilden; mit welcher Geschwindig-
keit fallen die Tropfen?

25. Ein Dampfboot hat eine Geschwindigkeit ¢ = 4,5 m; es wird
senkrecht zur Richtung eines Flusses gesteuert, aber durch die Stromung
um a = 20°30" vom Steuerkurs abgelenkt. Wieviel Meter betrigt die
Stromgeschwindigkeit? Wieviel Meter betrigt die Breite des Flusses, und
welchen Weg hat das Boot zuriickgelegt, wenn es nach einer Fahrzeit von
4m 30° das jenseitige Ufer erreicht?

26. Es sind die Radien zweier Rollen gegeben R = 60 cm, r = 20 cm,
sowie der Abstand ihrer Mittelpunkte d = 1,20 m. Es soll die Liange [ eines
um die Rollen zu legenden Riemens berechnet werden. Wie grof ist die
Linge des Riemens, wenn er gekreuzt ist?

Kapitel 1V.

Erweiterung des Funktionsbegriffes fiir beliebige
Winkel.

«) Die trigonometrischen Funktionen der Winkel von 0° bis 360°.

Da im Dreieck auch stumpfe und im Viereck iiberstumpfe Winkel
auftreten konnen, so ist es notig, dall wir die in Kapitel II ¢ fiir spitze
Winkel im rechtwinkligen Dreieck gegebenen Erklarungen der trigono-
metrischen Funktionen erweitern. Diese Erweiterung ergibt sich unter
Benutzung der in Kapitel IT ¢ benutzten Darstellung.

Wir beschreiben um den Anfangspunkt O (Fig. 16) eines Koordinaten-
systems einen Kreis mit dem Halbmesser gleich der Léngeneinheit und
tragen einen beliebigen Winkel a (in Fig. 16 einen spitzen Winkel) als Zentri-
winkel so ein, daB der eine Schenkel stets mit der positiven Richtung der
Abszissenachse zusammenfillt; fiir den Winkel a = 90° fillt der zweite
Schenkel mit der positiven Richtung der Ordinatenachse zusammen.
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Die Koordinatenachsen
teilen den Kreis in vier Qua-
dranten. Wirsprechen dann von
Winkeln im ersten, zweiten, B
drittenodervierten Quadranten, Va
je nachdem der bewegliche
Schenkel im ersten, zweiten,
dritten oder vierten Quadranten A [
liegt.

Gy

Fillen wir von dem End- V/k b >
punkte des beweglichen Schen- e
kels in jeder Lage auf die Ab-
szissenachse XX' das Lot, so
stellt in Ubereinstimmung mit D
den Festsetzungen in Kapitel
II¢ die Ordinate des Endpunktes gemessen durch den Halb-
messer als Lingeneinheit den Sinus, die Abszisse den Kosinus des
Winkels dar.

Fiir die Vorzeichen der Strecken (Abszisse und Ordinaten) gelten die
Festsetzungen, die durch die graphischen Darstellungen bekannt sind.

Errichtet man im Punkte 4 (Fig. 17) der Abszissenachse die Tan-
gente an den um O mit Fig. 17.
der Lingeneinheit be- AT,
schriebenen Kreis, so
schneidetderfreieSchen- I, D D,
kel des Winkels a; diese 7,
Tangente inC,. Die Mal}- I /
zahl der durch den Halb- by l
messer als Lingenein- TN
heit gemessenen Or- /’/// \\
dinate C\/4ddesPunk 4, —% — A
tes O, ist dann gleich \\
der Tangente von a;.
In entsprechender Weise iz T
ergibt sich, dal die mit
den richtigen Vorzeichen
versehenen Mafzahlen
von AC,, AC,, AC, die
Tangenten der Winkel
ay, a3, a, sind. G

Zeichnet man auBerdem im Punkte D der Ordinatenachse die Tangente
an den Kreis, so schneidet der freie Schenkel des Winkels a; diese Tangente
im Punkte D,. Die MaBzahl der mit dem Halbmesser als Lingeneinheit
gemessenen Abzisse DD, des Punktes D, ist dann die Kotangente des

\
\
|
«

&3
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Winkels a;. In entsprechender Weise erhilt man, daB die mit den richtigen
Vorzeichen versehenen MaBzahlen von DD,, DD, und DD,die Kotangenten
der Winkel ay, a,, a, sind.

Fiir die Vorzeichen der trigonometrischen Funktionen in
den vier Quadranten erhilt nan die nachstehende Tabelle:

Quadrant ’ Sinus Kosinus Tangens Kotangens
R N - “ +
[ = =
18 b ‘] - - — —
m. | - - + 3
IV. r i 4 oS A0

b) Werteinderungen der trigonometrischen Funktionen in den vier Quadranten.

Lassen wir in Fig. 16 und 17 den beweglichen Schenkel des Winkels
zuerst mit dem festen zusammenfallen, und denken wir uns dann diesen
Schenkel um den Punkt O gedreht, so durchliuft der Winkel alle Werte von
0°bis 360°. Zeichnen wir uns in jeder dieser Lagen die zugehorigen Funktionen,
so erhalten wir die nachfolgenden Ergebnisse:

1. 5t 0°=0; im ersten Quadranten wichst der Sinus von 0 an
und fiir den Winkel 90° ist der Sinus gleich - 1.

Im zweiten Quadranten bleibt der Sinus positiv; er nimmt
aber mit wachsendem Winkel von - 1 bis 0 ab, indem er die Werte, die er
im ersten Quadranten erlangte, in-umgekehrter Reihenfolge durchliuft;
sin 1800 = 0. ;

Im dritten Quadranten wird der Sinus negativ und nimmt ab
von 0 bis —1; sin 270° = — 1.

Im vierten Quadranten ist der Sinus ebenfalls negativ und
nimmt zu von — 1 bis 0; sin 360° = 0.

2. c0s0°= - 1; im ersten Quadranten nimmt der Kosinus ab
von 1 bis 0; cos 90° = 0.

Im zweiten Quadranten ist der Kosinu$ negativ; er nimmt ab
von 0 bis —1; cos 180° = — 1.

Imdritten Quadranten bleibt der Kosinus negativ;ernimmt zu
von — 1 bis 0; cos 270° = 0.

Im vierten Quadranten ist der Kosinus positiv und nimmt zu
von 0 bis 4 1; cos 360° = |- 1.
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3.t90°=0;imersten Quadranten wichst die Tangente von 0
bis -} o0; tg90° = -} o0 ; im zweiten Quadranten ist sie negativ
und wichst von — o bis 0;#g 180° = 0;im dritten Quadranten verhilt
sie sich wie im ersten, im vierten wie im zweiten Quadranten. Es ist
1g 270° =00 - g 3600 =0.

4, cotg 0° = o0 ; im ersten Quadranten nimmt die Kotangente
von o bis 0 ab; cotg 90° = 0; im zweiten Quadranten ist sie negativ und
nimmt von 0 bis — o ab; cotg 180° = —oo ; im dritten Quadranten
verhalt sie sich wie im ersten und im vierten wie im zweiten. Es ist
cotg 270° = 0; cotg 360° = +- o.

Zur bequemeren Ubersicht stellen wir die ausgezeichneten Werte der
Funktionen in folgender Tabelle zusammen:

|
Sinus Kosinus Tangens i Kotangens
I - i e
0| 0 +1 TS O B
s e SR § NGRS [OR USR] T
90° | Ll 0 Lo 0 V
=5 ettt et b o TR ‘ a7
| i
F80° ] —1 0 —
o | P St s
. et 0 o 0
e
| 3600 | 0 +1 0 +»
| I

¢) Beziehungen zwischen den Funktionen der Winkel, die groBer als 90°
sind und den Funktionen der Winkel im ersten Quadranten.

1. Es sei (Fig. 18 a) Winkel B.0A4 = « ein spitzer Winkel, infolgedessen
Winkel B,04 = 90° -+ a ein stumpfer Winkel. Auf Grund der in a) getrof-
fenen Festsetzungen, ergibt sich unter Benutzung der Kongruenz von recht-

winkligen Dreiecken: g;,, (90° - ) — - cos a
cos (90° - a) =— —sina I
tg (90° -+ a) = —cotga |
cotg (90°-+a) — —tga
sin (180° — a) = -~ sin «
cos (180° —a) = —cos a I
tg(180° —a) = —tga |
cotg (180° — ) -—— — cotg a

Aus den Formeln I und II erkennt man, dafl die Funktionen von
stuinpfen Winkeln sich auf zwei Arten durch Funktionen spitzer Winkel
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Fig. 18 a. Fig. 18 b.
E,
B D/ /
@, b,
\ \
o) © o\
G 0 G 4 G RE
I,
¥
D,

ausdriicken lassen. Von besonderer Bedeutung sind die Formeln 11, die
aussagen, daf jede Funktioneinesstumpfen Winkelsgleichist
der Funktion seines Nebenwinkels, der Sinus mit dem gleichen,
die anderen Funktionen mit entgegengesetztenVorzeichen.

Fig. 19a, Fig. 190,
D.
E, E E
y)) /
oL (, by
o
BJ
B,
v/ D

2. Jeder Winkel im dritten Quadranten kann entweder in der Form
180° 4 a oder 270° — q, geschrieben werden, wo a und «, spitze Winkel sind.
Aus den Figuren 19 ¢ und 19 b ergeben sich wie bei den stumpfen Winkeln
die Formeln: sin (180° - ¢) = — sin a

cos (1800 *!— a) = —cosa AT
tg (180° - «) = | tga
cotg (180° - ¢) = |- cotg a
sim (270° — a) = —cos a
cos (270° — a) = — sin a v
tg (270° —a) =+ cotga|
cotg (270° — a) =t tg a
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3. Es ergeben sich entsprechend fiir die Winkel im vierten Quadranten
(Fig. 20 und 20b) die Formeln:

Fig. 20 a. Fig. 200,
E, D E, E, D E

v
G,

i

by
$in (270° +a) = —cosa
cos (270° +a) = | sin «a v
tg (270°+a) = —cotga|
cotg (270°4-a) = —tg a
8in (360° — a) = — sina
cos (360° — o) — - cos a
tg (360° —a) = —tlg a
cotg (360° — a) —= — cotg «

V1.

d) Graphische Darstellung der trigonometrischen Funktionen im Intervall
von 0° bis 360°.

Zur graphlschenDarstellung (Fig. 21 und 22) benutzen wir die nachstehende
Wertetabelle, deren Zahlen sich mittels der vorher abgeleiteten Beziehungen aus

Fig. 21. Sinus- und Kosinuskurve.

52308 sasne AREEE aaan &

t
@
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der Funktionstabelle (Seite 199) bei Abrundung auf zwei Dezimalstellen
ergeben. ‘

Wertetabelle.
Sinus Kosinus Tangens Kotangens ‘
il s R ,_z__l’
0° 0 +1 0 -+ oo '
300 + 0,50 + 0,87 +0,58 +178 7 |
60° + 0,87 + 0,50 + 1,73 + 0,58
90° +1 0 + 0 0
120° + 0,87 —0,50 - — 1,73 —0,58
150° + 0,50 —0,87 — 0,58 — 1,73
180° 0 —1 0 —
210° - (),5() — 0,87 + 0,58 + 1,73
2400 — 0,87 —0,50 +1,73 | +058 |
2700 —1 0 + o 0 '
300° — 0,87 + 0,560 j — 1,73 — 0,58 I
330° — 0,50 + 0,87 | — 0,58 -— 1,73 |
360° 0 S i & 0 — 0 ‘I
|

e) Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionen fiir beliebige
Winkel.

Die im Kapitel IT b abgeleiteten Beziehungen zwischen den Funktionen
desselben Winkels:

S CO
1, %a. =1; 2 tga= : ooty @ = s
tg a.colg a - lg a gl o Fonks y
3. sin*a+ cos*a =1
gelten zuniichst nur fiir spitze Winkel.

Dal} die beiden ersten Beziehungen auch fiir beliebige Winkel giiltig
sind, folgt unmittelbar aus den erweiterten Definitionen fiir die Funk-
tionen.

Die allgemeine Giiltigkeit der dritten Gleichung leuchtet ebenfalls
unmittelbar ein, wenn wir beachten, daB cie G:68en sin? a und cos? a auch
fiir nagative Werte von sin a und cos a nur positive Werte besitzen.
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Fig. 22. Tangens- und Kotangenskurve.
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: Kapitel V.
Die Berechnung schiefwinkliger Dreiecke.

«) Einleitung.
Die Berechnung schiefwinkliger Dreiecke 1aBt sich durch Zerlegung

in rechtwinklige Dreiecke ausfiihren. Es soll diese Berechnung zunéchst an
einem Zahlenbeispiel erlautert werden.
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Aufgabe. Es soll ein Dreieck berechnet werden, von
dem die Seite b=15m und die Winkel a = 59° 29,4, p = 67° 22,8’
gegeben sind.

Gegeben: b, a, . Gesucht: y, a, c

Lésung. Aus dem Satze von der Win-
kelsumme im Dreieck erhialt man sofort:

1.y =180° — (a + B).

Zur Berechnung der Seite @ fillen wir
in dem Dreieck 4BC (Fig. 23) die Héhe
CD = h,, wodurch es in die rechtwinkligen
Dreiecke ACD und BCD zerlegt wird. Aus
dem rechtwinkligen Dreieck 4CD erhilt
man:

Fig. 23.
c

he 5
T— St a
A he = b sin a.

Ferner erhalt man aus dem rechtwinkligen Dreieck BCD

-]:—: sin 8

he

sin f

Setzt man in den Wert von @ den vorher erhaltenen Wert von 4, ein,
so folgt:
b sin a

2. a:sz’nﬂ'

Zur Berechnung der Seite ¢ zerlegen wir das Dreieck #BC durch die
Hohe AE = h, noch auf eine zweite Art in zwei rechtwinklige Dreiecke
und erhulten wie vorher:

Lo — sin y = sin [180° — (a4 B)] = sin (a + )
hy = b sin (a + B)
hT“ —= s f
P,
sin
3. c= bmtzn;ﬁ.

Zahlenbeispiel.
1. y =180°— (a4 B); v =180°—(59°29,4’ | 67°22,8")
= 180° — 126° 52,"2 = 53° 7',8.
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bsima : 4

B rE log a = log b -}~ log sin a — log sin f.
logb = 1,17609

log stn a = 9,93528 — 10

11,11137 — 10

log sin f = 9,96524 — 10

loga = 1,14613
a— 14 m.
3. c:bs_”:;_:#; log'c = log b - log win (a L B}~ log-#n
n p

log b= 1,17609
log sin (a + ) = 9,90309 — 10

11,07918 — 10
log stn p = 9,96524 — 10
logc= 1,11394
c=13 m.

b) Der Sinussatz.

Bei der Zerlegung eines Dreiecks in rechtwinklige Dreiecke und der
Auflésung der rechtwinkligen Dreiecke ergeben sich einfache Beziehungen
zwischen den Seiten und Winkel des allgemeinen Dreiecks, deren
Kenntnis die jedesmalige Zerlegung iiberfliissig macht.

Fig. 24 a. Fig. 24b.

AP g DS gl B A ¢ B D
Aus Fig. 24 g, in der das Dreieck 4 BC auf zwei Arten durch die Hohen
CD und BE in rechtwinklige Dreiecke zerlegt ist, erhidlt man:

h ]
Lt e siner 2. % = sin f.

b
Durch Division von 1 durch 2 erhilt man:

a  sina

b sinf
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Do

In gleicher Weise erhilt man:
Iy : :
3. —Cb=sma; 4. — =siny

und durch Division von 3 durch 4:

@ s a

¢ siny

Mithin ergibt sich allgemein:
w:b:c—=xsima:sinfB:siny.

Sinussatz. In jedem Dreieck verhalten sich die Seiten wie die Sinus
der gegeniiberliegenden Winkel').

Anmerkung. Die Beweisfithrung bleibt bei dem stumpfwinkligen

Dreieck (Fig. 24 b) die gleiche, da
sin (1800 — f) = sin B :_’:_;_
ist.

Der Sinussatz laf3t sich noch auf eine zweite Art herleiten. Man zeichne
zu dem Zwecke um das Dreieck A BC (Fig.25)
den Umkreis, ziehe den durch C' gehenden
Durchmesser CD desselben und verbinde D
mit 4 und B. Aus den rechtwinkligen Drei-
ecken ACD und BCD erhilt man, wenn
man den Durchmesser des Umkreises mit 2 7
bezeichnet:

Fig. 25.

2 b :
=sma; z— =snp.

2r
Entsprechend ergibt sich auch:

27r

¢ ;
e = B
27r 7

Hieraus folgt ebenfalls der Sinussatz, dem wir in diesem Falle noch die
Form geben:

@ b c

= = =27,

sina  Sinf siny

1) Die Begriinder der Trigonometrie, die griechischen Mathematiker, und die
Forderer derselben, die arabischen Mathematiker, fiihren die Berechnung allgemeiner
Dreiecke auf die der rechtwinkligen Dreiecke zuriick. Der Sinussatz, die erste allgemeine
Beziehung zwischen den Stiicken eines allgemeinen Dreiecks, wurde zuerst von dem
persischen Astronomen Nasir Eddin Tusi (1201-—1274), einem Giinstling des Mongolen-
fithrers Hulagu, in seiner Schrift ,,Schakl al Katta‘ (,, Uber die Figur der Schneidenden*)
aufgestellt.
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Aus letzterer Gleichung folgt die schon in der Planimetrie (Kapitel
XVIc) erwihnte Beziehung zwischen jeder Dreiecksseite, ihrem Gegen-
winkel und dem Halbmesser des Umkreises, wonach durch zwei dieser Grofen
die dritte bestimmt ist.

c) Diskussion des Sinussatzes und Anwendung desselben zur Loésung der
beiden ersten Grundaufgaben.
Die Gleichung
a __sina
g ¥
die der algebraische Ausdruck des Sinussatzes ist, enthalt vier Dreiecks-
stiicke. Sind drei der Stiicke gegeben, so kann man das vierte mittels der
Gleichung berechnen. Es kann gegeben semn:
1. @, @, f, man findet b; 2. a, b, @, man findet fg.
I. Grundaufgabe. Es soll ein Dreieck berechnet werden
aus einer Seite ¢ und den beiden Winkeln « und §.
Gegeben: a, a, . Gesucht: y, b, c.
: Losung. Zur Bestimmung der drei gesuchten GroBen sind drei
Gleichungen erforderlich.

Aus dem Satze der Winkelsumme folgt:

12 y = 180° — (a -+ f).

Nach dem Sinussatz erhilt man:

2. o AR
S a

3. c:asmy:a,sin (a ’f—ﬁ)
S oa SN a

Aullerdem ist:

i F:a'k,, _:acsinﬂ:azsinﬂsin(a—{—ﬂ)

2 2 s a
Zahlenbeispiele:
1. a = 150 m; a=96°43/ 58 f=9931238¢{"
2. b — 630,78 m; =T Bi== 312584
8. c=17305m; o= Io0 41 C1h B = 49° 12’ 54”.
4, ¢ —=451,68 m; a=44917"20"; y = 104° 54’ 10”.

II. Grundaufgabe. Es soll ein Dreieck aus zwei Seiten

@ und b und dem Gegenwinkel a einer Seite berechnet
. werden.

Gegeben: a, b, a. Gesucht: B, v, c.

Losung. Durch den Sinussatz erhiilt man:

bsina
.

1 sin ff =
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Mittels des Satzes von der Winkelsumme des Dreiecks ergibt sich:

2 y = 180° — (a -+ B).
Die Seite ¢ berechnet man nach dem Sinussatz und erhilt:
3. c== %

sin a

Diskussion der Losung. 1. Fall. @ > b. In diesem Falle muf der
Winkel g, der der kleineren Seite gegeniiberliegt, ein spitzer sein, und er
ist durch Gleichung 1 eindeutig bestimmt. Die Aufgabe liefert in diesem
Falle nur eine Losung:

2. Fall. a <{b. In Ubereinstimmung mit der Konstruktion (Plani-
metrie, Kapitel X ¢, III) ergeben sich auch hier fiir die zu suchenden
Dreiecksstiicke 8, y und ¢ je zwei Werte.

gine erhilt man fir g, da sin g =sin (180° — p),

zwei Werte, nimlich den spitzen Tafelwinkel und seinen Supplement
winkel f'. Es ergeben sich daher auch fiir y und ¢ je zwei Werte.

Aus sinff =

Zahlenbeispiel.
a=244m; b=125m; g=10°23"20".
1. sin o = = s
b
loga = 1,38739
log sin f = 9,25606 — 10
10,64345 — 10
logb = 1,09691
log stn o = 9,54654 — 10
Q=209 861185
a; =:159923"9h
go= 1400 0% H
yp= 102 13"16%
2. c="2 .?'in z
SN a
log a = 1,38739 log a = 1,38739
log sin y = 9,71182 — 10 log sin |y —= 9,24906 — 10
11,09921 — 10 10,63645 — 10
log sin a = 9,54654 — 10 log sin a; = 9,54654 — 10
log ¢ = 1,55267 ' log ¢, = 1,08991
c=35bm 6 =123 m.
Zahlenbeispiele.
1. a =35m, ¢ = 14,29 m, a = 1230 39" 42",
2, b=1433m, ¢:==6b,1m, B = 38052"48".
3. a=19%4m, b=146m, a—..83% 0 Gc
4. a —= 6,50 m, bi=u-33m, p = 38°52,6.
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1) Der Kosinussatz.
Aufgabe. Es soll ein Dreieck berechnet werden, von
dem die drei Seiten a=Tm, b=8m, c=5m gegeben rind.
Gegeben: a, b, c. Gesucht: a, g, 5. ; Fig. 2¢.
Losung. Man zerlege das zu berechnende c
Dreieck 4BC (Fig. 26) durch die Héhe CD =1k
in zwei rechtwinklige Dreiecke 4CD und BCD
und bezeichne die Projektionen von a und b auf die
Seite 4B mit BD = p und 4D ==¢. Nach dem
pythagoreischen Lehrsatz erhilt man: b a
B =0 — ¢*
B =a?—p*=a —(c —q)?
et el e o

b2+c2—a2 o V'3
 fisslag i Wi A q Diipeen

Mit Benutzung der Werte von ¢ und p ergibt sich:
&t @b
S e
g B R
1 00¢ @ == it 8 e
.,_ﬁ_a2+cz—b2
2. coap— G_T.

Zerlegt man das Dreieck 4 BC noch auf eine zweite Art, etwa durch
die Hohe von 4 aus in rechtwinklige Dreiecke, so erhilt man auf gleiche
Weise cos y und damit y. Einfacher ergibt sich der Winkel y aus der Winkel-
summe des Dreiecks, wenn man a und f berechnet hat.

3. y =180° — (a 4 B).
Zahlenbeispiel.
bt ct—a® 64425—49 1
;i o8 a = 9bo — 80 —-Q-
a = 60°,
; _ 42— 49425-—64 1
£ sl dbediyes 7 paded i et ;

log cos = log 1 — log T
log 1 = 10,00000 — 10
log 7= 0,84510
log cos f = 9,15490 — 10
8= 81°47" 12",
3. y = 180° — (a -} f) = 88° 12’ 48",

Schwab, Lehr- und Ubungsbuch fir den Unterricht in der Geometrie. I. Teil. Ausg. A. 15
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Anmerkung. In dieser Weise fithrten die Mathematiker des Alter-
tums und des Mittelalters die Berechnung durch; erst der franzdsische
Mathematiker und Staatsbeamte Vieta (1540 — 1603, Paris) faBite 1593
die beiden obigen Operationen, die Berechnung der Seitenabschnitte und die
Berechnung der Winkel durch die Kosinusfunktion, trigonometrisch zu-
sammen und gelangte so zu dem Kosinussatz.

Fig. 27a. Fig. 27b. Istindem Dreieck
ABC (Fig.27 a u. b)
die Strecke AD =g¢q
die Projektion der
Seite AC auf AB,

c

b a ‘ ¥
so 1st, wenn a ein
spitzer Winkel ist,
nach dem verall-

o

gemeinerten pytha-
A g e B Dgq A (¢ B goreischen  Lehr-

satz (Planimetrie, Kapitel XIX d, Satz 69 und Kapitel XX, V 3):
at=b0 4 —2¢q
Da ¢ =1bcos a, so folgt:
15 =0+ (2—2bccosa.
Ist a ein stumpfer Winkel, so ist (s. 0.):

a?=bt+c}+2cq

In diesem Falle ist ¢ = b cos (180° — a) = — b cos @ und daher auch:
' @R=0+c2—2bccosa.

Auf gleiche Weise ergibt sich:

2. 2=+ a*—2cacosp.

3. A=a*+b*—2abcosy.

Die Gleichungen 1—3 enthalten den verallgemeinerten pythagoreischen
Lehrsatz in trigonometrischer Form oder den sogenannten Kosinussatz,
der mithin lautet:

Das Quadrat iiber einer Dreiecksseite ist gleich der Summe der Quadrate
iiber den beiden anderen Dreiecksseiten, vermindert um das doppelte Produkt
aus diesen Seiten und dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels.

¢) Diskussion des Kosinussatzes und Anwendung desselben zur Losung der
beiden anderen Grundaufgaben.

a? =b*4 ¢ —2bccosa,

die der algebraische Ausdruck des Kosinussatzes ist, enthilt vier Dreiecks-
stiicke. Sind drei der Stiicke gegeben, so kann man das vierte mittels der
Gleichung berechnen.

Die Gleichung:
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1. Es seien b, ¢, a gegeben ; dann findet man aus der Gleichung die Seite a.
2. Es seien a, b, ¢ gegeben; dann findet man aus der Gleichung den
Winkel a. :

ITIT. Grundaufgabe. Es soll ein Dreieck berechnet
werden aus zwei Seiten b und ¢ und dem von ihnen ein-
geschlossenen Winkel a.

Gegeben: b, ¢, a. Gesucht: a, g, 7.

Loésung. Zur Bestimmung der drei gesuchten GroBen sind drei
(leichungen erforderlich. Mittels des Kosinussatzes erhidlt man die dritte
Seite:

1. a=1b>+ > —2bccosa.

Die beiden Winkel berechnet man mittels des Sinussatzes; man erhélt:

_ : bsina
2 sin = T
3. sy = e

a
AuBerdem erhilt man den Flicheninhalt F aus der Gleichung:
¢ he besin a

o 0 aein
Wie lautet die Gleichung 4 in Worten?
Zahlenbeispiele.
1. b="Tbm, c=29m, a==2117920/.33
2. a="13m, ¢ = 19m, = 592 20° 23

IV. Grundaufgabe. Es soll ein Dreieck aus den drei
Seiten a, b, ¢ berechnet werden.

Gegeben: a, b, ¢. Gesucht: a, g, y.

Losung. Zur Bestimmung der drei gesuchten Winkel erhélt man aus
dem Kosinussatze die drei Gleichungen (s. S. 226):

b2l 2 — g2
j 4 COSu:—{——————

2bc
-_(112"*—02—[}2
2. Cﬂsﬂ—T-
_(1/2_1_1)2_02
3. COS)’————Tab—'——o

Der Flicheninhalt # des Dreiecks berechnet sich nach der heronischen
Formel. (S. Planimetrie, Kapitel XX, IV, Aufgabe 14.)

Zahlenbeispiele.
1. a = 40 cm, b= 30m ¢ = 23 cm.
2. a =424 m, b= 318 em, c =522 m.

15%
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Anmerkung. Bei groBeren Zahlen ist die Berecimung der Seiten
und Winkel mittels der Formeln, die sich aus dem Kosinussatz ergeben,
da sich diese nicht zur logarithmischen Berechnung eignen, unbequem. Es
sollen daher im folgenden Abschnitt noch andere Sitze zur Lésung der
dritten und vierten Grundaufgabe abgeleitet werden.

/) Der Tangentensatz und die Mollweideschen Formeln.

1. Der Tangentensatz.

Man schlage um den Eck-
punkt C' des Dreiecks 4BC (Fig.
28) mit C4 als Halbmesser den
Kreis, der CB in E und die Ver-
lingerung von BC' in D schneidet,
s0 ist:

BD=a-b
BE =a —0.

Verbindet man 4 mit £ und
D, so ist der Winkel DAE ein
Rechter; zieht man EF parallel
AD, so ist auch Winkel 4EF ein

BD _AD

BE ~ EF ~ AE .1 EAF ~ tg EAF’
a+b _tg DEA

AE .1y DEA _tg DEA

Rechter. Es verhilt sich dann:

oder:

a—b  tg BAF’
Aus dem gleichschenkligen Dreieck C.4E erhilt man:
¥ CAE= 3 CBA=900— L —2TF

Ferner ist:

2

X EAF = X CAF — X CAE=a — . S e

Es ergibt sich daher:

2 2

atp

a-t+b W
1. = e
a—0b a—f3

tg —

Auf gleiche Weise erhilt man:

Bty

9 b—}—c_t‘q 2
; b—ec Sy
Y - Y
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Yte
5 c-t-a "y
J, = .
c—a y—a
tg )

Die Gleichungen 1—3 enthalten den Tangentensatz'), der mithin lautet:

In jedem Dreieck verhélt sich die Summe zweier Dreiecksseiten zu
ihrem Unterschiede wie die Tangente der halben Summe der diesen Seiten
gegeniiberliegenden Winkel zur Tangente des halben Unterschiedes derselben
Winkel.

Schreibt man die Gleichung 1 in der Form:

}I
colq —
a—{—b____ 99 a+ﬂ:900_1
o—b a-—f 2 T
lg 5

so enthiilt sie zwei Dreiecksseiten @, b, den von ihnen eingeschlossenen
Winkel y und den halben Unterschied der den Seiten gegeniiberliegenden
Winkeln. Sind daher von einem Dreieck zwei Seiten ¢, b und der von ihnen
eingeschlossene Winkel y gegeben, so kann man mittels der Gleichung den
halben Unterschied der diesen Seiten gegeniiberliegendenWinkel berechnen:
es folgt:
a—f ia—-bh y
oot 51 T Sty B
Da auflerdem aber:

a1t B__gp0_2

2 2’

so kann man aus a—;—ﬂ und agﬁ die Winkel a und g finden. Die

fehlende Seite ¢ erhdlt man dann mittels des Sinussatzes.
Wir erhalten dadurch eine fiir die logarithmische Rechnung bequeme
Losung der dritten Grundaufgabe. (S. 227.)

Zahlenbeispiel.

Es soll ein Dreieck berechnet werden, von dem gegeben sind die Seiten
a=1459m, b=2399m und der eingeschlossene Winkel y == 92011"18”.

Losung. :

Zs a—b
1. tg?Q—ﬂza bcotg—;—.
2, SEh_gpe 2.

') In dieser Form stammt der Tangentensatz von Vieta (vgl. S. 226).
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3 _asiny
=  sina
a = 1459 log (@ — b) = 3,02531
b= 399
ka8 log (’otg L= 9,98341 — 10
u + b = 1858 13,00872 —
__g_ — 4695’ 39” [Oq (a, —[— b = 3,26905
log 3 e
P _ 98046 207,
a LB _ 43050 217
@B _ 980467 20
a="72040"41"
=15 8 1”
log a = 3,16406
log sin y = 9,99968 — 10
13,16374 — 10

log stn a = 9,97985 — 10
log c = 3,18389
¢ — 1527,2 mn.

2. Die Mollweideschen Formeln.

In dem Dreieck ABD (Fig. 28) ist:
X ADB=L

L\.«

Sy AT ge S G TN et
<)zDAB_2-}—a_2+2+2 900 5

Mittels des Sinussatzes erhdlt man aus dem Dreieck ABD:

; oy 2—# a—§8
BD _sin DAB “”(90 o3 )__C"s 5

AB ~ sin ADB A R s y. '
smg sin
oder: :
Rty 30
i atd 2
: T
sin 3
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X AEB = 180° — & CEA =180° — <90° —%) = 900 +%.

B BAEf<):CAB—<):CAE:(1—<90°—%>=a—

B__a—8
2 i

Es folgt daher nach dem Sinussatz aus dem Dreieck 4BL':

’

g Wt

BE gDl TR S

AB “sinAEB— L looa T\ el

) 2

oder:

: s —
IL u,:b__: j
oS 5

Die Gleichungen I und II heilen die Mollweideschen Formeln').
Auf gleiche Weise erhédlt man die Formeln:

b+c‘cos :

By

a

bO—c

sin .
; 2
2t §

sin
2

a

und

a
COS —

4

c—a

y—a
2

sin

b

B

cOS —
2

Anmerkung. Durch Division der Mollweideschen Formeln (I :1I)

erhilt man:

a-b

a—p

a—b

1808.

= colg

i+
5 cotgz.

S www.rcin.org.pl
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Es ist aber:
cotg—‘)y—:lqa_;rﬁ
und daher:
a+p
P e
R
it

d. i. der Tangentensatz.

Anwendung der Mollweideschen Formeln.

Die Mollweideschen Formeln enthalten 5 GroBen a, b. c, > ;ﬁ Y
Da man aus zwei Gleichungen nur zwei GroBlen berechnen kann, so miissen
von diesen GroBen drei gegeben sein. Sind zwei Seiten ¢ und b sowie der
von ihnen eingeschlossene Winkel y gegeben, so kann man durch Division der
Gleichungen c¢ fortschaffen und erhélt eine Gleichung zur Bestimmung von

a—p a

2
so kann man a und p berechnen. Aus einer der Mollweideschen Formeln
berechnet sich dann ¢. Am einfachsten gestaltet sich die Berechnung, wenn

man die Gleichungen I und IT in der folgenden Form schreibt:

B_ Y is
g 90° P gegeben ist,

; da aber auBlerdem durch y auch

Yo g
(a—b)cos—2——csm 5
(a{——b)sm%:c cosa—gﬁ.
Zahlenbeispiel.
a="10m, b=29m, y=117°20" 33",
a-+b=104; R e
o b_ 45 T =08040°16%
log (@ —b) = 1,66276; log (a -+ b) = 2,01703
log cosfg- = 9,71596 — 10; log sin % = 9,93156 — 10
AZII,37872 — 10; B =11,94859 — 10

P e P T R log cos i‘_;_ﬁ = 9,98481 — 10

2

logc= 1,96379 logc= 1,96378
Le = 92'm.
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4 =11,37872 — 10
B =11,94859 — 10

A——leogtga?—_—ﬂ= 9,43013 — 10

a—ﬂ_ 0 A’ T
3 =156% 4°°7

“—;V_ﬁ = 31019’ 43,”5.

a = 46° 23’ 50,5

B3 =16°15" 36,"5.
Zahlenbeispiele.
1. a =244 m, c =123 m, Bi—= 10293204
2. b—2819,4 m, ¢ = 605,9 m, a=820.5%.
3. a = 95,78 m, b = 43,01 m, =300 1816,
4. b = 3,476 m, c="1,713 m, a =328 28 10,
b..a=21518m; - ¢=297,92m, - =240 438",

¢) Zweite Losung der Grundaufgabe IV (S. 227).

Es sei in das Dreieck 4BC (Fig. 29) der Inkreis mit dem Mittel-
punkt O gezeichnet; man ziehe in dem-
selben die Berithrungshalbmesser OD =
=O0F =OF = ¢ und verbinde O mit 4,
B und C, dann ist (vgl. Planimetrie,
Kapitel XVIII, b):

AE = AF =8 —a,
BD = BF — s —b,
CD=CE =s —e¢,

Fig. 29.

By
Aus den rechtwinkligen Dreiecken AOF, BOD und COE erhilt man:
o ty % g —Q «a
: ty g e E b
3. tg % 23 s—i’—

In der Planimetrie (Kapitel XX, II, und Kapitel XX, III, Auf-
gabe 14) fanden wir:

Fi=—"0:3
F=7Vs(s—a)(s—0b)(s—o
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Hieraus folgt:
55 Q_— ]/(w—a)(s:b)(s—()

Die heronische Formel F = Vs (s —a) (s — b) (s — ¢) liefert uns den
Flécheninhalt.

Anmerkung Setzt man den Wert von g aus 4 in die Gleichungen
1-—3 ein, so erhilt man die Formeln:

(s—0b)(s —c¢)

L) t§4= ——(s_a)

(s —c¢) (s—a)

%a) l"’2 V s(s—b '

Ja 192_| s—c) :
Zahlenbeispiel.

a = 205 m, b ==03m, c = 228 m,

3=—=243, s—a=38, s—b=190, s8s—c=15
log (s — a) = 1,57978
log (s — b) = 2,27875
log (s — ¢) = 1,17609

5,03462
log s = 2,38561
2,64901
log o = 1,32451
logo =1,32451; log @ = 1,32451;
log (s — a) = 1,57978; log (s — b) = 2,27875;
log tg % = 9,74473 — 10; log tg & = 9,04576 — 10;
a ’ ’”, ﬂ - UR
?-*12903 | & 4860 5 =69 20° 25
o ==08%61 34" 4 =12°40° 503

log o = 1,32451
log (s — ¢) = 1,17609

log tg % = 10,14842 — 10

l:_ 0 ’ ’”
L= 54036718
y = 1090 12’ 36",
F — |/243.38.190.15 = [/3.22.192.5% = 3°.2.19.5 = 27.2.19.5
= 5130 gm.
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Zahlenbeispiele.

1. a =3544m, b=2779m, ¢ =40,13 m.
2. a = 2,81 m, b=1,78m, ¢ = 1,53 m.

3.0 —5134m, b = 7268 m, ¢ = 9313 m.

285

h) Einfachere Aufgaben zur Berechnung schiefwinkliger Dreiecke aus Be-
stimmungsstiicken, die nicht nur Seiten und Winkel desselben sind.

i
. b="533m, h, =308 m, g = T76°18’ 52”.
. b=176m, h; = 140 m, p =48 m.

. b=445m, ¢ = 203 m, y = 380 33" 43".

g
S T WD == S L W=D T 0

—
o =

21

-

o'=11 em, h; = 6:6 cm;:b =03 om;

/

e = T2nh =20, R — 21 m:

o« he =16m, 'c =18 m, - = 640:12¢ 18/

« F=234qgm, b=15m, c =41 m.

. a=145m, ¢c=150 m, r = 75,62 m.

L6 =13 my; o =59°29° 23 v'—= 815

ke ="10b.m; v = 82,17 m, 'a. =612 55 394,

il =4.8m, hy' =3 m; y = 362527127,

. he =516,5m, hy = 740,15, g = 43°33’ 33"
.a+b=s5=>584m, h, =51 m, g =6°43’59".

o 0 — b=d.=1702.m; h.=105m. o — 502",

. he = 144 m; m, = 161,77 m; ¢ =113 m.

. he =160 m, wy = 210,86 m, a = 281 m.
.o+b=8=1928m, ¢ =1916 m, y = 165° 14" 59”.
.a+b=5=1134m, c=116m, a — f = 6 = 133° 46" 54”.
19.
20.

a—b=d=237,962m, c= 75,924 m, y = 40°.
b—c=d=26m, a =130°27, §=36052"12",

cb—c=d=240m, a =400 m, f —y = d = 18°41’ 52”.
22,
23,
24,
25,
26.
27.
28.
29,
30.
31,
32,
33.
34.

p—q=0ad=292m, o =389 m, p—=2994'8".

P —q=d=80m;.a=109m, b= 61.m.
r=234m, a =36°25", g = 51927’ 40"

b+ c=s=1256 m, g = 4934’ 52", r = 1984,4 m.
r=1354¢m, a=26m, b= 26 m.

r==2025m, a="59Tm, f—y=205="541 47",
0 = 250 m, a = 50° 12’ 25", B = T4°4’ 40”.
0-=21m,; c=1HTn; a=— 3% 48"

0=9m, at+b-tc=2s5==140m, a =22°37"11".
ho + hpy =8 =31,98m, ¢ =21 m, y = T5°45’.

ho + he = s = 62,12 m, a = 197 m, ¢ = 240 m.

he —hg=d=222m, b=41m B=36°52"12".

he —hy =d=25782m, a —c=d, =269 m, a = 69°50" 39”.

www.rcin.org.pl



236

4) Eingekleidete Aufgaben.

1. Eine Kraft R = 150 kg soll in zwei Seitenkrifte zerlegt werden,
die mit ihr Winkel a = 50°20" und g =25°40" bilden. Wieviel Kilo-
gramm betragen die beiden Seitenkriifte?

2. Eine l = 1,50 m lange Stange bildet mit dem wagerechten Erdboden
einen Winkel a = 70°40”. Wie lang ist ihr Schatten, wenn sich die Sonne
mit ihr in derselben Vertikalebene befindet und ihr Héhenwinkel
p=48°9" 30" betrigt?

3. Um die Entfernung zweier durch einen FluB getrennter Punkte
A und B zu bestimmen, hat man auf dem horizontalen Ufer von B aus eine
Standlinie BC = 245 m und die Winkel 4 BC' = 35° 56’ 36" und ACB =
= 63°15" 24" gemessen. Wieviel Meter betrigt die Entfernung A B?

4. In einem Punkte 4 auf der Fahrt eines Schiffes erblickt man einen
Leuchtturm L in NNW; nachdem das Schiff @ = 15 sm nach WzN gesegelt
hat, peilt man in B den Leuchtturm in NO. Wie weit ist das Schiff in B von
dem Leuchtturm entfernt?

5. Auf einen Korper wirken unter einem Winkel a = 52°10” 24”
zwei Krifte P, =25kg und P, =48 kg. Welches ist die GroBe und
Richtung ihrer Resultante?

6. Am Rande eines Waldes lauft ein Weg BC = 1,616 km; von dem
Endpunkte B fithrt unter dem Winkel g = 369 6" nach einem Forsthaus 4
eine 1,362 km lange Schneise. Von C aus soll ein Weg nach 4 angelegt
werden; wie lang ist dieser Weg, und unter welchem Winkel muf} er gegen BC
angelegt werden?

6 a). In einem Bergwerke gehen von einem Punkte 4 aus zwei
Stollen, von denen der eine 4B = 1,4 km, der andere AC = 1,845 km lang
ist; ihre Richtungen bilden einen Winkel BAC' — a = 102° 48’ miteinander.
Von B aus soll ein Verbindungsstollen nach C' getrieben werden. Unter
welchem Winkel ist derselbe anzulegen und wie lang wird der Stollen?

7. Ein Schiff fahrt scheinbar ¢ = 120 sm nach SO, wihrend eine
Stromung das Schiff um @ = 56,8 sm nach NzO treibt. Welches ist die
Liange und der Kurs des wahren Weges?

8. Eine Kraft R — 420 kg soll in zwei Seitenkrifte P = 367 kg und
Q = 275 kg zerlegt werden. Unter welchen Winkeln gegen R greifen die
Seitenkrifte an?

9. Bei einer trigonometrischen Vermessung hat man die Seiten eines
Dreiecks a = 1480 m, b= 1752 m, ¢ = 1539 m gefunden. Wie grof} sind
die Winkel und der Inhalt des Dreiecks?

10. Um die Entfernung zweier Punkte 4 und B, zwischen denen sich
ein Teich befindet, zu bestimmen, hat man von 4 aus unter einem Winkel
a=53°20" 25" gegen die Visierlinie 4B eine Standlinie AC = 171,7 m
und dann die Entfernung CB = 206,5 m gemessen. Wieviel Meter betrigt
die Entfernung 4 B?
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11, Unter welchemn Gesichtswinkel erscheint ein geradliniger Wald-
rand 4 B = 1825 m, wenn das Auge von dem Endpunkt 4 um 2385 m und
von dem andern 1675 m entfernt ist?

12. Landesaufnahme und Gradmessung. (Nach Martus, Astro-
nomische Geographie, der auch die Figuren 30 und 31 entnommen sind.)

Bei der Landesaufnahme und bei der Bestimmung der Lénge des
Meridianbogens (Gradmessung) wendet man das Triangulationsverfahren
von Snellius (vgl. Planimetrie, S. 159, Anmerkung) an. Das zu vermessende
Gebiet wird in Dreiecke zerlegt (trianguliert), deren Ecken weithin sichtbare
Gegenstinde (z. B. Kirchtiirme) oder sogenannte trigonometrische Zeichen
sind. Die letzteren bestehen aus drei Mastbiumen, die man in den Ecken
eines gleichseitigen Dreiecks aufstellt und durch Querhélzer miteinander
fest verbindet, so daB sie eine dreiseitige Pyramide bilden. Die Verlingerung
der Pyramidenhshe wird durch eine Stange markiert. Der FuBpunkt der
Hoéhe wird mittels eines Senkbleies auf einer 1 m tief in die Erde gegrabenen
Steinplatte bezeichnet. Hieriiber wird ein Steinblock gesetzt und auf
seiner oberen Grenz
flaiche der FuBpunkt
des Lotes durch ein 1
eingeritztes Kreuz fest-
gelegt. Von einer ein-
zigen, sehr genau ge-
messenen  Grundlinie
aus werden dann nur
durch Winkelmessun-
gen die Seiten der
einzelnen Dreiecke des
Dreiecksnetzes be-
rechnet.

Bei der im Jahre
1846 vorgenommenen
Gradmessung  wurde
11 km  sidlich von Eichberg
Berlin zwischen den i Saarmund
Dérfern  Mariendorf
und Lichtenrode eine Gliewicke
Grundlinie (s. Fig. 30)

AC=2,3363885km ge
messen.

Von den End
punktender Grundlinie &
AC aus wurde nach 5 15 25

|[llll| | l L | |

; i |
den i): derPFlgl.{feO an g 0 T F
s R 30 Kilometer

Fig. 30.

Berlin |(Marienturm)

Marienfelde, Buckow
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siert und von diesen aus nach den folgenden, wie es die Verbindungslinien
angeben. Aus den Beobachtungsresultaten, die in nachstehender Tabelle zu-
sammengestellt sind, wurde die Strecke Berlin—Eichberg berechnet.

Namen der Winkel an diesen
Dreieckseckpunkte: Eckpunkten:
A4 b7° 46’ 17,91

1.0 C 67 54 53,98
Marienfelde | 54 18 4811

C 126° 50" 40,83"

2.{ Marienfelde 27 8 21,18
Buckow 26 0 58,49
Marienfelde | 102° 3 1,95”

3.{ Buckow 63 33 ‘8,64
Glienicke 14 23 49,51
Marienfelde 60° 13’ 32,787

4.{ Glienicke 72 12 52,007
Eichberg 47 33 35,206
Glienicke 780 31’ 34,93”

5.3 Eichberg 64 23 15,53
Berlin 37 -5 954
Berlin 830 14’ 10,13

6.{ Eichberg 58 27 1,55
| Kolberg 38 18 48,32
' (Eichberg 540 41’ 11,092”
7.{ Kolberg 47 19 17,844
Golmberg 77 59 42,304
Kolberg 76° 39’ 16,66”

8.0 Golmberg 895 H 2178
Marienberg | 64 13 21,56
Marienberg | 80° 11”7 1,81”

9.{ Golmberg 41 51 17,47
Brautberg 57 57 40,72
Brautberg 48° 50" 23,20”

10.{ Golmberg 46 1 3391

GrofBberg 8 8 2,89
Brautberg 53° 33’ 27,08”

11.{ GroBberg 68 38 59,50
. Strauch 57 47 33,42

Aufgabe. Essolldie Strecke
Berlin—Eichberg unter Benutzung
der nebenstehenden Winkelwerte
1—5 berechnet +werden. (Re-
sultat: 30,5589 km.)

Anmerkungen zur Losung.
1. Die Dreiecke sind als ebene
Dreiecke angenommen.

2. Bei der Berechnung mit
finfstelligen Logarithmen sollen
auch die Dezimalen der fiinften
Stelle mitberiicksichtig werden.
(Beispiel: log AC = 0,36854.4.)

Die Strecke Berlin—Eichberg
wird dann als Grundlinie eines
zweiten Dreiecksnetzes am Berliner
Meridian in der aus Figur 31 er-
sichtlichen Weise benutzt. Die Er-
gebnisseder Winkelmessungensind
in der nebenstehenden Tabelle zu-
sammengestellt.

Aufgabe. Essollen die Teil-
strecken der in Fig. 31 stirker ge-
zeichneten Strecke Berlin—Strauch
mit Benutzung der Winkelwerte
6—11 berechnet werden.

Man bestimme ferner den
Winkel Eichberg — Berlin— Siid
zu 41° 23" 14,55"

Da aus den berechneten
Winkeln der Dreiecke 6—11 sich
der Winkel Berlin—FEichberg—
Golmberg zu 113° 8" 14,957”
ergibt, so findet man die fol-
genden Winkel:

Eichberg—Golmberg—Nord
250 28’ 30,493",

Grofberg—Golmberg—Ost
890 31’ 28,411”,

Strauch — GroBberg — Siid
260 41’ 26,965".
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Aufgabe. Es
sollen unter Benut-
zung dieser Winkel
und der Ergebnisse
der vorangehenden
Aufgabedie Meridian-
abschnitte Berlin —
D, DE, EF, FG und
der Meridianbogen
Berlin — @ berechnet
werden. (Resultat:
126,355 km.)

13. Umdie Ent-
fernung einer Insel
von der Kiiste zu
bestimmen, hat man
von zwel @ = 2500 m
voneinander entfern-
ten Punkten der
Kiiste nach demsel-
ben Punkte C der
Insel visiert und die
Winkel g = 67° 18’
30” und y = 74°19’
25" gemessen. Wie-
weit ist die Insel von
der Kiiste entfernt?

14. Um die Ho-
he SFeinesder Tiirme
des Kolner Domes
zu bestimmen, hat
man eine horizontale
Standlinie @ 4B =
a = 60 m abgesteckt,

239
Fig. 31.

Nord.

| %
Berlin | Marienturm

Eichberg
bei Saarmund

Golmberg
bei Luckenwalde
Grossberg
0 bei Herzberg |
101
201
50 Kilometer

S50
40
501
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Brautberg

bei Kalaw

bot Elsterwerda

Dresden
o
Siid+-

deren Verlingerung durch den Ful F des Turmes geht und in 4 und B die
Erhebungswinkel a = 58° 11’ 48", p = 76° 46" 31" gemessen. Welche Hohe

hat der Turm?

15. Man berechne die Breite 4 B eines Flusses, wenn in der Verlingerung
von AB unter einem Winkel a = 64°15” 27 gegen diese eine Standlinie
CD = a = 60 m angelegt ist, die mit den Visierlinien von D nach den beiden
Utfern die Winkel D4 = g =18°21’ 36", CDB=y = 49° 10’ 46" bildet.

16. Um die Entfernung zweier unzuginglichen Punkte X und Y zu
bestimmen, hat man eine Standlinie 4B = a = 300m und die Winkel
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XA N—ia — 129 990 Vel B =— 8 = 99085 5. X Byl — == 1705 linds X BY
= 3§ = 75°32" gemessen. Es soll die Entfernung XY auf zwei Arten be-
rechnet werden.

17. Von einem Luftschiff, das in 540 m Hohe schwebt, erblickt man
zwei hintereinander liegende Batterien unter den Senkungswinkeln
a=>50°34" und f=27°18". Welche Entfernung haben die Batterien?

18. Um die Lénge eines geradlinigen Tunnels zu bestimmen, mift
man 120 m vor dem Eingange den Erhebungswinkel einer auf dem zu durch-
bohrenden Bergriicken aufgestellten Flaggenstange a == 43° 22’ 27"
120 m vor dem Eingange auf der andern Seite des Berges ist der Erhebungs-
winkel desselben Punktes g = 39948 57”. Wie lang wird d>r Tunnel, wenn
der anvisierte Punkt der Flaggenstange i = 590 m iiber der Ebene der
Messung liegt?

19. Von einer A =50 m iiber dem Meeresspiegel gelegenen Stelle
erscheinen zwei Schiffe unter den Senkungswinkeln a, = 13°49’ und
ay = 11° 14’ Welches ist die Entfernung beider Schiffe, wenn ihr scheinbarer
Abstand S = 101° 39" betrigt?

20. Bei den in den Jahren 1884 und 1885 von Ekholm und Hagstrém
bei Upsala vorgenommenen Messungen von Wolkenhshen waren die beiden
telephonisch miteinander verbundenen Beobachter @ = 1302 m voneinander
entfernt. Umnach demselben Punkt einer Wolke ihre einander zugekehrten Fern-
rohrezurichten, muBteder eine Beobachter dasseinigeinhorizontaler Richtung um
a=33°19" 54", in vertikaler Richtung um y =178°10"12"”, der andere
das seine horizontal um g = 14° 28’ 12", vertikal um 6 = 65° 19" 9”” drehen.
Zu wieviel Meter berechnet sich aus diesen Angaben die Hohe der Wolke?

21, Es sollen zwei durch ein Tal getrennte Anhéhen 4 und B durch
einen Eisenbahnviadukt miteinander verbunden werden. Die Hohen der
beiden Punkte 4 und B iiber einem Punkte C des Tales sind 4D = a = 60 m
und BE = 92 m (C liegt nicht mit D und E in gerader Linie). Man miBt
in C die Erhebungswinkel ACD =q=9°50"24" und BCE =§
= 11° 12" 40", sowie den Horizontalwinkel y == 95° 10" 15”. Wie lang wird
der Viadukt und wieviel Prozent betrigt seine Steigung?
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III. Stereometrie.

Kapitel I
Die Lage von Geraden und Ebenen im Raume.

«a) Die Lage von Punkten und Geraden gegen eine Ebene.

1. Eine Ebene ist eine Fliche von der Beschaffenheit, dal jede
Gerade, die zwei Punkte derselben enthilt, ganz in der Fliche liegt

2. Eine Gerade, die nicht ganz in einer Ebene liegt, kann mit
ihr entweder nur einen oder gar keinen Punkt gemeinsam haben. Im
ersteren Falle schneidet die Gerade die Ebene; der gemeinsame Punkt
heit der Schnittpunkt (Spurpunkt) der Geraden; im andern Falle
heiflen die Gerade und Ebene parallel.

3. Durch einen Punkt auBerhalb einer Ebene lassen sich unzihlig
viele parallele Geraden zu der Ebene legen.

4. Durch eine Gerade lassen sich unzihlig viele Ebenen hindurch-
legen.

5. Durch eine Gerade und einen auflerhalb derselben gelegenen Punkt
liBt sich nur eine Ebene legen.

6. Zwei Geraden, die keinen Punkt gemeinsam haben und in einer
Ebene liegen, heilen parallele Geraden.

Durch einen Punkt auBlerhalb einer Geraden 1aBt sich zu ihr nur eine

parallele Gerade ziehen.
7. Eine Ebene ist bestimmt:
@) durch eine Gerade und einen Punkt auBerhalb derselben;
b) durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte;
¢) durch zwei sich schneidende Geraden;
d) durch zwei parallele Geraden.
8. Zwei Ebenen, die keinen Punkt gemein- Fig. 1.
sam haben, heiflen parallele Ebenen. M,
9. Haben zwei Ebenen einen Punkt gemein- P
sam, so haben sie alle Punkte einer Geraden 8%
gemeinsam; die Ebenen schneiden sich in einer
Geraden.

10. In der Ebene RS (Fig. 1) seien 04 und OB
zwel sich in O schneidende Geraden, auf denen die
Gerade MN senkrecht steht. Zieht man in RS durch
O eine beliebige Gerade OC, so liB3t sich zeigen, dafl
MN auch auf OC senkrecht steht. Man ziehe zu dem’ N

Schwab, Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterricht in der Gaometrie. I. Teil, Ausg. A. 16
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Zwecke in der Ebene eine beliebige Gerade, die 04, OB, OCin A, B und C
schneidet und mache OM = ON. Verbindet man M und N mit 4, B und C,
so sind 04 und OB Symmetralen zu MN und daher ist:

MA —=NA

MB = NB.
Es ist aullerdem:

AB—= AB

A ABM~ A ABN
X MBA— X NBA.

Es ist ferner:

MB-— NB
B0 BQ
A BCM >~ N\ BCN
OCM=— CN.
Es ist aber auch:
Ol 0€
OM = ON

A CMO >~ CON
MO0 =— A NOC ="1R,
d+Hes MN | OC.
Satz 1. Steht eine Gerade auf zwei durch ihren Spurpunkt gehenden
Geraden einer Ebene senkrecht, so steht sie auf allen durch den Spurpunkt
gehenden Geraden der Ebene senkrecht.!)

Erklarung. Eine Gerade steht auf einer Ebene senkrecht,
wenn sie auf allen durch ihren Schnittpunkt mit der Ebene
gehenden Geraden der Ebene senkrecht steht.

Zusiatze. 1, Die Senkrechte ist die kiirzeste von allen Geraden, die
man von einem Punkte auBerhalb einer Ebene nach ihr ziehen kann; sie
bestimmt den Abstand oder die Entfernung des Punktes von der Ebene.

2. Von einem Punkte auerhalb einer Ebene kann man auf sie nur eine
Senkrechte fillen.

3. In einem Punkte einer Ebene kann man nur eine Senkrechte auf
ihr errichten.

Erklirungen. a) Unter der Projektion eines Punktes auf eine
Ebene versteht man den FuBpunkt der Senkrechten, die man von dem
Punkte auf die Ebene fillen kann.

b) Unter der Projektion einer Strecke auf eine Ebene versteht
man «die durch die Projektion ihrer Endpunkte bestimmte Strecke.

c¢) Unter der Projektion einer Geraden auf eine Ebene versteht
man die durch die Projektionen zweier ihrer Punkte bestimmte Gerade.

1) Der hier gegebene Beweis des Satzes riihrt von dem franzosischen Mathe-
matiker Cauchy (1789—1857, Paris) her.
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Erklirung. Unter dem Neigungs- Fig. 2.
winkel einer Geraden gegen eine Ebene 57
versteht man-den spitzen Winkel, den die 4
Gerade mit ihrer Projektion auf die Ebene

bildet. A //
Es sei (Fig. 2) AC eine die Ebene M N cﬁﬁp
in C' schneidende Gerade, BC ihre Projek- 'n
74

tion auf MN und CB, eine beliebige durch
C gezogene Gerade der Ebene MN. Macht man CB = CB, und zieht 4B,
80 ist:

AC = AC
BC = B,C
AB < AB, (Zusatz 1, Satz 1.)

¥ ACB < X ACB,.

Satz 2. Unter allen Winkeln, die eine Gerade mit den durch ihren
Spurpunkt gehenden Geraden einer Ebene bildet, ist ihr Neigungswinkel der
kleinste Winkel.

0) Die Lage zweier Ebenen gegeneinander.

1. Zwei Ebenen haben entweder keinen Punkt cder eine Gerade
gemeinsam. Im ersteren Falle heilen sie parallel, im anderen Falle
schneiden sie sich.

2. Wenn sich zwei Ebenen schneiden, so teilen sie den Raum in vier
Teile; jeder dieser Teile heillt ein Flachen-
winkel, die beiden Halbebenen, die ihn
begrenzen, sind seine Schenkelebenen,
ihre Schnittlinie seine Kante.

3. Werdenin jeder der Schenkelebenen
eines Flichenwinkels auf der Kante in
einem beliebigen Punkte Lote errichtet,

Fig. 3.

Fig. 4.

7

16*
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so schlieBen sie einen ebenen Winkel ein, den Neigungswinkel des
Flichenwinkels. (Fig. 3.)

Ist der Neigungswinkel ein Rechter, so stehen die Schenkelebenen auf-
einander senkrecht.

4. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten Ebene geschnitten,
so sind die Schnittlinien einander parallel (Fig. 4), denn ein gemeinsamer
Punkt der Schnittlinien miiite auch ein solcher der
parallelen Ebenen sein.

% E’ 5. Eine Ebene steht auf einer andern senk-

Fig. 5.

recht, wenn sie durch eine Gerade geht, die auf

. der zweiten Ebene senkrecht steht.

4 Es sei (Fig. 5) 4B senkrecht zu f und a gehe
durch AB. Errichtet man in B auf DE in § die

Senkrechte BC, so ist ¢ ABC der Neigungswinkel von a und g; < ABC

=1 R, daher a | g.

- o

Kapitel II.

Das Zeichnen riaumlicher Gebilde.

«a) Anschauliche Herleitung der Eigenschaften der schrdgen Parallel-
projektionen.

Zur Untersuchung rdumlicher Gebilde ist es notwendig sich von
denselben Zeichnungen in einer Ebene zu entwerfen; man muf} die raumlichen
Gebilde in einer Ebene abbilden.

Es soll an dieser Stelle nur eine besondere Methode der Abbildung
entwickelt werden. Um die Grundlagen dieser Methode zu gewinnen, kniipfen
wir an die Schatten-
S bilder an, welchedie
\ Sonne von den von
Ny ihr  beschienenen

1;7»,&\ Giegenstiinden ent-
b wirft.
Ist A Bein auf
derHorizontalebene
N MN (Fig. 6) senk-
recht  stehender
Stab, der von der
Sonne beschienen
M wird (Gnomon, vgl.
Aufgabe 25 S. 209),
so entsteht auf MN ein Schatten, der je nach der Richtung der Sonnen-
strahlen verschiedene Richtungen und verschiedene GroBe (4B!, AB!,
AB') hat, aber immer geradlinig ist.

Fig. 6.
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Ebenso entsteht von einem Fig. 7.
Sitabe CD (Fig. 7), der in den
Gang der Sonnenstrahlen gebracht S
wird, auf einem hinter ihm be-

findlichen ebenen Schirm RS ein -
geradliniger Schatten C'DI der
nur in einem besonderen Falle
punktformig ist.

Der Schatten C’D" des Sta-
bes CD hat im allgemeinen eine
andere Liinge als der Stab selbst.
Ist der Stab dem Schirme RS pa-
rallel, so ist die Schattenlinge
gleich der Stablinge.

Nehmen wir zwei parallele
Stibe (oder zwei durch ein Quer-
stiick verbundene parallelegradlinige
Drithte), so liefern dieselben pa-
rallele Schattenbilder.

Hieraus folgt sofort, daBl das
Schattenbild eines Parallelogram- (%
mes wieder ein Parallelogramm ist,
was durch einen Versuch mit einem Drahtparallelogramm bestitigt wird.

Bringen wir das Drahtmodell eines Wiirfels (Fig. 8) so in den Gang der
Sonnenstrahlen, daB zwei gegeniiberliegende Flachen parallel zu einer senk-
recht stehenden Ebene sind, so sind die Schattenbilder dieser beiden Flichen
wieder Quadrate, die der vier anderen Flichen aber Parallelogramme. Aus
der Betrachtung des Schattenbildes des Wiirfels ergibt sich mithin:

1. Alle zur Vertikalebene MN parallelen Strecken werden durch gleiche
und parallele Strecken abgebildet.

2. Die zur Vertikalebene MN senkrechten Strecken werden als parallele
Strecken und nach demselben Verhiiltnis verkiirzt oder verlingert abge-
bildet; der Winkel, den die Bilder dieser Strecken mit einer wagerechten
Geraden bilden. sowie das Verkiirzungsverhiltnis héingt von der Lage der
Ebene MN gegen die Sonnenstrahlen ab.

Im Kapitel XIX, I¢ der Planimetrie haben wir als Projektion einer
Strecke auf eine Gerade die Strecke bezeichnet, die man erhilt, wenn man
von den Endpunkten der Strecke Lote auf die Gerade fallt. Durch Erweite-
rung dieser Festsetzung ergibt sich, dal man die Projektion eines Punktes,
einer Strecke, einer Fliche oder eines Korpers auf eine Ebene erhilt, wenn
man von den Erdpunkten, beziehungsweise Eckpunkten dieser Gebilde
Lote auf die Ebene féllt und dieselben in entsprechender Weise miteinander
verbindet. Eine solche besondere Art der Projektion bezeichnet man als eine
orthogonale (senkrechte) Projektion. Diese Art der Abbildung geometnscher

M ATE M A‘TYCZN




Fig. 8.
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Gebilde auf eine Ebene ist nur ein Sonderfall des folgenden allgemeineren Ab-
bildungs- oder Projektionsverfahrens. Ziehen wir durch die einzelnen Punkte
eines geometrischen Gebildes parallele Strahlen und ermitteln deren Schnitt-
punkte (Spurpunkte) mit einer Ebene, so bezeichnen wir diese Schnittpunkte
als die Parallelprojektionen dieser Punkte; ihre Gesamtheit bestimmt die
Parallelprojektion des Gebildes. i

Da wir nun die Strahlen der Sonne als parallele Strahlen ansehen
konnen, so sind die oben betrachteten Schattenbilder Beispiele fiir Parallel-
projektionen. Da wir die Sonnenstrahlen schrig auf die Wand auffallen
lieBen, so nennen wir eine solche Projektion eine schrige Parallel-
projektion, von der die bei senkrechtem Auffallen der Strahlen ent-
stehende orthogonale Parallelprojektion nur ein Sonderfall ist.

Wir bezeichnen die parallelen Strahlen als Projektionsstrahlen,
die Zeichenebene als Projektionsebene und das Bild als eine Projektion
des geometrischen Gebildes.

b) Geometrische Herleitung der Eigenschaften der schrigen Parallel-
: projektionen.

1. Die Projektionsstrahlen nach einer Geraden MN liegen in einer
Ebene, der projizierenden Ebene; die Schnittlinie M'N' dieser Ebene mit
der Bildebene ist die Projektion der Geraden MN. (Fig. 9.)
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2. Essei MN eine zur Bildebene
parallele Strecke (Fig. 10): dann muB}
die Schnittlinie MIN' der projizie-
renden Ebene mit der Bildebene zu
MN parallel sein, weil sonst MN mit
der Bildebene einen Punkt gemeinsam
hétte. Da die Projektionsstrahlen MM’
und NN! einander ebenfalls parallel
sind, so ist das Viereck MNM'N' ein
Parallelogramm und M'N' = MN,
d. h.: das Bild einer zur Projek
tionsebene parallelen Strecke
ist derselben parallel und gleich.

3. Aus Fig. 9, bei der die Strecke
M N zur Bildebene geneigt ist, und aus
Fig. 10, bei der sie der Bildebene pa-
rallel ist, ergibt sich:

M'0':0'N' = MO : ON,

247

P

d.h.in beiden Féllenstehen die Teileder Bilder zueinanderin dem
gleichen Verhédltnis wie die Teile der abgebildeten Strecken.

Es seien MN und P@ zwei parallele Strecken mit den Spurpunkten M
und P. (Fig. 11.) Die projizierenden Ebenen beider Strecken miissen einander

Fig. 10.

Fig. 11.
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parallel sein und werden von der Bildebene RS in den parallelen Strecken
MN' und PQ' geschnitten. (Kapitel I b, 4.) MN' und PQ' bilden daher mit
jeder in der Bildebene gezogenen Geraden (z. B. mit der Horizontalen UV)
den gleichen Winkel a.

Da auflerdem die Dreiecke MNN'! und PQQ' wegen der Parallelitit
entsprechender Seiten dhnlich sind, so folgt:

MN': MN = PQ': PQ,
oder: CLEMNT PO —MN PO
Es ergibt sich:
Die Projektionen paralleler Strecken sind einander
parallel und stehen in demselben Verhédltnis zueinander

wie die Strecken. !
Fig. 12. 5. Es sel

(Fig. 12) PQ die

Q senkrecht stehen-

de Projektions-
ebene, MO eine
Horizontalebene

s " und 4ABeinein ihr
i liegende zur Pro-
jektionsebenein 4
senkrecht stehen-
de Gerade, AB!
ihre  Projektion,
die mit der Hor1-
zontalen M N den
Winkel a  bil-
det. Der Winkel
AB'B = g ist der
Winkel, unter dem
die Projektions-
strahlen gegen die Bildebene geneigt sind. Aus dem rechtwinkligen Dreieck
ABB' (vgl. fatz 1, Kapitel Ia, 10) folgt:

I
cot_q(p—_——i—g, dehi:

die Kotangente des Winkels, unter dem die Projektions-
strahlen die Bildebene treffen, bestimmt das Verhéaltnis der
Projektion einer zur Projektionsebene senkrechten Strecke
zu der Strecke selbst.

Man bezeichnet dieses Verhéltnis gewohnlich mit ¢. Ist z. B. ¢ =1,
also cotg ¢ = 1, so ist ¢ — 45; die Projektion ist in diesem Falle gleich der
gegebenen Strecke; fiir ¢ — % ist die Projektion halb so grof wie die gegebene
Strecke.
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Der Winkel a, den die Projektion 4B' mit der Horizontalen MN
bildet, ist fiir alle zur Projektionsebene senkrechten Strecken der gleiche.
Durch eine gegebene Richtung der Projektionsstrahlen ergeben sich
mithin fiir ¢ und a ganz bestimmte Werte. Mithin ist umgekehrt durch
gegebene Werte von ¢ und a die Richtung der Projektionsstrahlen bestimmt.
Man kann daher sowohl fiir ¢ als auch fiir a beliebige Werte annehmen. Es

ist gebriauchlich g — —,_1;-, -‘1,—, 1, a = 309, 45°, 90° zu setzen.
(Ist g=1 und ‘a — 45° so nennt man die Schrigprojektion auch
Kavalierperspektive.)
Zur Ausfithrung einer Schrigprojektion fiir gegebene Werte von
q und «a bildet man zunéchst die zur Projektionsebene parallelen und senk-
rechten Strecken ab und erhilt dann die Projektion aller anderen Strecken

durch Verbindung der bereits erhaltenen Punkte.

Zusammenfassung.

Fiir die Anfertigung der chragbilder kommen demnach folgende
Eigenschaften derselben in Betracht:

1. Die Projektionen von Strecken, die zur Projektions-
ebene parallel laufen, sind diesen gleich und zueinander
parallel.

2, Strecken, die zur Projektionsebene senkrecht sind,
werden durch parallele Strecken abgebildet, die mit der
Horizontalrichtung einen bestimmten Winkel bilden und
ihrer Linge nach zu den abgebildeten Strecken in einem
bestimmten Verhiltnis stehen. Der Winkel und das Ver-
héltnis héingen von der Neigung der Projektionsstrahlen
zur Projektionsebene ab.

¢) Schrigprojektionen ebener Figuren.

Fiir alle folgenden Zeichnungen soll die Zeichenebene (Projektions-
ebene) senkrecht stehen. Die hierzu senkrechte und horizontale Ebene
nennen wir die Grundebene und ihre
Schnittlinie bezeichnen wir als Pro-
jektionsachse

Aufgabe 1. Es soll ein Qua-
drat, das in der Grundebene so ¢ D
liegt, daB eine seiner Seite in
die Projektionsachse fillt, in
Schriagprojektion gezeichnet
werden. (g =+, a=230°%) (L)

Losung. (Fig. 13.) Die Seiten
AB und CD bilden sich, da sie der
Bildebene parallel sind, inihrer wahren® c D

Wig. 13.
A B
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GroBe ab; die zur Bildebene senkrechten Seiten AC und BD werden auf
ein Drittel verkiirzt; ihre Bilder 4C' und BD' schneiden die Achse unter
einem Winkel @ = 30° Das Parallelogramm ABC'D' ist das verlangte
Schrigbild.

Aufgabe 2. Es soll ein Quadrat, das in der Grundebene

so liegt, daB eine seiner Diagonalen zur Projektionsachse

Fig. 14. senkrecht steht, in Schrig-

projektion gezeichnet werden.
(¢ =5+ a=150%) (L)

Lésung. (Fig. 14.) Die zur
Bildebene senkrechte Diagonale AC
bildetsich auf die Halfte verkiirztab;
thr Bild AC' bildet mit der Pro-
iektionsachse einen Winkel von 150°.
Dor Mittelpunkt E' von AC' ist das
Bild des Schnittpunktes £ der Dia-
gonalen. Das Bild B'D' der zur
Bildebene parallelen Diagonalen BD
ist gleich der wahren Gréfe und geht durch E'.

Aufgabe 3. Es soll das Schriighild eines Quadrates gezeich-

N net werden,

S das in einer zu

)] 4 c der Bild- und

b Grundebene

e senkrechten

)3 Ebene so liegt,

dall eine sei-

ner Seiten in

die Grund-

ebene fallt.

i (q:%—, a=459.)
A B 30 (ke

7 Losung.

L (Fig. 15.) Bs sei

4 ABCD das ge-

gebene Quadrat, von dem die Seite () in der Grundebene und €' in der

Projektionsachse liegt.

Aufgabe 4. Es soll das Schriigbild eines in der Grund-
ebene liegenden gleichseitigen Dreiecks gezeichnet werden,
von dem ein Eckpunkt in der Projektionsachse und eine
Seite senkrecht zur Bildebene ist. (q:%-, a=30%) (L.
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Aufgabe 5. Es soll ein regelméfiges Sechseck abgebildet
werden, dasin der Grundebene so liegt, daBl eine Seite auf die
Projektionsachse fillt. Fig. 16.
(q:;%, he=db0 (L) A B

Losung. (Fig. 16.) = ¢
Bildeh. raan. die, sur. Bild & oo Gl
ebenesenkrechten Strecken XS
AE und BD mit ihren E'\"/‘ »
Mittelpunkten G und H S
und die zur Bildebene
parallele Strecke FC ab, so
erhilt man die Projektion
des gegebenen Sechsecks.

Aufgabe 6. Es soll
das Bild eines regel-

E D

miBigen Sechsecks gezeichnet werden, das in einer zur
Bild- und Grundebene senkrechten Ebene so liegt, daB
eine Seite in die Grundebene fillt. (q:—;—, a-—'450 iy
Aufgabe 7. Es soll das Schrigbild eines in der Grund-
ebene liegenden Kreises gezeichnet werden, dessen Mittel-

punkt in der Projektionsachse liegt. ( ::—;-, a = 45%) (L.

Losung. (Fig. 17))
Der auf der Projektions-
achse liegende Durchmesser
AB ist sein eigenes Bild.
Man teileden Kreis von 4 aus
in eine Anzahl gleicher Teile
(etwa 8 oder 12). Verbinden
wir die Teilpunkte 2 und 12,
3und 11, 4 und 10, 5 und 9,
6 und 8, so stehen die Ver-
bindungslinien senkrecht zu
AB. Die Bilder dieser Ver-
bindungssehnen gehen durch
die Punkte C, D, E, F, G;
sie sind gegen AB unter
einem Winkel von 45° ge
neigt und zur Hilfte ver
kiirzt.

Ist a =90° und ¢ —= —;-, so fallen die Bilder der Sehnen mit den Sehnen

der Richtung nach zusammen und sind nur auf die Hilfte zu verkiirzen.
(Vgl. Tig. 18))

Avmerkung. Das Schriighild eines Kreises heifit Ellipse.
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B

Aufgabe 8. Es soll
das Schrigbild eines Krei-
ses gezeichnet werden, der
in einer zur Grund- und
Bildebene senkrechten
Ebene und dessen Mittel-
punkt auBerdem auf der
Projektionsachse liegt,
(g =1 a==45°) (L)

Anmerkung. DasSchrig-
bild eines Kreises heift Ellipse.

Aufgabe9. Essolldas
Schriagbildeines beliebig
in der Horizontalebene lie-
genden Vielecks gezeichnet
werden. (g = %, a —45%) (15

Losung. (Fig. 19.) Es sei
ABCDE das gegebene Vieleck.
Man félle von seinen Eck-
punkten auf die Projektions-
achse die Senkrechten und
zeichne deren Bilder. Die Bilder
der Endpunkte dieser Senk-
rechten sind die Bilder der Viel-
ecksecken und A'B'CiD'E' ist
das gesuchte Schrigbild.

Ubungsaufgaben. (L.

Es sollen die Schrigbilder
folgender Figuren gezeichnet
werden :

1. eines Quadrats, 2. eines gleichschenkligen Dreiecks, 3. eines
regelmiBigen Sechsecks, 4. eines regelmiBigen Zehnecks, 5. eines Kreises,
wenn diese Figuren a) in der Grundebene, b)in einer zur Grund- und Bildebene
senkrechten Ebene in beliebiger Lage sich befinden.

) Schragprojektionen von Korpern.

Um die Zeichnungen der Korper zu vereinfachen, stellen wir dieselben
so auf die Grundebene auf, dafBl entweder eine Begrenzungsfliche oder eine
Kante oder die Hohe der Bildebene parallel ist.

Aufgabe 10. Es soll das Schrigbild eines Wiirfels ge-
zeichnet werden, von dem zwei Seitenflichen der Bildebene

parallel sind. (¢= %, a:=— 308610
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Lésung. (Fig. 20.) Man zeichne nach Aufgabe 1 das Schragbild
A'B'C'D' der Grundfliche; da die zur Bildebene parallelen Seitenflichen
ABEF und CDHG sich unverkiirzt :
abbilden, so ergibt sich das Bild des

ganzen Korpers.

Aufgabell. EssolldasSchriag- p
bild eines aufrecht stehenden
Wiirfels,vondemdieeineDiagonale
der Grundfliche der Projektions- :
achse parallel ist, abgebildet
werden. (Ubereckstellung des
Wiirfels). (= a=30°%) (L) ,

Lésung. (Fig. 21.) Die Zeichnung e S e
ergibt sich aus der vorangehenden | -~
Aufgabe leicht. A B

Aufgabe 12. Es soll der Wiirfel
in der Stellung der Aufgabe 10 ge-
zeichnet, die Mittelpunkte der
Seitenflichen ermittelt und diese
Mittelpunkte durch Geraden mit-
einander verbunden werden. (L.

Fig. 20.
H a

Die Losung ist einfach und liefert
eine von acht gleichseitigen Dreiecken
begrenzte quadratische Doppelpyramide,
das regulire Oktaeder. Dieser Korper
hat drei zueinander senkrechte gleich
lange Diagonalen (regulires Achsenkeuz),
von denen zwei der Bildebene parallel laufen; die dritte steht senkrecht
dazu.

Aufgabe 13. Es soll das Oktaeder gezeichnet werden,
wenn a) die korperliche Diagonale, b) die Kante gegeben
ist. (L)

Aufgabe 14. Es soll das Schragbild des Korpers ge-
zeichnet werden, den man erhilt, wenn man in den Mittel-
punkten der Wiirfelflichen Senkrechten gleich der Halfte
der Kantenlinge errichtet und deren Endpunkte mit den
Eckpunkten der entsprechenden Wiirfelfliche verbindet. (L.

(Man fithre die Zeichnung an den Wiirfelstellungen der beiden voran-
gehenden Aufgaben aus.)

Anmerkung. Der entstehende von 12 Flichen begrenzte Kéorper

heiBt Rhombendodekaeder. (Granatoeder, da der Granat in dieser Form
kristallisiert.)
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Aufgabe 15. Es soll der Korper gezeichnet werden, der
entsteht, wenn man auf das Oktaeder (Aufgabe 13) gerade
Pyramiden von gegebener Hoheaufsetzt. (Pyramidenokta-
eder.) (L.

Aufgabe 16. Es soll eine gerade Pyramide gezeichnet
werden, wenn die in der Grundebene liegende Grundfliche,
der FuBpunkt der Hoéhe und die Hohe gegeben sind. (L)

Aufgabe 17. Es soll eine regelmifBige dreiseitige gerade
Pyramide ( Tetraeder) gezeichnet werden, wenn eine Grund-
kante zur Projektionsachse senkrecht ist. (L.

Es soll das Tetraeder auch mittels des Wiirfels gezeichnet werden,
indem man die drei von einer Wiirfelecke ausgehenden Flichendiagonalen
zieht und ihre Endpunkte miteinander verbindet.

Aufgabe 18. Es soll das Schrigbild eines auf der Grund-
ebene stehenden geraden Kreiszylinders gezeichnet werden. (L.)

Losung. (Fig. 22.) Man zeichne
nach Aufgabe 7 das Bild der unteren
Grundfldche. Das Bild der oberen Grund-
fliche erhilt man in gleicher Weise, in-
dem man den Kreis abbildet, der in
einer der Grundebene im Abstande der
Zylinderhohe parallelen Ebene liegt und
dessen Mittelpunkt M senkrecht iiber
dem der unteren Grundfliche sich be-
findet. Zur Vervollstindigung des Bildes
zieht man die beiden dufleren gemein-
schaftlichen Tangenten der Ellipse.
™~ Anmerkungen. 1. Man kann

s Ly auch in den gezeichneten Punkten der
unteren Grundfliche Senkrechten gleich
der Zylinderhohe errichten und ihre

Endpunkte verbinden.
2. Die Zeichnung vereinfacht sich, wenn man a = 90° nimmt.

Aufgabe 19. Es soll das Schrigbild eines auf der Grund-
ebene stehenden geraden Kegels gezeichnet werden. (L.

Loésung. (Fig. 23.) Die Zeichnung erledigt sich leicht. Die begrenzenden
Mantellinien erhélt man, indem man von der Kegelspitze (Endpunkt der
Hohe) die Tangenten an das Bild der Grundfliche zieht.

Aufgabe 20. Es soll das Schriagbild einer auf der Grund-
ebene liegenden Kugel gezeichnet werden mit Hilfe von

Fig. 22.

M,
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Kreisschnitten a) parallel der Grundebene, b) parallel der
Bildebene. (L.

Losung a). (Fig. 24.) Man lege Fig. 23.
parallel zur Grundebene durch die Kugel
eine Anzahl, z. B. fiinf Ebenen und bilde
die erhaltenen Kreise als Ellipsen ab.
Die Ellipse, die die erhaltenen Bilder um-
hiillt, ist der Umri} des Kugelbildes. (In
Fig. 24 ist auBlerdem der durch den
Mittelpunkt gehende zur Bildebene senk-
rechte Schnitt abgebildet.)

Ubungsaufgaben. (L.

1. Es soll das Schrigbild eines auf
der Grundebene stehenden geraden Pris-
mas, dessen Grundfliche ein gegebenes
Vieleck ist, gezeichnet werden.

2, Es soll das Schrigbild eines geraden regelmiBig sechsseitigen
Prismas gezeichnet werden, dessen Grundfliche in einer zur Grund- und Bild-
ebene senkrech-
ten Ebene liegt. Fig. 24.

3. Es soll
das Schragbild
eines  geraden
Kreiszylinders
gezeichnet wer-
den, der so auf
der Grundebene
liegt, daB seine
Mantellinien der
Bildebene pa-
rallel sind.

4. Es soll
das Schrigbild
eines  geraden
Kreiskegels ge-
zeichnet werden,
dessen Spitze in
der Grundebene
liegt und dessen
Grundfliche der
Grundebene pa-
rallel ist.
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Kapitel III.

Der Wiirfel und der Quader.

«) Der Wiirfel.

1. Erklirung.

Der Wiirfel ist ein von sechs kongruenten Quadraten begrenzter
Korper.

Die Quadrate sind paarweise parallel; sie schneiden sich zu je zweien
in zwolf Kanten, die zu je vieren einander parallel und zu zwei Grenzflichen
senkrechtsind. Die zwolf Kanten treffen zu je dreien in acht Ecken zusammen.

Jede dieser acht Ecken ist mit dreien durch Kanten verbunden; mit
drei anderen liBt sie sich durch Flichendiagonalen verbinden; die Ver-
bindungslinie mit dem noch iibrig bleibenden Eckpunkte heilit Korper-
diagonale.

In dem Wiirfel (Fig. 25) sind AG, BH, CE und DF die vier Korper-
diagonalen. Die vier Korperdiagonalen sind einander gleich, da die Rechtecke
BCEH und ADFG@, deren Diagonalen sie sind, kongruent sind.

Da A@ Diagonale in den Rechtecken 4 BHG, ACEG und ADF@ ist,
deren andere Diagonalen beziehungsweise BH, CE und DF sind, so schneiden
sich die vier Korperdiagonalen in einem Punkte M. Da die Diagonalen eines

Fig. 25. Fig. 26.

(4 i b
A B A

Rechteckes einander halbieren, so ist der Punkt M von den Ecken des
Wiirfels gleichweit entfernt, Die Ecken eines Wiirfels liegen demnach auf
einer Kugel, deren Mittelpunkt der Schnittpunkt M der vier Kérperdiago-
nalen des Wiirfels ist.

Verbindet man die Durchschnittspunkte der Diagonalen zweier gegen-
iiberliegenden Grenzflichen des Wiirfels, z. B. J und K (Fig. 26), so geht
diese Verbindungsstrecke durch M und wird in M halbiert, denn JK ist
die Verbindungsstrecke der Halbierungspunkte je zweier der Gegenseiten
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der beiden Rechtecke ACEG und BDFH, und M ist der Schnittpunkt
der Diagonalen dieser Rechtecke. Da JK sowohl auf AC und BD als auch
auf EG und FH senkrecht steht, so muB JK (Satz 1, Kapitel I) auf den
gegeniiberliegenden Wiirfelfliichen senkrecht stehen. Ferner ist JK gleich
der Wiirfelkante.

Bezeichnet man die Verbindungsstrecken der Mittelpunkte je zweier
gegeniiberliegenden Grenzflichen des Wiirfels als Achsen desselben, so folgt:

Die drei Achsen des Wiirfels sind gleich den Wiirfelkanten, halbieren
einander im Schnittpunkte der Korperdiagonalen, stehen auf je zwei
parallelen Grenzflichen und aufeinander senkrecht.

M ist daher auch von den Wiirfelflichen gleichweit entfernt und mithin
der Mittelpunkt einer Kugel, die die Grenzflichen des Wiirfels beriihrt.

2. Bezeichnen wir die Kante des Wiirfels mit a, so ergibt sich aus dem
rechtwinkligen Dreieck BDH, in dem DH — a, BD = a2 ist, fir die
Korperdiagonale BH = D:

BH:=D*=qa? 1 (0)2)’=a?} 242 =3 a?
BH=D =a}3.

Die Korperdiagonale ist eine Funktion der Kantenlinge; umgekehrt
liBt sich die Kante als Funktion der Korperdiagonale darstellen. Welches
sind d'e Bilder der betreffenden Funktionen?

3. Da der Inhalt eines Quadrats gleich @? ist, so erhilt man fiir die
Summe der sechs Begrenzungsflichen des Wiirfels oder seine Oberfliche:
O =6a’

Die Oberfliche ist ebenfalls eine Funktion der Kantenlinge und um-
gekehrt die Kantenlinge eine Funktion der Oberfliche. (Graphische Dar-
stellung.) 2
4. Die MaBeinheit fiir den Rauminhalt von Koérpern ist der Inhalt
2ines Wiirfels, dessen Kante gleich der Lingeneinheit ist.

Ein Wiirfel, dessen Kantenlinge gleich einem Meter ist, heiit ein
Kubikmeter (1 cbm); ein Wiirfel, dessen Kante gleich einem Dezimeter ist,
heifit ein Kubikdezimeter; ein Wiirfel, dessen Kante gleich einem Zentimeter
ist, heiflt ein Kubikzentimeter (1 ccm) usw.

Es sei (Fig. 27) die Kantenlinge des Wiirfels gleich ¢ Zentimeter
(@ eine ganze Zahl); man trage die Liingeneinheit (1 ¢m) a-mal auf der Kante
AB ab und lege durch die Teilpunkte Ebenen parallel zu der Fliche ADEH
durch den Wiirfel, wodurch er in a Platten zerlegt wird. Teilt man ebenso
die Kante 4 D in g gleiche Teile und legt durch die Teilpunkte Parallelebenen
zu der Fliche ABEF, so wird jede der a-Platten in g-Siulen, der ganze
Wiirfel also in a.a = 2 Siulen zerlegt. Triigt man endlich die Lingen-
einheit ¢-mal auf der Kante 4E ab und legt Parallelebenen zu der Ebene
ABCD, so wird jede der a2 Siulen in a Wiirfel, der ganze Kérper mithin
in @ . a = a® Wiirfel mit der Kantenlinge 1 cm zerlegt. Der Wiirfel. dessen

Sehwab, Lehr- und Ubungsbuch fir den Unterricht in der Geometrie. I. Teil. Ausg. A. 17
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Kante gleich a
Fig. 27. Léngeneinheiten
G (acm) ist, ent-
hélt also @3
Raumeinheiten
(a® ccm).

R

Der Raum-
inhalt eines Wiir-
fels ist gleich der
dritten  Potenz
(Kubus) seiner
Kante.

Bleibt beim
Messen der Kan-
te mitdem Zenti-
meter als Lén-
geneinheit  ein
Rest,sogibt man

die Linge in Mil-

A B> limeter und den
Inhalt in Kubik-

millimeter an, die man in Kubikzentimeter verwandeln kann. Bleibt bei

dem Messen mit dem Millimeter als Einheit ein Rest, so kann man 11—0 mm,

%5 mm, ﬁ mm als Lingeneinheit und den Wiirfel mit der Kantenlinge
1

L il ek i il
15 ™M To5 MM Togg MM als Raumeinheit benutzen und den erhaltenen

Rauminhalt in hoheren Raumeinheiten angeben. Man kann demnach, ebenso
wie bei der Bestimmung des Flicheninhaltes ebener Figuren (Planimetrie,
Kapitel XX, II) den Rauminhalt eines Wiirfels mit jeder erreichbaren
Genauigkeit bestimmen.

Ist demnach die Kante eines Wiirfels gleich @ Lingeneinheiten, so ist
sein Rauminhalt ¥V ausgedriickt in Raumeinheiten :

¥V = ab.

Anmerkung. Der Rauminhalt eines Wiirfels ist eine Funktion seiner
Kante. Wie éindert sich der Inhalt, wenn man der Kante nacheinander die
Werte a =0, @ =1, .... a =5 gibt? Es soll die entsprechende Funktions-
kurve gezeichnet und aus derselben die Inhalte der Wiirfel mit den Kanten
a=12 und @ ==2,5 bestimmt werden.

Aufgaben.

1. Es soll die Korperdiagonale, die Oberfliche und der Rauminhalt
cines Wiirfels bestimmt werden, dessen Kante a) a = 4,2 m, ) a = 7,5 cm,
v) a = 0,124 m ist.
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2. Wie groB} ist die Kante und der Rauminhalt eines Zimmers von
der Form eines Wiirfels, wenn die Oberfliche desselben O = 167,38 gm ist?

3. Das Gewicht eines guBleisernen Wiirfels betrigt P = 5,4675 kg.
Wie groB ist seine Kante, Korperdiagonale und Oberfliche? Das spezifische
Gewicht des GuBeisens ist s = 7,5.

4, Die Korperdiagonale eines Wiirfels ist d == 25 cm. Wie groB ist
seine Oberfliche und sein Inhalt?

5. Der Inhalt des durch zwei Kérperdiagonalen eines Wiirfels gelegten
ebenen Schnittes (Diagonalschnitt) betrigt f = 57,927 gem. Wie groB ist der
Rauminhalt des Wiirfels?

6. An einem Wiirfel mit der Kante a sind samtliche Ecken so abge-
stumpft, daB die Abstumpfungsebenen durch die Mitten der Wiirfelkanten
gehen. Es soll der entstehende Kéorper gezeichnet, die Summe der Inhalte der
Abstumpfungsflichen und die Oberfliche des entstandenen Korpers bestimmt
werden.

7. Wie groB ist die Kante eines Wiirfels, der eine doppelt so grofle
Oberflache hat als ein anderer mit der Kante a?

8. Welches ist die Kante des Wiirfels, der einen doppelt so groBen
Rauminhalt hat als ein gegebener Wiirfel mit der Kante a?

Anmerkung. Die letztere Aufgabe ist bekannt als das sogenannte
,,Delische Problem*; sie bildet mit den Aufgaben der Dreiteilung eines
Winkels und der Kreisausmessung die drei berithmtesten Probleme, mit
denen sich die Mathematiker des Altertums beschiftigten.

Die Aufgabe der Wiirfelverdopplung scheint unmittelbar nach der
Mitte des fiinften Jahrhunderts v. Chr. in den gelehrten Kreisen Griechen-
lands aufgetaucht zu sein. Man erzihlt, dal die Bewohner der Insel Delos,
als sie von einer Pest heimgesucht wurden, beirn Orakel des Apollo angefragt
hitten, was sie tun sollten, um die Krankheit abzuwenden. Darauf sei ihnen -
die Antwort zuteil geworden, sie sollten den wiirfelformigen Altar des
Gottes verdoppeln, so jedoch, dal er seine Wiirfelform beibehalte.

Die zur Losung der Aufgabe erforderliche Konstruktion ist mit Zirkel
und Lineal nicht ausfithrbar. Die griechischen Mathematiker fanden eine
Reihe von Niherungskonstruktionen, die auf der Verwendung héherer
Kurven beruhen. Die Aufgabe der Wiirfelverdopplung wurde die Ver-
anlassung, dafl ein Schiiler Platons, Mendchmus (um 350 v. Chr.), die rdum-
liche Darstellung der von planimetrischen Betrachtungen her bereits be-
kannten Kegelschnitte (Ellipse, Hyperbel und Parabel) auffand und so
der eigentliche Entdecker der Kegelschnitte wurde.

b) Der Quader oder das rechtwinklige Parallelepipedon.
1. Erklirung. Der Quader ist ein Korper, der von sechs Rechtecken
begrenzt wird.
Die Begrenzungsflichen sind zu je zweien parallel, einander kongruent
und stehen auf den iibrigen vier Flichen senkrecht. Der Korper hat zwolf
17*
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Kanten; je vier derselben stehen auf je zwei gegeniiberliegenden Grenzflichen
senkrecht und sind einander gleich.

Man betrachtet eine der Grenzflichen und die ihr parallele Flache
als Grundflidchen, die vier iibrigen Flichen heiBen dann Seitenflichen; letztere
stehen ebenso wie ihre Schnittlinien, die Seitenkanten, auf den Grund-
flichen senkrecht. Die Seitenflichen schneiden die Grundflichen in den
Grundkanten. Die Grundkanten heiBlen auch Lidnge und Breite, die Seiten-
kante Hohe des Quaders.

Durch die drei in einer Ecke zusammenstoenden Kanten eines Quaders
sind sdmtliche Kanten und Grenzflichen des Korpers bekannt. Unter der

Fig. 28. Kérperdiagonaleeines Qu{i-

H a ders versteht man, wie

: beim Wiirfel, die Verbin-
I dungslinie zweier gegen-
B iiberliegenden Eckpunkte.
: fa Die vier Korperdiagonalen
b sind als Hypotenusen kon-
; gruenter  rechtwinkliger
|
|
|
|
1
|
|

Dreiecke einander gleich.

Aufdieselbe Weise wie beim

A Wiirfel 148t sich auch beim

\ Quader zeigen, daf3 die vier

,l,)-ij ——————— et e ¢ Hauptdiagonalen sich in

b.-” einem Punkte schueiden,

el der von allen Ecken des

ik L Kérpers gleichweit ent-

A a B fernt ist.

2, Sind q, b, ¢ (Fig. 28) die Liingen der in einer Ecke des Quaders

zusammenstofenden Kanten, so ist die Oberfliche O desselben:

O0=2(ab+ b+ ca).
3. Aus dem rechtwinkligen Dreieck BDH (Fig. 28) ergibt sich fiir die
Korperdiagonale BH = d :
d*= DB DH>=a?} b2} ¢*

d=Ya®+| b2+ c2
4. Zerschneidet man den Quader in dhnlicher Weise wie den Wiirfel,
so erhilt man durch dieselbe SchluBfolgerung fiir den Rauminhalt V des
Quaders: G gn

i Fiir @ = b = ¢ geht der Quader in den Wiirfel iiber, und man erhilt
=as

Da die Grundfliche ABCD des Quaders ab Flicheneinheiten, die
Hohe ¢ Lingeneinheiten hat, so ist der Rauminhalt eines Quaders gleich
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dem Produkte der MaBzahlen von Grundfliche und Hohe oder kiirzer: gleich

dem Produkte aus Grundfliche und Hdhe.
Ist @ die MaBzahl der Grundfliche, & die der Hohe, so ist:

V=6G.h.
Anmerkung. Der Rauminhalt eines Quaders ist bei gegebener Grund-
fliche eine Funktion der Hohe und bei gegebener Hohe eine Funktion der

Grundfliche. Bei gegebenem Rauminhalte eines Quaders ist seine Grund-
fliche eine Funktion der Hohe und die Héhe eine Funktion der Grundfliche.

5. Aufgaben.

1. Essollen die Oberfliche und der Rauminhalt eines Quaders berechnet
werden, wenn die Kantenlingen folgende Mafzahlen haben:

a)-a=—12m, 6=—08m, C=12:D:m"
B) a=12cm, b =54 cm, ¢=10.em;
y) a =b=10,24 m, ¢ = 0,834 m.

2. Die Linge eines Quaders ist n-mal, die Breite m-mal so grofB} als
seine Hohe. Wie stellt sich die Kérperdiagonale, die Oberfliche und sein
Inhalt als Funktion der Hohe und umgekehrt die Hohe als Funktion der
Kérperdiagonale, der Oberfliche und des Inhaltes dar? Graphische Dar-
stellung der Funktionen fiir n =2, m = 3.

3. Der Querschnitt einer ¢ =3 m langen Eisenstangeist ein Quadrat mit
der Seitenlinge a = 2,8 ¢m. Welches ist das Gewicht der Stange, wenn das
spezifische Gewicht des Eisens s = 7.5 ist?

4. Ein Quader aus Eichenholz, dessen Grundkanten a = 21,5 cm
und b = 8,4 ¢m sind und dessen Hohe ¢ = 25 ¢m betrigt, wird mit der Grund-
fliche auf Wasser gestellt und sinkt A = 20,5 c¢m tief ein. Wie groB} ist das
spezifische Gewicht des Eichenholzes?

5. Es soll der Rauminhalt und die Oberfliche eines Quaders berechnet
werden, dessen Diagonalebene ein Quadrat von F = 225 qcm Flichen-
inhalt ist und dessen Grundkanten sich wie m:nm = 3 : 4 verhalten.

6. Beim Ausgraben eines Kellers von ¢ = 20 m Linge und b = 18,5 m
Breite muBiten V = 592 cbm Erde ausgehoben werden. Wie tief ist der Keller?

7. Eine Mauer von @ = 18 m Lange, b = 0,5 m Dicke, ¢ = 2,4 m Hohe
soll aus Ziegelsteinen hergestellt werden, die @, = 24 ¢m lang, b, = 12 em
breit und ¢, = 6 em dick sind Wieviel Ziegelsteine sind erforderlich, wenn
man auf den Mortel 209, des Rauminhaltes der Mauer rechnet?

8. Die Korperdiagonale eines Quaders ist d, = 39 cm, die Diagonale
der Grundfliche d = 15 ¢m und die Grundkante a = 9 em. Wie grof} ist
der Rauminhalt und die Oberfliche dcs Quaders ?

9. Zur Herstellung eines Wasserbehélters hat man eine Grube von
a = 4 m Linge, b = 35 m Breite und ¢ = 1,8 m Tiefe ausgeschachtet und
diese mit einem Mauerwerk von d = 0,25 m Dicke ausgekleidet. Wieviel
Liter Wasser kann der Behiilter fassen?
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Kapitel 1V,
Das Prisma.

1. Erklirungen. Ein Prisma ist ein Korper, der nach den Seiten von
drei oder mehr Ebenen, die einander in parallelen Kanten schneiden, und
oben und unten von zwei einander parallelen Ebenen begrenzt wird.

Die ersteren Grenzflichen sind die Seitenfldchen, die letzteren die
Grundflichen des Prismas. Die Durchschnittslinien der Seitenflichen unter-
einander heiflen Seitenkanten, die anderen die Grundkanten des Prismas;

der Abstand der beiden Grundflichen heifit die Hohe des Prismas.
Da die Seitenkanten eines Prismas nach der Erklirung einander parallel

und die in derselben Seitenfliche liegenden Grundkanten als Schnittlinien

der parallelen Grundflichenebenen mit
der Seitenfliche (Kapitel I, b, 6) auch
einander parallel sind, so sind alle Seiten-
flichen eines Prismas Parallelogramme.
Ferner sind alle Seitenkanten gleich lang
und gegen beide Grundflichen gleich ge-
neigt. Die Seitenkanten stehen demnach
alle entweder senkrecht oder schief zu den
Grundflachen. Man teilt daher die Prismen
ein in gerade und schiefe Prismen.

2.Da (Fig. 29) AB = FG, BC = GH,
Hi—=0D - D=1k :lidKF, so
stimmen die beiden Grundflichen in allen
entsprechenden Seiten iiberein.

Verbindet man ferner £ mit B und
K mit @, so ist in den Dreiecken 4 BE
und FGK:

AB=FG und AE = KF.
Da ferner BE parallel GK (Kapitel 1,

b, 4), so ist das Viereck BEGK ein Parallelogramm und BE — GK;

Fig. 29.
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mithin ist:
nund

A ABE > FGK;

X EAB =- & KFG.

Auf die gleiche Weise laBt sich die Gleichheit der iibrigen entspre-
chenden Vieleckswinkel beweisen. Die Vielecke stimmen demnach in allen
entsprechenden Winkeln und Seiten iiberein und sind daher kongruent

Die Grundflichen eines Prismas sind kongruente Figuren.
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Legt man durch ein Prisma einen ebenen Schnitt parallel zu den
Grundflachen, so liBt sich ebenso wie vorher bei den Grundflichen zeigen,
dall die Schnittfigur den Grundflichen kongruent ist.

Jeder durch ein Prisma parallel zu den Grundflichen gelegte ebene
Schnitt liefert eine den Grundflichen kongruente Schnittfigur.

Folgerung. Winkel im Raume, deren Schenkel parallel und gleich-
gerichtet sind, sind einander gleich.

Nach der Anzahl der Seiten der Grundflichen teilt man die Prismen
in dreiseitige, vierseitige, . . . n-seitige Prismen ein.

Ein gerades Prisma mit regelmaBiger Grundfliche heilit ein regel-
méBiges Prisma.

Sind die Grundflichen eines Prismas Paralle]ogramme, so heilit es ein
Parallelepipedon; es wird von sechs Parallelogrammen begrenzt.

Der Quader oder das rechtwinklige Parallelepipedon 1st demnach
ein gerades vierseitiges, der Wiirfel ein regelmifig vierseitiges Prisma.

3. Die Oberfliche eines Prismas erhilt man, wenn man die Inhalte
aller Seitenflichen und der beiden Grundflichen addiert. Man bezeichnet
die Summe aller Seitenflichen als den Mantel des Prismas.

Bezeichnet man bei einem geraden Prisma den Umfang der Grund-
fliche mit u, die Linge einer Seitenkante, die gleich der H6éhe des#Prismas
ist, mit A, so ist der Mantel des geraden Prismas M :

M=wu.h

4. Der Grundsatz von Cavalieri?).

Korper mit gleichen Grundflichen und gleichen Hohen sind raum-
gleich, wenn die in gleichen Abstinden zu den Grundflichen gelegten Schnitte,
inhaltsgleiche Schnittfiguren ergeben.

Erliuterung.

a) Man denke sich aus Papier von gleicher Dicke eine gleiche Anzahl
(etwa 100) flichengleicher Vierecke, Dreiecke und Kreise ausgeschnitten.
Die verschiedenen Arten der Scheiben denke man sich in dieselbe Ebene
gelegt und die untereinander kongruenten Scheiben derselben Art teils zu
geraden prismatischen Korpern (I und ITI), teils zu schiefen Kérpern (IT:
Fig. 30), die treppenartig von einer zur andern Scheibe fithren, derart auf-
einander geschichtet, da die entsprechenden Ecken auf parallelen Geraden
liegen. Da zum Aufbaue eine gleiche Anzahl von Scheiben benutzt werden
soll, so liegen die oberen Grundflichen der Korper in einer zur ersteren
Ebene parallelen Ebene.

Die zwischen parallelen Ebenen liegendenr. Korper (I, TI, TIT) haben,
da die Scheiben, aus denen sie aufgebaut sind, raumgleich sind, selbst gleichen
Rauminhalt.

1) Bonaventura Cavalieri, italienischer Mathematiker (1591?—1647, Bologna).
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Fig. 30.

b) Man denke sich wiederum aus Papier von gleicher Dicke eine
Anzahl inhaltsgleicher Figuren (Dreieck, Viereck, Kreis) ausgeschnitten;
zu diesen Figuren denke man sich eine gleiche Anzahl (etwa 100) dhnlicher
Figuren hergestellt, deren Inhalte bei den verschiedenartigen Figuren in
gleichem Verhiiltnisse abnehmen. Denkt man sich nun die Papierscheiben
gleicher Gestalt ihrer abnehmenden GroBe entsprechend aufeinander ge-
schichtet. so entstehen nach oben hin abnehmende Korper (Fig. 31), deren

Fig. 31.

Spitzen in einer zur Grundebene parallelen Ebene liegen; da die in gleicher
Hohe liegenden Scheiben raumgleich sind, so miissen die Korper selbst

gleichen Rauminhalt besitzen.

5. Da man die Grundfliche eines beliebigen Prismas in ein Rechteck
verwandeln und iiber dem Rechteck als Grundfliche einen Quader zeichnen
kann, der mit dem Prisma gleiche Hohe hat, so erfiillen beide Korper, da
die Durchschnittsfiguren mit jeder den unteren Grundflichen parallelen
Ebenen den Grundflichen inhaltsgleiche Schnittfiguren ergeben, die Bedin-
gungen des Cavalierischen Grundsatzes, und sie sind daher raumgleich. Da
aber derInhalt eines Quaders mit der Grundfléiche@ und der Hohe /4 gleich G 7,
so folgt fiir den Inhalt ¥V sowohl des geraden als des schiefen Prismas mit
der Grundfliche G und der Héohe A:

V=Ga.h.

Der Rauminhalt eines Prismas ist gleich dem Produkte der Magzahl
seiner Grundfliche und seiner Hohe (oder kiirzer: gleich dem Produkte aus
seiner Grundfliche und seiner Hohe).
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6. Aufgaben.

1. Es soll der Rauminhalt des geraden regelméBigen Prismas fiir einen
gegebenen Halbmesser des Umkreises seiner Grundfliche und fiir eine
gegebene Hohe als Funktion der Seitenanzahl dargestellt werden. Welchen
Verlauf nimmt die Funktionskurve, und welcher SchluB 148t sich aus dem
Verlaufe fiir ein unendlich groBes » hieraus ziehen?

2. Es soll der Rauminhalt eines geraden regelmifig dreiseitigen
Prismas mit der Grundkante @ = 25 ¢m und der Seitenkante b = 36 cm
berechnet werden.

3. Die Oberfliche eines geraden dreiseitigen Prismas ist O = 924 gem,
die Grundfliche ein Dreieck mit den Seiten ¢ = 15 e¢m, b = 13 em, ¢ = 14 em.
Wie groB ist die Héhe und der Rauminhalt des Korpers?

4. Die Grundfliche eines Prismas ist ein Dreieck, von dem eine Seite
a=24,5 em and zwei Winkel @ = 45° 28" 12" und # =21° 50" 48" gegeben sind;
die Hohe desPrismas betriigt b = 68,9 ¢m. Man berechne den Inhalt des Prismas.

5. EineMarmorsiiule hat die Gestalt eines geraden, regelmiBig sechsseitigen
Prismas mit der Grundkante a = 14,5 em und der Seitenkante b = 1,45 m.
Welches ist das Gewicht der Siule, wenn das spezifische Gewicht des Marmors
§=—2,8 18t

6. Man soll die Oberfliche und den Inhalt eines geraden regelmaBig
achtseitigen Prismas mit der Grundkante ¢ = 24 ¢m und der Seitenkante
b = 50 em berechnen.

7. Es soll fiir ein Aquarium ein GefiBl von der Gestalt eines regel-
mibig sechsseitigen Prismas hergestellt werden, das bei einer Hohe & = 60 cm
150 I Wasser faBt. Wie gro mufl die Grundkante des Prismas genommen
werden ?

Kapitel V.
Der Zylinder.

1. Bewegt sich eine gerade Linie lings einer Kreislinie (des Leitkreises)
s0, daB sie zu ihrer Anfangslage parallel bleibt, so beschreibt sie eine krumme
Flache, die Zylinderfliche genannt wird.

Ein Zylinder ist ein Korper, der von einer Zylinderfliche und zwei
einander parallelen Kreisflichen begrenzt wird. (Fig. 32.)

Die Gerade, welche die Zylinderfliche erzeugt, heifit in jeder ihrer
Lagen eine Seitenlinie des Zylinders. Die Verbindungslinie MM, der Mittel-
punkte der beiden Kreise ist di> Achse des Zylinders. Je nach dem die Achse
zu den Ebenen der Kreise senkrecht oder schief steht, ist der Zylinder ein
gerader oder ein schiefer. Die beiden Kreisflichen sind die Grundflichen,
die den Korper begrenzende krumme Fliche ist der Mantel des Zylinders.
Die Hohe des Zylinders ist der Abstand der beiden Grundflichen; sie ist bei
dem geraden Zylinder gleich der Achse.
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Eine durch die Achse gelegte
Ebene schneidet einen geraden Zy-
linder in einem Rechteck, einen
schiefen Zylinder in einem Parallelo
gramm (Achsenschnitt).

Ein geraderZylinderentstehtda-
her, wenn man ein Rechteck 4 BMM,
um eine seiner Seiten als Achse
dreht.

Bei der Berechnung des Kreis-
umfanges (Kapitel XXIV, Plani-
metrie) haben wir den Kreis als ein
regelméfBiges Vieleck mit unend ich
groBer Seitenzahl aufgefait. Ganz
entsprechend kann man einen Zy-
linder als ein regelméBiges Prisma mit
unendlich groBer Seitenzahl ansehen.
(Vgl. Aufgabe 1, Kapitel IV.)

2. Nach Kapitel II1 ist der Mantel eines geraden Prismas gleich dem
Produkte aus dem Umfange % seiner Grundfliche und seiner Hohe 7. Be-
zeichnet man den Mantel eines geraden Zylinders mit A/, den Grund
flichenhalbmesser des Zylinders mit » und seine Héhe mit &, so erhélt man:

M=2axarh.

Die Mantelfliche eines geraden Zylinders ist gleich dem Produkte
aus dem Umfange der Grundfliche und der Hohe.

Das gleiche Resultat erhilt man auch, wenn man den Mantel lings
einer Seitenlinie aufschneidet und in eine Ebene abwickelt; es entsteht dann
ein Rechteck, dessen eine Seite gleich dem Umfange des Grundkreises und
dessen anstolende Seite gleich der Hohe des Zylinders ist.

Anmerkung. Der Inhalt des Zylindermantels ist eine Funktion des
Halbmessers der Grundfliche und der Hohe. Was ergibt sich bei gleich-
bleibendem Zylindermantel fiir den Grundflichenhalbmesser und die Hohe?

Welche Figur ergibt sich, wenn man den Mantel eines schiefen Zylinders
in eine Ebene abwickelt?

Die Gesamtob-rfliche des Zylinders ist:

O=2ar?42arh=2xr (r+ h).

3. Da wir den Zylinder als ein Prisma mit unendlich vielen und un-
endlich kleinen Seitenflichen ansehen kénnen, so ist sein Inhalt gleich dem
Produkte aus seiner Grundfliche und seiner Hdhe.

Da die Grundfliache gleich 7z 72 und seine Héhe 7 ist, so erhilt man
fir den Rauminhalt V;

V—arh
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Der Rauminhalt eines jeden Zylinders ist gleich dem Produkte aus
seiner Grundfliche und Hohe.

Man vergleiche Anmerkung Kapitel 111, 4.

4, Aufgaben.

1. Bei einem geraden Zylinder ist die Hohe 4 == m r; es soll der Mantel
M, die Oberfliche O und der Rauminhalt ¥ als Funktion von 7 und umgekehrt
r als Funktion von M. oder O, oder V dargestellt werden. Graphische Dar-
stellung fiir m = 2, m = 3.

2. Von einem geraden Zylinder ist die Diagonale des Achsenschnitts
gleich d gegeben. Es soll der Rauminhalt des Zylinders als Funktion seiner
Hohe ermittelt und die Funktion graphisch dargestellt werden.

3. Es soll fiir einen geraden Zylinder mit gegebenem Rauminhalt V
die Gesamtoberfliche als Funktion des Grundflichenhalbmessers berechnet
und graphisch dargestellt werden.

4, Eine zylindrische Stahlwelle hat eine Lénge ! = 2,5 m und einen
Durchmesser d = 0,60 ¢cm. Wie schwer ist dieselbe, wenn das spez1flsche
Gewicht des Stahles s == 7,8 ist?

5. Ein Brunnen hat einen Durchmesser von d = 1,2 m. Wieviel Hekto-
liter Wasser sind in demselben, wenn das Wasser = 2,8 m hoch steht?

6. Wie groB} ist die Oberfliche und der Inhalt eines Zylinders, der
einem Wiirfel mit gegebener Kante @) einbeschrieben, b) umbeschrieben ist?

7. Ein Rechteck, dessen Diagonale 20 ¢m, dessen kiirzere Seite 12 cm
betriigt, rotiert um die groBere Seite. Man berechne die Oberfliche und den
Inhalt des entstehenden Zylinders.

8. Ein Quadrat, von dem der Umfang des einbeschriebenen Kreises
U —= 37,68 cm ist, rotiert um eine Seite. Man berechne den Inhalt des ent-
stehenden Korpers. (z = 3,14.)

9. Eine GieBkanne soll 12 [ fassen und 40 ¢m hoch werden. Wie grof3
ist der Halbmesser der Grundfliche und wieviel Quadratzentimeter mufl
das Stiick Blech, das den Mante! bilden soll, messen?

10. Ein zylindrisches Litergefil soll noch einmal so breit als hoch sein.
Wie grof} ist seine lichte Weite?

11. Aus einem Rechteck mit den Seiten @ cm und b cin wird ein gerader
Zylinder von der Hohe b ¢m durch Zusammenkriimmen gebildet. Wieviel
Liter fafit der Zylinder?

12. Der Mantel eines geraden Zylinders ist 3/ = 5882,9 gcm, der Halb-
messer der Grundfliche r = 23,46 cm. Wie groB ist die Héhe und der
[nhalt des Zylinders?

13. Wie grof ist der Rauminhalt eines geraden Zylinders, dessen
Gesamtoberfliche O = 1056 ¢gm und dessen Durchmesser der Grundfliche
27 = 14 m gegeben sind.

www.rcin.org.pl



268

14. Der Inhalt eines geraden Zylinders ist V = 2190 ccm, der Halb-
messer der Grundfliche ist n = 3,4 mal so grof als die Hohe. Wie grof3
ist der Mantel des Zylinders?

15. Der Halbmesser der Grundfliche eines Gasometers ist gleich seiner
Hohe. Wie groB ist der Halbmesser, wenn der Gasometer einen Rauminhalt
von V'=24000 cbm haben soll, und wie groB ist die Oberfliche des Gasometers ?

16. Ein gerader Zylinder mit quadratischem Achsenschnitt hat
einen Rauminhalt von V= 450 cem. Wie grof} ist sein Halbmesser?

16 a. Wie verhilt sich in einem Zylinder mit quadratischem Achsen-
schnitt der Mantel zur Grundfliche?

17. Wie tief sinkt ein Messingzylinder in Quecksilber ein, wenn er einen
quadratischen Achsenschnitt mit der Seite @ = 12 ¢m hat und wenn er mit
der Grundfliche auf Quecksilber gestellt wird ? Das spezifische Gewicht des
Me: sings ist s = 8,5, das des Quecksilbers s, = 13,6.

18. Es soll mit einer zylindrischen Bleischeibe (spezifisches Gewicht
s = 11,35) von h=2c¢m Hohe ein Korkzylinder (spezifisches Gewicht
8, = 0,24) von gleichem Durchmesser so verbunden werden, dal die ganze
Saule in O (spezifisches Gewicht s, = 0,92) zur Hélfte einsinkt. Welche Héhe
hat der Korkzylinder?

19. Eine zylindrische eiserne Sdule hat einen Rauminhalt von
V = 314,16 cbm und eine Lénge von h=4m. Die Saule soll auf galva-
nischem Wege verzinkt werden; wieviel Mark betragen die Kosten,
wenn fiir das Quadratmeter 2,5 Pfennig berechnet werden?

20. Man berechne den Rauminhalt einer zylindrischen Réhre aus den
Halbmessern R = 24 ¢m, r = 16 cm und der Lange [ == 1,20 m.

21. Eine zylindrische Réhre hat einen Rauminhalt V = 1,7593 cbm,
einen grolen Halbmesser R = 50 em und eine Linge I == 3,5 m. Welches ist
die Wandstirke der Rohre?

22, Ein zylindrisches Glasgefal mit dem dufleren Halbmesser R=16 cm
der Hohe A = 20 ¢m und der Dicke d = 0,2 em ist zu -—i— mit Schwefelsiaure
gefiillt. Wieviel Kilogramm wiegt das Ganze, wenn das spezifische Gewicht
des Glases s = 2,6 und das der Schwefelsdure s, = 1,84 ist?

23. Ein Brunnenschacht, dessen lichte Weite 1,60 m und dessen
Tiefe 12,68 m ist, soll mit einem Mauerwerk, von der Wandstirke 0,3 m,
ausgemauert werden. Wieviel Kubikmeter Steine sind hierzu erforderlich?

24, Ein Si'berdraht von @ ==1,5m Lange und p = 7,917 ¢ Gewicht
soll mit ¢ = 8,1854 ¢ Gold vergoldet werden. Wie dick ist der Silberdraht
und wie dick ist die Vergoldung? Das spezifische Gewicht des Silbers ist
s = 10,5, das des Goldes s, = 19,3.

25. Der Mantel eines geraden Zylinders von Halbmesser r ¢m ist viermal
so groB als die Grundfliche. Welchen Rauminhalt hat das dem Zylinder
einbeschriebene regelmiBige dreiseitige Prisma?
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26. Ein dreiseitiges Prisma hat den Rauminhalt V, = 241144 cem;
seine Grundfliche hat die Seiten @ = 44 cm, b — 37 em, ¢ = 15 cm. Wie grol
ist der Rauminhalt ¥ des dem Prisma einbeschriebenen Zylinders?

27. Aus einem geraden Zylinder mit dem Halbmesser r = 0,6 m und
der Héhe & = 1,75 m ist ein gerades Prisma herausgeschnitten, dessen Grund-
flichen zwei in die Zylindergrundflichen einbeschriebene regelmaBige
Sechsecke sind. Welches ist der Inhalt des Restkorpers?

28. Ein prismatischer Sandsteinblock von der Linge ! = 1,2m hat
quadratischen Querschnitt von der Kantenlinge a = 40 em. Derselbe ist
zylindrisch durchbohrt. Wie groB ist der Rauminhalt des dadurch ent-
stehenden Hohlkdrpers, wenn die lichte Weite der inneren Hohlung
d= 28 em ist?

29. Die Achse eines Zylinders ist gegen die Grundfliche desselben unter
dem Winkel a = 65° 30" geneigt und hat die Linge @ = 25 ¢m. Der Grund-
flichenhalbmesser ist 7 = 6 ¢m. Wie grof3 ist der Rauminhalt des Zylinders?

30. Es soll der Rauminhalt eines Zylinders berechnet werden, dessen
Achse von der Linge @ ¢m mit der Grundfliche den Winkel a bildet, wenn
der Flicheninhalt des zur Grundfliche senkrechten Achsenschnittes gleich
f gem gegeben ist.

Kapitel VI
Die Pyramide.

1. Verbindet man die Eckpunkte eines Vieleckes 4ABCDE (Fig. 33)
mit einem auBerhalb der Ebene des Vielecks liegenden Punkte S und legt
durch je zwei benachbarte Verbindungs- Fig. 33.
geraden die Ebene, so heit der ent-

standene Korper eine Pyramide. s
Eine Pyramide ist ein Korper, der
begrenzt wird von einem Vieleck und so
vielen in einem Punkte zusammenstoBenden
Dreiecken als das Vieleck Seiten hat. A, ’

Das Vieleck heifit die Grundfliche,
seine Seiten die Grundkanten, die iibrigen
Begrenzungsflichen heilen Seitenfléichen,
ihre Schnittlinien die Seitenkanten, der D
Punkt S heiBt die Spitze, ein von der 4
Spitze auf die Grundfliche gefilltes Lot
die Hohe der Pyramide.

Nach der Anzahl der Seitenflichen (oder der Grundkanten) teilt man
die Pyramiden ein in drei-, vier-... mn-seitige Pyramiden.

Sind die Seitenflichen einer Pyramide gleichschenklige Dreiecke,
also die Seitenkanten einander gleich, so heiflt die Pyramide eine gerade.
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Verbindet man bei letzterer Pyramide den FuBpunkt der Hohe mit
allen Eckpunkten der Grundfliche, so sind alle Verbindungsstrecken einander
gleich, d. h. es 1aBt sich um die Grundfliche ein Kreis zeichnen, dessen
Mittelpunkt der FuBpunkt der Hohe ist.

Ist die Grundfliche einer Pyramide ein regelmiBiges Vieleck, so hei3t
die Pyramide regelmaBig.

2. Schneidet man eine Pyramide (Fig. 33) durch eine der Grund-
flichenebene parallele Ebene, so folgt (Kapitel I, b, 4):

A4,B || AB; BC | B/C, ust
48 8RB RO
4B, T 8'B, "B,
Nach Kapitel IV, 2, Folgerung, ist auBerdem:
L d == owB — B sl
Die Vielecke 4 BCDE und A4,B,C,D E, stimmen mithin in den Ver-

héltnissen entsprechender Seiten und in den Winkeln iiberein, und sie sind
daher einander dhnlich.

Ist ferner F, der Schnittpunkt der Héhe mit der Ebene 4,B,C,DE,
und verbindet man Bund B, mit F und F|, so sind die Geraden BF und B,F
als Schnittlinien paralleler Ebenen mit der Ebene SBF einander parallel,
und es ist: SF SB AB

~ 8F, 8B~ 4B
Nach Lehrsatz 91, Planimetrie. folgt:
ABCDE AP - BFP
ABCDE, ~ AB}  SF?

Wir erhalten den Satz:

Schneidet man eine Pyramide durch eine der Grundfliche parallele
Ebene, so ist die entstehende Schnittfigur der Grundfliche &hnlich, und die
Flicheninhalte beider Figuren verhalten sich wie die Quadrate ihrer Ab-
stinde von der Spitze.

3. Es seien ¢ = @, die inhaltsgleichen Grundflichen zweier Pyramiden
mit gleicher Hohe %, die mit ihren Grundflichen auf derselben Ebene stehen.
Legt man im Abstande d von der Ebene der Grundflichen zu dieser Ebene
eine parallele Ebene, welche die Pyramiden in den Durchschnittsfiguren
g und g, schneidet, so ist nach dem vorangehenden Lehrsatz:

und

ust.

g __(h—dp
[z} h?
9 (h — d)?
: G, s
folglich: g __ g
[
und g=g,.
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Beide Korper erfiillen demnach die Bedingungen des Cavalierischen
Grundsatzes, und sie sind daher einander raumgleich.

Satz. Pyramiden von gleicher Grundfliche und gleicher Hohe sind
inhaltsgleich.

In dem dreiseitigen Prisma A BODEF (Fig. 34 a) ziehe man die Diago-
nalen DB und BF der Seitenflichen 4 BED und BCEF. Legt man durch
BD und BF eine Ebene, so wird das Prisma in die dreiseitige Pyramide
B, DEF und in die vierseitige Pyramide B, ACF D zerlegt. (Fig. 34 b.) Zieht

Fig. 34 a. Fig. 34 0. !
D i) 74

B
man 1n der dritten Seitenfliche des Prismas die Diagonale AF undlegt durch
AF und BF die Ebene, so wird die vierseitige Pyramide B, ACFD in zwei
dreiseitige Pyramiden B, ADF und B, ACF zerlegt, die nach dem voran-
gehenden Satze inhaltsgleich sind. Nach demselben Satze ist auch die Pyra-
mide B, ACF oder F, ABC inhaltsgleich der Pyramide B, DEF. Folglich
sind die drei Pyramiden B, DEF, B, ADF und B, ACF einander inhalts-
gleich. Jede der drei Pyramiden ist gleich einem Drittel des dreiseitigen
Prismas. Ist G die Grundfliche des Prismas und % seine Hohe, so ist der
Inhalt V jeder dreiseitigen' Pyramide:
Gh
e e

Satz 1. Jedes dreiseitige Prisma laBt sich durch zwei ebene Schnitte
in drei inhaltsgleiche dreiseitige Pyramiden zerlegen.

2. Der Rauminhalt einer dreiseitigen Pyramide ist gleich dem dritten
Teile des Produktes aus ihrer Grundfliche und ihrer Hohe.

Verwandelt man die Grundfliche einer beliebigen n-seitigen Pyramide
in ein Dreieck und errichtet iiber dem Dreieck eine Pyramide, die mit der
n-seitigen gleiche Héhe hat, so sind die beiden Pyramiden nach dem Cavalieri-
schen Grundsatze inhaltsgleich. Ist & die Grundfliche und % die Hohe der
n-seitigen Pyramide, so ist ihr Inhalt V:

Gh

V—-3.

Man vergleiche Anmerkung Kapitel III, 4.
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4. Die Oberfliche einer Pyramide ist gleich der Summe der Inhalte
der Grundfliche und der Seitendreiecke.

Ist wder Umfang der Grundfliche einer geraden regelmaBigen Pyramide
und A, die Hohe eines Seitendreiecks, so ist der Mantel M derselben:
wh,

T-

5. Schneidet man eine Pyramide durch eine zur Grundflichenebene
parallele Ebene (Fig. 35), so heillt der zwi-
schen den parallelen Ebenen gelegene Teil
eine ahgestumpfte Pyramide oder ein Pyra-
midenstumpf. Die parallelen Begrenzungs-
flichen heiBen die Grundflichen, ihr senk-
rechter Abstand die Hohe des Pyramiden-
stumpfes; die abgeschnittene Pyramide nennt
man Ergénzungspyramide.

]'[ ==

Ein Pyramidenstumpf wird demnach
begrenzt von zwei parallelen und &hnlichen
Vielecken und ebenso vielen Paralleltrapezen,
als die Grundflichen Seiten haben. Ist die
ganze Pyramide eine gerade regelmifige,
so sind die Seitenflichen des Pyramiden-
stumpfes inhaltsgleiche gleichschenklige Paral-
leltrapeze.

Sind ¢ und @, die parallelen Gegenseiten
(Grundkanten) der Trapeze und %, ihre Hohe,
so ist der Inhalt F eines solchen Trapezes

a a
=Ry

F-—

Ist der Pyramidenstumpf ein regelmifiger, n-seitiger, so ist sein Mantel

M:na—ta' hi= 7(.—{2—u, hy,

wenn % und u, die Umfinge der Grundflichen sind.

Es seien @ und @, die Grundflichen und % die Héhe des Pyramiden-
stumpfes, = die Hohe der ganzen Pyramide und y die der Ergdnzungs-
pyramide, ¥ der Rauminhalt des Pyramidenstumpfes, so ist:

G G,
Es ist ferner:
2. r—y=h
x2? G
3. . e
Yo
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Aus 3. folgt:

T ]@
v Ve
Mithin ist:
s V6 e i :
z—y 1616’ V6 —76,
y 16, el

—y je—18 ° Jo—a&

Aus 1. erhilt man:

Setzt man 1@ ='a; @ =% und 1’5, = b, G = b% so:1sh:

ok, 7ah 3__}3 A
G}V% C;gGl—_—aa—z:a2+ab+b“:G+V!GG|+G"

daher:

G+ 166+ G
3 h.

Satz. Der Rauminhalt eines Pyramidenstumpfes ist gleich der Summe
der Inhalte dreier gleich hoher Pyramiden, von denen zwei die Grunafldchen
des Stumpfes, die dritte das geometrische Mittel derselben zu Grundflichen
haben.

Anmerkung. Der Rauminhalt eines Pyramidenstumpfes ist eine
Funktion der Grundflichen und der Hohe.

Was ergibt sich aus der Formel fiir den Rauminhalt des Pyramlden-
stumpfes 1) fir G, =@; 2) fir @ = 0?

6. Aufgaben.

1. Es soll der Rauminhalt der geraden regelmaBigen Pyramide fiir
einen gegebenen Halbmesser des Umkreises ihrer Grundfliche und fiir eine
gegebene Hohe als Funktion der Seitenanzahl dargestellt werden. Welchen
Verlauf hat die Funktionskurve, und welcher Schluf} 148t sich aus dem Ver-
laufe fiir » = o0 hieraus ziehen?

2. Man soll die Oberflidche und den Inhalt einer geraden regelméfBigen
sechsseitigen Pyramide aus der Grundkante @ =25c¢m und der Héhe
h = T2 ¢m berechnen.

3. Man soll die Oberfliche und den Inhalt einer geraden Pyramide
berechnen, deren Grundfliche ein Rechteck mit den Seiten a = 1,2 m,
b-—=0,8m, und deren Hohe % = 1,8 m ist.

Schwab, Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterricht in der Geometrie. I. Teil Ausg. A. 18

V==
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4. Man soll die Oberfliche und den Inhalt einer geraden regelmiBigen
vierseitigen Pyramide berechnen: a) aus der Grundkante « = 12 em und der
Héhe einer Seitenfliche #, = 15,4 em; ) aus der Grundkante a = 1,2 m
und der Seitenkante b = 1,4 m.

5. Man soll die Grundkante einer regelmélligen dreiseitigen Pyramide
berechnen, wenn der Rauminhalt V = 52,26 ccm betrigt und ihre Hohe A
4mal so grof} ist wie die Grundkante.

Anmerkung. Eine dreiseitige Pyramide heilt auch Tetraeder; sind
die Kanten eines Tetraeders alle einander gleich, so heilit dasselbe ein regel-
méBiges. '

6. Man soll die Oberfliche und den Inhalt eines regelmaBigen Tetra-
eders a) aus der Kante ¢ = 12 ¢m, (3) aus der Hohe % = 15 ¢m einer Be-
grenzungsflache berechnen.

7. Man berechne den Neigungswinkel der Kanten eines regelmiBigen
Tetraeders gegen die Grundfliche sowie den Winkel zweier Tetraeder-
flachen.

8. Wie groB ist die Oberfliche, der Inhalt und der Neigungswinkel
der Kanten gegen die Grundfliche bei einer geraden quadratischen Pyramide,
wenn die Grundkante @ = 15 ¢m und der Inhalt eines durch die Spitze und
die Diagonale der Grundfliche gelegten Schnittes f= 195,16 gem gegeben
sind ?

9. Es soll der Rauminhalt einer geraden quadratischen Pyramide
aus der Grundkante ¢ = 1.5 m und dem Neigungswinkel der Seitenkante
gegen die Grundfliche a = 65°8” 40" berechnet werden.

10. Wie groB ist der Rauminhalt einer geraden quadratischen Pyramide
mit der Hohe % = 42 ¢m und der Oberfliche O = 2674,9 gem ?

11. Essoll die Oberfléiche und der Inhalt eines regelméBigen Oktaeders,
dessen Kante a = 20 ¢m lang ist, berechnet werden.

12, Wie grof} ist der Neigungswinkel des Flichenwinkels zweier Grenz-
flachen des regelméfigen Oktaeders?

13. Ein regelmifliges Oktaeder hat mit einem Wiirfel gleiche Ober-
fliche. Wie verhalten sich die Rauminhalte beider Kérper zueinander?

14. Die Kanten eines regelmaBigen Oktaeders werden an den Ecken
um % ihrer Linge abgestumpft. Es soll der Inhalt und die Oberfliche des
entstehenden Korpers aus der Oktaederkante a berechnet werden. (Zeichnung
des Korpers.)

15. Die Summe der Seitenkanten einer regelmiBigen sechsseitigen
Pyramide verhilt sich zur Summe der Grundkanten wie 4 : 3; die Gesamt-
linge aller Kanten ist s = 2,112 m. Es soll die Oberfliche, der Rauminhalt
and der Neigungswinkel der Seitenfliche gegen die Grundfliche berechnet
werden.
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16. Es soll der Rauminhalt einer geraden regelméfBigen zehnseitigen
Pyramide von der Hohe 2 = 1,56 m berechnet werden, wenn der Halbmesser
des der Grundiliche umbeschriebenen Kreises r = 2,33 m ist.

17. Ein Zelt hat die Gestalt einer geraden abgestumpften Pyramide
mit regelmiBigen Sechsecken als Grundflichen, von denen die eine a = 4 m,
die andere g, = 3 m Seitenlinge hat, wihrend die Seitenkante die Lange
s = 2 m besitzt. Welchen Rauminhalt hat das Zelt, wieviel Quadratmeter
Zeltstoff waren zum Aufbau nétig, und welche Neigung haben Seitenflichen
und Seitenkanten zur Grundfliche?

18. Eine abgestumpfte gerade quadratische Pyramide aus Granit
wiegt P = 34,821 kg; der Umfang der unteren Grundfliche ist U = 4 m,
der Umfang der oberen Grundfliche U, = 2,8 m. Wie grof ist die Héhe des
Pyramidenstumpfes, wenn das spezifische Gewicht des Granites s = 2,65 ist?

19. Ein Pyramidenstumpf von der Hohe % = 2m hat als Grund-
flichen gleichschenklige Dreiecke mit dem Winkel an der Grundlinie
f=21°6"45". Von der einen Grundfliche ist die Grundlinie @ = 1,2 m,
von der andern der Schenkel b = 0,8 m gegeben. Wie grof} ist der Raum-
inhalt des Stumpfes, und wie grof ist die Hohe der Erginzungspyramide?

20. Es soll aus dem Rauminhalte V = 238 com eines Pyramiden-
stumpfes und aus den Flicheninhalten G = 24 gem, G, = 6 gem ihrer Grund-
flichen der Rauminhalt der Ergénzungspyramide berechnet werden.

21. Es soll der Rauminhalt eines geraden regelmiBigen fiinfseitigen
Pyramidenstumpfes von der Héhe % =80 ¢m aus dem Halbmesser des
Umbkreises 7 = 18 ¢m der unteren und dem Halbmesser des Inkreises p = 6 cm
der oberen Grundfliche berechnet werden.

22, Ein quadratischer Pyramidenstumpf, dessen Grundflichen die
Seiten @ = 10 ¢em und b = 6 em haben, soll durch einen zu der Grundfliche
parallelen Schnitt halbiert werden. In welcher Entfernung zu der unteren
Grundfliche mufl der Schnitt gelegt werden, wenn die Hohe des Stumpfes
h = 16 cm ist?

Kapitel VII.
Der Kegel.

1. Bewegt sich eine gerade Linie so, dal sie fortgesetzt durch einen
festen Punkt hindurchgeht und lings einer Kreislinie. des Leitkreises, hin-
gleitet, so beschreibt sie eine krumme Fléache, die Kegelfldche genannt wird ;
der von der Kegelfliche und der Kreisfliche begrenzte Korper heif3t ein Kegel.

Die Kreisfliche heit die Grundfliche, der feste Punkt die Spitze,
die krumme Begrenzungsfliche der Mantel, die zwischen der Kreislinie und
der Spitze gelegene Strecke der Geraden in jeder ihrer Lagen Seitenlinie, die
Verbindungsstrecke der Spitze mit dem Mittelpunkte der Grundfliche die
Achse, der Abstand der Spitze von der Grundfliichenebene die Héhe des
Kegels.

18*
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Je nachdem die Achse senkrecht oder
schief zur Grundfliche steht, heiBt der
Kegel ein gerader oder ein schiefer.

Bei dem geraden Kegel sind alle Seiten-
linien gleich lang: alle durch die Achse gelegten
Schnitte (Achsenschnitte)schneiden den Kegel
in kongruenten, gleichschenkligen Dreiecken.
Ein gerader Kegel entsteht daher auch, wenn
man einrechtwinkliges Dreieck M AS (Fig.36)um
eine seiner Katheten,etwa M S,als Achse dreht.

Die Achsenschnitte einesschiefen Kegels
sind bis auf einen ungleichseitige Drei-
ecke. (Beweis!) -

Schneidet man einen Kegel durch
eine zur Grundfliche parallele Ebene, welche
die Achse (Fig. 37) in M, schneidet und legt
einen Achsenschnitt SBC, welcher die Schnitt-
linie in B, und C, schneidet, so folgt aus der

Ahnlichkeit der Dreiecke SBM und SB /M, und ebenso der Dreiecke SCM

Fig. 37.

49

und SCM,:

MB: M,B = SM: SM,
MC: M0, = SM : SM,
MB:M B, = MC: M,

oder MB:MC = ME, :M/(C,
Y:1=MB MO, & ks
M\B, = M_C,.

Die Schnittfliche ist daher eine Kreis-
fliche. Der entstandene untere K érper heiit ein
Kegelstumpf, die parallelen Grenzflichen sind
seine Grundfldchen, ihr Abstand ist die Hohe
des Kegelstumpfes. Der abgeschnittene Kegel
heillt Ergdnzungskegel.

Da wir den Kreis als ein regelmifliges
Vieleck mit unendlich vielen, unendlich
kleinen Seiten auffassen konnen, so laBt sich
der Kegel als eine regelmifBige Pyramide mit

unendlich vielen und unendlich kleinen Seitenflichen ansehen. (Vgl. Ka-

pitel VI, Aufgabe 1.}

2. Da der Mantel einer geraden regelmafigen Pyramide, deren Seiten-
flichen die Hohe %, haben nach Kapitel VI, 4 gleich dem Produkte aus den
halben Umfange der Grundfliche und der Hohe £, ist, so ergibt sich fiir dem
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Mantel eines geraden Kegels mit der Seitenlinie s und dem Grundflichen-
halbmesser 7:

no

T
2

Dasselbe Ergebnis erhalten wir auch, wenn wir uns den Kegelmantel
lings einer Seitenlinie aufgeschnitten und in eine Ebene aufgerollt
denken. Es entsteht dann ein Kreisausschnitt mit dem Halbmesser gleich
der Seitenlinie und einem Bogen gleich dem Umfange der Grundfliche.
Nach Kapitel XXIV b, Aufgabe 4 (Planimetrie), ist der Inhalt dieses Kreis-
ausschnittes wie oben z r s. Die Mantelfliche des geraden Kegels ist demnach
eine Funktion des Grundflichenhalbmessers und der Seitenlinie.

Welche Figur erhilt man, wenn man den Mantel eines schiefen Kegels

M =

ES=TTS.

in eine Ebene abwickelt? * Pig. 3.
Satz. Der Mantel eines geraden Kreis- S
kegels ist gleich dem Produkte aus dem halben I
Umfange der Grundfliche und der Seiten- /i
linie. / \
3. Ausder Inhaltsformel fiir die Pyramide / \

folgt nach obiger Auffassung fiir den Inhalt V \
des Kegels mit dem Grundflichenhalbmesser r / )
und der Hoéhe A:
ar:h
V= 3
Satz. Der Rauminhalt eines Kegels ist
gleich dem dritten Teile des Produktes aus
seiner Grundfliche und seiner Hohe.

4. Sind(Fig.38)rundr die Grundflichen
halbmesser, s die Seitenlinie eines geraden Ke
gelstumpfes, z die Seitenlinie des ganzen Ke-
gels, y die des Erginzungskegels, so ist der Mantel M des geraden Kegel
stumpfes:

I 5 M=nrx—ary.
Es ist auBerdem:
2. T—Yy=s:
Zeh
3. TR
Y T
: r T
Hieraus folgt: 2= s und y = 8
3 i Tl i ‘rl
r2 r?2 r2 —p 2
k=g gt =n3 L.
r—n, r—r, r—n,

M =ns(r-+»).
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Satz. Der Mantel eines geraden Kegelstumpfes ist gleich dem Produkte
aus seiner Seite und der halben Summe der Umfédnge seiner Grundfldchen.

Wie ergibt sich der Mantel eines geraden Kegelstumpfes aus dem Mantel
einer abgestumpften geraden Pyramide?

Was wird aus M 1) fiir r, = 0; 2) fiir r = n?

5. Aus der Formel fiir den Rauminhalt des Pyramidenstumpfes ergibt
sich fiir den Rauminhalt des Kegelstumpfes mit der Hohe £ und den Grund-
flichenhalbmessern r und 7,:

ah
s meridntoloa o #9).
Satz. Der Rauminhalt eines Kegelstumpfes ist gleich der Summe dreier
gleichhoher Kegel, deren Grundflichen die Grundflichen des Stumpfes und
ihr geometrisches Mittel sind.

Was ergibt sich aus dem Werte von V 1) fiir r, = 0; 2) fiir r = r/?

6. Aufgaben.

1. Die Héhe % eines geraden Kegels sei gleich m » (m eine ganze Zahl);
es sollen der Rauminhalt und der Mantel als Funktionen vonr und umgekehrtr
als Funktion von dem Inhalt oder dem Mantel dargestellt werden. Graphische
Darstellung fiir m = 2, m = 3.

2. Fiir einen geraden Kegelstumpf ist r, = nr und s = mr; es soll
der Mantel als Funktion von r und » als Funktion des Mantels dargestellt
werden. Graphische Darstellung fiir n =1 m=2; n=1; m = 4.

3. Fiir einen geraden Kegelstumpf ist r, = n r und & = m r; es soll der
Rauminhalt V als Funktion von » und umgekehrt » als Funktion von ¥ dar-
gestellt werden. Graphische Darstellung fiir n = %, m= 3.

4, Die Mantelfliche eines geraden Kegels hat die gegebene GroBe M ;
es soll sein Inhalt als Funktion des Grundflichenhalbmessers berechnet und
die Funktion graphisch dargestellt werden. Zahlenbeispiel: M = x.

5. Von einem Kegelstumpf ist die Hohe % = 3 und der eine Grund-
flichenhalbmesser » = 2 gegeben. Es soll sein Rauminhalt als Funktion des
anderen Grundflichenhalbmessers dargestellt werden? Wie grof ist derGrund-
flichenhalbmesser fiir den Rauminhalt gleich 8 #? (Graphisch zu ermitteln!)

6. Man soll die Oberfliche O und den Rauminhalt V eines Kegels
berechnen, von dem der Grundflichenhalbmesser » = 3,04 m und die Seiten-
linie s = 4,25 m gegeben sind.

7. Man berechne fiir einen Kegel O und V aus b = 24 cm, s = 26 cm.

8. Man berechne ebenso V aus dem Mantel M = 160,404 gm,
h=1,76 m.

9. Man berechne V aus O = 2099,43 gem und h = 16,52 cm.

10. Der Achsenschnitt eines Kegels ist ein gleichseitiges Dreieck mit
der Seite @ = 20 cm. Wie grof ist die Oberfliche und der Rauminhalt dieses
Kegels?
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11. Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten @ = 60 ¢m und
b — 80 ¢m wird um die groBere Kathete als Achse gedreht. Wie grof} ist dic
Oberfliche und der Inhalt des entstehenden Kegels?

12. Es soll ein kegelformiges Zelt hergestellt werd:n, das bei einem
Grundflichenhalbmesser 7 = 3 m einen Rauminhalt V= 36 cbm hat.
Wie hoch muB dasselbe werden, und wieviel Quadratmeter Zeltstoff
sind dazu erforderlich?

13. Ein trichterformiges GefiB, dessen Seitenlinie s = 25cm lang
und dessen Grundflichendurchmesser der Seitenlinie gleich ist, sei mit
Wasser gefiillt. Wie groB ist das Gewicht des Wassers?

14. Wie hoch mufl man in ein kegelfsrmiges Champagnerglas von der
Hohe 7 c¢m eingieBlen, damit es zu drei Viertel gefiillt ist?

15. Ein Messingwiirfel mit der Kante a = 12 ¢m soll trichterartig so
ausgebohrt we-den, daB der Rand d>s Trichters ein einer Wiirfelfliche
einbeschriebener Kreis ist und die Spitze des Trichters in der Mitte der
gegeniiberliegenden Wiirfelfliche liegt. Welches ist das Gewicht der ausge-
bohrten Masse und des Restkorpers (spezifisches Gewicht des Messings
s = 8,4) sowie die Oberfliche des letzteren?

16. Es soll der Rauminhalt der Kegel bestimmt werden, dessen Mintel
in eine Ebene aufgerollt

a) einen Halbkreis vom Halbmesser ¢ = 5 cm,

b) einen Quadranten vom Halbmesser o = 12 ¢m,

¢) einen Kreisauschnitt vom Halbmesser o = 20 ¢m und dem Zentri-
winkel a = 120° bilden.

17, Es soll in einen geraden Kegel, dessen Halbmesser r = 20 ¢m und
dessen Héhe & = 36 cm ist, eine gerade Pyramide mit quadratischer Grund-
fliiche einbeschrieben werden. a) Wie groB ist jede Seitenfliche? b) Wie grof3
ist der Rauminhalt der Pyramide?

18. Es soll die Gesamtoberflidche eines Kegels berechnet werden, der
einer regelmifigen achtseitigen geraden Pyramide mit der Grundkante
a = 4,5 em und der Hohe % == 16,8 ¢m umbeschrieben ist.

19. Eine zylindrische Eisenstange von u = 22 em Umfang hat an dem
einen Ende eine kegelférmige Spitze. Die Linge des zylindrischen Teiles
betriigt!=_80cm, die Seitenlinie des Kegelss =10 ¢m. Man berechne das Gewicht
der Stange, wenn das spezifische Gewicht des Eisens s, = 7,5 betrigt. (7 = 2,-72.)

20. Ein Nicholsonsches Ardometer besteht aus einem geraden Zylinder
mit dem Halbmesser r—=4,5 ¢m und der Hohe =16 ¢m und zwei auf diesem
stehenden geraden Kegeln, deren Hohen den Halbmessern gleich sind. Wie
groB ist die Oberfliche des ganzen Korpers?

21. Ein gerader Zylinder ist von der einen Grundfliche aus kegel-
férmig so ausgehohlt, dafl die Achsen beider Korper zusammenfallen; der
Grundflichenhalbmesser des Zylinders ist » == 16 cm, seine Hohe 2 = 24 cm;
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bei dem Kegel sind die entsprechenden Stiicke halb so gro8. Wie groB ist der
Inhalt des iibrig gebliecbenen Korpers?

22, Ein regelmaBiges Sechseck von der Seite a = 12 em dreht sich
um einen groBen Durchmesser und beschreibt einen Umdrehungskorper,
der aus zwei Kegeln und einem Zylinder besteht. Man bestimme die Ober-
fliche und den Inhalt des entstehenden Korpers?

23. Man berechne den Rauminhalt eines geraden Kegels aus dem
Halbmesser 7 == 6 ¢m der Grundfliche und dem Winkel a = 112° 10" 24”
an der Spitze eines Achsenschnitts.

24, Man berechne den Rauminhalt eines geraden Kegels aus der
Seitenlinie s = 25 ¢m und dem Neigungswinkel g = 36° 42’ derselben gegen
die Grundfliche.

25. Wie groB ist der Mantel eines geraden Kegels, dessen Seitenlinien
gegen die Grundfliche unter dem Winkel a = 67° 22" 48" geneigt sind, wenn
der Inhalt des Kegels V == 314,16 ccm ist?

26. Wie verhilt sich der Rauminhalt eines gleichseitigen Kegels zu
dem eines gleichseitigen Zylinders, wenn beide Korper gleiche Méntel oder
gleiche Oberflichen haben?

27. Wie verhalten sich die Rauminhalte der einem regelmaBigen
Tetraeder mit der Kante @ ein- und umbeschriebenen Kegel zueinander?

28. Es soll der Rauminhalt und die Oberfliche eines geraden abge-
stumpften Kegels aus den Grundfldchenhalbmessern r = 80 cm, 7, = 40 cm
und der Héhe % = 30 em berechnet werden.

29. Es sind von einem geraden Kegelstumpf die Grundflachenhalb-
messer 7 =18 ¢m und 7, =6 cm und der Rauminhalt V ==2450,5 ccmn
gegeben. Wie groB sind seine Hohe, Seitenlinie und Gesamtoberfliche?

30. Ein Baumstamm hat die Gestalt eines Kegelstumpfes. Die Um-
fange seiner Grundflichen sind U = 3,14 m und U, = 2,512 m, seine Linge
1 =9 m. Wieviel Kubikmeter Holz enthilt er? Wie ist das Ergebnis, wenn man
den Baumstamm als zylindrisch ansieht und den mittleren Umfang zugrunde legt ?

31. Essoll der Mantel, die Oberfliche und der Rauminhalt eines geraden
Kegelstumpfes aus den Halbmessern der beiden Grundflichen r = 5m,
r, =3 m und der Hohe des Erginzungskegels %, = 9 m berechnet werden.

32, Ein quaderformiges Kupferstiick (spezifisches Gewicht s = 8,9)
erhilt eine kegelformige Bohrung, die auf der einen Seite d = 11,2 em, auf
der andern d, = 8,4 ¢m weit ist, wihrend die innere Wandung d, = 6,5 cm
mift. Wieviel Kubikz=ntimeter Kupfer hat das Stiick verloren, und um wie-
viel ist es leichter geworden?

33. Ein eiserner Kegelstumpf mit den Grundflichenhalbmessern
r = 22 c¢m, r; = 15 ¢m und der Seitenlinie s = 26,3 ¢m soll in einen Zylinder
von ein Drittel der Hohe des Stumpfes umgegossen werden. Wie grofl wird
sein Halbmesser, und wie groB sind die Oberflichen der beiden Kérper?

34. Ein Schornstein von der Gestalt eines abgestumpften Kegels
ist 4 =25 m hoch, seine obere Offnung betrigt d = 0,5 m, seine untere
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d, = 0,75 m im Durchmesser. Das Mauerwerk ist iiberall d, = 0,2 m dick.
Wieviel Kubikmeter Steine sind zu dem Schornsteine verwendet worden?

35. Aus einem Kegelstumpf mit der Hohe 4 = 50 ¢m und den Grund-
flichenhalbmessern » =40 ¢m und r, = 24 em ist ein auf dem kleineren
Grundkreis stehender Kegel herausgebohrt worden. Wie groB ist der Raum-
inhalt und die Oberfliche des Restkorpers?

36. Welches ist der kleinere Halbmesser und der Zentriwinkel des
Ringausschnitts, der zu einem Lampenschirm von der Gestalt eines Kegel-
stumpfes zusammenzurollen ist, wenn der Schirm oben 2 r, = 12 ¢m, unten
2 r = 32 em weit und die Seitenlinie s = 24 em lang sein soll?

37. Ein gerader Kegelstumpf hat die Seitenlinie s = 19,4 em und
den Inhalt V = 3825,73 ccm. Die Seitenlinien sind unter f ==60° gegen
die Grundflichen geneigt. Wie grof sind die Grundflichenhalbmesser?

38. Es soll einem regelmiBigen sechsseitigen Pyramidenstumpf, dessen
Seitenlinie s = 10,5 ¢m ist und dessen Grundflichen die Seiten ¢ = 12 und
@, = 8,4 cm haben, Kegelstumpfe ein- urd umbeschrieben werden. Wie groB
sind die Rauminhalte urd Méntel der drei Korper?

Kapitel VIII.
Die Kugel.

1. Dreht sich ein Halbkreis um seinen Durchmesser als Achse, bis er
wieder in seine urspriingliche Lage zuriickkehrt, so beschreibt der Bogen
eine Fliche, deren simtliche Punkte von dem Kreismittelpunkt gleiche
Entfernung haben; die entstandene Fliche begrenzt vollstindig den gleich-
zeitig von der Halbkreisfliche erzeugten Korper.

Die Flidche heillt eine Kugelfldche, der von ihr begrenzte Korper heillt
eine Kugel, der von allen Punkten der Kugelfliche gleichweit entfernte
Punkt der Mittelpunkt, die gleiche Entfernung hei3t
der Halbmesser (Radius) der Kugel.

Jede durch den Mittelpunkt der Kugelfliche
gelegte Ebene schneidet dieselbe nach erzeugenden
oder grioBten Kreisen.

Fallt man vom Kugelmittelpunkt O (Fig. 39)
die Senkrechte OP auf eine beliebige die Kugelfliche
schneidende Ebene und verbindet zwei beliebige
Punkte 4 und M der Schnittlinie der Ebene mit der
Kugelfliche mit O und P, so folgt aus der Kongruenz der rechtwinkligen
Dreiecke AP0 und M PO: AP — MP.

Diese Beziehung gilt fiir alle Punkte der Schnittlinie, mithin folgt:

Jeder ebene Schnitt einer Kugelflidche ist eine Kreislinie, deren Mittel-
punkt der FuBpunkt des vom Kugelmittelpunkt auf die Schnittebene ge-
fallten Lotes ist.

Fig. 39.
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Ist » der Kugelhalbmesser, d der Abstand der Schnittebene vom
Kugelmittelpunkt, ¢ der Halbmesser des Schnittkreises, so ist:

e=Jr—d,

d. h. bei gegebenem Kugelhalbmesser ist o eine Funktion von d. Welche

Folgerungen ergeben sich aus der vorstehenden Beziehung?
Der Teil einer Kugel, der durch

5 eine Ebene abgeschnitten wird, heilit
ein Kugelabschnitt oder Kugelseg-
ment, seine krumme Oberfliche heil3t
Kugelkappe oder Kalotte (Iig. 40 A).
Geht die Schnittebene durch den
Kugelmittelpunkt, so heien die bei-
den gleichen Kugelabschnitte Halb-
kugeln; zu jeder nicht durch den
Kugelmittelpunkt gehenden Schnitt-
ebene gehoren zwei Kugelabschnitte
und zwei Kugelkappen von ver-
schiedener Grofle.

Féillt man vom Kugelmittel-
punkt das Lot auf die Schnittebene,
80 heilt der Abschnitt desselben
zwischen der Schnittebene und der Kugelfliche die Hohe des Kugelab-
schnitts und der Kugelkappe.

Eine Kugelschicht (koérperliche Zone) ist der von zwei parallelen
Schnittebenen begrenzte Teil einer Kugel.

Eine Zone ist der Teil einer Kugeloberfliche, der durch zwei parallele
Ebenen ausgescunitten wird (Fig. 40, Z).

Die Hohe der Zone ist der Abstand der beiden Schnittebenen.

Ein Kugelausschnitt oder Kugelsektor ist der Teil einer Kugel, der durch
eine Kugelkappe und den durch ihren Kugelkreis und den Kugelmittelpunkt

! bestimmten Kegel-
i mantel begrenzt wird.
G B Ein Kugelaus-
schnitt kann durch
Drehung eines Kreis-
ausschnittes um die
den Zentriwinkel
halbierende Gerade
entstanden gedacht
\\\ werden.
LY 2. Einem Vier-
SN\ telkreise AFB (Fi-
4 M gur 41) sei ein Qua-

D
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drat AM BC umbeschrieben und in letzterem die Diagonale MC gezogen.
Dreht man diese Figur um M B als Achse, so beschreibt das Quadrat AM BC
einen Zylinder, der Viertelkreis 4F B eine Halbkugel, das gleichschenklig
rechtwinklige Dreieck M BC einen geraden Kegel und das gleichschenklig
rechtwinizlige Dreieck 4M (' einen Korper, der gleich dem Unterschied von
dem Zylinder und dem Kegel ist, und den wir Restkorper nennen.

Der Restkérper und die Halbkugel stehen zwischen parallelen Ebenen,
die Korper erfiillen demnach eine Bedingung des Cavalierischen Grundsatzes.

Schneiden wir beide Kérper durch eine den ersteren Ebenen parallele
Ebene, so wird die Halbkugel in einem Kreis mit dem Halbmesser DF,
der Restkérper in einem Kreisring mit den Halbmessern DG und DE
geschnitten. Bezeichnen wir AM mit y, DM mit @, so ist:

PD2 =y — a2
and der Inhalt des Schnittkreises mit der Halbkugel
7w FD? = 7 (r2 — a?).

Da in dem gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecke M DE die Strecken

DM und ED gleich z sind, so folgt fiir den Querschnitt des Restkorpers:
7 (GD? — DE?) = x (r* — 2?).

Da die Querschnitte der Halbkugel und des Restkorpers flichengleich
sind, so haben nach dem Cavalierischen Grundsatz die Halbkugel und der
Restkérper gleichen Rauminhalt.

Satz. Der Rauminhalt einer Halbkugel ist gleich dem Unterschied
der Inhalte des Zylinders und des Kegels, die mit ihr gleiche Grundfliche
und gleiche Hohe haben.

Ist r der Kugelhalbmesser, so ist der Inhalt des Zylinders z 72 . r = 7 3,

3
der Inhalt des Kegels %nrz " r:zt—:—;—. Mithin ist der Inhalt der Halb-
art 2a
kugel 7'[7'3 —‘T:—T
Der Inhalt der Kugel vom Halbmesser 7* ist somit:

Al g B
] AL P,

Der Rauminhalt einer Kugel ist eine Funktion des Halbmessers.
3. Eine Kugel 1aBt sich zusammengesetzt denken aus unendlich
vielen und daher unendlick kleinen Pyramiden, deren gemeinsame Spitze
der Kugelmittelpunkt und deren gemeinsame Héhe der Kugelhalbmesser »

ist. Die Summe aller Pyramideninhalte ist demnach gleich —;- multipliziert

mit der Summe aller Grundflachen. Die letztere Summe ist gleich der Kugel-
oberfliche O. Mithin ergibt sich:

4 g e
Vﬁ—gnr ——3-0,
woraus folgt: O=4=n» d h
e Ul
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Die Oberfliche einer Kugel ist gleich dem vierfachen Inhalt eines
groBten Kugelkreises.

Die Kugeloberfliche ist eine Funktion des Kugelhalbmessers.

4. Im Anschlusse an die Herleitung unter 2 folgt aus Fig. 41, daB
nach dem Cavalierischen Girundsatze der Inhalt des Kugelabschnitts mit
der Hohe BD = & gleich dem Inhalte des Restkérpers oberhalb der Schnitt-
ebene, also gleich dem Unterschiede des Zylinders mit der Hohe BD = h.
dem Grundflichenhalbmesser GD = r und des Kegelstumpfes mit der Hohe
BD =h den Grundflichenhalbmessern BC' =r und DE = DM = r — h ist.

Mithin ist der Rauminhalt }” des Kugelabschnitts mit der Hohe A:

V=7m‘2h——%h 2 -1 (r —h) 4 (r — h)? =Z—I—'—(3 »— h).

Was ergibt sich fiir V, wenn 7 =2 ¢ wird?

Der Rauminhalt eines Kugelabschnitts ist eine Funktion des Kugel-
halbmessers und der Hohe des Abschnittes. Was ergibt sich fiir 4 = r?

5. Durch die gleiche Betrachtung wie unter 2) und 4) (Fig. 41) ergibt
sich, dafl der Rauminhalt der Kugelzone mit der Hohe KD = h gleich dem
Unterschicde der Inhalte des gleich hohen Zylinders mit dem Halbmesser
@D =r und des Kegelstumpfes mit den Halbmessern KI und DZF ist.
Bezeichnet man die Abstinde MK und M D der Schnittebenen vom Kugel-
mittelpunkt, die zugleich die Halbmesser der Grundkreise des Kegel-
stumpfes sind, mit z und ¥, so folgt fiir den Inhalt V der Kugelzone:

V:nr'zll~£t3—(x2+zy+y2)b
Es ist:
2. h=z—y.

Bezeichnet man die Halbmesser KL und FD der Grenzflichen der
Zone mit r) und 7,, so ist:

3. rP=yr21 22 und 2 =121 42
Aus 3. folgt durch Addition:
e e PR A

2

4. 78 =

and aus 1) erhdlt man:

N
I
I

Tl € ol ke i e o 5 ($2+m?/+‘7/2)}h'

ey

L\':|Vo

L

(31°2+3)f,3+lo2> h.

Wie grof3 werden r|, 7, und V a) fiic 2 =r; b) fiir 2 = 2?2

o=|a ®|a | 8
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6. Wir berechnen den Inhalt 77 des Kugelaussehnitts, der durch
Drehung des Kreisausschnitts M BF um MB als Achse entsteht. Dieser
Inhalt ist gleich der Summe der Inhalte des Kugelabschnitts mit der Hohe
BD =1 (vgl. 4) und des Kegels, der MD = r — h als Hohe und FD =
VMF? — MD? =9 —(r —h)>=V2rh — I? als Halbmesser des Grund-
kreises hat, also:

5]

V:%(Sr——h)—k%(2rh-—h2)(r-*h)
_-13& 3rh—k+2r*—rh—2rh+ R
2arh

3

Wie grofl wird V fiir A =27r?

7. Um den Flicheninhalt I der Kugelkappe (Kalotte) von der Héhe 4
zu berechnen, denke man sich den zur Kugelkappegehorigen Kugelausschnitt
in unendlich viele, unendlich kleine Pyramiden zerlegt, die ihre Spitzen im
Kugelmittelpunkt, also Hohen gleich dem Kugelhalbmesser » haben. Die

Summe ihrer Grundflachen ist gleich K, also ihr Inhalt = r; nach 6. ist der
Inhalt auch glelch h. Mithin folgt:

3
Qnrzh_K £
3 —‘?: .
K=2x»rh.

8. Um den Flidcheninhalt Z einer Kugelzone von der Hohe 2 zu be-
stimmen, bezeichne man den Abstand der dem Kugelmittelpunkt am nichsten
liegenden Begrenzungsebene vom Kugelmittelpunkt mit x. Dann ist der
Inhalt der Zone gleich dem Unterschied der Inhalte zweier Kugelkappen
mit den Hohen r — 2z und r — (h -+ z); mithin ist:

Z=2nar(r—2a)—2nr(r— -+ )
=2xrh.

Anmerkung. Wird die eine der beiden Grundkreisebenen der Zone
zur Beriihrungsebene an die Kugel, so wird die Zone zur Kugelkappe.

Wird auch die andere Grundebene durch Parallelverschiebung zur
Beriihrungsebene, so wird die Zone, beziehungsweise auch die Kugelkappe
zur Kugeloberfliche O, daher:

O=2aridr=4uar
9. Aufgaben.

1. Man soll auf graphischem Weg den Halbmesser der Kugeln
ermitteln, von denen a) der Inhalt V = 8z, b) die Oberfliche O =5 & ge-
geben sind?
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2. Wie andert sich in einer Kugel mit gegebenem Halbmesser r der
Inhalt eines Segments, wenn man die Héhe verindert? (Graphische Dar-
stellung fiir » = 2 em.)

3. Wie andert sich die Oberfliche eines Kugelsektors, wenn man seine
Héhe von 0 bis 2r verdndert? (Graphische Darstellung fiir = 5 em.)

4. In eine Kugel mit dem Halbmesser r ist ein gerader Zylinder
gestellt. Es soll @) sein Rauminhalt, b) sein Mantel, ¢) seine Oberfléche als
Funktion seines Grundflichenhalbmessers dargestellt und graphisch ver-
anschaulicht werden. Fiir welche Werte des Grundflichenhalbmessers
erreicht a) der Inhalt, b) der Mantel, ¢) die Oberfliche einen gro3ten Wert?
(Graphisch.)

5. Es ist dieselbe Aufgabe fiir den geraden Kegel zu 16sen.

6. Es soll in eine Halbkugel (Halbmesser 7) ein Kegel gestellt werden,
dessen Spitze im Kugelmittelpunkt liegt. Wie iéndert sich sein Rauminhaltz—s
bei verianderlicher Hohe? Fiir welchen Wert der Héhe wird der Rauminhalt%:
am grofiten? o

7. Es soll einer Kugel vom Halbmesser 7 ein Kegel umbeschriebey =
werden. Man bestimme auf graphischem Weg die Werte der Héhe des(”
Kegels, fiir die @) sein Rauminhalt, b) sein Mantel, c) seine Oberfliche am
kleinsten wird?

8. Man berechnedie Oberfliche und den Rauminhaltder Erde, wenndiese -
als vollkommene Kugel mit dem Halbmesser » = 6370 km angesehen wird.

9. Der Halbmesser des Jupiter betrigt das n = 11,1fache, der de
Erdmondes dagegen nur den n, = ‘5% Teil vom Erdhalbmerser. In welchem
Verhiltnis stehen die Oberflichen und Rauminhalte beider Himmelskérper
zur Oberfliche und zum Inhalte der Erde?

10. Der Inhalt eines groBten Kugelkreises ist f = 19,635 gem. Wie grof3
ist die Oberfliche O und der Rauminhalt ¥ der Kugel?

11. Wie grof ist der Rauminhalt V der Kugel, deren Oberfliche
0 = 314 gm ist?

12, Wie grof ist die Oberflache O einer Kugel, deren Rauminhalt
V = 0,2681 cbm ist?

13. Zur Bestimmung des spezifischen Gewichtes der Luft hat man eine
Hohlkugel mit dem inneren Durchmesser 2 r = 45,71 ¢m, mit Luft gefiillt, ge-
wogen und das Gewicht p, = 217,44 ¢ gefunden; méglichst luftleer gemacht,
wog die Kugel nur p,=152,79¢9. Wie grof ist das spezifische Gewicht der Luft?

14. Eine hohle, eiserne, luftleere Kugel mit dem #duBeren Durchmesser
2 r = 20 cm sinkt gerade bis zur Hilfte im Wasser ein. Wie groB ist die
Wandstirke der Kugel, wenn das spezifische Gewicht des Eisens s = 7,5 ist?

15. Ein Luftballon hat @ == 14 m Durchmesser. Ein Quadratmeter der
Hiille wiegt p =0,3 kg. Wie groB ist sein Auftrieb, wenn er &) mit Wasserstoff
(spezifisches Gewicht s, = 0,00009), b) mit Leuchtgas (spezifisches Gewicht
85, = 0,0005) gefiillt ist? Das spezifische Gewicht der Luft ist s, = 0,0013.

sSepemezere
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16, In einem wiirfelférmigen Kasten liegt eine Kugel, die simtliche
Flichen desselben beriihrt. Wieviel betrigt der nicht ausgefiillte Raum des
Kastens, wenn der Durchmesser der Kugel 2 r = 30 em ist? Wie groB ist der
Restraum, wenn der Wiirfel mit 8, 27..... Kugeln angefiillt ist?

17. Um einen Wiirfel von der Kantenlinge a == 50 cm ist eine Kugel
beschrieben. Es soll der Rauminhalt und die Oberflache der Kugel berechnet
werden.

18. Wie verhalten sich die Rauminhalte eines Kegels, einer Kugel
und eines Zylinders zueinander, wenn die Durchmesser der Grundflichen
und die Héhe des Kegels und des Zylinders dem Durchmesser der Kugel
gleich sind? (Satz des Archimedes ?)

19. Drei Bleiwiirfel mit den Kanten ¢, = 6 ¢cm, a, = 9 em, a; = 12 em
sollen zu einer Kugel zusammengegossen werden. Wie grol wird der Durch-
messer der Kugel sein?

20. Die Hahe eines regelmifigen Tetraeders ist A = 48,99 ¢m; es sollen
die Rauminhalte und Oberflichen der dem Tetraeder ein- und umbeschrie-
benen Kugeln bestimmt werden.

21. Es sollen die Oberflachen und die Inhalte der einem regelmiBigen
Oktaeder mit der Kantenlinge @ = 12 ¢m ein- und umbeschriebenen Kugel
bestimmt werden.

22, Wieviel 2 mm dicke Schrotkugeln lassen sich aus einem Blei-
zylinder gieflen, der 12 em dick und 16 cm hoch ist?

23. Welchen Rauminhalt hat eine Kugel, die in einen Trichter mit dem
Grundkreishalbmesser = 5 em und der Seitenlinie s = 13 ¢m so hineinpaBt,
daB ihr oberster Punkt gerade in der Hohe des Randes liegt?

24, Eine Metallkugel mit der Oberfliche O = 27 gem soll in einem
Kegel, dessen Achsenschnitt ein gleichseitiges Dreieck ist, umgegossen werden.
Wie groB ist der Halbmesser des Grundkreises und die Hohe des Kegels?

25. Ein gerader Kegel hat die Hohe % = 29,356 ¢m und den Raum-
inhalt V = 305,72 ¢m. Sein Mantel ist gleich der Oberfliche einer Kugel.
Wie groB ist der Halbmesser und der Inhalt dieser Kugel?

26. Um einen Kreis mit dem Halbmesser r sei ein gleichseitiges
Dreieck beschrieben. Wie verhalten sich die Rauminhalte der Korper, die
durch Umdrehung der Figur um eine Héhe des Dreiecks entstehen?

27. Den wievielten Teil der Kugeloberfliche betrigt der Inhalt einer
Kalotte, deren Hohe gleich dem vierten Teile des Kugeldurchmessers ist?
Den wievielten Teil des Kugelinhalts betrigt der Inhalt des zugehérigen
Kugelabschnitts?

28. @) Man berechne den Teil der Erdoberfliche, der auf dem
Montblanc, dessen Hohe A = 4775 m betrigt, sichtbar ist, wenn der Erd-
halbmesser zu r = 6370 km gerechnet wird?

') Archimedes, vgl. Planimetrie, Seite 65, 164. Die Hauptfigur des a.r-chimedischen
Beweises, eine Kugel mit dem umbeschriebenen Zylinder, war auf dem Grabdenkmal
des Archimedes eingemeilelt.
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b) Wieviel von der Erdoberfliche hitten die Forscher Berson und
Siiring, die am 31. Juli 1901 eine Hohe % = 10500 m im Ballon ,,PreuBen‘
erreichten, bei klarer Atmosphire iiberblicken kénnen?

29. a) Auf einer wagerechten Ebene ruht eine Kugel mit dem Halb-
messer 7 und iiber dieser, in der Verlingerung des Beriihrungshalbmessers,
befindet sich eine punktférmige Lichtquelle in der Entfernung r von der
Kugeloberfliche. Wie grof ist der beleuchtete Teil der Kugeloberfliche, und
wie grof} ist der zugehorige Kugelabschnitt? Wie groB ist der Schlagschatten
auf der Ebene und der Schattenraum zwischen dieser und der Kugel?

b) Wie andern sich die Ergebnisse unter a), wenn die Kugel sich im
Abstand » von der Ebene und die Lichtquelle im Abstande 37 von der
Kugelflache befindet?

30. In welchem Verhiltnis wird der Rauminhalt einer Kugel durch
eine erweiterte Grenzfliche ) eines ihr einbeschriebenen regelmiBigen Tetra-
eders, b) eines einbeschriebenen Wiirfels, c) eines einbeschriebenen regel-
méaBigen Oktaeders geteilt?

31, In eine Kugel mit dem Halbmesser 7 sei ein Zylinder beschrieben,
dessen Achsenschnitt ein Quadrat ist. Wie groB sind die iiber seinen Grund-
flachen liegenden Kugelkappen und Kugelabschnitte, die seinen Mantel
umgebende Zone und der entsprechende Ringkorper?

32, Es soll durch eine Halbkugel ein der ebenen Begrenzungsfliche
paralleler Schnitt so gelegt werden, dal @) durch denselben die krumme
Oberfliche der Halbkugel halbiert werde, b) die beiden Teile gleiche Gesamt-
oberflachen haben?

33. Wieviel Quadratkilometer betragen die Flicheninhalte der Zonen
der Erde, wenn man die Erde als vollkommene Kugel mit dem Halbmesser
r = 6370 km betrachtet und die Schiefe der Ekliptik zu ¢ = 23° 30" an-
nimmt?

34. Uber einem groBten Kreise der Kugel vom Halbmesser 7 steht eine
kérperliche Zone, deren krumme Oberfliche gleich der Fliche des groBten
Kreises ist. Wie groB} ist der Rauminhalt der Zone?

35. Eine holzerne Kugel mit dem Durchmesser 2 r = 20 ¢m sinkt in
Wasser von 4° C so weit ein, dall der hervorragende Teil die Hohe A = 2 cm
hat. Wie grof} ist das spezifische Gewicht der betreffenden Holzart?

36. Aus einer Kugel vom Halbmggser 7 soll ein solcher Ausschnitt
herausgebohrt werden, dal dessen Abschnitt gleich ist dem dazu gehérigen
Kegel. Welches ist die Hohe des Abschnitts? Wie verhilt sich der Raum-
inhalt des Ausschnitts zu dem der Kugel?

37, Welches ist die Hohe des Abschnitts bei dem Ausschnitte der Kugel
vom Halbmesser 7, dessen Kegelmantel gleich der Kugelkappe ist?
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gen Figuren. Preis gebd. 3 J. —
II. Teil: Ausgabe B: Fiir die oberen
Klassen der Gymnasien, bearbeitet von
Prof. Dr. C. H. Miiller. 1910. Mit 11,
teils farbigen Figuren im Text, Preis
gebd. 2 (.

Band II: Lehr- und Ubungsbuch der Geo-

metrie. Von Prof. Karl Schwab. 1. Teil:
Ausgabe A: Fiir die mittleren Klassen
der Realanstalten. 1911, Mit 257, teils
farbigen Figuren im Text. Preis gebd.
4 ft. — L. Teil: Ausgabe B: Fiir die
Unterstufe der Gymnasien, bearbeitet
von Prof. Dr. C. H. Miller. Zweite

Figuren im Text. Preis gebd. 2 ¢ 50 9.
— ILI. Teil: Ausgabe A: Fiir die
oberen Klassen der Realanstalten. 1911.
Mit 90, teils farbigen Figuren im Text.
Preis gebd. 2 (. — II Teil: Aus-
gabe B: Fir die oberen Klassen der
Gymmasien ; bearbeitet von Prof. Dr.C. H.
Miiller. Zweite Auflage.1911. Mit 118, teils
farbigen Figuren im Text. Preis gebd.
3 J6. — IIL. Teil: Ausgabe A: Fiir
die oberen Klassen der Realanstalten,
enthaltend die ebene und sphiirische
Trigonometrie. 1911. Mit 38, teils far-
bigen Figuren im Text. Preis gebd. 2 (.

Band IfI: I. Teil: Ausgabe A: Fiir Real-

anstalten. Lehr- und Ubungsbueh fiir
den Unterricht in der synthetischen
Geometrie der Kegelsehnitte und der

analytisechen Geometrie, bearbeitet von

Prof. Oskar Lesser. 1910. Mit 71, teils
farbigen Figuren im Text. Preis
gebd. 3 (.
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Schwab-Lesser :

Mathematisches Unterrichtswerk

fiir hohere Lehranstalten.

Unter Mitarbeit der Herren Prof. Dr. C. H. Miiller, Oberlehrer am Kgl. Kaiser Friedrich-
Gymnasium zu Frankfurt a. M., und Max Linnich, Oberlehrer an der hdheren Midchenschule
und dem hoheren Lehrerinnenseminar zu Potsdam

herausgegeben von

Prof. Karl Schwab Prof. Oskar Lesser
Oberlehrer an der Klinger-Oberrealschule und Oberlehrer ‘an der Klinger-Oberrealschule
zu Frankfurt a. M. * zu Frankfurt a. M

»Alle Teile zusammen bilden ein { ,Sehr schon ist die Ausstattung des
dinBerst interessantes Werk, an dem kein ‘ Buches; die Figuren, zum Teil farbig,
|
\
|

Mathematiklehrer vorbeigehen sollte.* sind musterhaft.
Pidagog. Jahresbericht 1910.

Blatter f. d. bayer. Gymnasial-
schulwesen 1910.

‘Ausgaben fiir hohere Knabenschulen.

Band I: Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterricht in der Arithmetik und Algebra

von Prof. Oskar Lesser.

L Teil: Fiir die mittleren Klassen samtlicher hoherer Lehranstalten. Zweite
Auflage. Preis gebd. J6 2,80.

IL Teil: Ausgabe A: Fiir die oberen Klassen der Realanstalten. Preis gebd.

$

IL. Teil: Ausgabe B: Fiir die oberen Klassen der Gymnasien, bearbeitet von
Prof. Dr. C. H. Miiller. Preis gebd. # 2.—

Das Interesse, welches ich den neueren Bestrebungen im mathematischen Unterricht entgegen-
bringe, ist durch dies Werk in besonderem Mage gefesselt worden; bringt es doch gerade
die sogenannten Meraner Grundsidtze, iiber welche so viel ge-
sprochen und geschrieben worden ist, zum ersten Mal in voller
Durcharbeitung zum Ausdruck und bietet dadurchdem Unterricht
ganz neue Seiten. Maghie und da auch einiges noch der Verbesserung bediirfen, im groBen
und ganzen macht das Buch mit den Forderungen der neuesten Zeit Ernst und ist in fast allen
Beziehungen ein methodischer Fortschritt. Die Fiille der Aufgaben wird den Lehrern der Mathematik
ganz besonders willkommen sein.

Ich kann nur aussprechen, daB mich die Durchsicht des Buches ungemein interessiert und
gefreut hat. Dr. Beyer, Geh: Regierungs- und Provinzialschulrat.

Band II: Lehr- und Ubungshbuch der Geometrie. Von Prof. Karl Schwab.

I Teil: Ausgabe A: Fir die mittleren Klassen der Realanstalten. Preis
gebd. S 4.—

I. Teil: Ausgabe B: Fiir die mittleren Klassen der Gymnasien, bearbeitet
von Prof. Dr. C. H. Miiller. Preis gebd. 6 2,50.

IL. Teil: Ausgabe A: Fiir die oberen Klassen der Realanstalten. Preis gebd.
M 2— :

IL. Teil: Ausgabe B: Fiir die oberen Klassen 'der Gymnasien; bearbeitet
von Prof. Dr. C. H. Miiller. Preis gebd. 6 3.—

Enthaltend den Ausbau der Trigonometrie, die sogenannte neuere Geometrie, und die
Stereometrie (einschlieBlich der konstruktiven Stereometrie). :

Die Ausgabe B enthilt zugleich die Elemente der sphirischen Trigonometrie nach
Band II, Teil III, und die Grundziige der synthetischen und - der analytischen Geometrie
nach Band IIT des Unterrichtswerks fiir Realanstalten.
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Band II: Lehr- und Ubungsbuch der Geometrie. Von Prof. Karl Schwab.
IIL. Teil: Fiir die oberen Klassen der Realanstalten, enthaltend die ebene
und sphérische Trigonometrie. Preis gebd. 6 2.—

Der Hauptwert des Buches aber besteht darin, daB es nicht wie
so viele in der letzten Zeit herausgekommene mathematische
Lehrbiicher durch mehr oder weniger geschickte Uberarbeltung
eines dlteren Werkes entstanden, sondern ganzneu aus einem GubB,
nacheinheitlichen Grundsitzen auf- und ausgebaut ist.

Auch der Forderung ist Rechnung getragen, daB die Schiiler,
mehr als es frither geschah, iiber die praktische Verwendbarkeit
der Mathematik aufgekliart werden... Der Abschnitt iiber das Zeichnen riium-
licher Gebilde ist mustergiiltig.

Direktor Quossek-Crefeld, in der ,,Zeitschrift fiir lateinloses hoheres Schulwesen®.
Band III: Lehr- und Ubungsbueh fiir den Unterricht in der synthetischen
Geometrie der- Kegelschnitte und der analytischen Geometrie. -Fiir Real-

anstalten bearbeitet von Prof. Oskar Lesser. 1910. Preis gebd. ¢ 3.—

Die Verfasser des Schwab-Lesserschen Unterrichtswerkes sind zu dem Mut zu begliickwiinschen,
mit dem sie bei aller Achtung vor dem Alten fiir die moderne Ausgestaltung des mathematischen
Unterrichtes eintreten. Thre verdienstvolle Arbeit, deren Erfolg meines Erachtens nicht ausbleiben
kann, wird das Studium der Mathematik an den hherén Schulen giinstig beeinflussen.

: Suppantschitseh (Wien).
Graphische Darstellungen im Mathematlkunterrwht der Hoheren Schulen. Eine
Sammlung von Materialien fir die Hand des Lehrers zusammengestellt von
Prof. Oskar Lesser, Oberlehrer an der Klinger-Oberrealschule zu Frank-

furt a. M. Preis geh. J 5.—

Von den in den vorliegenden Graphischen Darstellungen enthaltenen Aufgaben entstammen
die meisten dem Unterricht selbst. Die Sammlung ist zwar zum Gebrauch im Unterricht bestimmt,
aber zunichst nur fiir die Hand des Lehrers berechnet, der sich daraus, ohne an einen bestlmmten
Gang gebunden zu sein, ganz nach Belieben und Geschmack seine Beispiele auswihlen darf.

Vierstellige Logarithmen-Tafeln zum Schulgebrauche von Prof. Joh. Arbes. Preis
steif brosch. 70 .5, '

Vierstellige logarithmische und trigonometrische Tafeln nebst einigen Hilfstafeln.
Von Joh. Morawetz. Preis gebd. 80 5.

Fiinfstellige Logarithmen-Tafeln. Zum Schulgebrauche von Dr. Fr. von Moénik.
Zweite Auflage von Prof. Joh. Reidinger. Preis gebd. J6 1,50.

Moéniks Logarithmisch-trigonometrische Tafeln. Sechste Auflage von Prof. Joh.
Reidinger. Preis gebd. 6 2.—

Mathematiseche Aufgaben fiir die hoheren Lehranstalten unter moglichster -Beriick-
sichtigung der Anwendungen, wie iiberhaupt der Verkniipfung der Mathematik
mit anderen Gebieten, zusammengestellt von Prof. Dr. B. Biel, Oberlehrer
am Gymnasium zu Bensheim.

Ausgabe fiir Realschulen. 1. Teil: Die Unterstufe. Preis gebd. 6 2,50
1I. Teil: Die Oberstufe. Preis gebd. 4 3,50.
Ausgabe fiir Gymnasien. I. Teil: Die Unterstufe. Preis gebd. 6 2,50.

II. Teil: Die Oberstufe. Preis gebd. 6 3,50.

Die Sammlung steht nach Art und Anordnung des Lehrstoffes im Einklang mit den
preuBischen Lehrplinen von 1901. Sie ist als Erginzung zu dem ,,Leitfaden der Mathematik* von
H. Thieme gedacht; jedoch kann sie gerade so gut neben jedem anderen Lehrbuche benutzt werden.
Der arithmetische und trigonometrische Teil macht ein Lehrbuch auch ganz entbehrlich. Das
Bestreben des Verfassers ging dahin, den Aufgaben in weitestem Umfange einen sac¢hlichen
Inhalt zu geben, der nicht nur als Grundlage fiir eine mathematische Operation dienen soll, sondern
auch einen Wert an sich besitzt.
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Leitfaden der Mathematik, von Prof. Dr. Herm. Thieme, Oberlehrer an der Berger
Oberrealschule in Posen.
Fiir Realanstalten. I. Teil: Die Unterstufe mit 127 Figuren. Vierte Auflage.
Preis gebd. /6 1,80.
II. Teil: Die Oberstufe. Mit 166 Figuren. Zweite Auflage.
Preis gebd. J6 2,50.
Fiir Gymnasien. 1. Teil: Die Unterstufe. Mit 118 Figuren. Dritte Auflage.
Preis gebd. J6 1,60. :
I1. Teil: Die Oberstufe. Mit 64 Figuren. Zweite Auflage.
Preis gebd. .6 1,60. :

Die durchwegs anerkennenden Besprechungen heben namentlich die kurze und klare Stoff
gebung, die verstindige Beschrinkung, den dem jedesmaligen Schiilerstandpunkt entsprechenden
systematischen Aufbau hervor. In den Jahresberichten fiir das hohere Schulwesen XVI beginnt
der Berichterstatter A. Thaer seine lingere Besprechung: ,,Thiemes Leitfaden . ... vereinigt in
sich eine so groBe Fiille von Vorziigen, da8 er riickhaltlos empfohlen werden kann.“

Lehr- und Ubungsbueh der Mathematik fiir Knabenmittelschulen von G. Gothe, Mittel-
schullehrer in Gottingen. ;

1. Teil: Raumlehre. Mit 319 zum Teil farbigen Abbildungen. Preis gebd. . 2,50.
I1. Teil: Arithmetik und Algebra. Preis gebd. . 1,40.

Lehrbuch der Chemie nebst den Elementen der Krystallographie und Geologie. Fiir
den Unterricht in den Oberklassen der realen hoheren Lehranstalten. Be-
arbeitet ven Dr. K. Herz. Mit 89 Abbildungen. Preis gebd. J6 3.— _

Maehs GrundriB der Physik fiir die hoheren Schulen des Deutschen Reiches, be-
arbeitet von Dr. Ferd. Harbordt und Maxz Fuscher. L. Teil: Vorbereitender
Lehrgang. Mit 430 Abbildungen. 4. verbesserte Auflage. Preis gebd. 6 2.—
II. Teil: Ausfiihrlicher Lehrgang. Mit 537 Abbildungen. 2. verbesserte und

durch Ubungsaufgaben erweiterte Auflage. Preis gebd. ¢ 4.—

Das fiir hohere Schulen bestimmte Buch des rithmlichst bekannten Verfassers ist im An-
schlusse an die Lehrpline des Deutschen Reiches und unter besonderer Beriicksichtigung der neuesten
preuBischen Bestimmungen von zwei Sehulménnern umgearbeitet worden. Einé Beéreicherung hat
das Buch in seiner neuesten Bearbeitung dadurch erfahren, da8 bei allen sich bietenden Gelegen-
heiten mehr als bisher der Anwendung firs praktische Leben, besonders auch fiir
die Technik gedacht und die neuesten Entdeckungen beriicksichtigt wurden.

Mineralogie und Geologie fiir hohere Schulen von Dr. R. Reinisch. Mit 211 Text-
figuren, 2 Farbentafeln und 1 geologischen Ubersichtskarte von Mitteleuropa.
Dritte verbesserte Auflage. Preis gebd. J6 2,65.

Dieses neue Lehrmittel, dessen erste Auflage in zwei Jahren vergriffen war, will die sicheren
Tatsachen wissenschaftlicher Forschung (der Verfasser ist Privatdozent der Mineralogie an der
Universitit Leipzig) in knapper Form und schulmiBiger Auswahl zusammenstellen. Der Erfolg
zeigt, daB den Bediirfnissen d%r Schule durchaus Rechnung getragen ist. Die neue Auflage bringt
unter anderen einen Zusatz iiber den geologischen Bau Deutschlands.

Praktische Ubungen in der Ausfihrung physikalischer Schulversuche. Ein Leit-
faden fiir Studierende von Dr. Egon R. von Schweidler, o. 6. Professor an der
Universitit in Wien. Mit 120 Figuren. Preis gebd. 6 3.—

Das Buch bezweckt, fiir eine Reihe von Demonstrationsexperimenten die theoretischen Grund-
lagen der Versuche, die Beschreibung der Apparate und die Methoden der Ausfiihrung in moglichst
knapper Form darzustellen und so dem Studiereriden bei séinen Ubungen als Leitfaden zu dienen,
der speziell dem Lehramtskandidaten die Moglichkeit bieten soll, sich einige Ubung in der Aus-
fithrung von Schulversuchen anzueignen. ]
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Biologische Unterrichtswerke

von Professor Dr. Karl Smalian
Oberlehrer zu Hannover.

Es sei hier nur kurz erwihnt, daB es vor allem wegen der zuriickhaltenden Betonung
des Biologischen, beziehungsweise Okologlschen, seiner w1ssenschafthchen Zuverlissigkeit, der
lebendigen, klaren Darstellungsweise, sowie seiner iuBeren Ausstattung durchaus auf der Hohe

. der Zeit steht, ja stofflich und methodisch geradezu alsdas besteunter den
Lehrmitteln dieser Art betrachtet werden kann.

Zeitschrift fiir lateinlose hohere Schulen. XXII. Jahrgang, 1. Heft.

Grundziigé der Pflanzenkunde. Ausgabe A fiir Realanstalten. 2. Auflage. Mit 344 Abbildungen
und 36 Farbentafeln. Preis ghd. # 4,—

Grundziige der Pflanzenkunde. Ausgabe A fiir Realanstalten.
L Teil: 2. Auflage. Mit 280 Abbildungen und 32 Farbentafeln. Preis gbd. ¢ 3,50.
IL Teil: 2. Auflage. Mit 125 Abbildungen und 4 Farbentafeln. Preis gbd. J 1,50.
Grundziige der Pflanzenkunde. Ausgabe B fiir Gymnasien, Reformschulen und dhnliche An-
stalten mit beschrinkterem biologischen Untérricht.

L. Teil: |
0. Teil: | Beide Teile erscheinen im La.ufe 1912.

Leitfaden der Pflanzenkunde fiir hiohere Lehrapstalten
I. Teil: Lehrstoff der Sexta. Mit 36 Abbildungen und 8 Farbentafeln Prels ghd. 46'1,—
IL Teil: Lehrstoff der Quinta. Mit 37 Textabbildung. und 8 Farbentafeln. Preis ghd. 4 1, 25
IIL Teil: Lehrstoff der Quarta. Mit 50 Textgbbildung. und 9 Farbentafeln. Preis ghd. 46 1,30.

IV. Teil: Lehrstoff der Untertertia. Mit 45 Textabbildungen und 14 Farbentafeln.
Preis ghd. 6 2,25.

V. Teil: Lehrstoff der Obertertia. Mit 86 Textabbildungen und 10 Farbentafeln. Preis
gbd. 4 2,—

Grundziige der Tierkunde. Ausgabe A fiir Realanstalten. 3. Auflage. Mit 415 Textabbildungen
und 30 Farbentafeln. Preis gbd. .46 4,50.

Grundziige der Tierkunde. Ausgabe A fiir Realanstalten.
I. Teil: 2. Auflage. Mit 232 Textabbildungen und 21 Farbentafeln. Preis gbhd. 46 3,30.
IL Teil: 2. Auflage. Mit 229 Textabbildungen und 9 Farbentafeln. Preis gbd. 4 2,50.

Grundziige der Tierkunde. Ausgabe B fiir Gymnasien, Reformschulen und dhnliche Anstalten
mit beschrinkterem biologischen Unterricht.

L. Teil: Wirbeltiere. Mit 150 Textabbildungen und 16 Farbentafeln. Preis ghd. 46 2,50.

IL. Teil: Wirbellose. — Korperbau des Menschen. Mit 167 Textabbildungen und 7 Farben-
tafeln. Preis gbd. M 2,—

Leitfaden der Tierkunde fiir hohere Lehranstalten.
L Teil: Lehrstoff der Sexta. Mit 38 Textabbildungen und 1 Farbentafel. Preis gbd. 4 1,20.
1L Teil: Lehrstoff der Quinta. Mit 55 Textabbildung. u. 10 Farbentafeln. Preis ghd. 4 1,50.
IIL. Teil: Lehrstoffder Quarta. Mit 112 Textabbildung. u. 13 Farbentafeln. Preis ghd. 46 2,—

IV. Teil: Lehrstoff der Untertertia. Mit 50 Textabbildungen und 8 Farbentafeln. Preis
ghd. 46 1,80.

V. Teil: Lehrstoff der Obertertia. Mit 87 Textabbildungen nnd 5 Farbentafeln. Preis
ghd. 6 1,80.

Anatomische Physiologie der Pflanzen und des Menschen nebst vergleichenden Ausblicken
auf die Wirbeltiere. Fiir die Oberklassen hoherer Lehranstalten. Mit 107 Textabbildungen.

Prois gbd. £ 140.  GABINET] MAIEMATYCZNY
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