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Yorwort.

‘Wenn aus dem fluthenreichen Strome geometrischer Lehr-
biicher eine neue Erscheinung auftaucht, welche nicht aus dem
Kreise der langerprobten Schulpraktiker hervorgegangen ist, son-
dern die ihren Ursprung auf einen jiingern akademischen Docen-
ten zuriickfiihrt, so wird zwar eine Rechtfertigung derselben nur
in ihr selbst gefunden werden kénnen; immerhin aber wird es
erlaubt sein, ihre Absichten und Ziele in einem Vorwort aus-
einanderzusetzen und zu begriinden.

Der Verfasser dieser Schrift ist seit mehreren Jahren mit
dem obligatorischen Unterrrichte in der synthetischen Geometrie
betraut, welcher die Studirenden der mathematischen Fach-
lehrerschule am Schweizerischen Polytechnikum in die Methoden
der genannten Wissenschaft einfiihren soll. In seinen Vortriigen
hat er fortwiihrend die Erfahrung gemacht, dass die Vorbildung
seiner Zuhorer eine Reihe von Liicken bot, die in erster Linie
auszufiillen waren, bevor das eigentliche Thema behandelt wer-
den konnte.

Aus diesem Bediirfnisse ging ein Colleg hervor: ,Einlei-

tung in die synthetische Geometrie“, welches durch vielseitige
Ueberarbeitungen bei mehrfacher Wiederholung das Material zu
dem vorliegenden Biichlein geliefert hat.

Es galt zuniichst , unter moglichst geringen Voraussetzungen
das riumliche Anschauungsvermogen der Zuhorer auszubilden.
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IV Vorwort.

Zu diesem Zwecke wurden schon im ersten Hauptabschnitte bei
Behandlung der ,Transversalentheorie“ nach Erledigung einer
planimetrischen Partie die entwickelten Siitze, soweit es anging,
in den Raum iibertragen. Den Sitzen iiber das ebene Dreieck
folgen die entsprechenden Sitze iiber das korperliche Dreieck
und das Tetraeder, neben den harmonischen Punkten und Strah-
len werden auch die harmonischen Ebenen betrachtet; ein eige-
nes Kapitel ist ferner den linearen Transformationen in der
Ebene und im Raume gewidmet. Noch inniger gestaltet sich
der Zusamm‘enhang zwischen ebenen und riumlichen Figuren
im zweiten Hauptabschnitte iiber ,Kreis und Kugel“, in wel-
chem jedes Kapitel sowohl planimetrische als stereometrische
Siitze enthilt, die sich gegenseitig erliutern. Bei der Ableitung
der Fundamentalsiitze iiber Potenz, Aehnlichkeitspunkte und
harmonische Eigenschaften des Kreises ist dargethan, dass die
rdumlichen Anschauungen sogar unter Umstinden einfacher zum
Ziele fiihren, als die Rechnungen, welche die Planimetrie zum
Beweise dieser Siitze bedarf.

Der Verfasser verhehlt sich nicht, dass der eingeschlagene
Weg trotzdem er (abgesehen von einigen einfachen Formeln
der Trigonometrie) eigentlich nur die ersten KElemente der
Planimetrie und Stereometrie voraussetzt, fiir die Schiiler kein
leichter sein wird, weil er in jedem Augenblick die vollste Auf-
merksamkeit und eine hinreichende Kenntniss des Vorhergehen-
den in Anspruch nimmt. Er hat in seinen Vorlesungen genug-
sam die Erfahrung gemacht, dass gerade die ersten Schritte auf
dem Gebiete der synthetischen Geometrie die schwierigsten sind,
glaubt aber, dass durch eine griindliche Verarbeitung des ge-
botenen Materials ein geniigendes Verstindniss auch auf der-
jenigen Stufe erreicht werden kann, fiir welche diese ,Kinlei-
tung“ geschrieben ist.

Freilich wird dazu erforderlich sein, dass in der Schule die
Geometrie zu einer grossern Bedeutung gelange, als bis anhin.
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Vorwort. v

Realschulen, welche ihre Zoglinge auf polytechnische Schulen
vorbereiten, werden zu dieser Ausdehnung des geometrischen
Unterrichts um so eher geneigt sein, als die technische Bildung
eine wesentlich constructive ist und deshalb ein entwickeltes
riumliches Anschauungsvermogen verlangt. Dies wird in erhoh-
tem Masse der Fall sein miissen, wenn die darstellende Geo-
metrie in ihrer naturgemissen Entwickelung sich immer mehr
auf die rein synthetische Richtung stiitzt. Es darf also diese
Schrift, namentlich wenn den in ihr enthaltenen Theorien,
Lehrsitzen und Constructionen immer die praktische Ausfiih-
rung in sorgfiltig anzufertigenden Zeichnungen beigegeben
wird, zugleich als Hilfsmittel fiir die darstellende Geometrie
angesehen werden.

.An Gymnasien wird die letztere Riicksicht zwar wegfallen;
es lassen sich aber nicht minder gewichtige Griinde dafiir an-
geben, dass auch an diesen Lehranstalten der geometrische Un-
terricht ausgedehnt, ja in den obersten Klassen geradezu als
Mittelpunkt des mathematischen Unterrichts behandelt werde.
Nur wenn dies geschieht, wird es moglich sein, der Mathematik
als einer geistig anregenden und bildenden Disciplin die ge-
horige Stelling gegeniiber und inmitten der klassisch-philo-
logischen Wissenschaft zu erringen und zu bewahren.

Noch eine personliche Bemerkung sei dem Verfasser ge-
stattet. In streng wissenschaftlichen Kreisen werden Leistungen,
wie die vorliegende, hiufig mit einer grossen Missachtung und
Geringschiitzung betrachtet. Es hat ihn dies nicht abgehalten,
die Verdffentlichung derselben zu wagen; er ist sich bewusst,
nicht infolge einer heutzutage freilich ziemlich verbreiteten
Sucht der Vielschreiberei die Arbeit {ibernommen zu haben,
sondern er glaubt vielmehr gerade der Wissenschaft einen
Dienst zu leisten, wenn er die Wege, die zu ihr hinfiihren,
nach seinen bescheidenen Kriften zu ebnen und zu erleichtern
sucht. Im Uebrigen darf er wohl, darauf hinweisen, dass sogar
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VI Vorwort.

die grossten Mathematiker seines Vaterlandes, der Schweiz, es
nicht verschmiiht haben, fiir die Verbreitung der Wissenschaft
in weiten Kreisen zu sorgen; Minnern aber, wie einem Leon-
hard Euler, einem Jakob Steiner, werden doch auch die
Strengstgesinnten aus diesem ihrem Bestreben nicht einen Vor-
wurf machen wollen.

So sei denn dieser Versuch, die synthetische Geometrie der
Schule zugiinglich zu machen, einer vorurtheilsfreien Beriicksich-
tigung der Lehrer und Schiiler dieser Wissenschaft empfohlen,
und wenn namentlich die Schweizerischen Lehranstalten das
Biichlein freundlich aufnehmen, so wird ein gern gehegter
Waunsch des Verfassers in Erfilllung gehen.
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Transversalentheorie.

- Erstes Kapitel.

Die Transversalen im Dreiecke.

81

Drei Punkte in gerader Linie.

Zieht man durch ein beliebiges Dreieck ABC, dessen Sei-
ten unbegrenzt verlingert gedacht werden, eine Transversale,
welche der Allgemeinheit wegen weder eine Ecke des Dreiecks
enthalten, noch einer seiner Seiten parallel laufen soll, so sind
zwei verschiedene Fiille moglich. Seien nimlich 4’B’C’ die
Durchschnitte der Transversalen resp. mit den Seiten BC, CA,
AB, so kionnen entweder zwei dieser Punkte auf begrenzten
Seiten des Dreiecks liegen, withrend der dritte auf die Ver-
lingerung einer Seite fillt, oder es konnen alle drei Durch-
schnittspunkte auf den Verlingerungen der Seiten sich befinden;
eine andere Anordnung ist nicht moglich. Unter allen Umstiin-
den aber gilt fiir die sechs Abstinde, welche durch die Punkte
A'B’C" auf den Dreieckseiten erzeugt werden (von jedem dieser
Punkte aus nach den Ecken derjenigen Seite gerechnet, auf
welcher er liegt), die Relation:

BC'.CA'.AB'=B'C.C'A.A'B,
d. h. das Produkt dreier nicht aneinanderliegender von den sechs
Abschnitten ist gleich dem Produkte der drei anderen.

Zum Beweise ziehe man durch A eine Parallele zu 4" B'C’,
welche BC in A” treffen moge. Es ist dann A BC'A"~ BAA”,
also BC':C'A=BA : AA” und: A'4" = % . Ebenso

Geiser, Einleit. in die synthet. Geometrie. 1
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2 Transversalentheorie.

Fig. 1. folgt, weil ACB’A'~CAA”
: ist, A’A":i—pﬁbg—A; die
P Gleichsetzung der beiden ge-
" 4 \ fundenen Werthe fiir 4’4"
o & gibt die zu beweisende Re-
: B lation.
S L =~ € Liegen nun umgekehrt auf
W R 4 “den Seiten BC, CA, AB
eines Dreiecks drei Punkte
\ A'B'C’ so, dass erstens ent-
weder einer von ihnen aut einer verlingerten Seite und die
beiden anderen auf begrenzten, oder aber alle drei auf verlin-
gerten Seiten sich befinden und zweitens die Relation
BO .04 A —~8BC.CA. 48
zwischen den sechs auf den Seiten des Dreiecks erzeugten Ab-
schnitten besteht, so liegen die Punkte A’B’C’ auf einer Ge-
raden. Wire dies nicht der Fall, sondern wiire A4, statt 4
der Schnittpunkt von B’C’ mit BC, so miisste nach dem “vor-
hin bewiesenen Satze sein:
BC'.CA,.AB’'=B'C.C'A.A, B,
withrend nach Voraussetzung

BO'"VCA . AB'=B'C. Q4. 4B

ist. Durch Division folgt: .
cA BA
C4.~ B4, oder BA':CA'=BA, :CA,

und demnach
BA'4+CA :CA'=BA,+CA4,:CA,,
BC:CA'=BC:CA4,,
woraus sich schliesslich ergibt:

CA'=(C4;;
d. h. 4" und 4, fallen zusammen.

also

Hier ist stillschweigend vorausgesetzt, dass A" (wie es in
Fig. 1 gezeichnet ist) auf der begrenzten Seite BC des Drei-
ecks A BC sich befinde. Der andere Fall, wo dieser Punkt auf
einer verlingerten Seite des Dreiecks liegt, erledigt sich ebenso
leicht, indem nur bei der Umformung der Proportion

BA':CA' =BA,: (A,
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I. Die Transversalen im Dreiecke. 3

die Differenz statt der Summe der auf gleicher Seite des Gleich-
heitszeichens befindlichen Strecken einzufiihren ist.

Von diesem Satze kann man Gebrauch machen, um den
folgenden zu beweisen: Wenn die drei Geraden A A", BB’, C(’,
welche die Ecken zweier Dreiecke 4 BC, A'B’C’ resp. verbin-
den, durch einen und denselben Punkt O laufen, so schneiden
sich die entsprechenden Seiten BC und B'C’, CA und C'4,
AB und A'B’ in drei Punkten 4” B”C”, welche auf einer Ge-
raden liegen.

Zum Beweise hat man fiir A OA’B’ und die Transver-
sale AB:

OB.AA.B'C'=04.BR .C'4;
ferner fir A OB'C’ und die Transversale BC:

OC.BB' .C'A"=0B.CC'.A"B’,
ebenso schliesslich fir A OC’ 4" und die Transversale C'4:

04:0C . 4B =00 .44 .B'C"
Durch Multiplication der drei erhaltenen Gleichungen erhilt man :

BECA AB =8O .C'A AR
Bedenkt man jetzt, dass Fig. 2.
A” B” C”" Punkte auf den o7 o
Seiten des Dreiecks A" B'C" \ /; oy
sind und dass sie, wie \ :'\ /]
die Figur 2 zeigt, der A\ | el
Situationsbedingung des ‘i e
Fundamentalsatzes Ge- .- - ek Ry 1
N o= \
niige leisten, so erkennt O, o
man die Richtigkeit des R \
aufgestellten Satzes. ; \.//’
Zwei Dreiecke, wie die ' ; 4 \”\‘

eben behandelten 4 BC / \
und A" B’ (', heissen per- ey
spectivisch liegende Drei-
ecke. Die von ihnen be-
wiesene Grundeigenschaft '
kann dazu benutzt wer- : :
den, einen Punkt C'” auf :
der Geraden A” B” zu bestimmen, wenn der directen Ausfiih-
rung dieser Operation Hindernisse entgegenstehen, und zwar

www.rcin.org.pl

N



4 I'ransversalentheorie,

kann diess mit einziger Hiilfe des Visirens, resp. mittelst des
Lineals allein geschehen. Man wiihle auf zwei beliebig durch
A" gelegten Geraden Punkte B und €, B’ und C’; die Ge-
raden CC’, BB’ treffen sich dann in einem Punkte O, durch
welchen man wieder eine willkiirliche Gerade zieht. Diese
schneidet CB” in A, C'B” in A’. Schliesslich lege man die
Geraden 4B, A'B’, welche sich nun in einem Punkte C” auf
der Geraden A” B” treffen.

Der an die Spitze dieses Paragraphen gestellte Satz, oder
besser gesagt, dessen Umkehrung, dient auch zum Beweise des
Satzes: Fillt man von irgend einem Punkte O des einem Drei-
ecke A BC umgeschriebenen Kreises aus Perpendikel 04", O B’,
OC’ auf die drei Seiten BC, A, AB, so liegen deren Fuss-
punkte 4" B'C’ in einer Geraden.

-iFigs 3 Da niimlich in einem Kreise Pe-
: ripheriewinkel iiber demselben Bogen
R gleich gross sind, so ist:
Lt ol AOBC'~O0B'C,
s ool :
A S \ BEO 208 =B € +OC;
Tl oder
[P AV BC ., 00=8€.0B;
R ¢ ebenso
- [y ‘iv . AOCA ~O0C'A,
o ‘/ \ X also .
o B N CA O A=C"4,00,
A ¢ schliesslich

bl AOAB ~04B,

deshalb 2 :

AB' .O0B=A"B.0A.
Multiplicirt man die drei Gleichungen miteinander, so ergibt
sich:
BC' . CA . AB =RB'C.0d. 4By

was, da die Situationsbedingung erfiillt ist (zwei der Punkte
A'B'C’" liegen auf begrenzten Seiten des Dreiecks, der dritte
auf der Verlingerung der dritten Seite), den angegebenen Satz
beweist. )

Wenn man den Punkt O auf der dem Dreieck A BC um-
schriebenen Kreislinie herumbewegt, so veriindert die Gerade
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I. Die Transversalen im Dreiecke. : 15)

A'B'C’ ihre Lage. Wenn O in eine KEcke des Dreiecks 4 BC
fillt, so ist 4"B’C’ das von dieser Kcke aus auf die gegen-
iiberliegende Seite gefiillte Perpendikel, und wenn O der zweite
Endpunkt eines Durchmessers ist, welcher eine der Ecken des
Dreiecks enthiilt, so wird 4" B'C’ die dieser Ecke gegeniiber-
liegende Dreieckseite sein. Fasst man die beiden ausgesproche-
nen Bemerkungen zusammen, so ergeben sie einen speciellen
Fall eines allgemeineren Satzes: Sind O und O, die Endpunkte
eines Durchmessers in dem Kreise, welcher durch 4 BC geht, so
sind die beiden ihnen zugehorigen Geraden der Punkte 4' B’ (",
A/ B/C/ zu einander senkrecht.

Es gilt ferner der nachfolgende Satz: Zieht man in den
Ecken A BC eines Dreiecks die Tangenten 4 A’, BB’, CC’ an
den dem Dreieck umschriebenen Kreis, so schneiden dieselben
die gegeniiberliegenden Seiten BC, 4, AB in drei Punkten
A’ B’C’, welche sich auf einer und derselben Geraden befinden.

Es ist zuniichst Fig. 4.
AAA B~ AAC, X i/’/
denn diese beiden Drei- 7 /;;i"”_
ecke haben den Win- s et
kel bei 4" gemein, und / \ N g
ferner ist A . B
X ACB=BAA, ! I / S
weil diese Winkel als N\ - / B/~ 7\
Peripheriewinkel iiber Tk ,’:/{l Al
demselben Bogen an- A/ ’~’f;;f\
gesehen werden kon- » S
nen. Aus dieser Aehn- i
lichkeit ergibt sich: xf/;"
g Al re- BA AR
vy 1 W R s
In #hnlicher Weise hat man A BB'C~ BB’ A, daraus folgt:
e AB BB SR 8 g 5
AB:-—————CB : BC:——-AB .
Schliesslich ist A CC" 4~ CC’ B und deshalb
7 ' BC.OC" 5 AC.CC
BC:——AC : Lxl.-:—BC o+~
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6 . Transversalentheorie.

Durch Multiplication je dreier auf derselben Seite stehenden
Gleichungen und Vergleichung der sich ergebenden Resultate
erhiilt man sofort:

BC' .CA'.AB'=B'C.C'A.4'B.
Die Situationshbedingung fiir die Punkte 4" B’C" ist erfiillt (alle

drei Punkte liegen auf Verlingerungen der Dreieckseiten) und
demnach der aufgestellte Satz bewiesen.

§ 2.

Drei gerade Linien durch einen Punkt.

Zieht man durch einen beliebigen Punkt O nach den Ecken
eines Dreiecks 4 BC Strahlen 04, OB, OC und verlingert
dieselben bis sie die gegeniiberliegenden Seiten schneiden, so
erhiilt man auf diesen drei Punkte 4" B’C’, welche entweder
alle drei auf begrenzten Seiten des Dreiecks liegen, oder welche
so vertheilt sind, dass nur einer auf einer begrenzten Seite sich
befindet, wiihrend die beiden anderen auf verlingerte Seiten
fallen. Beide Mal gilt fiir die Abschnitte, welche A" B’C’ auf
den Seiten B(, CA, AB erzeugen, die Gleichung:

"BC'.CA'.AB'=B'C.C'A.A'B,
welche vollstindig mit derjenigen fiir den Fnndamentalsatz des
§ 1 iibereinstimmt. Was einzig den Unterschied zwischen den
beiden Sitzen hervorbringt, ist die Verschiedenheit der Ver-
theilung der Punkte 4"B’'C’ auf die Dreieckseiten und ihre

Verlingerungen. Um nun die metrische Relation zu beweisen,
beriicksichtige man das Dreieck 4 B A" und die Transversale

C(C’; man hat fiir sie:
\G und die Transversale BB':
i e
VA Gleichungen gibt:
S A ' \ Wenn umgekehrt, die Si-

Fig. 5. BC'.CA'.04=C"A.BC.04’;
ebenso fiir das Dreieck 4CA’
AB' .BC.OA'=B'C.A' B.0A.
/ Die Multiplication der beiden
/ T, e BC'.CA.AB'=B'C.C’'A.A'B.
", . ‘,\ \
X
ﬂ £4 \(! tuationsbedingung als erfiillt vor-
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I. Die Transversalen im Dreiecke. 7

ausgesetzt, auf den Seiten eines Dreiecks 4 BC drei Punkte
A" B’C’ so liegen, dass
B OA AR =8 C.C'4. 48

ist, so schneiden sich die Geraden 44, BB’, CC" in einem
Punkte.

Wiire 4, und nicht 4" der Schnittpunkt der durch 4 und
den Schnittpunkt O von BB’ und CC’ gezogenen Geraden mit
BC, so hiitte man neben der bereits gegebenen Gleichung die

SO B, AR RO, A
welche der vorige Satz unmittelbar ergibt. ~Aus den beiden
Gleichungen folgt:

BA AC

B4, 4,C

BAS ARG = - A
BA+4+AC:4AC=BA,+4,C:4,C,

und unter Zuhilfenahme der Fig. 5:

B O 4 O=B0:450,

Al Gl
d. h. A" und 4, fallen zusammen. Liige A" nicht auf der Seite
BC des Dreiecks A BC selbst, sondern auf der Verlingerung
derselben, so miisste dieser Beweis einer iibrigens nur ganz
geringen Modification unterworfen werden.
In den nachfolgenden Anwendungen des Satzes ist das Er-

fiilltsein der Situationsbedingung so leicht nachzuweisen, dass
man {iberall nur die metrische Relation abzuleiten hat.

1. Verbindet man in einem Dreiecke A BC die Ecken mit
den Mitten A’ B'C’ der gegeniiberliegenden Seiten, so schuei-
den sich die Geraden AA4', BB’, CC’ Fig. 6.
in einem und demselben Punkte (dem - 4
Schwerpunkte des Dreiecks).

Es ist in der That: BC' =(C"4, e
CA'=A B, AB'= B’C, so dass durch T '

oder

R

—

Multiplication folgt: o\ :
BC'.CA.AB'=BC.C'A.4B. S
2. Zieht man in einem Dreieck 4 BC : //->\{\
von den Ecken aus Gerade nach den K

Beriihrungspunkten 4°B’C’ des ein- /lli’
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8 Transversalentheorie.

geschriebenen Kreises mit den gegeniiberliegenden Seiten, so
schneiden sich diese (eraden in einem und demselben Punkte.

Fig. 7. Da BC'=A4'B, CA'=B’0,
\,'} A B —.0"A; 5o ist
’ BC . CA . 4AB'=B €. A A" By
e 3. Die drei Perpendikel 4 4’,
Sep e X BB’, CC’, welche man von den
AR ! pr Ecken eines Dreiecks A BC aus
i me ki P auf die gegeniiberliegenden Sei-
o e 7' A ten fiillen kann, schneiden sich in
b ot & 0 B gt 3 einem Punkte (dem Hohenpunkte
7/Z' R . ST WL T Dreiecks).
Fig. 8. Man hat
ABAA ~BCOC,
/. also ;
/1(, BA :BA=BC':BC
Yl
A und
i BC .AB=A'B.BC;
< , ferner
B [ ACBB ~(CA4,
57 ; : deshalb
; i ey C4'.BC=B'C.AC;
S e L e andlieh y
% A AACC ~ABB,
/4 f, folglich

AB'.CA=C'A.AB.
Durch Multiplication ergibt sich:
BC'.CA'.AB'=B'C.C'A.A’B.

Mit Hilfe des eben bewiesenen
Satzes kann man die Aufgabe losen,
/ von dem unzuginglichen Schnitt-

punkte zweier Geraden aus ein Per-

/ ] , pendikel auf eine gegebene Gerade
/ i \ BC zu fillen. In der That, sei 4
. | der unbekannte Schnittpunkt, fer-

; ke S \ ner seien B und C die Schnitt-
s 2 J ~=\. punkte von BC mit den beiden
sich in 4 treffenden Geraden, so
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1. Die Transversalen im Dreiecke. 9

construire man die beiden Perpendikel von B auf CA4 und von
C auf AB, so wird, wenn O der Schnittpunkt derselben ist,
das Perpendikel von O auf BC durch 4 gehen miissen.

4. Halbirt man die drei Winkel in einem Dreieck, so schnei-
den sich die Halbirungsgeraden in einem Punkte (dem Mittel-
punkte des Kreises, welcher sich dem Dreiecke einschreiben
lasst).

Wir bediirfen zuniichst eines Hilfssatzes: In einem Dreieck
A BC theilt die Halbirungsgerade 4 A’ eines Winkels die gegen-
iiberliegende Seite B C in zwei Abschnitte, welche sich wie die
anliegenden Seiten verhalten.

* Zum Beweise ziehe Fig. 10.
man CC” parallel mlt L.
A A, dann ist s
<): ACC'=CAA / / :
=A"AB=AC"C. ol / : ,\4’
Nun ist i e ©
oo gl AR
also P B

g
BA CA=BA 40,
oder, da AC"=CA ist,
BA:CA'=2BA:0A
Werden jetzt in einem Dreieck 4 BC die Halbirungsgera-
den der Winkel mit 4 4°, BB’, CC’ bezeichnet, so ist:
AC':C'B=4C:CB

Fig. 11.
oder 5
BC'.AC=C'A.BC; 4
BA:CA=A4B:AC ,/7;
oder ) ”,7/ e
CA.AB=A'B. AC;
CB’: AB'=BC:AB P e |
oder : %‘:‘4 8 _F—V*_i‘_\ o
AB'.BC= B C.AB; \

und durch Multiplication:
BC.CA.AB'=B'C.C'A.4'B.

Der Satz verhilft zur Construction der Halbirungslinie eines
Winkels mit der unzugiinglichen Spitze A. Man ziehe eine Ge-
rade, welche die beiden Schenkel in B und C treffen moge und
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10 Transversalentheorie.

Fig. 12. halbire die Winkel ABC
und 4 C B; der Schnittpunkt
/ der Halbirungslinie sei a.

/ i, Eine zweite Gerade ergebe

/ ‘@l \ auf den Schenkeln des vor-

/ 1 ) i gelegten Winkels die Punkte
s B B’C’, wihrend die Halbi-
sy ] < \ rungsgeraden der entstehen-
f/;"f’” \ den Winkel sich in @ schnei-
Qb R den sollen, dann wird die

,/ s s ’“'*“\:5,“‘“ Verbindungsgerade aa’ die

/ \ gesuchte Winkelhalbirende
‘ von A sein.

Ganz in derselben Weise, wie gezeigt worden ist, dass in
einem Dreieck 4 BC die Halbirungslinie 4 4° des Winkels 4
an der Spitze die Grundlinie BC im Verhiiltniss der anliegen-
den Seiten 4B und AC theilt, kann nachgewiesen werden,
dass auch die Halbirungslinie Aa’ des Nebenwinkels von 4 die
Grundlinie im Verhiiltniss von 4 B und 4 C theilt. Eine Strecke
B C wird also durch zwei verschiedene Punkte in einem bestimm-
ten Verhiiltniss getheilt, von denen der eine sich auf der Strecke
selbst, der andere aber auf der Verlingerung .derselben sich
befindet. Ausser diesen beiden Punkten gibt es, wie durch
Umkehrung des zum Beweise des genannten Hilfssatzes an-
gewandten Verfahrens oder durch directe Ableitung sofort ein-
zusehen ist, keine anderen, welche der gestellten Bedingung
Geniige leisten. Wenn demzufolge die Grundlinie eines Dreiecks

Fig. 13. fest bleibt, wiithrend

die Spitze A4 sich so ver-

i S indert, dass das Ver-

e \ i hiiltniss der Seiten ei-

s /F/ . . nen constanten Werth

32 b " behillt, so gehen die

s fulti ) . Halbirungslinien der
L s e o he i e B Wkl kel A (o TN
” A & “" eckseiten unbegrenzt
gedacht) durch zwei feste Punkte 4" und o’ auf der Grundlinie.
Damit ist nun der Punkt 4 in seiner Bewegung vollkommen
bestimmt, denn da die erwiihnten Halbirungsgeraden senkrecht

Y
o
¥
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1. Die Transversalen im Dreiecke. 11

zu einander stehen, so wird der Winkel 4" 4a" unter allen Um- °
stinden ein Rechter sein, d. h.: wenn in einem Dreieck 4 BC
die Grundlinie B fest bleibt und ebenso das Verhiltniss der
beiden Seiten 4 B und A C ein constantes ist, so liegt die Spitze
A auf einem Kreise, der iiber der Entfernung von zwei durch
das gegebene Verhiltniss bestimmten Punkten als Durchmesser
beschrieben werden kann. Soll eine Strecke BC in einem ge-
gebenen Verhiltnisse getheilt werden, so construire man iiber
BC ein Dreieck 4 BC, dessen Seiten 4 B und AC in dem ge-
gebenen Verhiltniss stehen. Die Halbirungsgeraden des Win-
kels A4 und seines Nebenwinkels schneiden dann auf BC die
beiden Punkte aus, welche die Aufgabe lésen.

§ 3.

Quadratsummen von Strecken. .
Fillt man von einem Punkte O aus Perpendikel 04’, OB/,
OC’ auf die Seiten BC, (4, AB eines Dreiecks, so ist:
BC*+CA*+ AB*=B'C*+4+ C'4A*>+ A’ B>

In der That hat man Fig. 14.
B(C?+0C'?=A4'"B*+ 047, /
CA/2+ OAI2=BC2+ 0B’27 /<¢'
AB'? 4+ OB*=C'4*4+ 00", /

woraus durch Addition die Sty sy

angeschriebene  Gleichung AN ,
folgt. " 7 \ A
Liegen umgekehrt drei f 1 S e

Punkte A" B’ C’ resp. so auf o \\ 4
den Seiten eines Dreiecks st Sl |
ABC, dass il
BC':4 04+ AB" . s
—=B'C*+ C'A*+ A'B?, e \

so schneiden sich die in diesen Punkten auf die Seiten errich-
teten Perpendikel in einem Punkte.

* Man hiitte, wenn 4, und nicht 4" der Fusspunkt des vom
Schnittpunkte der Perpendlkel in B” und C" auf BC gefillten
Perpendikels wiire, neben der vorausgesetzten Gleichung die
andere:
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12 Transversalentheorie,

BC'*+CA2+ AB*=B'0C*+C'4*+ A, B?,
also durch Subtraction
BA?— A'C*=BA42—A,C?,
oder
(BA4+A40C)(BA—-AC)=(BA4,+4,C)(BA,—4,0).

Jetzt ist BA'+ A'C= BA, + A,C, weil beide, insofern die

Fig. 14 zu Grunde gelegt wird, gleich BC, also auch
BA'—AC=DBA,—A,C

und aus diesen beiden Relationen

BA'=BA, und CA'=CA,;
demnach fallen 4" und 4, zusammen, d.h. der vorhin bewiesene
Satz darf umgekehrt werden. Die Untersuchung derjenigen Fille,
in welchen die Punkte 4’ B'C" in anderer Weise auf den Seiten
des Dreiecks 4 BC vertheilt sind, als in Fig. 14, wird in ana-
loger Weise durchgefiirt.

Einige einfache Anwendungen dieses Satzes sind die nach-
folgenden:

1. Die Perpendikel, welche man in den Mitten A’B’C" der
Seiten eines Dreiecks A BC errichten kann, schneiden sich in
einem Punkte (dem Mittelpunkte des Kreises, welcher dem
Dreieck umschrieben werden kann).

Es ist niimlich
=) BC =04,
- CA’'=A'B,
ool AB'=B'C,

I und demnach

Fig. 15.

/

77 R BC'*+ CA'*4+ AB"?
> =B'C*+ (' A*+ 4’ B*.
»/ :r, e 2. Die drei Hohen eines
£ Dreiecks schneiden sich in einem

Punkte (§ 2, 3).
Man hat (siehe Fig. 8):
B(C'*=B(C*-CC’? B'C*=B(C?- BB’?
CA*=CA*—A4"% C'A*=CA:-CC'% »
AB'?*=A4AB*—- BB'?, A B*=AB*— A'A?
also wirklich: i
BC*+CA*+ AB'*=B'C*+ C" A*+ A B*
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I. Die Transversalen im Dreiecke. 13

3. Werden in einem Dreieck 4 BC die Fusspunkte der
Hohen mit A’ B’ C’ bezeichnet, so schneiden sich die Perpen-

dikel, welche man von A auf B’ C’, von B auf C' 4’ und von -

C auf A'B’ fillen kann, in einem Punkte

Seien 4", B”,C"” Fig. 16. :
die Fusspunkte der s :;//:_
genannten Perpen- \*L'— ,,,@»J:Q- """ ek
dikel, so ist i Lo g ‘,‘4/ o
BC=BC—0C™, i
B’,0’22B0’2—BB,’2' ; “V// \ \_\.
S \,
CAB—C A A4%, . \ ‘ o
C'AI=CA?—CC™, e =S
Bt S0V e | o

A'B"?=A4'B*-BB", /j/l \ \‘ :
A'B?*=AB?-AA" \ S
und deshalb \\\;’kj’/'

B'C"*4+CA24+ AB"*=B"C'?4+C"A"*+ A"B"?,
weil, wie im vorigen Satze gezeigt worden ist,
BC'?4+CA24+ AB'?=B'C*+ C'4*+ A B2
Nach einem hekannten Satze der Planimetrie besteht in
einem Dreieck A B(C zwischen den Seiten BC, CA, AB und
der Geraden C(’, welche die Spitze C mit der Mitte C’ der
Grundlinie verbindet, die Relation:

BC24CA2= 2(%AB)2+2CC 2 Fig. 17.
oder auch e Pk /
BC*+CA2=24C"242CC"2 ¥ 4 P
Es liisst sich daraus der Satz  / o \
ableiten: Veriindert sich ein Dreieck / ¢ \

derart, dass seine Grundlinie fest | -~ /|
bleibt und ebenso die Summe der | ““ it W
Quadrate der beiden iibrigen Seiten
einen constanten Werth behiilt, so
bewegt sich die Spitze in einem
Kreise, dessen Mittelpunkt die Mitte
der Grundlinie ist. In der oben angeschrlebenen Formel sind
nimlich nach Voraussetzung BC?+ (42 und AC’? gegebene,
unveriinderliche Grossen, demnach ist auch €' C’? unveriinderlich,
d. h. C behilt einen constanten Abstand von (.
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14 Transversalentheorie.

Die Geraden, welche in einem Dreiecke die Ecken A4 BC
mit den Mitten 4'B’C’ der gegeniiberliegenden Seiten verbin-
den, heissen die Schwerlinien des Dreiecks. Man kann nun
vermittelst der aufgestellten Formel nach einer ganz geringen
Modification die Schwerlinien durch die Seiten wie folgt aus-
driicken :

44A4=—B0C*+20C4*+24B2,
4BB'?=2B(0*— CA? 4+ 2482,
46G0°*=2BC*+20C4%— ABA

Wenn umgekehrt diese Gleichungen nach den Quadraten
der Seiten aufgelost werden, so ergeben sich, wie eine kleine
Rechnung zeigt, die Seiten durch die Schwerlinien ausgedriickt:

ABC=—(§ A4+ 23 BB +2(300),
4C0A2=2 ($4 442 — (4§ BB")? +2(3CC"p,
4AB?=2 (4442 +2(300C)? — 3CC")~

Da die Form dieser Gleichungen mit der Form der vorhin
angegebenen vollkommen {ibereinstimmt, so ergibt sich der
Satz: In einem Dreieck 4 BC sind die Seiten zugleich die
Schwerlinien eines anderen Dreiecks A”B”C”, dessen Seiten $
mal so gross sind, als die entsprechenden Schwerlinien des
Dreiecks A BC. Damit ist die Aufgabe gelost, ein Dreieck zu
construiren, von welchem man die drei Schwerlinien kennt.

Zweites Kapitel.
Dreieck und Tetraeder. Vollstindige Figuren.

§ 4.

Die merkwiirdigen Punkte des Dreiecks.

Mehrere der im vorigen Kapitel abgeleiteten Sitze iiber
das ebené Dreieck lassen sich ohne die dort benutzte Transver-
salentheorie beweisen, indem man nur einige ganz einfache Be-
trachtungen zu Hilfe nimmt.
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I1. Dreieck und Tetraeder, Vollstindige Figuren. 15

Seien 4 und B zwei ganz beliebige Fig. 18.
Punkte in der Ebene, so ist der Ort aller v:\p
Punkte P, welche gleichweit von 4 und e
B abstehen, das Perpendikel, welches in 2] X
der Mitte M von A B auf AB errichtet ’

werden kann. Umgekehrt hat auch jeder
Punkt P dieses Perpendikels die Eigen- !
schaft, dass fiir ihn 4 P= B P ist. e
Wenn jetzt (Fig.15) A B C drei Punkte

in der Ebene sind, die ein Dreieck bilden, |

ferner A'B’ O’ resp. die Mitten der Seiten !
BC,.CA, AB bedeuten, so wird das in : ‘
A’ auf BC errichtete Perpendikel sich’
mit dem in B’ auf CA4 errichteten Per- -
pendikel in einem Punkte O treffen, der von allen drei Punk-
ten A BC gleichweit entfernt ist. In der That, da O auf dem
in 4" errichteten Perpendikel liegt, so ist O B=0C, und da
O auch auf dem in B’ errichteten Perpendikel sich befindet, so
hat man OC=04 und also 04A=0B=0C. Es muss dem-
nach O auch auf dem Perpendikel liegen, welches in €’ auf
AB gefillt werden kann, d. h.: die in den Mitten der Seiten
eines Dreiecks auf die zugehorigen Seiten errichteten Perpen-
dikel schneiden sich in einem und demselben Punkte, dem Mit-
telpunkte des dem Dreiecke umschriebenen Kreises.

Es seien wieder (Fig.6) A'B’C’ die Mitten der Seiten
eines Dreiecks A BC, es mogen sich ferner CC’ und A A" in
einem Punkte S schneiden. Weil nun C'4’|| AC ist, so hat
man A ASC~A'SC’, und da C'A’'=}3CA, so muss auch
C’'S=3CS sein. Ist S, der Punkt, in welchem B B’ und CC’
sich treffen, so wird in derselben Weise gezeigt, dass C'S;=1CS,
ist und daraus folgt, dass S und S’ zusammenfallen, d. h. die
drei Geraden, welche die Ecken eines Dreiecks mit den Mitten
der gegeniiberliegenden Seiten verbinden, schneiden sich in
einem und demselben Punkte, dem Schwerpunkte des Dreiecks.

Zieht man durch die Ecken eines Dreiecks A BC Parallele
zu den gégeniiberliegenden Seiten, so bilden diese ein neues
Dreieck «fy, welches A BC ihnlich ist und zwar derart, dass
die Seiten von «fiy zu den entsprechenden von 4 BC im Ver-
hiiltniss 2:1 stehen. Die Punkte 4 BC sind die Mitten der
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16 Transversalentheorie.

e

Seiten des Dreiecks agy;
G S T T o G T gk da nun in diesen die in
N / e - den Mitten der Seiten er-
Faem= G i tar s rlchteten Perpendikel sich
7( S \ ,m einem und demselben
A / Punkte schneiden, so folgt

S N2 " fiir das Dreieck ABC dass
AK_ ; /8 " die von seinen Ecken aus
ho0 st v auf die gegeniiberliegen-

FoRep den Seiten gefillten Per-

Wrhe pendikel durch einen und
e denselben Punkt laufen,
¢ . und damit ist der Satz be-
wiesen: In jedem Dreieck schneiden sich die Hohen in einem
Punkte, dem Hohenpunkte des Dreiecks.

Der Schwerpunkt und der Hohenpunkt eines Dreiecks stehen
“zu dem Mittelpunkte des diesem Dreiecke umschriebenen Krei-
ses in einer eigenthiimlichen Beziehung. Die Dreiecke «fy
und 4 BC haben niimlich einen gemeinsamén Schwerpunkt S,
in welchem sich die Geraden Ae«, Bf, Cy schneiden und zwar
so, dass AS=1}Sa, BS=1Sp und CS=34Sy ist. Wie man
nun zu irgend einer Ecke des Dreiecks afiy, z. B. zu a die
entsprechende Fcke des Dreiecks A BC, also A findet, indem
man « mit S durch eine Gerade verbindet und diese um }aS
iiber S hinaus verlingert, so wird man auch aus dem Mittel-
punkte H des dem Dreieck affy umschriebenen Kreises den
Mittelpunkt M des dem Dreieck 4 B C umschriebenen Kreises
finden, indem man die Gerade HS zieht und um } HS iiber S
hinaus verlingert, d. h.: In einem Dreieck liegt der Schwer-
punkt S auf der Strecke HM der Geraden, welche den Hohen-
punkt H mit dem Mittelpunkte M des umschriebenen Kreises
verbindet und zwar so, dass HS=2HM ist.

In dem Viereck aBH C sind die Winkel bei B und (‘
Rechte, also liegen die vier Punkte « BHC in einer Kreislinie.
Da AaeBO>X ABC, so sind die den beiden Dreiecken um-
schriebenen Kreise gleich gross; wenn man also den durch
o« BC gehenden Kreis um seine Sehne B herumklappt, bis er
wieder in die Ebene der Figur zu liegen kommt, so wird er
den um A4 BC beschriebenen Kreis in allen seinen Punkten
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IT. Dreieck und Tetraeder. Vollstiindige Figuren. 17

decken. Bei dieser Umklappung ist aber « an die Stelle des
Fusspunktes des von « aus auf By gefillten Perpendikels ge-
riickt worden, so dass sich nach leichter Ueberlegung der Satz
ergibt: Legt.man durch die Mitten der Seiten eines Dreiecks
einen Kreis, so geht derselbe auch durch die Fusspunkte der
Hohen dieses Dreiecks. ‘

Unter dem Abstand Fig. 20.
eines Punktes P von
einer Geraden (G, ver- 14
steht man die Liinge des B
von P auf G, gefillten fidse
Perpendikels. Soll ein oy
Punkt von zwei gegebe- P, y
nen Geraden G, und G, e SR
gleichen Abstand ha- - )
ben, so muss er sich auf ‘/{."% ANl
einer der beiden Halbi- s | B
rungsgeraden der vier [

Winkel befinden, in ‘ I/ B
welche die Ebene durch |

G und G, getheilt wird. |

Umgekehrt, wenn ein ,.~'

Punkt P auf einer der :

beiden Geraden liegt, i

welche die vier von &,

und G, gebildeten Winkel halbiren, so sind seine Abstiinde
von G, und (, einander gleich.

In einem Dreieck 4 B, dessen Seiten unbegrenzt genom-
men werden, schneiden sich die Halbirungsgeraden der Dreiecks-
winkel B und C in einem Punkte m, der innerhalb des Drei-
ecks liegt. Da m auf der Halbirungslinie des Winkels B liegt,
so sind seine Abstinde von 4B und CB einander gleich, ebenso
muss der Punkt m, da er auf der Halbirungslinie des Winkels
C liegt, gleiche Abstiinde von 4 C und BC haben, d. h.: m ist
gleich weit von allen drei Seiten des Dreiecks entfernt und
muss demzufolge auf einer der Halbirungsgeraden der Winkel
liegen, welche (4 und BA mit einander bilden. Von diesen
Halbirungsgeraden geht aber nur die eine, welche den eigent-
lichen Dreieckswinkel halbirt, durch das Dreieck, so dass sich

Geiser, Einleit. in die synthet. Geometrie. 2
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18 Transversalentheorie.

Fig. 21.

e S R R LA o B M b SRR R B
2‘*\ <

der. Satz ergibt: die Halbirungslinien der drei Winkel eines
Dreiecks schneiden sich in einem Punkte m, dem Mittelpunkte
des dem Dreieck eingeschriebenen Kreises.

Die Halbirungsgeraden der Dreiecksnebenwinkel bei B und
bei C treffen sich in einem Punkte m,, durch den, wie man
leicht beweisen kann, auch die Halbirungslinie des Dreiecks-
winkels 4 geht, demnach ist m, der Mittelpunkt eines Kreises,
welcher die Seiten des Dreiecks ABC beriihrt. In #hnlicher
Weise findet man, dass die Halbirungsgeraden der Dreiecks-
nebenwinkel bei €' und 4 und die Halbirungsgerade des Drei-
eckswinkels B sich in einem Punkte m, schneiden; schliesslich
ergibt sich noch, dass die Halbirungsgeraden der Dreiecksneben-
winkel bei 4 und B und die Halbirungsgerade des Dreiecks-
winkels C durch einen Punkt m, laufen. Alles zusammengefasst
hat man also den Satz: Es gibt vier Kreise, welche die drei
als unbegrenzt angenommenen Seiten eines Dreiecks beriihren;
von denselben liegt einer innerhalb des Dreiecks und beriihrt
die eigentlichen Seiten des Dreiecks, withrend die drei anderen
ausserhalb des Dreiecks sich befinden und zwar so, dass jeder
von ihnen eine eigentliche Seite und zwei Verliingerungen von
Dreiecksseiten beriihrt. Da die Halbirungsgeraden der Winkel,
welche von zwei Geraden gebildet werden, zu einander senk-
recht stehen, so folgt: die vier Mittelpunkte der Kreise, welche
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II. Dreieck und Tetraeder. Volistﬁndige Figuren. 19

die Seiten eines Dreiecks, resp. deren Verlingerungen beriihren,
liegen derart, dass jeder von ihnen der Hohenpunkt des von
den drei anderen gebildeten Dreiecks ist.

Die Liosung einiger einfachen Aufgaben schliesst sich hier
bequem an, da der Beweis der nachfolgenden Constructionen
in den eben ausgefithrten Betrachtungen liegt. HEs soll zu-
niichst ein Dreieck ABC construirt werden, von welchem man
die Mitten A'B’C’" der Seiten kennt. Zu diesem Zwecke lege
man blos durch A’, B’, C" Parallele, resp. zu B'C’, C'4A’, A'B’,
so bilden diese das gesuchte Dreieck. Wenn man ferner ein
Dreieck zu finden hat, von welchem die Fusspunkte der Hohen
gegeben sind, so halbire man in dem von diesen Fusspunkten
geblldeten Dreiecke die Dreiecksnebenwinkel, dann sind die
Halbirungsgeraden die Seiten des’ ver]angten Dreiecks. Sind
endlich von einem Dreiecke drei beliebige der Mittelpunkte der
vier ihm eingeschriebenen Kreise gegeben, so wird das ge-
suchte Dreieck gebildet von den Fusspunkten der Hohen in
demjenigen Dreiecke, welches durch die drei gegebenen Mittel-
punkte bestimmt ist. 3

Vier gerade Linien in der Ebene, von denen keine drei
durch denselben Punkt gehen und keine zwei parallel laufen,
erzeugen, indem man je drei von ihnen zusammenstellt, vier
Dreiecke. Jedem derselben kann ein Kreis umschrieben wer-
den und die vier so erhaltenen Kreise gehen durch einen und
denselben Punkt. Zum Beweise geht man auf einen in § 1
O’egebenen Satz zuriick: Fillt man von irgend einem Punkte O
des einem Dreiecke 4B C umschriebenen Kreises aus Perpen-
dikel 04’, OB’, OC’ auf die drei gegebenen Seiten BC, CA,
AB, so liegen deren Fusspunkte A’B’C’ in einer Geraden.
Man kann aber auch umgekehrt sagen: Wenn drei Punkte
A'B'C’ in gerader Linie auf den Seiten eines Dreiecks A5 C
derart liegen, dass die in ihnen auf die zugehorigen Seiten
errichteten Perpendikel sich in einem und demselben Punkte O
schneiden, so liegt dieser Punkt 0 auf der dem Dreieck ABC
umschrlebenen Kreislinie. ,

Wenn diese Umkehrung bew1esen list, so kann man wie
folgt weiter schliessen: Werden die vier gegebenen Geraden
mit T I III IV bezeichnet, so construire’ man die beiden Kreise,
welche den Dreiecken IT TIT IV und IIT IV I umschrieben sind.

9
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20 Transversalentheorie.

Die genannten Kreise haben ausser dem Schnittpunkte von III
und IV noch einen Punkt s gemein; von ihm aus fille man
Perpendikel auf I IITITIV, deren Fusspunkte resp. mit p, p, p, p,
bezeichnet werden mogen. Zufolge des bereits aus § 1 citirten
Satzes liegen nun p, p, p, in einer Geraden, weil s auf dem um
II TIT IV beschriebenen Kreise liegt, und aus dhnlichem Grunde
befinden sich auch p, p; p, in einer Geraden, demmach sind
Py Dy Py 0, auf einer und derselben Geraden vertheilt. Umgekehrt,
da die Fusspunkte der von s auf II III IV gefillten Perpendikel
in einer (feraden liegen, so ist s ein Punkt der um II III IV
beschriebenen Kreislinie und aus analogen Griinden liegt s auch
auf den um die Dreiecke IIT IV I, IV I II, I IT IIT beschrie-
benen Kreislinien, d. h.: Wenn aus vier Geraden durch Grup-
pirung zu je dreien vier Dreiecke erzeugt und diesen Dreiecken
Kreise umgeschrieben werden, so schneiden sich die vier Kreise
in einem und demselben Punkte und die Fusspunkte der von
diesem Punkte aus auf die vier Geraden gefillten Perpendikel
liegen in einer Geraden.

Fillt man von einem Punkte p aus ein Perpendikel auf eine
gegebene Gerade G- und verlingert dasselbe iiber seinen Fuss-
punkt hinaus um sich selbst, so heisst der Endpunkt ,der
Gegenpunkt von p in Bezug auf G, In Anwendung dieser

Fig. 22,
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II. Dreieck und Tetraeder. Vollstiindige Figuren, D4

Bezeichnung ergibt sich der Satz: Construirt man fiir den
Hohenpunkt H eines Dreiecks die Gegenpunkte abc in Bezug
auf die Seiten BC, CA, AB desselben, so liegen diese auf
dem Kreise K, welcher dem Dreieck umschrieben werden kann.
Eine durch H gelegte Gerade G moge die Seiten des Dreiecks
resp. in Punkten a,b,c, schneiden, dann treffen sich die drei
Geraden aa,, bb,, cc, in einem Punkte O des Kreises K. Zum
Beweise beachte man, dass aus Symmetriegriinden die beiden
in Fig. 22 mit « bezeichneten Winkel einander gleich sind und
ebenso die beiden Winkel f. Da ferner im Viereck a,b, HC
die Winkel bei @, und b, Rechte sind, so muss e+ p=C sein,
und also sind auch im Kreise K die Bogen, iiber welchen die
Peripheriewinkel & und 8 stehen, zusammengenommen so gross,
als der Bogen 4B, iiber welchem der Winkel C steht. Dies
ist micht anders moglich, als wenn die Geraden aa, und bb,
sich in einem Punkte O von K treffen, durch welchen, wie
ganz in derselben Weise gezeigt wird, auch der Strahl ce,
gehen muss.

Nimmt man die Fusspunkte der von O auf BC, CA, AB
gefiillten Perpendikel 4A’B’C" und ferner die Durchschnitte die-
ser Perpendikel mit G” resp. A”B"”C", so ergiebt sich aus der
Aehnlichkeit der Dreiecke a Ha, und O A”a, sofort, dass das
letztere Dreieck gleichschenklig und demzufolge 4" A" =A4"0 ist.
Ebenso findet man B"B'=B"0, C"C'=("0, woraus folgt, da
ja A”, B”, C” in gerader Linie liegen, dass auch 4'B’C’ auf
einer und derselben Geraden sich befinden, was iibrigens schon
frither bewiesen ist. Man kann jetzt den folgenden Satz bei-
fiigen: Die Gegenpunkte 4”B”“ (" eines Punktes O auf dem
Umfange eines Kreises K, der einem Dreieck 4 B (C umschrie-
ben ist, in Bezug auf die Seiten BC, CA4, A B dieses Dreiecks
liegen in einer Geraden G”, welche den Héhenpunkt H von
ABC enthlilt. — Zu jedem Punkte O des Kreises K gehort
stets eine, aber auch nur eine Gerade G'' und umgekehrt: zu
jeder durch H gehenden Geraden gehort stets ein, aber auch
nur ein Punkt O, wie die ausgefiihrten Constructionen unmit-
telbar ergeben.

Wenn G’ eine Gerade ist, welche die Seiten BC, CA, AB
des Dreiecks A BC in drei Punkten A’B’C’ schneidet, derart,
dass die in ihnen auf die genmannten Seiten errichteten Perpen-
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dikel sich in einem bestimmten Punkte P schneiden, so kann
man stets durch den Hohenpunkt H von 4 BC zu G’ eine Pa-
rallele G legen, zu welcher in der vorhin angegebenen Weise
ein ganz bestimmter Punkt O auf der Kreislinie K gehort.
Fillt. man von diesem Punkte aus Perpendikel auf die Seiten
des Dreiecks, so liegen deren Fusspunkte in einer Geraden &,
welche zu G-’ parallel ist. Es ist aber leicht nachzuweisen, dass
G’ und @& zusammenfallen miissen, d. h. dass es unter den
simmtlichen Geraden G keine zwei parallele gibt.

Wird niimlich das Dreieck 4B C von einer Transversalen 7’
in den"Punkten A"B’C" geschnitten, so bilden im Allgemeinen

Fig. 23.
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die in A'B'C’ auf die zugehorigen Seiten des Dreiecks errich-
teten Perpendikel ein neues Dreieck «fp, wihrend, wenn 7' zu
einer der Geraden G' wird, die Punkte «fy zusammenfallen.
Wenn 7' zu sich selbst parallel fortgeschoben wird, so muss
sich @, wie eine elementare Betrachtung zeigt, auf einer be-
stimmten Geraden bewegen, welche den Punkt 4 enthiilt, wih-
rend B eine durch den Punkt B gehende Gerade beschreibt.
Diese Geraden konnen sich nur in einem einzigen«Punkte tref-
fen und diese hat die Eigenschaft, dass die Fusspunkte der
von ihm aus auf die Seiten des Dreiecks gefiillten Perpendikel
in der einzigen Geraden G liegen, welche 7' parallel sein kann.
— Da nun bewiesen ist, dass G’ und &’ zusammenfallen, so
miissen auch P und O sich vereinigen, und damit ist die Rich-
tigkeit der Umkehrung jenes Satzes dargethan, der oben benutzt
worden ist, um zu zeigen, dass diejenigen vier Kreise sich in

www.rcin.org.pl



II. Dreieck und Tetraeder. Vollstindige Figuren. 23

einem einzigen Punkte schneiden, welche den aus vier beliebi-
gen Geraden gebildeten Dreiecken umschrieben sind.

Da die Fusspunkte des von dem gemeinsamen Punkte s der
genannten Kreise aus auf die vier Geraden I II III IV gefillten
Perpendikel sich in einer und derselben Geraden befinden, so
miissen auch die Gegenpunkte von s nach I II III IV in einer
(Geraden liegen und diese muss die vier Hohenpunkte der Drei-
ecke enthalten, die sich aus I II III IV bilden lassen, d. h.:
die Hohenpunkte der vier Dreiecke, welche durch Gruppirung
von vier Geraden zu je dreien entstehen, liegen in einer Ge-
raden.

§ 5.

Das korperliche und das sphiirische Dreieck.

Drei Ebenen, welche willkiirlich im Raume gelegen sind,
von denen also namentlich keine zwei parallel laufen und die
auch nicht alle drei in einer und derselben Geraden sich schnei-
den, theilen den Raum in acht Theile, von denen jeder ein kor-
perliches Dreieck oder ein Dreikant ist. Die Winkel, welche
die Ebenen mit einander bilden, werden bekanntlich die Winkel
der korperlichen Dreiecke genannt, withrend die von den Schnitt-
geraden der Ebenen erzeugten Winkel als die Seiten der Drei-
ecke bezeichnet werden. Wie man weiss, sind die sphiirischen
Dreiecke von den korperlichen Dreiecken nicht wesentlich ver-
schieden. Legt man aus dem Schnittpunkte der drei Ebenen
als Mittelpunkt eine Kugel, deren Radius gleich einer beliebig
gewiihlten Lingeneinheit ist, so wird von jeder der Ebenen auf
der Kugel ein Grosskreis ausgeschnitten. Die drei so entstehen-
den Grosskreise theilen die Kugeloberfliche in acht Theile, von
denen jeder ein sphiirisches Dreieck ist, das mit einem der vor-
hin gefundenen Dreikante gleiche Seiten und gleiche Winkel
und genau in derselben Reihenfolge gezihlt hat. Die elemen-
tarsten Begriffe iiber die korperlichen und sphirischen Dreiecke
sollen hier vorausgesetzt und daraus einige Eigenschaften ab-
geleitet werden, die verschiedenen Sitzen vom ebenen Dreieck
entsprechen, welche in den vorhergehenden Paragraphen sich
entwickelt finden.

Legt man in einem korperlichen Dreieck Ebenen durch die
Kanten und durch die Mittellinien der gegeniiberliegenden Sei-
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ten (den winkelhalbirenden Geraden derselben) drei Ebenen, so
schneiden sich diese in einer Geraden. Zuniichst ist klar, dass
die drei genannten Ebenen die Spitze des kérperlichen Dreiecks
gemein haben; wenn man nun in dem zum vorliegenden kor-
perlichen Dreiecke gehbrigen sphiirischen Dreiecke die Ecken
durch Gerade verbindet, so bilden dieselben ein ebenes Dreieck,
dessen Schwerlinien resp. in den Ebenen liegen, welche die
Kanten des korperlichen Dreiecks mit den Mittellinien der
gegeniiberliegenden Seiten verbinden. Diese Ebenen gehen also
durch den Schwerpunkt des ebenen Dreiecks und demnach durch
die Gerade, welche denselben mit der Spitze des korperlichen
Dreiecks verbindet, d. h. durch die Schwerkante des korper-
lichen Dreiecks. Fiir das sphirische Dreieck ergibt sich hieraus
der Satz: Verbindet man in einem sphiirischen Dreiecke die
Ecken mit den Mitten der gegeniiberliegenden Seiten durch
Grosskreisbogen, so laufen dieselben durch einen und denselben
Punkt, den Schwerpunkt des sphiirischen Dreiecks.

Die Ebenen, welche von den Kanten eines korperlichen
Dreiecks aus senkrecht auf die gegeniiberliegenden Seiten gefiillt
werden konnen, schneiden sich in einer und derselben Geraden.

Zum Beweise construire man die Ebenen durch SA4 senk-
recht zu BSC und durch SB senkrecht zu C'S 4, welche sich

Fig. 24. in einer Geraden S H schnei-
den mdgen. In einen beliebi-

\ gen Punkt H dieser Geraden

A senkrecht steht und welche die

\ Kanten des korperlichen Drei-
ecks resp. in 4 BC schneiden
moge. Die Gerade 4 H treffe
BC in einem Punkte 4, so
ist AHS eine Ebene, welche
gleichzeitig auf den Ebenen
ABC und BSC senkrecht
steht, deshalb bildet sie auch
mit deren Durchschnittsgera-
den BC einenrechten Winkel
und demnach ist 4 H ein Per-
pendikel auf BC. In derselben
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II. Dreieck und Tetraeder. Vollstindige Figuren. 25

,Weise wird gezeigt, dass B H ein Perpendikel auf 4 C ist, woraus
nun folgt, dass auch CH eine Hihe des Dreiecks 4 BC ist und
demnach senkrecht zu AB steht. Es ist jetzt leicht einzusehen,
dass die Ebene SHC senkrecht zu ASDB steht und damit ist
bewiesen, dass in der That die Ebenen, welche man von den
Kanten eines korperlichen Dreiecks aus senkrecht auf die gegen-
iiberliegenden Seitenflichen fiillen kann, sich in einer Geraden
(im Falle der vorliegenden Figur ist es SH) schneiden, der
Hohenkante des korperlichen Dreiecks. Eine unmittelbare Con-
sequenz dieses Satzes ist: Legt man durch die Ecken eines
sphiirischen Dreiecks Grosskreishogen senkrecht zu den gegen-
iiberliegenden Seiten, so schneiden sich dieselben in einem
Punkte, dem Hohenpunkte des sphiirischen Dreiecks.

Es ist im Eingang dieses Paragraphen darauf aufmerksam
gemacht worden, dass durch drei Ebenen und ihre Schnitt-
geraden der Raum in acht korperliche Dreiecke abgetheilt wird.
Wenn man die Schwerkanten fiir jedes derselben construirt, so
erkennt man, dass je zwei die Scheiteldreiecke sind, die niim-
liche Gerade zur Schwerkante haben, so dass man vier Schwer-
kanten erhélt; hingegen haben alle acht Dreiecke eine und die-
selbe Gerade zur Hohenkante. Die acht sphirischen Dreiecke,
in welche die Kugeloberfliiche durch drei Grosskreise getheilt
wird, ergeben acht Schwerpunkte, die zu je zweien die End-
punkte eines Kugeldurchmessers bilden, und zwei Hohenpunkte,
die sich ebenfalls diametral gegeniiberstehen.

Der Ort aller Punkte, welche gleichweit entfernt sind von
zwei von einem Punkte ausgehenden Geraden (d. h. der Ort
aller Punkte im Raume, welche gleiche senkrechte Abstiinde
von beiden Geraden haben), ist die Ebene, welche in der Hal-
birungslinie des von ihnen gebildeten Winkels senkrecht auf die
Ebene dieses Winkels errichtet werden kann. Wenn man nun
in den Mittellinien zweier Seiten eines korperlichen Dreiecks
senkrechte Ebenen auf diese Seiten errichtet, so schneiden sich
dieselben in einer Geraden, von welcher irgend ein Punkt
gleiche senkrechte Abstinde von den drei Kanten des korper-
lichen Dreiecks hat. Die genannte Schnittgerade muss also
auch in der Ebene liegen, welche in der Mittellinie der dritten
Seite senkrecht zu dieser steht, d. h.: Errichtet man in den
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26 Transversalentheorie.

Mittellinien der Seiten eines korperlichen Dreiecks senkrechte
Ebenen zu den resp. Seiten, so schneiden sich dieselben in
einer Geraden, welche die Axe der Kanten des korperlichen
Dreiecks helsst Daraus ergibt sich: Die drei Grosskreisbogen,
welche von den Mitten der Seiten eines sphiirischen Dreiecks
senkrecht zu denselben ausgehen, treffen sich in einem Punkte.

Fillt man von einem Punkte der Axe der Kanten eines

korperlichen Dreiecks aus Perpendikel auf die Kanten, so liegen .

deren Fusspunkte in einem Kreise, dessen Ebene senkrecht zur
Axe steht. Fiithrt man diese Construction fiir alle Punkte der
Axe aus, so erhilt man eine Schaar von Kreisen, die einen
Rotationskegel erfiillen, welcher auch erhalten wird, wenn man
eine der Kanten um die Axe herumdreht, bis sie wieder in ihre
urspriingliche Lage kommt. Die Axe der Kanten eines korper-
lichen Dreiecks ist also zugleich die Axe eines Rotationskegels,
welcher die Kanten desselben enthiilt. Man findet damit auch
die Bedeutung des Durchschnittspunktes der drei, von der Mitte
der Seiten eines sphiirischen Dreiecks senkrecht zu denselben
ausgehenden Grosskreishogen; er ist der auf der Kugel gelegene
Mittelpunkt desjenigon Kleinkreises der Kugel, welcher die
Ecken des sphiirischen Dreiecks enthiilt.

Betrachtet man nicht nur ein einziges korperliches Dreieck,
sondern die Gruppe von acht korperlichen Dreiecken, welche
durch drei Ebenen im Raume erzeugt wird, und bemerkt ferner,
dass die Kanten eines Rotationskegels als unbegrenzt gedacht
werden miissen, so findet man, dass diese acht korperlichen
Dreiecke zu vier ihre Kanten enthaltenden Rotationskegeln Ver-
anlassung geben, oder: es gibt vier Rotationskegel, welche drei
durch einen Punkt dehende Gerade ihrer ganzen Ausdehnung
nach enthalten.

Die Halbirungsebenen der Winkel, welche zwei Ebenen mit
einander bilden, haben die Eigenschaft, dass jeder ihrer Punkte
gleiche senkrechte Abstiinde nach den gegebenen Kbenen er-
zeugt; umgekehrt: Wenn ein Punkt gleichweit von zwei Ebe-
nen absteht, so liegt er auf einer der beiden Halbirungsebenen
der Winkel, welche die beiden gegebenen Ebenen mit einander
bilden. — Halbirt man in einem korperlichen Dreiecke zwei der
Winkel, so schuneiden sich die Halbirungsebenen in einer Ge-
raden, welche von allen Seitenebenen gleichweit entfernt ist,
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II. Dreieck und Tetraeder. Vollstindige Figuren. 27

und wie mit Leichtigkeit bewiesen wird, auch auf der Hal-
birungsebene des dritten Winkels liegt, d. h.: die Halbirungs-
ebenen der drei Winkel eines korperlichen Dreiecks schneiden
sich in einer Geraden, der Axe der Seiten des korperlichen
Dreiecks; diese Axe ist zugleich die Axe eines Rotationskegels,
welcher die drei Seitenflichen des Dreiecks beriihrt. Man kann
diesem Satze den andern beifiigen, dass es vier Rotationskegel
gibt, welche drei gegebene Ebenen beriihren; jeder von ihnen
gehort zu zwei Scheiteldreiecken von den acht korperlichen
Dreiecken, in welche der Raum durch die drei Ebenen getheilt
wird. — Fiir das sphiirische Dreieck hat man ohne Weiteres
den Satz: Halbirt man die Winkel eines sphirischen Dreieckes
durch Grosskreisbogen, so schneiden sich dieselben in einem
Punkte, welcher der auf der Kugel gelegene Mittelpunkt des-
jenigen Kleinkreises der Kugel ist, welcher dem -sphirischen
Dreieck eingeschrieben werden kann, d. h. die Stiicke der Gross-
kreisbogen beriihrt, welche die Seiten des Dreiecks bilden.

Unter allen korperlichen Dreiecken zeichnet sich dasjenige
aus, in welchem alle Seiten und alle Winkel Rechte sind. Das-
selbe entspricht in einer Beziehung dem gleichseitigen ebenen
Dreieck, in anderer dem rechten Winkel. Eine Eigenschaft,
welche das Letztere in Evidenz setzt, ist die Erweiterung des
Satzes, dass der Winkel im Halbkreis ein Rechter ist, welcher
Satz auch so ausgesprochen werden kann: Legt man die Spitze
eines rechten Winkels in die Peripherie eines Kreises und be-

stimmt fiir jeden Schenkel den zweiten Durchschnittspunkt mit
~ dem Kreise, so geht die Verbindungsgerade dieser beiden Punkte
durch den Mittelpunkt des Kreises, also durch einen unveriin-
derlichen Punkt, wie man auch den ersten Winkel an seinem
Scheitel herumdrehen mag.

Sei nun K eine feste Kugel, S ein auf ihrer Oberfliche
angenommener Punkt, ferner seien Sa, Sb, Sc¢ die Kanten
eines gleichseitigen und rechtwinkligen korperlichen Dreiecks,
welche K zum zweiten Male in abce treffen moge, so findet
man die Mittelpunkte der Kreise, in welchen die Ebenen b Se,
¢Sa, aSb von K getroffen werden, indem man vom Mittel-
punkte M der Kugel K aus Perpendikel auf die genannte Ebene
fillt. Bezeichnet man die Fusspunkte derselben resp. mit a,
U, ¢, so ergibt sich mit Leichtigkeit, dass sie die Mitten der
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Fig. 25. Seiten be, ca, ab des ebenen
R Dreiecks abe sind.  In der
S . That, die Ebene bSc z B,
= wird von K in einem Kreise
\  geschnitten, fiir welchen der
\ rechte Winkel b Sc¢ ein Pe-
\ ripheriewinkel ist, also muss
. der Mittelpunkt des Kreises
) die Mitte o’ der Strecke be sein.
/ DaaSund Md zwei Perpen-
/ dikel auf dieselbe Ebene sind,
/ so liegen sie als parallele Ge-
rade in einer Ebene, welche
die vier Punkte « SMa' ent-
hiilt, demzufolge miissen sich die beiden Geraden M S und ad
schneiden. In derselben Weise wird gezeigt, dass M S auch
von bl und c¢ getroffen wird, was nur dann geschehen kann,
wenn MS durch den Schnittpunkt der Geraden ad’, bV, cc
geht, welcher der Schwerpunkt s des Dreiecks abe ist. Da aS
und Ma' parallel laufen, so sind die Dreiecke asS und a's M
iihnlich, und weil as=2sa’ ist, so wird man auch haben:
Ss=2sM. Alles zusammengefasst ergibt sich der Satz: Dreht
man ein rechtwinkliges gleichseitiges korperliches Dreieck um
_seine Spitze S herum, die auf der Oberfliche einer Kugel K
liegt, und bestimmt in jeder der moglichen Lagen, die es an-
nehmen kann, die zweiten Durchschnittspunkte seiner Kanten
mit K, die abe heissen mogen, so wird die Ebene des Dreiecks
abe immer durch einen festen Punkt s laufen, welcher jedesmal
sein Schwerpunkt ist und gefunden wird, lndem man auf den
Radius SM der Kugel ein Drittel dleses Radius von M aus
abtriigt. — Fiillt man von S aus ein Perpendikel auf die Ebene
abe, dessen Fusspunkt /2 heissen moge, und bezeichnet man
ferner mit 7 den Fusspunkt des von M aus auf dieselbe Ebene
gefillten Perpendikels, so zeigt sich, dass ShsmM in einer
Ebene liegen und zwar so, dass msh in einer Geraden sich
befinden, withrend zugleich hs=2sm ist. Dies bestitigt einen
in § 4 bew1esenen Satz, da h der Hohenpunkt, s der Schwer-
punkt und m der Mlttelpunkt des umschriebenen Kreises des
Dreiecks abe ist.
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IL. Dreieck und Tetraeder. Vollstiindige Figuren. 29

Die im Vorigen bewiesenen Sitze iiber ein beliebig gegebe-
nes korperliches Dreieck hitten auch vermittelst einer Methode
abgeleitet werden konnen, welche die durch die sphérische Tri-
gonometrie ermdglichte Uebertragung der in den §§ 1 und 2
gegebenen Transversalensiitze auf den Raum ist. Dies soll hier
nicht weiter ausgefiihrt werden, hingegen soll ein Satz (der
streng genommen nicht unter den Titel dieses Paragraphen
gehort) bewiesen werden, welchen man als eine andere Verall-
gemeinerung eines der erwithnten Transversalensitze auf den
Raum betrachten kann.

Vier Punkte im Raume 4 BCD, die nicht in einer Ebene
liegen und von denen 4 mit B, B mit C, (' mit D und D mit 4

¢ Fig. 26.

e

durch eine Gerade verbunden ist, bilden ein windschiefes Viereck ;
- die Verbindungsgerade 4 (' kann als eine Diagonale desselben be-
zeichnet werden. Eine willkiirlich gelegte Ebene schneide auf
den Geraden A B, BC, CD, DA und auf der Verliingerung der
Geraden AC resp. die Punkte C°A’A”C"” und B’ aus, so wer-
den zuniichst in der Ebene 4 BC die Punkte C'A’ B’ in einer
Geraden liegen und es muss also nach einem in § 1 bewiesenen
Satze sein:
BC.CAAB =RC.C'4.4B.

Ebenso befinden sich in der Ebene 4 D C die Punkte

A"B’C” in einer Geraden, es ist also nach demselben Satze:

B O C"A. A" D=0C". 04" AR
Durch Multiplication der beiden Gleichungen ergibt sich
BC.CA.C'A.A”D=C'A A B.CA".DC",
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d. h.: Schneidet man die Seiten eines windschiefen Vierecks
durch eine Ebene, so erhiilt man acht Abschnitte, auf jeder
Seite zwei, so dass das Product von vier mnicht an einander
liegenden unter ihnen gleich dem Product der vier anderen ist.

Der Satz kann auch umgekehrt werden. Wenn niimlich
auf den begrenzten Seiten A B, BC, CD, DA eines wind-
schiefen Vierseits vier Punkte C’4’ A”C” angenommen werden,
so dass von den acht durch sie auf den Seiten gebildeten Ab-
schnitten das Product aus vier nicht aneinanderliegenden gleich
dem Product der vier anderen, ebenfalls nicht aneinanderliegen-
den ist; wenn man demnach

BC . CA.CA A D=0CA ABOA . DC”
C'd. AB, C'4.4"D
B CA, DO A
hat, so liegen die vier Punkte in einer Ebene.

Bezeichnet man mit B’ den Schnitt von C'A" mit AC, so
hat man ;

.oder

BC'.CA.AB'=B'C.C'A.A'B
AB'  C'AA'B

¥ B'C” BC.CA”
Wenn ferner B” der Schnittpunkt von C”A4” ist, so er-
gibt sich

oder

B'GCA: A D=DO" . CA . 4AB"

oder
AB" C'A.A"D
BT DAY
s : AB’ ABY ..
Die Werthe von B0 und 50 sind mnach der Voraus-

setzung gleich, des Weitern liegen die Punkte B’ und B”
nach Construction beide auf der Verlingerung von AC, also
miissen sie zusammenfallen, da nach einem am Schlusse von
§ 2 erwithnten Satze auf der Verlingerung einer Strecke nur
ein einziger Punkt existirt, welcher dieselbe in einem bestimm-
ten Verhiiltnisse theilt. Wenn aber B” und B” zusammenfallen,
so liegen die Punkte C°A’A”C" in einer Ebene.

Eine einfache Verification des bewiesenen Satzes bildet die
Bemerkung, dass die Mitten C’A’A”C"” der Seiten 4B, BC,
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CD, DA eines windschiefen Viereckes in einer Ebene liegen.
Man hat nimlich fiir diesen Fall AC'=(C'B, BA = A4'C,
CA"=A"D und DC "= C" A, woraus durch Multiplication folgt:
BOCA CTA A" DSCACERR O D

was die ausgesprochene Behauptung beweist. Die allerelemen-
tarste Betrachtung zeigt zudem, dass die vier genannten Punkte
die Eckpunkte eines Parallelogramms sind.

Wenn 4 BC D ein windschiefes Viereck ist, dessen be-
grenzte Seiten A B, BC, CD, DA eine Kugel resp. in den
Punkten C'A’A”B” bertihren, so hat man:

30 =46+ BAd=00 04 =04 DU = DA
woraus sich durch Multiplication ergibt:
B .CA CA A D=C4. 4 B.CA". DC",
d. h. die vier Beriihrungspunkte eines windschiefen Vierecks,

welches einer Kugel umschrieben ist, dessen Seiten also die
Kugel beriihren, liegen in einer Ebene.

8 6.

Das Tetraeder.

Die elementare Geometrie zerfiillt, je nach den verschiede-
nen Gebieten, in welchen sie ihre Constructionen ausfithrt, in
eine ebene, sphiirische und riumliche Geometrie. Der Lehre
vom ebenen Dreieck in der Planimetrie entspricht in der Geo-
metrie auf der Kugelfliche, d. h. in der sphiirischen Geometrie
die Theorie des sphiirischen Dreiecks und in der riiumlichen
Geometrie kann man als diesem entsprechend die Theorie der
dreiseitigen Pyramide oder des Tetraeders betrachten: Hilt man
diese Analogie fest, so kann man leicht aus der niiheren Er-
orterung planimetrischer Siitze eine Vermuthung schopfen, in
welcher Weise sich dieselben auf den Raum wiirden ausdehnen
lassen, wobei dann freilich nicht immer gesagt ist, dass sich
das vermuthete Resultat bestiitigen werde. Im Nachfolgenden
sollen einige im ersten Kapitel bewiesene Siitze iiber das ebene
Dreieck zum Ausgangspunkte von Betrachtungen iiber das Te-
traeder gewiihlt werden.

Dem Satze, dass in einem ebenen Dreiecke die Verbin-
dungsgeraden der Ecken mit den Mitten der gegeniiberliegenden
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Seiten durch einen und denselben Punkt laufen, entspricht im
Raume der Satz: Zieht man von den Ecken eines Tetraeders
aus Gerade nach den Schwerpunkten der gegeniiberliegenden
Seitenflichen, so schneiden sich dieselben in einem und dem-
selben Punkte.
: Fic. 27, Sei m, im Tetraeder
i ABCD die Mitte der Kante
AB, so liegen die Schwer-
punkte s, und s, der Seiten-
flichen A B Cund A BD resp.
auf den Geraden m, C' und
m, D, so dass also die Ge-
¢ raden Cs, und Ds, als in
der Ebene m;ss,0D lie-
gend sich schneiden miissen.
Da nun m, s, =31m, C und
m, S, = +m, D, so folgt, dass
auch’ §5,= JOD, wa. dip
Dreiecke s,Ss;, und CSD sind ihnlich und es muss auch
$,8=318SD=1}s D sein. Die Schwerlinie s, 1) des Tetraeders
ABCD wird also von der durch C gehenden Schwerlinie in
" einem Punkte S geschnitten, der im Abstande }s; D von der
Grundfliche ABC aus gelegen ist. Man zeigt ebenso, dass
auch die durch 4 und B gelegten Schwerlinien des Tetraeders
durch den Punkt S gehen, so dass die vier Schwerlinien sich
in einem und demselben Punkte schneiden.
Wenn neben der Mitte m, der Kante 4 B auch noch die
Mitte m, der ihr gegeniiberliegenden Kante C'D in die Betrach-
tung eingefiithrt wird, so ergibt sich im Dreieck m, CD sofort

8,C=2m. s 5 2m s;—35;D;

Dmy=m,C oder s,C. mlsz.szzmls1 2sgDomy O,
d.'h.: Da s,, s,, m, alle drei auf begrenzten Seiten des Drei-
eckes m, CD liegen: die Geraden s, D, s,C und m,m, schneiden
sich in einem und demselben Punkte. Ist s der Schnittpunkt
von m,m, und s;s,, so erkennt man leicht, dass

m;s=2Lm,m, und sS=%Sm,
ist. Man hat aber
m S+ sS + Smy,==m, m,
oder
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II. Dreieck und Tetraeder. Vollstindige Figuren. 33

Fmymy + 3 Sy, = m m,,
woraus sich :
S'm,:qm My
ergibt, also: Die Velbmdunusgemde der Mitte zweier gegen-
iiberliegender Kanten eines Tetraeders geht durch den bchwer-
punkt desselben und wird in ihm halbirt.

Es ist bewiesen worden, dass die in den drei Mitten der Sei-
ten eines Dreiecks auf die Selten desselben errichteten Perpendikel
sich in einem und demselben Punkte schneiden, welcher der
Mittelpunkt des dem Dreiecke umschriebenen Kreises ist. Ein
ihnlicher Satz gilt fiir das Tetraeder. Seien 4 BC'D die Ecken
eines beliebigen Tetraeders, so ist der Ort aller Punkte, welche
gleichweit von 4 und von B entfernt sind, die Ebene, welche
in der Mitte der Kante 4 I3 senkrecht zu A B errichtet werden
kann. Umgekehrt, wenn ein Punkt in der genannten Ebene
liegt, so hat er gleiche Abstiinde von 4 und von B. Bezeich-
net man nun den Durchschnitt der drei Ebenen, welche in den
Mitten der Kanten A B, AC, AD resp. senkrecht zu diesen
Kanten gelegt werden konnen mit M, so hat der Punkt M die
Eigenschaft, dass er O'lelchwelt absteht von allen Ecken des
Tetraeders; er liegt demnach nicht nur in jeder der drei Ebe-
nen, als deren Durchschnitt er definirt worden ist, sondern er
liegt auch in den Ebenen, welche von den Mitten der Kanten
BC, BD, CD senkrecht zu denselben ausgehen. Bedenkt man
noch den Satz, dass das von dem Mittelpunkte einer Kugel aus
auf eine schneidende Ebene gefiillte Perpendikel den Mittelpunkt
des der Ebene und der Kugel gemeinschaftlichen Kreises zum
Fusspunkt hat, so ergibt sich: Errichtet man in den Mitten
jeder der sechs Kanten eines Tetraeders eine senkrechte Ebene
zu derselben, so schneiden sich dieselben in einem und demsel-
ben Punkte, dem Mittelpunkte der Kugel, welche dem Tetraeder
umgeschrieben werden kann. In dem niimlichen Punkte schnei-
den sich auch die Perpendikel (durch jedes derselben gehen drei
der sechs Ebenen), welche man auf die vier Seitenflichen des
Tetraeders resp. in den Mittelpunkten der Kreise errichten kann,
die den in den Seitenflichen enthaltenen Dreiecken umschrie-
ben sind.

Soll ein Punkt der Mittelpunkt einer Kugel sein, welche
vier gegebene Ebenen (die Seitenfliichen eines Tetraeders mit

Geiser, Einleit. in die synthet, Geometrie. o
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den Ecken 4 BCD) zu Tangentialebenen hat, so miissen seine
Abstiinde von allen vier Ebenen einander gleich sein. Sei also
M ein solcher Punkt, so muss er zuniichst von drei der Seiten-
flichen, z. B. DBC, DCA, DAB gleichen Abstand haben,
d. h. er muss auf einer der Axen der vier Rotationskegel liegen,
welche die Seiten der von den drei genannten Ebenen gebildeten
korperlichen Dreiecke beriihren (§ 4.) Der Punkt M hat aber
auch gleichen Abstand von den Seitenflichen D BC und A BC
und liegt demmnach auf "einer der beiden Halbirungsebenen
der Winkel, welche diese Seitenflichen miteinander bilden.
Jede derselben wird von den vier Axen in vier Punkten ge-
schnitten, so dass es acht Punkte gibt, von denen jeder gleich-
weit entfernt ist von den vier Seitenflichen eines Tetraeders,
d. h.: einem Tetraeder konnen acht Kugeln eingeschrieben
werden.

Man kann leicht einen Ueberblick der Figur gewinnen,
welche entsteht, wenn man die Mittelpunkte dieser acht Kugeln
construirt. Halbirt man niimlich die Winkel, welche die in
jeder Kante zusammenstossenden Seitenfliichen miteinander bil-
den, so erhilt mdh zwolf Ebenen, die sich sechszehnmal zu dreien
in einer Geraden und achtmal zu sechsen in einem Punkte
schneiden. Von den sechszehn Geraden gehen achtmal vier durch
einen der Mittelpunkte und viermal vier durch eine der Te-
traederecken; die acht Mittelpunkte liegen sechszehnmal zu je
zweien mit einer Ecke des Tetraeders auf einer Geraden und
zwolfmal zu vier mit einer Kante des Tetraeders in einer Ebene.
Ueber die Lage der Mittelpunkte mag noch Folgendes bemerkt

werden: Durch vier beliebige unbegrenzte Ebenen, von denen -

keine zwei parallel laufen und die auch nicht alle vier durch
einen Punkt gehen, wird der ganze unendliche Raum in fiinf-
zehn Theile getheilt; von diesen ist einer vollkommen begrenzt
und bildet ein gewohnliches Tetraeder, die iibrigen erstrecken
sich ins Unendliche, und zwar so, dass vier iiber den Seiten-
flichen, sechs iiber den Kanten und vier iiber den Ecken des
Tetraeders stehen. Ein Mittelpunkt befindet sich nun in dem
begrenzten Raume, vier andere liegen resp. in den Riumen
iiber den Seitenfliichen, die drei iibrigen sind vertheilt auf die
iiber den Kanten stehenden Riiume, und zwar so, dass, wenn
ein Mittelpunkt in einem dieser Riume liegt, dann in dem iiber
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IT. Dreieck und Tetraeder. Vollstindige Figuren. 35

der gegeniiberliegenden Kante des Tetraeders stehenden keiner
vorkommt.

Fillt man von den Ecken A BCD eines Tetraeders aus
Perpendikel auf die gegeniiberliegenden Seitenfliichen, so erhilt
man vier Gerade, die Hohen des Tetraeders, von denen man in
Analogie mit dem Satze, dass die drei Hohen eines Dreiecks
sich in einem und demselben Punkte schneiden, erwarten kinnte,
dass sie einen Punkt gemein hiitten. Es ist aber leicht zu zei-
gen, dass dies nicht der Fall ist. In der That, seien 4 BCD
die Ecken des Tetraeders, so liegt die von A4 aus auf die Sei-
tenfliche BCD gefiillte Hohe a in derjenigen Ebene, welche
durch A senkrecht zu der Kante BC gelegt werden kann. Da
nun D im Allgemeinen nicht in dieser Ebene liegt, so ist die
von D ausgehende Hohe d dieser Ebene parallel, kann also nur
dann als die Hohe @ schneidend betrachtet werden, wenn a und
d parallel laufen (zwei parallele Gerade verhalten sich, als in
einer Ebene liegend, wie wenn sie einen unendlich entfernten

Punkt gemein hiitten). Dies wird aber bei einem willkiirlich
gewithlten Tetraeder nicht eintreten, also schneiden sich im All-
gemeinen irgend zwei Hohen des Tetraeders nicht.

Die drei Ebenen, welche in 4, B, C resp. senkrecht zu
BC, CA, AB errichtet werden kiénnen, schneiden sich in einer
Geraden d, welche im Hohenpunkte des Dreiecks 4 BC senk-
recht zu der Ebene A B steht. Da diese Gerade in der ersten
der drei genannten Ebenen liegt, so schneidet sie die Hihe a
des Tetraeders und ebenso wird gezeigt, dass sie auch die
Hohen b und ¢ schneidet, die von B und C ausgehen; mit der
Hohe d ist sie parallel, so dass also d, eine Gerade ist, welche
alle vier Hohen des Tetraeders schneidet. Wenn man in den
Ho6hen der Dreiecke BCD, CDA, ABD senkrechte Gerade
a,, b, ¢, resp. zu den Ebenen der Dreiecke legt, so wird auch
jede von diesen Geraden alle vier Hohen abed schneiden. Die
beiden Gruppen von Geraden abed und a,b ¢, d, stehen also in
der Beziehung, dass eine jede Gerade der einen Gruppe jede
Gerade der andern Gruppe schneidet, wihrend leicht gezeigt
wird, dass im Allgemeinen zwei Gerade, die derselben Gruppe
angehoren, sich nicht schneiden.

Legt man durch die Ecken 4 BCD eines Tetraeders eine
Kugel, so schneidet die Tangentialebene derselben in einer der

3*
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36 Transversalentheorie.

Ecken die gegeniiberliegende Seitenfliiche in einer Geraden. Die
Tangentialebene ¢ in A schneide die Ebene 55CD oder « in
der Geraden @, ebenso mogen die Tangentialebenen f', »/, 0
in B, C, D die Seitenfliichen DA, DAB, ABC oder 0 in
den Geraden b, ¢, d schneiden, dann stehen die Geraden a, b, ¢, d
in einer Beziehung zu einander, welche der zwischen den Hohen
eines Tetraeders bestehenden Beziehung analog ist.

Zuniichst ist zu zeigen, dass im Allgemeinen irgend zwei
der Geraden, z B. a und d sich nicht treffen. Da @ in der
Ebene « und d in der Ebene 0 liegt, so kann, wenn sich die
beiden Geraden schneiden, ihr Durchschnitt nur im Durchschnitt
der beiden Ebenen, also nur auf der Geraden BC liegen. Weil
aber a auf & liegt, so muss sich der Schnittpunkt von @ und d
auch in dieser Ebene « befinden, also im Durchschnitt 4 von

o’ mit BC. Dieser Schnittpunkt kann noch in anderer Weise
bestimmt werden; er ist niimlich der gemeinsame Punkt von B C
und der Tangente in A an -den Kreis, welcher dem Dreieck
A BC umschrieben ist, was sich ergibt, wenn man bedenkt,
dass eine Kugel und ihre Tangentialebene von einer durch ihren
Beriihrungspunkt gehenden Ebene in einem Kreise und einer
seiner Tangenten geschnitten werden.

" Der Punkt A, durch den d gehen muss, wenn ¢ und d

sich schneiden sollen, ist demnach gegeben, sobald 4, B und C
bekannt sind. Da jetzt d auch in der Tangentialebene 0" liegen
muss, so ist 0" eine der durch Ay an die Kugel gelegten Tan-

gentialebenen. Die Beriihrungspunkte aller so bestimmter Tan-
gentialebenen liegen in einem Kreise, auf welchem also auch 1)
liegt; d. h. da bei einem beliebigen Tetraeder dies im Allge-
meinen nicht eintreten wird: die beiden Geraden @ und d schnei-
den sich im Allgemeinen nicht.

Es sollen jetzt vier Gerade a'b’¢’d’ construirt werden, von
denen jede alle vier Gerade abcd schneidet. Zu dem Ende nimmt
man den planimetrischen Satz zu Hilfe, dass in jedem Dreieck
die in den Ecken gelegten Tangenten an den ihm umschriebe-
nen Kreis die gegeniiberliegenden Seiten in drei Punkten schnei-
den, welche in gerader Linie liegen (§ 1). Legt man also in
A, B, O die Tangenten an den in 0 liegenden, um 4 BC be-
schriebenen Kreis, so schneiden dieselben die Seiten BC, C' A4,
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II. Dreieck und Tetragder. Vollstindige Figuren. 37

AB resp. in Ay, By, Cy, die sich auf einer Geraden d’ befin-
den (der hier mit Ay bezeichnete Punkt ist derselbe, wie der

frither so genannte). Kbenso ergibt sich in der Ebene o= 5 CD
eine Gerade @/, welche drei Punkte B , C , D_ enthiilt, deren

Bedeutung man leicht erkennt; dass ferner in den Ebenen
und y zwei neue Geraden b" und ¢ entstehen, welche resp.
Punkte Cﬁ’ Dﬁ’ Aﬁ und Dy A Ay , B enthalten, ist evident.
Wenn man nun bedenkt, dass @ und « sich in der Ebene «
befinden, also sich schneiden, und fiir ihren Schnittpunkt die
Bezeichnung A4 einfiihrt, wihrend Bﬁ’ Cy, Dy eine analoge

Bedeutung haben sollen, so ergibt sich nachfolgende Tabelle:

1. auf der Geraden a liegen die Punkte A _, le,, pZ| “ Ab‘
= ” b, ” ” Ba ﬁ’ ]) ’ 3;

” ” ” 4 ” ” n Ua’ ﬁ; U.y ) ('

330 ” d ” ” I ; D g’ D D
2. auf der Geraden ¢’ liegen die Punkte 41 K O (' , 1) ;
4 o o
N ” n b/ n ” n 1‘3 ) j}ﬁ ) ( 'ﬂ 4 I)ﬂ’
” ” ” ¢ ” ” ” Ay: By ny Dy;

” ” n (Z ” n n "10 ) I;b‘ o4 6 J ])

Aus der Tabelle ergibt sich sofort, dass von den beiden
Gruppen der Geraden abed und a'b'¢’d’ jede Gerade der einen
Gruppe jede Gerade der andern Gruppe schneidet, withrend im
Allgemeinen, wie nun leicht gezeigt wird, zwei Gerade, die
derselben Gruppe angehoren, sich nicht treffen.

Zwei Dreiecke sind in § 1 perspectivisch liegend genannt
worden, wenn die Verbindungsgeraden entsprechender Kcken
durch einen und denselben Punkt laufen; man hat von ihnen
nachgewiesen, dass die Durchschnittspunkte ihrer entsprechenden
Seiten in einer Geraden liegen. Man kann auch zwei Tetraeder
ABCD und A’B’C’'D’ perspectivisch liegend nennen, wenn die
Verbindungsgeraden entsprechender Ecken, 44’ BB, C(’,
DD’ durch einen und denselben Punkt O gehen. Die ent-
sprechenden Seitenflichen BC D und B’ C'D’, CDA und C'D’ 4,
DABund D'’A'B’y ABC und A'B’C" schneiden sich dann resp.
in vier Geraden abcd, die einer und derselben Ebene angeho-
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ren. In der That liegen die yier Punkte 4 A’DD’ mit dem
Punkte O in einer Ebene, so dass also 4D und 4A’D’ sich in
einem Punkte schneiden; dieser gehort sowohl dem Durchschnitt
der Ebenen CDA und C'D’4’, als auch dem Durchschnitt der
Ebenen DAB und D’A’B’ an, d. h. in ihm schneiden sich die
beiden Geraden b und ¢. Da nun im Allgemeinen von den vier
Geraden @ bcd keine drei durch einen und denselben Punkt
gehen, so ergibt sich ohne Weiteres, dass sie in einer Ebene
gelegen sind. :

Lisst man die Seitenfliichen 4 BC und A'B’C’ in eine und
dieselbe Ebene fallen, so ergibt sich aus den vorliegenden Be-
trachtungen sofort der Satz von den perspectivisch liegenden
Dreiecken, ein Zeugniss dafiir, dass unter Umstiinden die Aus-
dehnung eines planimetrischen Satzes auf den Raum dessen
Beweis erleichtern kann.

St
Vollstiindige Figuren.

In den Elementen der Planimetrie versteht man unter - Eck
eine Figur, welche durch » Punkte in der Ebene gebildet wird,
von denen keine drei in gerader Linie liegen. Bezeichnet man
die Punkte in einer bestimmten Reihenfolge mit 1, 2, 3,...n,
so entsteht das »n-Eck, indem man 1 mit 2, 2 mit 3, 3 mit 4,
....n—1 mit » und schliesslich » mit 1 durch eine gerad-
linige Strecke verbindet. Je nach der Lage der » Punkte und
je nach der Reihenfolge, in welcher sie mit einander verbunden
werden, kann das n-Eck verschiedene Gestalten annehmen.
Fiir das Viereck z. B. ergeben sich die Formen der Fig. 28,
von denen die erste ein convexes, die zweite ein concaves und

Fig. 28.
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IL. Dreieck und Tetraeder. Vollstiindige Figuren. 39

~die dritte ein iiberschlagenes Fig. 29.
Viereck heisst. Um ein wei-

teres Beispiel anzugeben, ist 2
in Fig. 29 ein Sechseck ver- /

zeichnet, welches wesentlich 7 LY —=6
von dem in den Elementen i \[——-—‘/—_’
meistentheils einzig betrach- /;"/;
teten convexen Sechseck ab- / / K \

weicht. A

Um fiir eine Reihe von ,* 3 \\\\\f\*
Siitzen eine allgemeinere Fas- v
sung zu gewinnen, fithrt man neben dem Begriffe des einfachen
n-Hcks, wie er im Vorigen enthalten ist, noch denjenigen des
vollstéindigen n-Ecks ein. Man nennt vollstindiges #-Eck in
der Ebene eine Gruppe von % Punkten, von denen keine drei
in einer Geraden liegen. Die unbegrenzt verlingerten Verbin-
dungsgeraden dieser » Punkte oder Ecken zu je zweien heissen
die Seiten des n-Ecks. Von jeder Kcke gehen n—1 Seiten
aus und jede Seite geht durch zwei Ecken, so dass also das

vollstiindige n-Eck n( o) Seiten hat. Je zwei Seiten des

n-Kcks schneiden smh in einem Punkte, welcher entweder eine
Ecke oder keine Ecke ist; im letzteren Falle nennt man ihn
einen Diagonalpunkt eines vollstiindigen n-Ecks. Werden die
auf einer beliebigen Seite gelegenen Fcken ausgeschieden, so
bleiben n—2 Ecken iibrig, welche ein vollstindiges (n—2)-Eck

mit &:2)—2(”'—3) Seiten bilden. Jede dieser Seiten schneidet

auf der angenommenen Seite des n-KEckes einen Diagonalpunkt
aus; auf jeder andern Seite des n-Kcks befinden sich ebenso
viele Diagonalpunkte, so dass also (da jeder von ihnen auf zwei
Selten liegt) ihre Anzahl

n(n—l) (n—2) (n—3) n(n—l) (n—2) (n—3)
it S 2 8

ist.

Man hitte noch in anderer Weise zu dieser Zahl gelangen
kionnen: Irgend m beliebige Geraden in der Ebene schneiden
m(m—1)
2

&

sich im Allgemeinen, wie leicht nachgewiesen wird, in
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Punkten; gehen aber die m Geraden durch einen und denselben

Punkt, so ersetzt derselbe alle m(mT—l) Durchschnittspunkte.

Die ™ (n—1)

9 Seiten des vollstindigen 7-Ecks theilen sich in
n(n—1) [n (n—1)
2 S ] Punkten, von denen aber jede der Ecken
2
M:Z—(%——?) absorbirt. Die Anzahl d der Diagonalpunkte ist
also:
n(n—1) [;z =1 - 1}
A = 2 d_, =) ®-2)

2 2 :

was nach gehoriger Reduction die schon gefundene Zahl ergibt.

Aus einem vollstiindigen 7-Ecke kinnen in mannichfacher
Weise einfache 7-Ecke abgesondert werden. In der That kann
man den n-KEcken derselben in 1.2.3.4...n verschiedenen Ar-
ten die Zahlen 1, 2, 3, 4...n beifiigen, und aus jeder dieser
Permutationen lisst sich nach der im Eingange dieses Para-
graphen gegebenen Definition ein einfaches 7-Eck herstellen.
Aber diese 1.2.3.4...n gefundenen einfachen n-Ecke sind
nicht alle von einander verschieden, da man offenbar in einem
einfachen 7n-KEcke die Numerirung der Ecken von jeder Kcke
beginnen kann, withrend man natiirlich auch ohne das einfache
n-Eck zu veriindern, die Numerirung in umgekehrter Reihen-
folge ausfiihren darf. Demnach sind je 2% der n-Ecke iden- -
tisch, d. h. aus einem vollstindigen #-Ecke kinnen

1.2.3.4...(n—1).n
2450

oder wenn n>>3ist, 3.4.5... (n—1) einfache n-Ecke gebildet
werden.

Neben das vollstindige 7-Eck kann man in durchaus ana-
logen Betrachtungen das vollstiindige 7-Seit stellen. Beliebige
n Gerade in der Ebene, von denen keine drei durch denselben
Punkt gehen, bestimmen ein vollstindiges #-Seit. Die n Ge-

; n(n—1)

2

Punkten, den Ecken des vollstindigen n-Seits. Die Verbin-

raden oder Seiten schneiden sich zu je zweien in
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II. Dreieck und Tetraeder. Vollstindige Figuren. 41

dungsgerade zweier Fcken ist entweder eine Seite oder aber
keine Seite eines vollstiindigen 7-Seits, in welch letzterem Falle
sie Diagonale heisst. Das vollstindige 7-Seit hat
n(n—1) (n—2) (n—3)
8

Diagonalen. Man kann, wenn n >3 ist, aus dem vollstiindigen
n-Seit 3.4.5...(n—1) einfache n-Seite darstellen, insofern
man unter einfachem n-Seit die nachfolgende Figur versteht:
n beliebigen Geraden in der Ebene mogen in einer bestimmten
Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3, ... % beigefiigt sein, dann wird
ein einfaches n-Seit gebildet durch die Strecken, welche auf 2
durch 1 und 3, auf 3 durch 2 und 4, auf 4 durch 3 und 5 ...
auf » durch (n—1) und 1 und auf 1 durch » und 2 ausgeschnit-
ten werden. Dieses einfache n-Seit ist also identisch mit dem
einfachen n-Kck, welches successive die nachfolgenden Ecken
hat: den Schnittpunkt von 1 und 2, den Schnittpunkt von 2
und 3, den Schnittpunkt von 3 und 4 ..., den Schnittpunkt
von 7—1 und » und schliesslich den Schnittpunkt von 7 und 1.

Verbindet man die Ecken eines ebenen 7-KEcks durch ge-
rade Linien mit einem ausserhalb der Ebene gelegenen Punkte S,
so erhiilt man ein korperliches n-KEck. Der Punkt S heisst die
Spitze des korperlichen n-Ecks, die Verbindungsgeraden von
S mit den Ecken des ebenen n-KEcks sind die Kanten dessel-
ben. Die Ebene zweier Kanten ist eine Seitenfliche und der
Durchschnitt zweier Seitenfliichen, welcher nicht eine der er-
zeugenden Kanten ist, heisst eine Diagonalkante- des korper-
lichen #-Ecks.

In durchaus derselben Weise erzeugt man ein kérperliches
n-Seit, indem man die Seiten eines ebenen 7-Seits mit einem
ausserhalb der Ebene gelegenen Punkte S durch Ebenen ver-
bindet. Die Anzahl der Seitenebenen, der Kanten und der
Diagonalebenen des korperlichen #-Seits lisst sich unmittelbar
angeben, da sie iibereinstimmt mit der Anzahl der Seiten, Ecken
und Diagonalen des ebenen #-Seits.

Sind im Raume » Punkte gegeben, von denen keine vier
in einer Kbene und demnach auch keine drei in gerader Linie
liegen, so bilden dieselben ein riiumliches n-Eck. Die Verbin-
dungsgerade zweier dieser Punkte oder Ecken heisst Seite; die
Ebene, welche drei der Ecken enthiilt, wird Seitenfliche genannt.
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7—"%;—1) Seiten und n___(n—l-lz) .(’;)_2)
Seitenfliichen. Die Seitenflichen eines korperlichen #n-Ecks
schneiden sich ausser in den Seiten noch in

, n(n—1)(n—2) (n—3) (n—4) (n—5)

24 34,213 g 140843

Das korperliche n- Eck hat

Geraden.

Eine Gruppe von » Ebenen im Raume, von denen keine
vier durch einen Punkt und folglich auch keine drei durch eine
und dieselbe Gerade gehen, bilden ein rdumliches »-Flach.

Dasselbe enthiilt i@ ;1) Seiten (Schnittgeraden zweier Ebenen)

und Ml——l‘}(g———@ Ecken (Schnittpunkte dreier Ebenen).

Drittes Kapitel.

Harmonische und involutorische Gebilde.

§ 8.
Harmonische Punkte. ;
In § 2, 4 ist bewiesen worden, dass die Halbirungslinie des
Winkels an der Spitze eines Dreiecks die Grundlinie im Ver-
Fig. 30.
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hiltniss der anliegenden Seiten theilt. Sei nun in etwas ver-
inderter Bezeichnung C' der Winkel an der Spitze im Dreieck
A AC, dessen Grundlinie 44’ ist, dann wird zunichst, wenn
die Halbirungslinie von € in B die Gerade AA" trifft,

AC:AC=AB:A'B
sein. Man kann aber auch die Halbirungslinie des Nebenwin-
kels von C construiren, die in B die Grundlinie treffe. Man
hat dann:

AC: 40 dB : 4B,
was leicht zu beweisen ist, und durch Verbindung der beiden
Proportionen :

AB:AB—AB:A R

Vier Punkte 4 A’B B’ in einer Geraden, die in den durch
sie erzeugten Abschnitten diese Proportion befriedigen und
welche so liegen, dass man auf der Geraden nicht von 4 nach
A’ gelangen kann, ohne iiber einen und nur iiber einen der
Punkte B und B’ zu gehen, und auch nicht von B nach B’
sich begeben kann, ohne einen und nur einen der Punkte A4
und A4’ zu iiberschreiten, heissen harmonische Punkte.
Nehmen wir an, das Verhiiltniss 4 C: A'C sei gegeben, so

existiren nur zwei Punkte B und B’, welche die Strecke 4 A4’
nach denselben theilen. Von diesen liegt einer auf der Strecke
selbst, der andere auf ihrer Verlingerung, und zwar, wie man
leicht erkennt, liegen die Punkte B und B’', von der Mitte m
der Strecke 4 A aus gesehen, auf derselben Seite. Da nun auch
durch 4B und A'B das Verhiiltniss 4C: A'C’ bestimmt ist, so
folgt, dass durch die aufgestellte Proportion der Punkt B den
Punkt B’ vollstiindig bestimmt und umgekehrt. Man nennt
deshalb 4 und 4’, B und B’ zugeordnete Punkte und kann
leicht aus dem Gesagten den Schluss ziehen: Werden von vier
harmonischen Punkten drei mit bestimmter Zuordnung gegeben,
so ist der vierte durch sie eindeutig bestimmt. Hs ist auch leicht,
diesen vierten Punkt wirklich zu construiren. Seien niimlich 4
und A" als zugeordnet und ferner B gegeben, dann construire
man iiber 4 A" ein Dreieck 4 A'C, deren Seiten A€ und A'C
sich wie 4 B und 4’B verhalten, halbire dann den Winkel bei C
und seinen Nebenwinkel, so schneidet eine der Halbirungsgera-
den auf der Geraden 4 A'B den gesuchten vierten harmonischen
Punkt B’ aus, wiihrend die andere durch B geht. Oder auch:
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Man verbinde B mit der Spitze C des Dreiecks 4 A'C durch
eine Gerade und lege durch C eine Senkrechte zu deérselben,
so schneidet diese Senkrechte aus 4 A" den Punkt B’ aus.

Es ist iibrigens klar, dass die Punkte B und B’ zu 4 und
A’ in derselben Beziehung stehen, als die Punkte 4 und 4" zu
B und B’, d. h. bei vier harmonischen Punkten sind die beiden
Paare von zugeordneten Punkten vollkommen gleichgestellt, was
daraus hervorgeht, dass die Proportion BA: B'’A=BA: B'A’
mit der andern A B': A'B=AB’: A'B’ identisch ist.

Die eben entwickelte Construction des vierten harmonischen
Punktes zu drei gegebenen bei bestimmter Zuordnung enthilt
noch eine gewisse Willkiirlichkeit, die man zu einer wesent-
lichen Vereinfachung benutzen kann. Wenn niimlich die Punkte
A, A" und B gegeben sind, so ist zwar im Hilfsdreieck 4 4"C
das Verhiiltniss der Seiten 4 C': A" C bestimmt; aber diese Seiten
selbst diirfen noch innerhalb gewisser Grenzen willkiirlich ge-
withlt werden, denn der Punkt C ist einzig und allein an
die Bedingung gebunden, dass er auf einer Kreislinie liege,
welche iiber BB’ als Durchmesser beschrieben ist. Es soll jetzt
noch die weitere Bedingung beigefiigt werden, dass das Dreieck
AAC bei A oder A" rechtwinklig sei, je nachdem A oder A’
auf der begrenzten Strecke BB’ liegt. HEs mibge, um einen
der beiden Fiille anzunehmen, A auf B B’ gelegen und C die
nunmehrige Lage der Spitze des Dreiecks sein, dann ist 04’
eine Tangente des iiber den Durchmesser I B’ gelegten Krei-
ses, da die in (' an diesen Kreis gezogene Tangente mit C'B’
einen Winkel bestimmt, der als Peripheriewinkel iiber dem
Bogen O B’ aufgefasst werden kann und da ferner CB'=C'B’,
also wirklich 9L A'CB’ = B'0C" = B'CA ist. (Man hat in der

Fig. 31.
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Figur vorausgesetzt, dass A niiher bei B’ als bei B liege, was
iibrigens ganz unwesentlich ist). Hat man also zu den Punk-
ten BB'A, von denen die beiden ersten als zugeordnete be-
trachtet werden, den vierten harmonischen Punkt zu con-
struiren, wobei vorausgesetzt wird, dass 4 auf der begrenzten
Strecke BB’ liege, so construire man den Kreis iiber BB,
errichte in 4 ein Perpendikel auf BB’ und lege in einem von
dessen Schnittpunkten € oder €’ mit dem Kreise eine Tan-
gente an denselben, so schneidet diese auf der Geraden BB’
den gesuchten vierten harmonischen A zugeordneten Punkt A’
aus. Ist umgekehrt zu einem ausserhalb BB’ gelegenen Punkte
A’ und zu BB’ ein vierter harmonischer A" zugeordneter Punkt 4
zu finden, so ziehe man von A" aus eine Tangente an den Kreis
iiber BB’ als Durchmesser und fille von ihrem Beriihrungs-
punkte aus ein Perpendikel auf BB’, dann ist dessen Fusspunkt
der gesuchte Punkt A.

Die Verbindung, in welche AC und CA° durch die be-
sprochene Figur gesetzt sind, lehrt, wie eines der beiden
Punktenpaare, aus denen eine Gruppe von vier harmonischen
Punkten besteht, im vorliegenden Falle also 4 A sich veriindert,
wenn das andere B B’ festbleibt. Es ist schon darauf hin-
gewiesen worden, dass 4 und A’ stets auf derselben Seite von
der Mitte M der Strecke B B’ sich befinden. Je niither 4 an
einen der Punkte B oder B’ riickt, desto mehr niihert sich
auch A’ demselben Punkte, und wenn A mit B oder B’ zu-
sammenfillt, so vereinigen sich auch 4 und 4. Wenn iiber-
haupt zwei von vier harmonischen Punkten zusammenfallen, so
muss nothwendigerweise noch ein dritter mit ihnen zusammen-
fallen. Wenn A in die Mitte M der Strecke BB’ riickt, so
geht A’ ins Unendliche, und wenn umgekehrt 4” im Unend-
lichen liegt, so fiilllt 4 mit der Mitte M der Strecke BB’ zu-
sammen. Zu zwei gegebenen Punkten B B’ bilden also die
Mitte M der Strecke BB’ und ein unendlich entfernter Punkt
der Geraden BB’ ein harmonisches Punktenpaar, woraus man
'schliessen darf, dass, insofern es sich um harmonische Punkte
handelt, alle unendlich entfernten Punkte sich als in einen ein-
zigen vereinigt darstellen. In der That wiirde man, wenn dies
nicht der Fall wiire, dem Satze, dass zu drei Punkten bei be-
stimmter Zuordnung nur ein einziger vierter harmonischer sich
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construiren ldsst, eine Ausnahme beifiigen miissen, sobald der
Punkt, dessen zugeordneten man sucht, die Mitte der beiden
anderen gegebenen ist. Von diesem Gesichtspunkte aus kann
man sich also kiinftighin des Ausdrucks bedienen: ,,der un-
endlich entfernte Punkt einer Geraden“ und unter ihm
die Zusammenfassung aller in der Unendlichkeit einer Geraden
vorhandenen Punkte verstehen Es ist klar, dass in diesem
Sinne die Gerade als eine geschlossene Figur erscheint, da ja
dieselbe von einem beliebigen ihrer Punkte aus sich sowohl
nach der einen als nach der anderen Seite hin gegen ihren un-
endlich entfernten Punkt erstreckt.

Die auseinandergesetzte vereinfachte Construction des vier-
ten -harmonischen Punktes liisst noch eine wichtige Schluss-
folgerung zu: da niimlich €A’ eine Tangente und MC ein
Radius des Kreises B B’ ist, so ist das Dreieck M C A" recht-
winklig und ihnlich dem Dreiecke M AC, also hat man

MA:MC=MC: M4,
oder, da MC=MB=MDB’ ist:
MBE—=M B == MAL MA"
Ebenso leicht ergibt sich, wenn mit m die Mitte der Strecke
A A bezeichnet wird, m A*=mA'?=mB .mB’, was {ibrigens
auch aus Fig. 19 zu folgern ist. Wirklich erhilt man aus der
Proportion A B: BA'=AB’": A'B’ sofort die andere:
Am+mB :mA—mB=Am+mB :mB —mAd,

Kig. 32, welche durch einfache Reduction
T e in die angegebene Gleichung ver-

7 4% N4 wandelt werden kann.
/ /\\ Um noch eine weitere Eigen-
/. schaft der harmonischen Punkte

' /| darzustellen, soll folgender Hilfs-
{ /1 | satz abgeleitet werden: Zieht man
~/ von einem Punkte p ausserhalb
/  eines Kreises eine Secante durch

/,/ / , den Kreis, welche denselben in 4
e und A’ treffen moge, so ist das

f}/ g Product der Abschnitte p A und .
; / : pA" gleich dem Quadrate der von

134 p aus an den Kreis gelegten Tan-
P/ gente p7, also pA.pAd =pT=
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Da der Winkel 4 7p als Peripheriewinkel iiber dem Bogen A T
des in Fig. 21 gezeichneten Kreises angesehen werden kann,
so ist <2 ATp=AA'T, und da zugleich der Winkel bei p sich
selbst gleich ist, so hat man A p7A4"~pAT. Daraus ergibt
sich pA:pT=pT:pA oder pA.pA =pT2

Seien nun M und m die Mittelpunkte zweier Kreise, die
sich in den Punkten s, und s, unter rechten Winkeln schnei-
den, so dass also die in diesen Punkten an die Kreise gelegten
Tangenten durch M und m gehen, ferner AMBA B’ eine be-
liebige Transversale, welche durch M (einen der Mittelpunkte
der beiden gegebe- i
nen Kreise) gelegt ¥ig. 3.

ist und den einen //N i R My %

der Kreise in 4 und o 75 \
A’, den anderen / | \ 1 \
(mit dem Mittel- / : \ Dm \i
punkte m) in Bund | 1 A‘A‘\ /
B’ trifft, so sind 4 "& A B\\ ’Ll—““— "
und 4, B und B* * N/ /
zwei harmonischzu- .
geordnete Punkten- N /

paare. Zum Beweise \& ke e

beachte man, dass
Ms, die von M aus an den Kreis mit dem Mittelpunkte m
gelegte Tangente ist und demnach, wie bereits gezeigt wurde,
man Ms2=MB.MB’ hat. Weil aber Ms,=MA=MA’
ist, ergibt sich die Relation M 4> =M A'*= M B . M B’, welche
die Punkte A4'BB’ in der That als zwei zugeordnete harmo-
nische Punktenpaare erkennen lisst. Es bedarf keines weiteren
Beweises, dass dieser Satz auch umgekehrt werden kann, d. h.:
Legt man durch ein Punktenpaar A4’ einen Kreis, welcher die
Stfecke 44" zum Durchmesser hat, so wird jeder Kreis, der
ein zu AA’ harmonisches Punktenpaar BB’ enthilt, den erst-
genannten unter rechten Winkeln schneiden.

Soll ein Punktenpaar BB’ gefunden werden, dessen Mitte
m bekannt ist und welches zu einem gegebenen Punktenpaare
AA’ harmonisch sein soll, so schlage man den Kreis iiber 44’
als Durchmesser, ziehe von m aus eine Tangente an denselben,
deren Beriihrungspunkt 7' sei, dann schneidet der Kreis mit dem

v\m‘r“,
BRLMEY -
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48 Transversalentheorie,

Fig. 34.

4 AR R S " ¢

Mittelpunkte s und dem Radius m 7" aus der Geraden A4 A" das
Punktenpaar BB’ aus. Die Losung der Aufgabe ist also nur
moglich, wenn m ausserhalb der begrenzten Strecke BB’ liegt.

Wenn ein Punktenpaar BB’ gesucht ist, das gleichzeitig
harmonisch gelegen sein soll zu zwei gegebenen Punktenpaaren
AA und A, A, so withle man ausserhalb der Geraden, welche
sowohl die gegebenen als die gesuchten Punkte enthiilt, einen
beliebigen Punkt p und verbinde ihn durch gerade Linien mit
den Mittelpunkten e und m, der Kreise, die man iiber 4 A’ und
A, A’; als Durchmesser errichten kann. Die erste dieser beiden
Geraden schneide den Kreis m in den Punkten « und o/, fer-
ner sei p der p zugeordnete vierte harmonische Punkt zu p,

« und ¢, wiihrend
p’; in derselben Be-
ziehung zu p und
T g den Schnittpunkten
/\‘R’ "\ @, der zweiten
;;;i*-\' TR T ’)Z‘Geraden mit dem
N / "Kreise m; stehen

Fig. 35.

et ,"’/ soll, dann schnei-
/ det der Kreis pp'p’,,

/ wenn “er iiberhaupt

W dieGeraded A’ A, A’

trifft, die Punkte
BB’ aus. Der Be-
weis beruht auf dem angegebenen Satze iiber sich rechtwinklig
schneidende Kreise und lisst leicht erkennen, dass eine wirk-
liche Losung der Aufgabe nur dann miglich ist, wenn man
auf der Geraden AA” von A nach A’ gelangen kann, ohne A,
oder A’; zu iiberschreiten (insofern niimlich auch der Weg durch
den unendlich entfernten Punkt der Geraden genommen werden
darf), was nach sich zieht, dass man auch auf der Geraden
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von A, nach A’ gehen kann, ohue einen der Punkte 4 und
A’ bestreichen zu miissen.

g 9.

Harmonische Strahlen und Ebenen. Lineare Constructionen.

Legt man durch vier harmonische Punkte 4 A'BB’, die auf
einer Geraden G liegen, von einem beliebigen Punkte O aus,
der nicht auf G sich befindet, vier gerade Linien abda'd’, so
heissen dieselben vier Fig. 36.
harmonischeStrah-
len. Bezeichnet man
mit (ab) einen der
vier Winkel, welche die
- Strahlen ¢ und b mit
einander bilden und legt
den Zeichen (a'b), (ab’),
(a'b") eine analoge Be-
deutung bei, so hat man
fiir die vier harmoni-
schen Strahlen aba’b’
die Relation:

sin(ab):sin(a'b)=sm(ab’):sin(a'b).

Zum Beweise wendet man die Bemerkung an, dass der
Inhalt eines Dreiecks sich sowohl durch Grundlinie und Héhe,
als auch durch zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel
ausdriicken lisst. Fiillt man von O aus ein Perpendikel OP auf
G, so ergeben sich die nachfolgenden Gleichungen:

AABO=3AB.OP=304.0Bsin(ab)

o AP = -()AO—I(’)E sin(ab),
AABO=34'B.0P=}304".0Bsin(a'b)
oy HAB= (_)iié)_PO_B_ sin(a’'b),
AAB'O=14B'.0P=50A.0B’sin(ab’)
” AB' = OA—OgE sin@b’),
Geiser, Einleit. in dic synthet. Geometrie. : 4
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AAB'O=3A4B . 0P=304 . OB sin(a’})
Oder i 0 A 0 B

a = OG0 sinia

Dies fiihrt zu den Proportionen:
AB: A B=0Asin(ab): 0A sin(a’'b),
AB": AB'=0Asin(ab’): 04 sin(d'V),
also ist auch, vermige der metrischen Grundrelation der vier
harmonischen Punkte 4 BA'B’:

OAsin(ab): OA'sin(a'b)= 04 . sin(ab") : OA sin(a’V’),
oder schliesslich
sin(ab) : sin(a'b) = sin(ab’) : sin(a'b").
Durch Umkehrung dieses Beweises ergibt sich der folgende
Satz: Wenn vier von einem Punkte ausgehende Strahlen aba’'b’,

die in der Ebene liegen, in Riicksicht auf die von ihnen ge-
bildeten Winkel in der Beziehung zu einander stehen:

sin(ab) :sin(a'b) =sin(ab’):sin(a’'b),

so werden dieselben von jeder beliebigen Transversalen in vier
Punkten 4 BA'B’ geschnitten, welche die Proportion erfiillen:
AB: AB=AB': AP,
d. h.: Vier harmonische Strahlen werden von jeder beliebigen
geradlinigen Transversalen in vier harmonischen Punkten ge-
schnitten.
Von diesem Satze mag hier noch ein zweiter Beweis ab-
geleitet werden.
Seien aba'b” vier von einem beliebigen Punkte O aus durch
. die vier harmonischen Punkte A4 BA'B’ gelegte Strahlen, so
lege man durch B eine Parallele zu dem Strahle ', welche aba’
resp. in «fie’ treffen moge. Da die Dreiecke Aap und AOB’
iihnlich sind, so hat man AB: AB =af: 0B’. Ebenso folgt
aus der Aehnlichkeit der Dreiecke A'«’ B und A'OB’:
BA: A B =R Ob%
Da aber A BA'B’ vier harmonische Punkte sind, so muss
ABA B AR X B oder AR AB —=AB: A’ B/
sein, d. h. man hat

Ld
af:0B'=fa : 0B’ und «f=pc.
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Wird jetzt durch den Punkt B eine neue Transversale ge-
zogen, welche die Strahlen aba'b’ in A, B, A’ B, treffe, so er-
gibt sich aus der” Aehnlichkeit der Dreiecke 4,« B und 4,0B
zuniichst

A B A B =up:0B,
und aus der Aehnlichkeit der Dreiecke « B, A", und 4’0 B,
ebenso leicht

A\ B B =pc:0B
Da nun

g @B =—8a OB
ist, so folgt
A D AN =4 B 4B,

d. h. die vier Punkte 4, B, A", B’, sind harmonisch.

Da nun jede durch B gehende Transversale die Strahlen
abd’ b’ in vier harmonischen Punkten schneidet, so wird dies
iiberhaupt jede Transversale thun, da man selbstverstindlich
zu jeder Geraden eine Parallele durch den Punkt B legen kann.

Zu drei durch einen Fig. 38.

Punkt O gehenden Strah- L ST,
len aba’ mit bestimmter /]

Zuordnung (aund a’ seien oy

zugeordnet) gehort stets ARG i

ein, aber auch nur ein vier- R o \

ter harmonischer Strahl '
b (welcher b zugeordnet —— <% __/4_ _\’i'.-_.m;_,“ /
ist). Um ihn zu finden, { / \
lege man eine O nicht A 4
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enthaltende, sonst aber willkiirliche geradlinige Transversale G,
welche in den Punkten 4 B A’ geschnitten werden moge; sei
B’ der vierte harmonische B zugeordnete Punkt, der nach dem
vorigen Paragraphen zu construiren ist, so ist OB’ der gesuchte
vierte harmonische Strahl " zu aba’. Legt man G parallel zu
einem der gegebenen Strahlen, z. B. zu a/, so vereinfacht sich
die Construction der Art, dass man einfach 4 B von A4 aus nach
der entgegengesetzten Seite abtriigt, wodurch der Punkt B’ er-
halten wird.

Aus der frither entwickelten Construction des vierten har-
monischen Punktes zu drei gegebenerr bei bestimmter Zuordnung
folgt, dass, wenn von vier harmonischen Strahlen zwei zugeord-
nete einen rechten Winkel bilden, sie die Winkel halbiren,
welche von den beiden anderen sich zugeordneten Strahlen ein-
geschlossen werden. Umgekehrt, wenn von vier harmonischen
Strahlen einer den Winkel zweier zugeordneten hilftet, so steht
er zu dem ihm zugehdrigen Strahle senkrecht. Diese Resultate
hiitten sich auch aus der vorhin erliuterten Construction des
vierten harmonischen Strahls ableiten lassen.

Da vier parallele Gerade aufgefasst werden kdnnen als durch
einen und denselben Punkt laufend, so werden vier Parallele,
die durch vier harmonische Punkte gelegt sind, vier harmonische
Strahlen sein, was auch zu beweisen ist, indem man zeigt, dass
sie von jeder Transversalen, die ihnen nicht parallel ist, in
vier harmonischen Punkten geschnitten werden. Soll man also
zu drei parallelen Geraden aba’ einen vierten harmonischen
Strahl #', der b zugeordnet ist, construiren, so wird derselbe
parallel mit den gegebenen sein miissen.

Wenn speciell b gleichweit entfernt ist von @ und o', so wird
b seiner ganzen Ausdehnung nach ins Unendliche riicken. Ks
ist auch evident, dass jede Gerade der Ebene, welche ihrer
ganzen Ausdehnung nach im Unendlichen liegt, mit den Ge-
raden aba’ eine Gruppe von vier harmonischen Strahlen bildet.
Da nun aber drei nicht zusammenfallende Strahlen mit bestimm-
ter Zuordnung jedesmal nur einen einzigen vierten harmonischen
Strahl zulassen, so nimmt man an, dass dies auch hier statt-
finde und sagt: Vom Gesichtspunkte der harmonischen Eigen-
schaften aus verhalten sich alle Geraden einer Ebene, welche
sich ihrer ganzen Ausdehnung nach im Unendlichen befinden,
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so, als ob sie sich in eine einzige Gerade ,die unendlich ent-
fernte Gerade der Ebene“ vereinigt hiitten. Diese Bezeichnung
wird in den spiiteren Entwickelungen hiufige Anwendung finden,
immerhin mag aber darauf hingewiesen werden, dass diese un-
endlich entfernte Gerade manche der Eigenschaften nicht besitzt,
welche den im Endlichen gelegenen Geraden zukommen. So
ist es klar, dass auf ihr keine Strecken gemessen werden
konnen; ferner hat sie keine besfimmte Richtung, sondern sie
ist jeder beliebigen Geraden der Ebene parallel, da ja zwei
Gerade, die einen unendlich entfernten Punkt gemein haben,
als parallele bezeichnet werden konnen.

In dhnlicher Weise, wie die metrische Relation zwischen
den Abstéinden, die durch vier harmonische Punkte auf einer
Geraden erzeugt werden, sich vermittelst der Einfithrung der
Mitte eines der beiden zugeordneten Punktenpaare einfacher
darstellt, lisst sich auch die charakteristische metrische Relation,
welche fiir vier harmonische Strahlen gilt, durch Einfiilhrung
des Mittelstrahles zwischen zwei zugeordneten Strahlen verein-
fachen. :

Es war:

sin(ab):sin(a'b)=sin(ab’):sin(a'b’).

Sei nun m ein Strahl, welcher den Winkel der Strahlen
a und @ halbirt, so ist unter Beibchaltung der friiher ein-
gefithrten Bezeichnung, da ja (ma’) = (am) ist,
sin(am + mb) : sin(am — mb) = sin(mb’ + ma) : sin(mb’ — ma),
oder
sin(am + mb) + sin (am — mb) : sin (am + mb) — sin(am — mb)
=sim(mb’ +ma)+sin(mb —ma):sin(mb'+ma)—sin(mb'—ma).

Wendet man auf jedes Glied dieser Proportion eine der
beiden Formeln an:

sin(A+ B) + sin(A — B) = 2sin Acos B;
sin(A+ B) —sin(A— B)=2cos Asin B,
so ergibt sich:
2sin (am) cos(mb) : 2 cos (am) sin(mb)
= 2sin(mb") cos(am) : 2 cos(mb")sin(am),
woraus nach einer leichten Reduction folgt:
tg® (am) =tg (mb) . tg(mb").
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Legt man durch eine Gerade g vier Ebenen afa’f’, welche
durch vier harmonische Punkte 4 B A’B’ gehen (von denen 4 A’
und BB’ zugeordnete seien und die sich in einer mit g nicht
in derselben Ebene liegenden Geraden ¢* befinden mbgen), so
erhiilt man eine Gruppe von vier harmonischen Ebenen, in wel-
cher ¢ und ¢, f und B’ als zugeordnet auftreten. Man kann
vier harmonische Ebenen auch erzeugen, indem man durch einen
Punkt p, welcher ausserhalb der Ebene von vier sich in einem
Punkte O schneidenden harmonischen Strahlen aba’b’ sich be-
findet und durch diese Strahlen Ebenen legt. Dass die beiden
gegebenen Erzeugungsarten iibereinstimmen, zeigt man leicht.
Seien vier harmonische Ebenen durch die erste Erzeugung ge-
geben, so lege man durch ¢ eine beliebige Ebene, welche g
in einem Punkte O treffen wird. Nun sind die vier Strahlen
O (A B A'B’) harmonisch und irgend ein Punkt von g bestimmt
mit ilmen vier harmonische Ebenen nach der zweiten Erzeu-
gungsart, die mit den gegebenen identisch sind. Liegen aber
vier harmonische Ebenen nach der zweiten Erzeugung vor, so
verbinde man p mit dem Schnittpunkte der Strahlen aba’d’
durch eine Gerade g und schneide ferner die genannten Strahlen
durch eine Transversale g, welche auf ihnen vier harmonische
Punkte ausschneidet; die Gerade g und die vier harmonischen
Punkte auf ¢' erzeugen dann die angenommenen vier Ebenen
nach der ersten Definition.

Fig. 39, Vier harmonische Ebe-
nen werden von jeder belie-
bigen KEbene, welche ihre
Schnittgerade nicht trifft,
in vier harmonischen Strah-
len geschnitten und jede Ge-
rade, welche mit der Schnitt-
geraden der vier harmoni-
schen Ebenen nicht in einer
Ebene liegt, trifft dieselben
in vier harmonischen Punk-
ten. Der erste Theil dieses
Satzes wird bewiesen, in-
dem man die zweite Erzeu-

/'/\ gungsart zu Hilfe nimmt.
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Die Transversalebene moge aus der Geraden pO den Punkt O’
ausschneiden und auf aba’d’ vier Punkte 4B A'B" ergeben;
diese sind harmonisch und bestimmen in der That, wenn man
sie mit O verbindet, vier harmonische Strahlen. Zum Beweise
des zweiten Theiles beachte man, dass durch die geradlinige
Transversale eine Ebene gelegt werden kann, die aus der Gruppe
der vier gegebenen harmonischen Ebenen vier harmonische
Strahlen ausschneidet und diese vier harmonischen Strahlen er-
zeugen dann wirklich auf der Transversalen vier harmonische
Punkte.

Man weiss, dass der Winkel zweier Ebenen gemessen wird
durch den Winkel, welchen zwei Gerade mit einander bilden, die
aus den Ebenen durch eine zu ihrer Schnittlinie senkrechte
Ebene ausgeschnitten werden. Bezeichnet man also einen der
Winkel, welche die Ebenen « und 8 einschliessen, mit (¢f) und
legt den Zeichen (¢/f8), (ap’), (¢/f") eine analoge Bedeutung
bei, so ergibf sich aus der metrischen Gleichung, der vier har-
monische Strahlen aba’l’ geniigen:

sin(ab): sin(a’ b) =sin(ab’) :sin(a'b’),
die Relation zwischen vier harmonischen Ebenen «fea’f”:
sin(ep) : sin(e ) =sin(ap’) : sin(«'p").

Ist w eine Ebene, welche den Winkel zwischen « und «
halbirt, so ergibt sich aus der entsprechenden Formel fiir vier
harmonische Strahlen die fernere Beziehung zwischen vier har-
monischen Ebenen:

tg* (we) = tg* (we) = tg (up) - tg (uB)-

Die nachfolgenden Entwickelungen iiber die Gruppe von
vier harmonischen Ebenen bediirfen keiner weiteren beweisenden
Ausfiihrungen.

Zu drei Ebenen «¢fe¢’ mit bestimmter Zuordnung (e und ¢
seien zugeordnet) kann stets eine, aber auch nur eine vierte
harmonische Ebene ° (welche § zugeordnet ist) gefunden wer-
den. Die Construction derselben kann unter Beriicksichtigung
entweder der ersten oder der zweiten Erzeugungsart von vier
harmonischen Ebenen ausgefiihrt werden, entweder mit Anwen-
dung der Construction des vierten harmonischen Punktes zu
drei gegebenen bei bestimmter Zuordnung, oder mit Anwendung
der Construction des vierten harmonischen Strahles. — Wenn
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von vier harmonischen Ebenen ein Paar zugeordnete auf einander
senkrecht stehen, so sind sie die winkelhalbirenden Ebenen des
anderen Paares. Umgekehrt, wenn von vier harmonischen Ebenen
eine den Winkel zweier zugeordneten halbirt, so steht sie auf
der ihr zugehorigen senkrecht. — Vier parallele Ebenen, welche
durch vier harmonische Punkte gehen, kionnen als eine Gruppe
von vier harmonischen Ebenen aufgefasst werden, deren Schnitt-
linie ganz im Unendlichen liegt. Wenn von vier solchen Ebenen
afo’B’ eine, z. B. § in der Mitte zwischen den zugeordneten
« und « liegt, so fillt die Ebene 8" ihrer ganzen Ausdehnung
nach ins Unendliche. Umgekehrt wird jede Ebene, welche im
Raume ihrer ganzen Ausdehnung nach ins Unendliche fiillt, mit
afa’ eine Gruppe von vier harmonischen Ebenen bilden. Will
man also den Satz nicht umstossen, dass zu drei Ebenen bei
bestimmter Zuordnung nur eine vierte harmonische gefunden
werden kann, so muss man annehmen, dass vom Gesichtspunkte
der harmonischen Eigenschaften aus alle in der «Unendlichkeit
des Raumes gelegenen Ebenen angesehen werden diirfen, als
ob sie sich in eine einzige Ebene vereinigten, welche ,die un-
endlich entfernte Ebene des Raumes“ heisst. Ueber die geo-
metrischen Eigenschaften derselben gilt das niimliche, was iiber
*die unendlich entfernte Gerade der Ebene gesagt worden ist.

Es ist moglich, zu drei Elementen bei bestimmter Zuord-
nung das vierte harmonische ohne Hilfe des Zirkels zu con-
struiren. Diese Moglichkeit beruht auf dem Satze, dass auf
jeder Diagonale eines vollstiindigen Vierseits vier harmonische
Punkte liegen, von denen zwei zugeordnete die auf dieser
Diagonale befindlichen Ecken und die beiden anderen die Durch-
schnitte der zwei iibrigen Diagonalen mit der gegebenen sind.

Zum Beweise hat man im Dreieck BCC’ die drei durch
einen und denselben Punkt B’ gehenden Transversalen BB,
CB’ und B'(C’, welche ergeben:

CD.C'A:. AB=D0 . BA“-AC.
Ferner ist im Dreieck BCC’ mit der Transversalen 4 A4":
CABA . OD — B A0 CDH
Multiplicirt man die beiden Gleichungen, so kommt
CDOD= DO D
CD DO = 0D 0D

oder
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Will man also zu Fig. 40.
drei Punkten C D C’ den
vierten harmonischen
Punkt D’ construiren,
so hat man nur nach
Anleitung der Figur ein
vollstéindiges Vierseit in
derdortdurch Zahlen an-
gegebenen Reihenfolge
der Seiten und Diago-
nalen herzustellen, um
im Durchschnitt der Ge- —
raden 6 oder 4 A" mit
der Geraden O oder C D’ den gesuchten Punkt D’ zu erhalten.

Zu drei Strahlen abd’, die sich in einem Punkte O schnei-
den, kann man den vierten harmonischen b zugeordneten Strahl
b wie folgt finden: Auf b wiihle man einen Punkt p, durch
den man zwei willkiirliche Gerade zieht. Diese schneiden auf
@ und @ vier Punkte aus, welche ein vollstindiges Viereck
bilden; p und O sind zwei Diagonalpunkte desselben, der dritte
mit O verbunden liefert den gesuchten vierten harmonischen
Strahl. Wie durch die angegebenen Constructionen des vierten
harmonischen Punktes und Strahles die frither erwiihnte Con-
struction der vierten harmonischen Ebene vereinfacht werden
kann , ist leicht abzuleiten.

Es soll hier noch ein zweiter Beweis der harmonischen
Eigenschaft des vollstiindigen Vierseits gegeben werden.

Wenn zwei Gruppen von vier harmonischen Strahlena, b, o', v',
und a,b,a’,b’, einen Strahl gemein haben, so dass z. B. b, und b,
ihrer ganzen Ausdehnung nach zusammen fallen, so liegen die
resp. Schnittpunkte 4, 4, B’ von @, und a,, o, und o, b,
und ¥, in einer Geraden. In der That wird die Verbindungs-
gerade 4 A" von jeder der beiden Gruppen harmonischer Strah-
len in vier harmonischen Punkten geschnitten und zwar (wenn
B den Schnittpunkt von 4 4" mit den vereinigten Strahlen b, b,
bedeutet) wird sowohl ¥, als &', aus der Geraden 44" den
vierten harmonischen B zugeordneten Punkt B” zu 4 B A’ aus-
schneiden, d. h. die drei genannten Schnittpunkte liegen in
gérader Linie. Analog wird der Satz bewiesen: Wenn zwei
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Gruppen von vier harmonischen Punkten A4, B, A", B/, und
A,B,A', B, einen Punkt gemein haben, d. h. wenn z. B. B,
und B, zusammenfallen, so gehen die resp. Verbindungsgeraden
a, @, b von 4, und 4,, A', und 4’,, B’, und B’, durch einen
und denselben Punkt

Wenn nun (Fig. 40) die Geraden 1245 die Seiten eines
vollstiindigen Vierseits mit den Diagonalen 0, 3, 6 sind, so kann
man zu 012 den vierten harmonischen 0 zugeordneten Strahl s,
und zu 045 den vierten harmonischen, ebenfalls O zugeordneten
Strahl s, construiren. Nach dem vorhin bewiesenen Satze schnei-
den sich s, und s, in dem vierten harmonischen 1) zugeordneten
Punkte zu D B B’. Es schneiden sich aus demselben Grunde s,
und s, auch auf dem vierten harmonischen D’ zugeordneten
Punkte zu D°AA’. Der Schnittpunkt der genannten Strahlen
liegt also auf jeder der beiden Diagonalen 3 und 6 und ist dem-
nach der Schuittpunkt Z derselben. Damit ist zugleich nach-
gewiesen, dass sowohl 4 KA'D" als auch B E B’D vier harmo-
nische Punkte sind. Ein Beweis, dass auch €D C’D’ eine Gruppe
von vier harmonischen Punkten bilden, ist nicht weiter ndthig,
sondern ergibtsich aus der Gleichberechtigung der drei Diagonalen.

§ 10.
Das Punktsystem.

Wiihlt man auf einer Geraden ( einen Punkt O und trigt
von ihm aus Strecken Oa und Oa’, Ob und Ob’, Oc und O¢’ ete.
so ab, dass 1) Oa.0d'=0b.0b'=0c. O¢ ...=p*ist und dass
2) je zwei entsprechende, mit gleichen Buchstaben bezeichnete
Punkte ¢ und ', b und b’, ¢ und ¢’ von O aus entweder immer
unter der niimlichen Richtung, oder aber immer in entgegen-
gesetzter Richtung gesehen werden, so entsteht ein geometrisches
Gebilde, welches Punktsystem, und zwar im ersten Fall hyper-
. bolisches, im zweiten Falle elhptlsches Punktsystem heisst. Der
Punkt 0 1st der Mittelpunkt, ir gend zwei entsprechende Punkte,
wie ¢ und @/, b und ¥, ¢ und ¢’ ete. bilden ein Punktenpaar
des Gebildes; die constante Grosse p? ist dessen Potenz.

Wenn von einem in der Geraden (¢ gelegenen Punktsystem
der Mittelpunkt O und die Potenz p* gegeben sind und wenn
zugleich festgesetzt ist, ob dasselbe ein elliptisches oder ein
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hyperbolisches sein soll, so kann man zu jedem Punkte d in G
sofort den Punkt d’ construiren, der mit ihm zusammengenom-
men ein Punktenpaar des Punktsystems bildet. Man trage nur

die Strecke L (_)Ti von O aus im Falle des hyperbolischen Punkt-

systems in der Richtung Od, im Falle des elliptischen in der
entgegengesetzten Richtung ab, so ist der zweite Endpunkt
dieser Strecke d’. Es gibt also in einem Punktsystem ebenso
viele Punktenpaare, als es in einer Geraden Punkte gibt. Wenn
d immer weiter von O sich entfernt, so niihert sich d’ immer
mehr dem Punkte O, d. h. der Mittelpunkt O bildet mit dem
unendlich entfernten Punkte der Geraden G ein Punktenpaar
des Punktsystems.

Seien @ und @’ ein Punktenpaar des Punktsystems, fiir wel-
ches Oa=0a/, so dass also Oa?= Oa=yp? so werden fiir ein
elliptisches Punktsystem die Punkte O die Strecke a«’ hiilften,
beim hyperbolischen Punktsystem aber vereinigen sich die Punkte
aund ¢, und da das sowohl auf der einen als auf der anderen
Seite von O aus gesehen geschehen kann, so folgt: Beim ellip-
tischen Punktsystem vereinigt sich nie ein Punkt mit seinem
entsprechenden beim hyperbolischen kommt dies zweimal vor
und zwar in zwei Punkten p, und p,, welche die Eigenschaft
haben, dass O der Mittelpunkt der durch sie bestimmten Strecken
ist. D1e Punkte p, und p, heissen die Asymptotenpunkte oder
die Doppelpunkte des Punktsystems; jeder von ihnen stellt ein
Punktenpaar des Punktsystems vor, dessen Punkte sich ver-
einigt haben.

Da pP=0p2=0p*=0a.0a4=00b.0b=0¢.0¢...,s0
folgt aus der metrischen Relation, die in § 8 fiir vier harmo-/
nische Punkte und den Mittelpunkt eines der beiden sich zu-
geordneten Punktenpaare abgeleitet worden ist, dass ¢ und «/,
b und ¥, ¢ und ¢ ete. Punktenpaare sind, von denen jedes zu
dem Punktenpaare ., harmonisch liegt. Also In einem hyper-
bolischen Punktsystem ist jedes Punktenpaar harmonisch zu den
Asymptotenpunkten. Umgekehrt: Construirt man zu einem ge-
gegebenen Punktenpaar p, p, alle moglichen ihm harmonisch
zugeordneten Punktenpaare, so erhiilt man ein Punktsystem, des-
sen Asymptotenpunkte p, und p, sind. Es folgt auch hieraus mit
Leichtigkeit, dass jeder der Asymptotenpunkte als ein Punkten-
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paar des Punktsystems aufgefasst werden kann, dessen beide
Punkte sich vereinigen. '

Wenn zwei Punktenpaare a und ¢/, b und b’ eines hyper-
bolischen Punktsystems gegeben sind, so ist dasselbe vollstéin-
dig bestimmt, da man sofort nach einer fritheren Construction
dasjenige Punktenpaar findet, welches den beiden harmonisch
zugeordnet ist; dieses Punktenpaar besteht aus den beiden
Asymptotenpunkten, mit deren Hilfe nun beliebig viele Punkten-
paare des Punktsystems gefunden werden kiomnen. Wenn die
Asymptotenpunkte bekannt sind, so kann man auch den Mittel-
punkt sofort angeben und von diesem aus in der Comstruction
vorgehen. — Soll ein Punktenpaar existiren, welches gleich-
zeitig zu @ und @’ und zu b und b harmonisch liegt, so muss
man, insofern der Weg durch’s Unendliche gestattet ist, auf
der Geraden dieser vier Punkte von « nach ¢’ gelangen konnen,
ohne einen der Punkte b oder " zu iiberschreiten; es gibt also
auch nur unter dieser Voraussetzung ein hyperbolisches Punkt-
system, welchem die beiden gegebenen Punktenpaare angehoren.
Ist aber die angegebene Situationsbedingung nicht erfiillt, so
gehoren die beiden Punktenpaare einem bestimmten elliptischen
Punktsystem an; es ist demnach in jedem< Falle durch zwei
Punktenpaare stets ein und nur ein Punktsystem bestimmt.

Diesen Satz leitet man ab, indem man eine Eigenschaft
des Kreises zu Hilfe nimmt. Zieht man von einem Punkte p
aus, der innerhalb oder ausserhalb eines Kreises liegt, zwei
willkiirliche Sehnen oder Secanten durch den Kreis, welche den-
selben in @, @’ und b, b’ treffen mogen, so erhilt man beidemale

Fig. 41.
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pa.pa =pb.pl, wie sich aus der Aehnlichkeit der Dreiecke
pab’ und pa’'b ergibt. Construirt man jetzt simmtliche Kreise,
die durch zwei feste Punkte 4 und B laufen, und schneidet
dieselben durch eine beliebige Transversale, so wird im All-
gemeinen irgend einer der Kreise von der Transversalen in einem
Punktenpaare geschnitten und alle diese Punktenpaare bilden
ein Punkgsystem. Die Transversale G, welche zwischen den
Fig. 42,

\ ) K ; //I!Q‘\ K2 /

S S | o i

Punkten A4 und B hindurchgeht, erzeugt ein elliptisches, die
Transversale G,, fiir welche 4 und B auf der nimlichen Seite
liegen, ergibt ein hyperbolisches Punktsystem; die beiden Mittel-
punkte m und m, liegen auf der Geraden A4 B. " Man hat in
der That, wenn K, und K, irgend zwei der Kreise, aa/, bb’
und a,a’;, b,b, ihre Schnittpunkte mit G und G| sind, nach
der vorhin fiir den Kreis bewiesenen KEigenschaft:

ma.ma =mA. mB = mb .mb,

ma, .ma,=mA.mB=mb .mb,,
so dass also fiir die auf ¢ und G, gelegenen Punktsysteme nicht
nur die Mittelpunkte, sondern auch die Potenzen m A .m B und
my A .m; B gegeben sind.

Wenn demmach ein Punktsystem construirt werden soll,
von welchem zwei Punktenpaare aa’, bb" gegeben sind, so lege
man durch einen beliebigen Punkt A4 in der Ebene die Kreise
Aaa und Abb', welche sich ausser in 4 noch in B schneiden
mogen. Jeder durch die Punkte 4 und B gelegte Kreis schneidet
dann auf der Geraden der Punkte aa’, b0’ ein Punktenpaar des
durch dieselben bestimmten Punktsystems aus, dessen Mittel-
punkt nach dem vorhin bewiesenen Satze auf der Geraden A B
liegt. Das Punktsystem ist elliptisch, wenn 4 und B auf ver-
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schiedenen Seiten, und hyperbolisch, wenn diese Punkte auf der
néimlichen Seite derjenigen Geraden liegen, auf welcher das
ganze Punktsystem enthalten ist.

Da durch zwei Punktenpaare aa’ und %’ ein Punktsystem
vollkommen bestimmt ist, so wird von einem dritten Punkten-
paar ¢¢’ nur ein Punkt ¢ willkiirlich gewiihlt werden diirfen und
dann der zweite ¢ vollstiindig bestimmt sein; um ihn zu finden,
braucht man blos den Kreis 4 B¢ zu legen, so schneidet der-

selbe den Punkt ¢ aus. Es muss also zwischen drei Punkten-

paaren, die demselben Punktsystem angehiren, resp. den von
ihnen gebildeten Strecken eine gewisse Relation bestehen, die
abgeleitet werden soll.

Es seien ada/, b¥, ¢¢ drei Punktenpaare eines elliptischen
Punktsystems, mit dem Mittelpunkte 7 und der Potenz p®. Es
Fig. 43.

v a T v a v
: , P P
ist dann ma’ = *—, mb= -—;, also
ma mb

2 2 2 ’ 9 ’

ma ' mb’ ma.mb ~ ma.mb’
In derselben Weise, wie sich ergeben hat:
it P2.alt’
ma .mb"”’
findet man auch
p*.ab
ab =
ma.mb’
und b P .ac adeapl g
= 7y a:-c== .
ma . me ma .me

Wenn man bedenkt,” dass p>=mb.mb =mec.mc, ergibt

sich hieraus ab.4b _ab.ad

GC QL . REa D
Genau dieselbe Relation wiirde sich auf analogem Wege auch
fiir drei Punktenpaare eines hyperbolischen Punktsystems ab-
leiten lassen. Da alle Punktenpaare eines Punktsystems voll-
kommen gleichberechtigt sind, so wird das gefundene Resultat
nicht alterirt, wenn in demselben irgend zwei Punktenpaare mit
einander vertauscht werden, d. h. die abgeleitete Gleichung re-
priisentirt eigentlich die drei nachfolgenden:
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ab.at d'b.al ba.bd Va.bVa ca.ca’ ca.cd
dc.oe il Jad o be b bl ibdl Sebi @l < eb e b

Durch Multiplication derselben ergibt sich
ab ba cad a'b Vd ca
ad be'ch ac  be b’
oder
A S el L i
und deshalb auch
ab.ac.bc=a't.ca be
Da nun in einem Punktsystem zwei Punkte eines Punktenpaares
genau dieselbe Rolle spielen, so verliert diese Gleichung ihre
Giltigkeit nicht, wenn man in ihr resp. @ und o, b und ¥,
¢ und ¢’ vertauscht, wodurch sie iibergeht in:
ab.ac.bc=ab'.ca.be¢;
ab’cac e =ab. cabc;
d&b.a¢ Wo=ab' .ta b,

§ 11.
Das Strahlsystem.

Die Gesammtheit der Strahlenpaare, welche von einem
Punkte O der Ebene aus nach den simmtlichen Punktenpaaren
eines Punktsystems gezogen werden konnen, bilden ein Strahl-
system, und zwar entsteht aus einem elliptischen Punktsystem
ein elliptisches, aus einem hyperbolischen Punktsystem ein hyper-
bolisches Strahlsystem. Das hyperbolische Strahlsystem kann
auch wie folgt definirt werden: Die siimmtlichen Strahlenpaare,
welche zu einem gegebenen Strahlenpaare, den Asymptoten,
zugeordnet harmonisch sind, bilden ein hyperbolisches Strahl-
system. Dasselbe wird von jeder beliebigen Transversalen in
einem hyperbolischen Punktsystem geschnitten, weil ja vier
harmonische Strahlen von jeder beliebigen Transversalen in vier
harmonischen Punkten geschnitten werden. Man zeigt leicht,
dass iiberhaupt jedes beliebige Strahlsystem aus einer Trans-
versalen ein Punktsystem ausschneidet, indem man zuniichst
eine Relation herleitet, welche zwischen drei Strahlenpaaren des-
selben besteht.

Zu diesem Zwecke verfihrt man in derselben Weise wie in
§ 9, wo es sich darum handelte, zu zeigen, dass vier harmo-
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Fig. 44. ; nische Strahlen von jeder

/«9\\ Transversalen in vier har-

[i\ \\\\ N monischen Punkten ge-

/ LU N schnitten werden. Es

s \ I S sei O der Mittelpunkt

2l e TR e eines Strahlsystems, fer-
/5;_“"5‘\”'“—'«7'\_”_"Z\"::*‘?*l_j"if " mner seien ac, B, vy
/ \ N . . » OStrahlenpaare desselben,
Ja’ : N die sich in O schneiden,
;/ V By \ zudem mogen in bekann-
/ \_\ \\ ter Weise (af), («f’) ete.

die von den Strahlen ein-
geschlossenen Winkel sein. Mit aa’, b¥', cc’ "bezeichne man die
drei Punktenpaare eines auf der Geraden G gelegenen Punkt-
systems, welches mit O zusammen das vorliegende Strahlsystem
erzeugt, P sei der Fusspunkt des von O auf G gefillten Per-
pendikels. Man hat dann, indem man die Inhalte der durch
O, P und resp. a, a/, b, ¥/, ¢, ¢ gebildeten Dreiecke das eine
Mal aus Grundlinie und Hohe, das andere Mal aus zwei Seiten
und dem eingeschlossenen Winkel berechnet:

AOab=%ab.0P=%0a.0b.sin(ap),
_0a.0b

ab= W s (ocﬁ).

Berechnet man in derselben Weise al’, ac, ac’ und bildet
die Ausdriicke

also

ab.al ab.ab
! i
ac.ac ac.a'c
so findet sich nach gehoriger Reduction:
sin(ap)sin(af’)  sin(aB)sin(e’p’) g
sin(ay).sin(ay)  sm(ay)sn(a'y)

Man sieht daraus, dass zwischen den Sinussen der Winkel,
welche von drei Strahlenpaaren eines Strahlsystems gebildet
werden, genau dieselbe Relation besteht, wie zwischen den
Strecken, welche drei Punktenpaare eines Punktsystems erzeugen.
Die eine dieser Relationen zieht die andere nach sich, so dass
“in der That ein Strahlensystem von jeder Transversalen in einem
Punktsystem geschnitten wird. Dass auch beim Strahlensysteme
die Strahlenpaare gleichberechtigt sind, und in einem derselben
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die beiden Strahlen die gleiche Rolle spielen, ist klar. Man
hat also fiir drei Strahlenpaare eines Strahlsystems in An-
wendung dieser Bemerkung neben der bereits abgeleiteten Glei-
chung noch die anderen:

sin(Bea)sin(Be’)  sin(p'e)sin(fe)
sin (By) s (By') — sin(B'y) sin(By)’
sin(ya)sin(ye)  sin(y'a)sin(y'a)
sin(yp)sm(yp’) — sin(yp) sm(¥'p)’
sin (e B) sin (e y) sin (B'y") = sin (' B") sin(y'@)sin (B p);
sin (¢ B) sin (e p) sin(B'y") =sin(ap’) sin(y'e)sin(By);
sin(af’) sin (e y) sin(By”) = sin(a B) sin(y'e)sin(By);
sin (a B) sin (ey") sin(B'y) = sin(«f") sin(y «) sin(By).
Durch zwei Strahlenpaare e e, " ist ein Strahlsystem voll-
stiindig bestimmt und zu jedem Strahle p desselben kann der
zugeordnete in vollkommen eindeutiger Weise gefunden werden.
Dies geschieht, indem man eine Transversale legt, welche aus
den genannten Strahlen die Punkte ada’, bl ¢ ausschuneidet.
Der Punkt ¢, welcher mit ¢ zusammen ein Punktenpaar des
durch aa’, b0’ bestimmten Punktsystems bildet, kann nach
Fritherem construirt werden und liefert, mit dem Mittelpunkte
des Strahlsystems verbunden, den p zugeordneten Strahl y".

Im Punktsystem befindet sich ein ausgezeichnetes Punkten-
paar, welches aus dem Mittelpunkte und dem unendlich ent-
fernten Punkte besteht. Ebenso gibt es in einem Strahlsystem
ein ausgezeichnetes Strahlenpaar, das einen rechten Winkel ein-
schliesst. Im hyperbolischen Strahlsystem besteht dieses Paar
aus den Winkelhalbirenden der Asymptoten, dass es aber fiir
jedes beliebige Strahlsystem existirt, zeigt folgende Betrachtung :
Wird ein Strahlsystem mit dem Mittelpunkte O durch eine .
Transversale G geschnitten, so kann man durch O und je ein
Punktenpaar des auf G erzeugten Punktsystems einen Kreis
legen, und alle diese Kreise schneiden sich ausser in O noch
in einem festen Punkte O’. Der Winkel, welcher von einem
Strahlenpaare des Strahlsystems eingeschlossen wird, kann nun
als Peripheriewinkel in einem dieser Kreise aufgefasst werden
und soll er ein Rechter sein, so muss der Mittelpunkt des be-
treffenden Kreises auf der Geraden G liegen. Alle Kreise, die

Geiser, Einleit. in die synthet. Geometrie.
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Fig. 45.
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durch O und O’ gehen, haben ihre Mittelpunkte auf einer Ge-
raden , welche G- im Allgemeinen nur in einem einzigen Punkte
I treffen wird; schligt man um diesen als Mittelpunkt einen
Kreis, der durch die Punkte O und O’ geht, so erhiilt man auf
G zwei Schnittpunkte s, und s,, .welche mit O verbunden das-
jenige Strahlenpaar ergeben, welches einen rechten Winkel ein-
schliesst: die Axen des Strahlsystems. Kin besonderer Fall ist
noch zu erwithnen. Wenn niimlich O und O’ symmetrisch zu
G gelegen sind, dann ist jeder Punkt auf G Mittelpunkt eines
Kreises, der gleichzeitig durch O und O’ liuft. Das in O befind-
liche Strahlsystem hat also die Eigenschaft, dass irgend eines
seiner Strahlenpaare einen rechten Winkel einschliesst. Um-
gekehrt: Dreht man einen rechten Winkel um seinen Scheitel
herum, so erzeugen seine Schenkel ein besonderes elliptisches
Strahlsystem, welches das circulare Strahlsystem heisst.

Durch Einfithrung des Mittelpunktes wird das Punktsystem
in einfacher Weise metrisch definirt. Ebenso vereinfachen sich
die.metrischen Relationen fiir das Strahlsystem, wenn die Axen
eingefiihrt werden. Seien in der That « und ¢’ die Axen eines
Strahlsystems, g’ und py’ zwei Strahlen desselben, so geht,
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III. Harmonische und involutorische Gebilde. 67

da (ae) =900, also (¢/B) = 900 — (af), (¢ ") = 00— (af’),
(@'y)=90°— (ay), (¢'y")=90°— («y’) ist, die Formel
sin () sin(aB’)  sin(a'B)sin(a'p")
sin(ay)sin(ay) — sin(a’y) sin(«y)

sin(af) sin(ap’)  cos(ap) cos(af”)
sin(ay) sin(ay’)  cos(ay)cos (ap’)

tg(p)ty («f’) =ty («p)tg (ey).
Dieses Product der Tangenten bleibt constant fiir alle Strahlen-
paare des Strahlsystems, die mit den Axen in Beziehung gesetzt
werden; es wird die Potenz des Strahlsystems genannt.

Das circulare Strahlsystem ist ein elliptisches Strahlsystem,
dessen Potenz =1 ist. Man kann auch ein hyperbolisches Strahl
system construiren, welches dieselbe Potenz hat, das gleichseitig
hyperbolische Strahlsystem, dessen Asymptoten, wie leicht zu
verificiren ist, senkrecht zu einander stehen. Xin anderes spe-
cielles Strahlsystem, welches in gewissem Sinne den Ueber-
gang vom elliptischen zum hyperbolischen vermittelt, ist das
parabolische, dessen beide Asymptoten zusammenfallen. Sei O
der Mittelpunkt eines solchen Strahlsystems, ferner repriisen-
tire 6 das zusammengefallene Paar der Asymptoten, so wird der
einem beliebig durch O gelegten Strahle ¢ entsprechende Strahl
o sich mit ¢ vereinigen. Umgekehrt bildet ¢ mit jedem be-
liebigen Strahle des Strahlsystems ein Strahlenpaar.

Von speciellen Fiillen des Punktsystems sei zunichst das para-
bolische erwiihnt, in welchem die beiden Asymptotenpunkte sich
vereinigt haben. Sei p der Punkt, in welchem dies geschehen
ist, so wird auch der Punkt ¢/, welcher mit einem beliebigen
Punkte @ ein Punktenpaar des Punktsystems bildet, mit p zu-
sammenfallen; umgekehrt bestimmt p mit jedem beliebigen
Punkte der Geraden, auf welcher sich das Punktsystem befindet,
ein Punktenpaar derselberi. Man nennt gleichseitig hyperbolisches
Punktsystem ein solches, welches einen seiner Asymptotenpunkte
im Unendlichen hat; der andere Asymptotenpunkt liegt dann
in der Mitte irgend eines der Punktenpaare, aus denen das
Punktsystem besteht, ganz analog wie auch die Asymptoten
eines gleichseitig hyperbolischen Strahlsystems die Winkel irgend
eines seiner Strahlenpaare halbiren. — HEin eigenthiimliches

5*
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68 Transversalentheorie,

Punktsystem existirt auf der unendlich entfernten Geraden der
Ebene: es wird dasselbe durch irgend ein circulares Strahlsystem
ausgeschnitten und besteht aus denjenigen unendlich entfernten
Punkten der Ebene, die aus irgend einem zugiinglichen Punkte
derselben unter rechten Winkeln gesehen werden.

Man kann unmittelbar die Eigenschaften der Punktsysteme
und Strahlsysteme auf Ebenen iibertragen, die von einer will-
kiirlich im Raume gelegenen Geraden aus durch die Punkten-
paare eines Punktsystems oder von einem Punkte aus durch die
Strahlenpaare eines Strahlsystems gelegt werden konnen. Auf
solche Ebenensysteme und ihre Specialfiille, die sich leicht er-
geben, soll nicht weiter eingegangen werden.

Lange bevor die im Vorhergehenden enthaltene Theorie
der Punktsysteme und Strahlsysteme entwickelt war, hat man
sich mit den Eigenschaften einer Gruppe von sechs Punkten
in einer Geraden beschiiftigt, zwischen deren Abstiinden die in
§ 10 abgeleiteten Relationen fiir drei Punktenpaare eines Punkt-
systems gelten. Sechs solche Punkte nannte man eine Invo-
lution und daher rithrt die zusammenfassende Bezeichnung von

Punktsystemen, Strahlsystemen und Ebenensystemen als invo-
lutorische Gebilde.

Die Aufgabe, den sechsten Punkt einer Involution zu finden,
von welcher fiinf Punkte mit bestimmter Zuordnung gegeben
sind, kann zwar mit den bereits angegebenen Hilfsmitteln gelost
werden, aber die Construction erfordert zu ihrer Ausfithrung
den Zirkel. Eine lineale Losung griindet sich auf den Satz,
dass die sechs Seiten eines vollstiindigen Vierecks von irgend
einer Transversalen in einer Involution geschnitten werden.

Das vollstindige Viereck ¢, e,e,e, habe die drei Paare von
Gegenseiten «o’, ff°, yy’, die drei Diagonalpunkte 4, B, C
und schneide auf der Transversalen G mit seinen Seiten die
Punkte aa, bb', c¢’ aus. Nach einem bekannten Transversalen-
satze ergibt dann das Dreieck Adaa’

mit der Transversalen
abide Jae,=baue . Ae,,
ab.Ade;.ade,=ba.ae,. Ae,,
aciAe, e, s=caile e,
ac.Ae;.ae,=ca.a'e;. de,

R.ee™™™
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Fig. 46.

Hieraus durch Multiplication:
ab.ab’.dc.ac=ab.ab .ac.ac
oder
ab.al’ _a'b.adlf

18 %

ac.ad v ac.ac
d. h. ad, bV, ¢ sind drei Punktenpaare eines Punktsystems
oder sechs Punkte einer Involution. Nimmt man an, die fiinf
Punkte ada’, bV, ¢ seien in der durch die Bezeichnung angedeu-
teten Zuordnung gegeben, so findet man ¢ vermittelst des
Lineals allein, indem man die Seiten des vollstiindigen Vierecks
e,e5¢5e, in der durch die Zahlen 1 bis 6 angegebenen Reihen-
folge zieht.
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Viertes Kapitel.

Lineare Beziehungen in der Ebene und im Raume.

§ 12.
Die Centralprojection.

Zwei beliebig im Raume gelegene Ebenen F, und E, kon-
nen von einem willkiirlichen Punkte M aus punktweise aufeinan-
der bezogen werden, indem man solche Punkte entsprechende
nennt, welche auf einer durch M gehenden Geraden liegen.
Soll also zu einem Punkte p, in E, der entsprechende in F,
gefunden werden, so zieht man den Strahl Mp,, dessen Durch-
schnitt mit 7, den gesuchten Punkt p, ergibt. Zu einem be-
liebigen Punkte in F| gehort im Allgemeinen stets ein, aber
auch nur ein Punkt in E, und umgekehrt. Sei E’, die durch
M parallel zu E, gelegte Ebene, so wird dieselbe F, in einer
Geraden G, treffen, von der irgend ein Punkt ¢, nicht im eigent-
lichen Sinne des Wortes einen entsprechenden Punkt ¢, in F,
hat, da ja in diesem Falle der Strahl Mq, zu E, parallel ist.
Man nimmt nun aber an, dass eine Ebene und eine ihr paral-
lele Gerade einen unendlich entfernten Punkt, den unendlich
entfernten Punkt der Geraden, gemein haben, und darf dann
sagen, irgend ein Punkt ¢, in E,, der auf G, liegt, hat seinen
entsprechenden Punkt ¢, auf FE, im Unendlichen. Wenn um-
gekehrt ein Punkt ¢, auf E, im Unendlichen liegt, so wird
Mg, zu E, parallel sein und in E’, liegen und demnach gehort
zu ¢, ein Punkt ¢, aut F,, der in der Geraden G, enthalten ist.
Bezeichnet man mit G, den Durchschnitt der durch M parallel
zu F, gelegten Ebene E’, mit E,, so zeigt sich in #hnlicher
Weise, dass zu jedem Punkte auf G, in F, ein im Unendlichen
gelegener Punkt auf Z, gehort, withrend auch jedem unendlich
entfernten Punkte in E, ein Punkt auf G, in F, entspricht.
Wenn man also wieder wie bei den harmonischen Eigenschaften
festsetzt, dass im Unendlichen einer Geraden alle dort befind-
lichen Punkte in einer einzigen sich vereinigen, so kann man
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IV. Lineare Beziehungen in der Ebene und im Raume. 1

sagen: Durch die Centralprojection werden zwei Ebenen E, und
E, von einem Punkte M aus vollkommen eindeutig und zwar
ohne Ausnahmen aufeinander bezogen. KEs mag noch bemerkt
werden, dass jeder Punkt der Schnittgeraden G von E, und E,
sich selbst entspricht.

Liegt in FE, eine Gerade g,, so wird der Ort der ihren
Punkten entsprechenden Punkte in F, oder ihre Projection die
Gerade g, sein, welche die durch M und g, bestimmte Ebene
aus I, ausschneidet; g, und g, schneiden sich in einem Punkte,
der auf G liegt. Zu jeder Geraden, welche in E, ihrer ganzen
Ausdehnung nach im Unendlichen liegt, gehort in F, die Ge-
rade G, und irgend einer Geraden, welche ihrer ganzen Aus-
dehnung nach im Unendlichen der Ebene E, liegt, entspricht
in F, die Gerade G,. Will man nun den sonst allgemein gil-
tigen Satz, dass zu einer Geraden in F, eine und nur eine
Gerade in F, gehore, nicht mit einer Ausnahme fiir die vorlie-
genden Fille versehen, so muss man annehmen, dass vom Ge-
sichtspunkte der Centralprojection aus sich alle Geraden, die

ihrer ganzen Ausdehnung mnach im Unendlichen einer Ebene
" liegen, so verhalten, als ob sie in einer einzigen Geraden ver-
einigt wiiren, der unendlich entfernten Geraden dieser Ebene.
Damit findet diese bereits in § 9 angefiithrte Bezeichnung eine
neue Rechtfertigung.

Punkte, die in E, auf einer Geraden liegen, haben ihre
entsprechenden in E, wieder auf einer Geraden. Sind a,d,,
b, b, vier harmonische Punkte, so bilden auch ihre Projectionen
eine Gruppe von vier harmonischen Punkten a,a’y, 0,0;; in der
That wird die Projection durch vier von M ausgehende Strah-
len vermittelt, welche, weil sie die erstgenannte Gruppe ent-
halten, harmonisch sm und also auch in F, von vier harmo-
nischen Punkten geschnitten werden miissen. Da die Projection
von vier harmonischen Strahlen in ¥, auch in FE, durch vier
harmonische Ebenen, die von M ausgehen, vermittelt wird, so
folgt, dass vier harmonische Strahlen durch Centralprojection
wieder in vier harmonische Strahlen verwandelt werden. Da die
von einem Punkte aus durch ein Punktsystem gelegten Strahlen
ein Strahlsystem bilden, und jedes Strahlsystem auf einer Trans-
versalen ein Punktsystem erzeugt, so folgt, dass einem Punkt-
systeme in F, ein Punktsystem in F, centralprojectivisch zu-
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79 Transversalentheorie.

gehort, und ebenso, dass in £, und F, auch Strahlsysteme sich
entsprechen. Sechs Punkte in Involution werden durch Projec-
tion wieder zu sechs Punkten in Involution. Ein vollstindiges
n-Feck oder n-Seit in F, wird wiederum einem vollstindigen
n-Eck oder n-Seit in F, entsprechen u. s. w.

Die Centralprojection kann hiufig dazu benutzt werden, den
Beweis von geometrischen Sitzen zu erleichtern und zu verein-
fachen. Ist z B. der Satz von den perspectivisch liegenden

Fig. 47a. Dreiecken (§ 1) zu be-
weisen, so kann folgen-
i dermassen vorgegangen
)@ werden: In einer Ebene

i.‘\\ E, sollen zwei Dreiecke
FX A,B,C,, A',B’,C, lie-
i gen, derart, dass die Ge-
i \‘ \ raden 4. A4, BB,
e ’x,{,_,_w"‘ C,C’, durch einen und
" ’/ TR denselben Punkt O, lau-

A & \ fen; es soll gezeigt wer-
?;\” \ ~ den, dass die Schnitt-
B iy punkte «,, B, y, der
- \\ Seitenpaare B, C; und
(| 4 B,C,C4,mdC, A4,
i A, B, und A B, in
gerader Linie liegen.
i Man wiihle ausserhalb 7,
einen beliebigen Punkt
\ “zes) o M und verbinde densel-
Y ien mit der Geraden e, 3,
/ urch eine Ebene F’,.
17 \7"" Eine zu FE’, parallele

/ ’ _~ . Ebene E, werde nun
/ / gt von M aus mit E, in

centralprojectivische Be-
ziehung gesetzt. Den
o Dreiecken

entsprechen zwei neue

e Az Dreiecke
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A4,B,0C,, A, B’,(";, welche die Eigenschaft haben, dass 4,4’,,
B,B’,, C,C, sich in einem Punkte O, schneiden, Die Seiten-
paare B,C, und B',C’,, C,4, und C’yA’, schneiden sich in
Punkten e, und f,, welche die Projectionen von ¢, und f, sind,
also im Unendlichen liegen, d.h. diese Seitenpaare sind parallel.
Nun wird aber leicht vermittelst #ihnlicher Dreiecke gezeigt, dass
auch 4, B, und A4’,B’, parallel sind, also ihr Schnittpunkt y,
ebenfalls im Unendlichen liegt; derselbe ist aber der ent-
sprechende Punkt zu p,, womit bewiesen ist, dass p, auf der
Geraden «, 3, liegen muss.

In derselben Weise wird die harmonische Eigenschaft des
vollstindigen Vierseits zur Evidenz gebracht. Projicirt man ein
in der Ebene F, gelege- . Fig. 48a.
nes vollstindiges Vierseit
so auf eine Ebene F,, dass
eine seiner Diagonalen ins
Unendliche von Z, fillt,
so wird es zu einem Paral-
lelogramm, dessen beide
im Endlichen gelegenen
Diagonalen sich halbiren,
withrend sie von der drit-
ten in ihren unendlich
entfernten Punkten ge-
schnitten werden. Auf
zweien der Diagonalendes °
in F, gelegenen vollstin-
digen Vierseitsliegen also
vier harmonische Punkte,
von denen zwei als Ecken
dem vollstiindigen Vier-
seit angehoren, die bei-
den anderen aber Schnitt-
punkte der Diagonalen
sind. Da die harmonische
Eigenschaft in der Ebene FE, bewiesen ist, o gilt sie auch
in der Ebene F,, womit der Satz vom vollstiindigen Vierseit
allgemein bewiesen ist.

Die Gruppe von vier harmonischen Punkten ist im Eingang
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des § 8 aus metrischen Relationen definirt worden. Das voll-
stindige Vierseit gibt die Mittel an die Hand, eine solche
Gruppe von Punkten zu definiren, ohne den Begriff des Masses
resp. der Strecke zu Hilfe zu nehmen. Man nennt vier harmo-
nische Punkte solche, die auf einer Diagonalen eines vollstiin-
digen Vierseits derart vertheilt sind, dass zwei Zugeordnete von
denselben Ecken das Vierseit bilden, withrend die anderen von
den beiden iibrigen Diagonalen ausgeschnitten werden. Es ist
nun zu zeigen, dass, wenn drei von den Punkten mit bestimm-
ter Zuordnung gegeben sind, dann der vierte eindeutig be-
stimmt ist.

Es seien in einem vollstiindigen Vierseit @ und b gegeniiber-
liegende Ecken, ¢ der Schnittpunkt der Diagonalen ab und cgf,
ferner efgh die iibrigen vier Ecken des Vierseits und schliess-
lich d der Durchschnitt von ek mit ab. Fiir ein zweites in
Betracht kommendes Vierseit seien abce’ f'g'h'd" die entsprechen-
den Elemente, dann ist nachzuweisen, dass d und d’ zusammen-
fallen, d. h. dass ek und ¢'%" sich auf der Geraden ab schnei-
den. Zu dem Ende drehe man das zweite Vierseit aus der
Ebene des ersten heraus und betrachte dann die beiden Vierseite
als centralprojectivisch aufeinander bezogen. Das Centrum der
Projection bestimmt sich wie folgt: Man lege eine Ebene durch
ef und €'f’, eine zweite durch g% und ¢’/ und eine dritte durch
gf und ¢'f’, dann schneiden sich diese drei Ebenen in dem ge-
suchten Punkte M. Es leuchtet ein, dass nun die Vierseite
ihrem vollen Umfange nach aufeinander bezogen.sind, und da
eh und €'%" ein Paar entsprechender Geraden bilden, so miissen
sie sich in einem Punkte schneiden, welcher den beiden Ebenen
der Vierseite gemein ist, d. h. sie treffen sich in einem Punkte
d der Geraden ab. Dies trifft auch dann noch ein, wenn das
zweite Vierseit in die Ebene des ersten zuriickgedreht wird.

Analog beweist man den Satz: Schneiden die drei Paare
gegeniiberliegender Seiten eines vollstiindigen Viereckes ¢, e,e5e,
aus einer Transversalen die Punktenpaare aa,, bb,, ce, aus, wih-
rend dieselbe Transversale von den drei Paaren gegeniiberliegen-
der Seiten eines andern Vierecks in aa,, bb,, cc, geschnitten
wird, so fallen die Punkte ¢, und ¢, zusammen. Daraus lisst
sich eine Definition von drei Punktenpaaren eines Punktsystems
ableiten, die frei ist von allen metrischen Beziehungen.
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Geht man also von den beiden zuletzt angegebenen Sitzen
aus, so gelangt man zu einer Theorie der harmonischen und
involutorischen Gebilde, die alle frither in dieser Richtung
abgeleiteten Sitze ergibt, mit Ausnahme derjenigen, welche

von den Grossenverhiiltnissen zwischen Strecken und Winkeln
handeln.

§ 13.

Lineare Transformationen.

Die Centralprojection ist, wie bereits ausgesprochen wurde,
durch folgende Eigenschaften zur Ableitung geometrischer Sitze
dienlich: Sie lehrt irgend eine ebene Figur in eine andere ver-
wandeln, so dass Punkte wieder zu Punkten, Gerade wieder zu
Geraden werden. Da aber Projectionscentrum und Projections-
ebene willkiirlich gew#hlt werden diirfen, so gelingt es hiiufig,
die projicirte Figur bedeutend zu vereinfachen und so Siitze von
einfachen Figuren iiberzutragen auf verwickelte. Ganz dasselbe
kann man mit harmonischen Eigenschaften leisten und zwar
ohne aus der Ebene herauszugehen.

Man wiihle in der Ebene eine Gerade G und einen nicht
auf dieser Gieraden gelegenen Punkt O. Dann findet man zu
jedem Punkte p in
der Ebene einen zu-
geordneten in der
Weise, dass man die
@erade p 0 zieht, wel-
che G in den Punkten 5
s treffen moge und 7'
nun zu den Punkten /

p Os den vierten har- / P

monischen, p zuge- E Rt A

ordneten Punkt p’ construirt. Zu jedem Punkte p gehort stets
ein und nur ein Punkt »" und zu dem Punkte p’ gehort um-
gekehrt der Punkt p, d. h. die Beziehung ist eindeutig und
reciprok. Als specielle Fiille mogen erwiihnt werden: 1) der
Punkt O, der sich selbst entspricht, 2) die Punkte auf der Ge-
raden G, welche sich ebenfalls selbst entsprechen, 3) die un-
endlich entfernten Punkte der Ebene, deren entsprechende

Fig. 49.
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Punkte auf der Geraden liegen, welche in gleichem Abstande
von O und G gefiihrt wird.

Um den Ort zu finden, welchen p’ beschreibt, wenn p eine
Gerade g durchliuft, bemerke man zunichst, dass g und G sich
in einem Punkte s schneiden. Legt man durch s diejenige Ge-
rade g', welche zu den Geraden g, G, Os den vierten harmo-
nischen g zugeordneten Strahl liefert, so ist diese der Ort des
Punktes 3, denn jede durch O gelegte Gerade schneidet die vier
harmonischen Strahlen in vier harmonischen Punkten, also ¢ in
dem irgend einem p zugeordneten p’. Es entspricht also jeder
Geraden wieder eine Gerade, und zwar schneiden sich ent-
sprechende Gerade auf G. Specielle Fiille sind folgende: 1. Der
Geraden G entspricht G selbst; 2. jede durch O gelegte Gerade
entspricht sich selbst; 3. der Geraden, welche in gleichem Ab-
stande von G und O liegt, entspricht die unendlich entfernte
Gerade der Ebene.

Als Anwendung mag der Beweis des folgenden Satzes die-
nen. Werden die Seiten BC, CA, AB eines Dreiecks 4 BC

von einer Transver-
salen & resp. in den
Punkten 4., B, C,
geschnitten, und man
construirt die resp.
4,, B,, C, zugeord-
neten vierten harmo-
= nischen Punkte 4,,
By, C, wu 4,BC,
B,CA, C,AB, so
laufen die drei Gera-
18 den A BB, 0C,
durch einen und den-
selben Punkt. Man
withle in der Ebene einen beliecbigen Punkt O und eine Gerade
G, welche parallel zu & und doppelt so weit von O entfernt
ist als diese, so wird durch Transformation der beschriebenen
Figur nach der eben auseinandergesetzten Methode aus dem
Dreieck A BC ein neues Dreieck A'B’C’, aus & entsteht die
unendlich entfernte Gerade der Ebene und die Punkte 4,, B,,
C, verwandeln sich in die Mitten 4',, B’;, C’; der Seiten des

Fig. 50.
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Dreiecks A'B’C’. Da nun A'A’,, B'B’,, C'C’, sich im Schwer-
punkt dieses Dreiecks treffen, so werden auch die sie erzeugen-
den Geraden 4 4,,. BB,, CC, durch einen und denselben Punkt
gehen miissen.

Die Uebertragung dieses Princips in den Raum ist so ein-
fach, dass die wichtigsten Siitze, welche dasselbe betreffen, an
dieser Stelle ohne Beweis mitgetheilt werden diirfen. Man wiihle
eine Ebene F und einen nicht in ihr liegenden Punkt O. Zu
einem Punkte p wird der entsprechende gefunden, indem man
die Gerade Op zieht, welche F in s schneidet, und zu den
Punkten p Os den vierten harmonischen, p zugeordneten Punkt p’
construirt. Auch im Raume ist die Beziehung eindeutig und
reciprok. Der Punkt O entspricht sich selbst, jeder Punkt auf
I fillt ebenfalls mit seinem entsprechenden zusammen, einem
unendlich entfernten Punkte entspricht ein Punkt auf der Ebene €,
welche in gleichem Abstande von O und F gefiihrt wird. Einer
Geraden g gehort eine Gerade ¢’ zu, und zwar schneiden sich
g und ¢ auf E. Einer Ebene ¢ entspricht eine andere Ebene ¢/
so dass ¢ und ¢ sich in einer auf F gelegenen Geraden treffen.
Die Ebene E entspricht sich selbst, ebenso ist jede durch O
gehende Ebene sich selbst zugeordnet. Die Ebene § entspricht
allen unendlich entfernten Punkten, d. h. der unendlich entfern-
ten Ebene des Raumes.

Zur Erliuterung der gemachten Bemerkungen soll ein vor-
hin bewiesener Satz fiir das Dreieck auf das Tetraeder iiberge-
tragen werden. Schneidet man die sechs Kanten eines Te-
traeders durch eine Ebene, und bestimmt auf jeder Kante zu
den beiden auf ihr gelegenen Ecken und dem in ihr enthaltenen
Schnittpunkte mit der Ebene den vierten harmonischen, dem
letzteren zugeordneten Punkt, so erhilt man sechs Punkte,
welche die Eigenschaft haben, dass die drei Verbindungsgera-
den der auf den drei Paaren gegeniiberliegender Kanten dieses
Tetraeders enthaltenen sich' in einem und demselben Punkte
begegnen. Sei die schneidende Ebene @, so withle man einen
beliebigen Punkt O und eine zu € parallele, doppelt so weit
wie € von O entfernte Ebene E und transformire nach dem
Vorigen die ganze Figur auf O und E. Man erhilt dann ein
neues Tetraeder, zusammengenommen mit der unendlich ent-
fernten Ebene des Raumes; aus den sechs zu untersuchenden
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Punkten werden die Mitten der Kanten dieses Tetraeders. Diese
erzeugen in der That nach § 6 in den drei Verbindungsgeraden
je zweier gegeniiberliegender unter ihnen drei Gerade, die sich
in einem Punkte schneiden; dasselbe gilt auch von den ur-
spriinglichen sechs Punkten.

Es mag zum Schlusse dieses Paragraphen mnoch ein #hn-
liches Transformationsprincip fiir den Raum in kurzen Ziigen
angedeutet werden.

Man wihle im Raume zwei Gerade G und G, welche sich
nicht schneiden und nicht parallel laufen. Durch irgend einen
Punkt p, welcher nicht auf einer von ihnen liegt, ist dann stets
eine und nur eine Gerade g moglich, welche die beiden gegebenen
schneidet. Bestimmt man zu den beiden gefundenen Schnitt-
punkten und zu p den vierten harmonischen, p zugeordneten
Punkt p’, so kann man den Raum durch p und p’ linear auf
sich selbst beziehen. In der That entspricht einem Punkte p
im Raume stets ein und nur ein Punkt »’ und umgekehrt; einem
Punkte auf einer der beiden Fundamentalgeraden entspricht er
selbst. Einem Punkte, der in unendlicher Entfernung liegt,
entspricht ein anderer auf der Ebene, welche G und G' parallel
verlduft und von diesen Geraden gleichweit entfernt ist.

Sei £ eine Ebene, fiir welche der Ort der ihren Punkten
entsprechenden Punkte gefunden werden scll, so wird dieselbe
G und G, in zwei Punkten s und s; schneiden, deren Verbin-
dungsgerade ¢ heisse. Die Ebene durch g und G heisse e, die
Ebene durch g und G, heisse ¢, dann construire man zu Fee,
die vierte harmonische, F zugeordnete Ebene I ; diese ist der
Ort der Punkte, welche den Punkten der Ebene E zugehoren.
In der That trifft eine durch G und G, gelegte Gerade die Ebe-
nen EE, ece, in vier harmonischen, also F und E, in zwei sich
entsprechenden Punkten. Kine Ebene und ihre entsprechende
schneiden sich in einer Geraden, welche sowohl G als G, trifft.
Eine Ebene, welche eine der Fundamentalgeraden enthilt, ent-
spricht sich selbst. Dem Durchschnitt zweier Ebenen gehort
wieder der Durchschnitt zweier Ebenen zu, d. h. einer Geraden g
entspricht wieder eine Gerade g,. Im Allgemeinen liegen die
vier Geraden gg, G G, so, dass jede Gerade, welche dreien von
ihnen begegnet, auch die vierte trifft. Zwei sich entsprechende
Gerade schneiden sich im Allgemeinen nicht; trifft aber eine
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Gerade eine der beiden Fundamentalen, so hat sie mit ihrer
entsprechenden auf dieser einen Punkt gemein. Trifft eine Ge-
rade beide Fundamentallinien, so entspricht sie sich selbst.

Vier harmonischen Punkten entsprechen wieder vier har-
monische Punkte, vier harmonischen Strahlen entsprechen vier
harmonische Strahlen und vier harmonischen Ebenen vier har-
monische Ebenen. Auch die involutorischen Gebilde bleiben bei
dieser Transformation involutorisch.
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Kreis und Kugel

Fiinftes Kapitel.
Potenz. Aehnlichkeitspunkte.

§ 14.
Die Potenzlinie zweier. Kreise.
Aus § 10 (Fig. 41) kann man die nachfolgenden beiden
Sitze ziehen: 1. Zieht man von einem Punkte P innerhalb eines
Kreises aus Sehnen durch den Kreis, so entstehen auf jeder der-

selben zwei Abschnitte, deren Product einen constanten Werth

hat, der nur abhiingig ist von der Lage des angenommenen Punk-
tes und dem Radius des Kreises, es ist dasselbe niimlich gleich
dem Quadrate der halben kleinsten Sehne, die durch den Punkt
im Kreise gezogen werden kann. Diese kleinste Sehne wird
gefunden, indem man p mit dem Mittelpunkte M des vorgeleg-
ten Kreises durch eine Gerade verbindet und auf dieselbe in p
ein Perpendikel errichtet. 2. Zieht man durch einen Punkt P
ausserhalb eines Kreises Secanten, so erhiilt man auf jeder der-
selben zwei Abschnitte, deren Product constant ist, und zwar
gleich dem Quadrate einer der beiden von P aus an den Kreis
zu legenden Tangenten.

In beiden Fiillen heisst das constante Product die Potenz
des Punktes in Bezug auf den Kreis, und zwar, wenn P
innerhalb des Kresies liegt, innere Potenz, wenn P ausserhalb
des Kreises liegt, fiussere Potenz. Alle Punkte, welche gleiche
innere oder gleiche #ussere Potenz in Bezug auf einen festen
Kreis M erzeugen, liegen auf einem mit M concentrischen
Kreise. Die iiussere Potenz kann durch gehorige Wahl von P
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jedem beliebigen Werthe gleich gemacht werden; sie ist Null
fiir einen Punkt auf dem Kreise selbst und wird unendlich
gross, wenn P ins Unendliche riickt. Die innere Potenz ist fiir
einen Punkt auf dem Kreise selbst ein Minimum und wird ein
Maximum fiir den Mittelpunkt des Kreises, fiir welchen sie gleich
dem Radiusquadrat ist.

Reducirt sich der Kreis auf seinen Mittelpunkt 27, d h.)
wird sein Radius unendlich klein angenommen, so ist d1e Po-
tenz eines Punktes P in Bezug auf denselben gleich P2, und
zwar ist sie stets eine iussere Potenz. Man kann aber auch
den Radius des Kreises M unendlich gross werden lassen. Dies
kann in verschiedener Weise geschehen. Man halte zuniichst
den Mittelpunkt fest, dann wird bei wachsendem Radius der
Kreis immer weiter riicken und schliesslich ganz ins Unendliche
riicken, d. h. auf die unendlich entfernte Gerade der Ebene zu
liegen kommen. Da aber der Kreis immer noch die Eigenschaft
behilt, von einer Geraden, die durch seinen Mittelpunkt geht,
in zwei Punkten geschnitten zu werden, so muss man an-
nehmen, dass der betrachtete Kreis aus der doppelt gelegten
unendlich entfernten Geraden der Ebene bestehe. Man kann
aber noch anders verfahren. Von einem Kreise halte man einen
Punkt P seiner Peripherie fest und lasse den Mittelpunkt auf
einer durch P gehenden Geraden G fortschreiten, so wird der
Kreis immer das in P auf G errichtete Perpendikel G* zur Tan-
gente haben und sich dieser Tangente um so mehr anschmiegen,
je grosser sein Radius wird. Liisst man denselben unendlich gross
werden, so fiillt ein Theil des Kreises mit G zusammen, der
andere Theil aber kommt auf die unendlich entfernte Gerade zu
liegen, d. h. eine beliebige Gerade der Ebene, zusammen ge-
nommen mit der unendlich entfernten Geraden der Ebene,
“kann als ein Kreis von unendlichem Radius angesehen werden.
- Die Potenz eines beliebigen Punktes in Bezug auf einen solchen
Kreis kann sowohl als innere wie auch als #ussere betrachtet
werden; sie ist im Allgemeinen unendlich gross und wird un-
bestimmt, sobald der Punkt auf einer der beiden den Kreis con-
stituirenden Geraden angemommen wird.

Wenn sich zwei Kreise M, und M, in den Punkten s und s,
schneiden, so hat jeder Punkt P der Verbindungsgeraden ss,
die Eigenschaft, dass fiir ihn die Potenzen nach M, und M,

Geiser, Einleit. in die synthet. Geometrie, 6
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gleich sind. Liegt P auf s, s, selbst, so ist die Potenz eine
innere, liegt P auf der Verlingerung der Strecke s;s,, so ist
die Potenz eine fussere, woraus folgt, dass die Tangenten,
welche man von einem solchen Punkte P aus an M, und M,
legen kann, einander gleich sind. Also: Wenn zwei Kreise
sich schneiden, so ist die Verbindungsgerade ihrer beiden
Schnittpunkte (ihre gemeinschaftliche Sehne) eine Linie gleicher
Potenzen oder eine Linie gleicher Tangenten fiir die Kreise.

Es soll nun fiir zwei beliebige Kreise in der Ebene der
Ort aller derjenigen Punkte bestimmt werden, welche nach den-
selben entweder gleiche iussere oder gleiche innere Potenz er-
zeugen. Wird zunichst von den speciellen Fillen abgesehen,
in welchen einer der beiden Radien Null oder unendlich ist,
oder wo beide Radien gleich sind, so kiémnen zwei Kreise M,
und M, mit den Radien », und 7,, von denen », der grissere
sei, zuniichst concentrisch liegen, so dass M, von M, ganz ein-
geschlossen wird. Lésst man dann den Mittelpunkt von M, auf
einer Geraden sich bewegen, so wird zunichst M, immer noch
M, einschliessen , bis an einer gewissen Stelle eine Beriihrung
von innen eintritt; nachher schneiden sich die beiden Kreise,
auf welches hin eine #ussere Berithrung eintritt, und schliesslich
kommen die beiden Kreise aussereinander zu liegen. KEs ist
leicht zu zeigen, dass gleiche innere Potenzen nur dann ein-
treten, wenn M, und B, sich schneiden, und dann nur auf der
geradlinigen Strecke, welche die beiden Strecken mit einander
verbindet, oder wenn M, und M, sich beriihren, und dann nur
im Berithrungspunkte. Es sind jetzt nur noch die Punkte zu
untersuchen, fiir welche gleiche #iussere Potenzen eintreten, mit
anderen Worten: HEs ist der Ort aller derjenigen Punkte zu
bestimmen, fiir welche die Tangenten nach zwei festen Kreisen
M, und M, einander gleich sind, wobei zuniichst von dem Falle
abgesehen wird, wo die Kreise concentrisch sind.

Sei P ein solcher Punkt, 2 und y seien seine Entfernungen
nach M, und M, (wenn die Bezeichnung der Kreise gleichzeitig
fiir die Mittelpunkte benutzt wird), #, und ¢, seine Tangenten
nach M, und M,, so hat man:

g g 2 g > g 2
iP=a*—r? L=y —r?

und da #2=¢? sein soll: '
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Fig. 51.
I
P
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die Punkte P haben also die Eigenschaft, dass die Differenz
der Quadrate ihrer Abstiinde von zwei festen Punkten M, und
M, einen constanten Werth hat. Fillt man von P aus ein.
Perpendikel auf die Centrallinie M, M,, dessen Fusspunkt @
sein -mag, so ist M, Q*=a*— PQ?, M,Q?=9>— PQ?, also
M Q*— QM2 =2a®—y?=r2—r2, d h. auch fiir den Punkt @
ergeben sich gleiche Potenzen nach den Kreisen M, und M,
Umgekehrt, ist @ ein Punkt der Centrallinie M, M,, der nach
den beiden Kreisen gleiche Potenzen ergibt, so gilt dasselbe
fir jeden Punkt des Perpendikels, das in @ auf die Centrallinie
gefiillt werden kann. Es existirt aber auf M, M, nur ein ein-
ziger Punkt @, fiir welchen M, Q*— QJ,? einen bestimmten
Werth 7?2 —r? erlangt. Da 72—7,? positiv ist, so muss der
Punkt @ mit B, auf derselben Seite von der Mitte m der
Strecke M, M, gesehen liegen; fiir jeden Punkt dieser Strecke
ist M,Q+ QM,= M, M,, wihrend M, Q— QM, wiichst, also
auch M, Q* — Q4M,? zunimmt, wenn man von m aus nach M,
vorwiirts geht. 'Geht aber @ iiber M, hinaus, so ist immer
M,Q—QM,=M, M,, indess M,Q+ M,Q, also auch M,Q*— QD2
wiichst, womit gezeigt ist, dass @ mur einmal die gestellte Be-
dingung erfiillen kann; einmal muss dies geschehen, weil
6*
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M, Q*— M,Q? durch die angegebene Verinderung jeden belie-
bigen positiven Werth einmal erlangt.

Es gilt also der Satz: Der Ort aller Punkte, welche nach
zwei gegebenen Kreisen entweder gleiche innere oder gleiche
fiussere Potenz erzeugen, ist eine Gerade, welche auf der Cen-
trallinie der Kreise senkrecht steht. Dieser Satz kann ohne
Schwierigkeiten auch fiir die ausgeschlossenen Specialfiille in
Bezug auf seine Giltigkeit untersucht werden.

Man muss schliesslich noch die Lage des Punktes ¢) unter-
suchen. Wenn er auf der Strecke M, M, selbst liegt, so ist
fiir ihn

MQ+M,Q=M M, MQ*—MQ*=r’—r)

also 158
72—,

MQ— Q="
1 2

Daraus ergibt sich
M, M+ 72— r? M, M —r?+ 1y
2M M, ? 2M, M, ;

Wenn aber @ auf der Verlingerung von M, M, liegt, so ist

M, M2+ r2— r? — 2 — M, M?
2M M, 2M, M, 4

durch welche Gleichungen der Punkt @ vollkommen bestimmt
ist, da ja schon der Werth fiir M, ¢ seine Lage geniigend an-
gibt, indem @ mit M, von M, aus immer in derselben Richtung
gesehen wird.

Durch zwei Kreise M, und M, lassen sich stets zwei Ku-
geln w, und u, legen, welche sich lings eines Kreises & schnei-
den. Wenn man einen Punkt p ausserhalb der Ebene FE der
beiden Kreise wiihlt, so werden die durch p und M, p und M,
gelegten Kugeln den Punkt p gemein haben und sich also in
demselben entweder beriihren, oder sich in einem Kreise schnei-
den, welcher p enthilt. Eine Berithrung tritt aber nur fiir ge-
wisse Punkte ein, welche in der Ebene sich befinden, die durch
M, M, senkrecht zu F gelegt werden kann; die ausgesprochene
Behauptung ist also bewiesen.

Sei e die Ebene des Schnittkreises & der beiden Kugeln
@, und w,, so wird irgend ein in e gelegener Punkt die Eigen-
schaft haben, dass die von ihm aus an g, und w, moglichen Tan-

M, Q= M, Q=

M, Q= ; M,Q="1
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genten gleichlang sind. In der That ist die Lénge dieser Tan-
genten gleich den Tangenten, die von dem angenommenen
Punkte aus an & gelegt werden konnen, was man aus dem Satze
folgert: Legt man durch einen Punkt p eine Ebene, welche
eine Kugel u lings eines Kreises & schneidet, so sind die Tan-
genten von p an k zugleich Tangenten von p an w. Da nun
E durch g, w, und e gelegt ist, so erhalten wir in dieser
Ebene durch g, und w, die beiden Kreise M, und I, ferner
durch ¢ eine Gerade (. Nach dem vorhin angefiihrten Satze
hat jeder Punkt von G die Eigenschaft, dass die von ihm aus
an die Kreise von M, und M, moglichen Tangenten einander
gleich sind, d. h. G ist die Potenzlinie der beiden Kreise 1/,
und M,; damit ist nun das Mittel gegeben, unter allen Um-
stinden die Potenzlinie zweier Kreise zu finden, freilich unter
Voraussetzung riiumlicher Constructionen, die sich indess ohne
grosse Schwierigkeiten in ebene Constructionen verwandeln
lassen. _

Einige Consequenzen aus den vorhergehenden Betrach-
tungen mogen hier Platz finden. Legt man durch zwei Kreise
M, und M, beliebig viele Kugeln und wiihlt von diesen irgend
eine durch M, gehende und eine durch M, gehende aus, so
wird die Ebene des Schnittkreises der beiden angenommenen
Kugeln stets durch eine feste Gerade gehen, welche die Potenz-
linie der Kreise M, und M, ist. Fiir Kreise, welche sich be-
rithren oder sich schneiden, ist dieser Satz selbstverstindlich. —
Fiir zwei concentrische Kreise M, und M, liefert die riiumliche
Construction als Potenzlinie die unendlich entfernte Gerade, wie
sofort einzusehen ist. — Ebenso wie man beim Kreise den
Radius unendlich klein oder unendlich gross werden lassen
kann und dann specielle Fille des Kreises findet, so kann man
auch fiir die Kugel dieselben Specialisirungen vornehmen und
findet so, dass ein Punkt als eine Kugel mit unendlich kleinem
Radius aufgefasst werden kann, wiihrend eine beliebige Ebene,
zusammengenommen mit der unendlich entfernten Ebene des
Raumes, als Kugel mit unendlich grossem Radius auftritt. —
Aus der letzten Bemerkung leitet man den Satz ab: Die Potenz-
linie zweier Kreise, von welchen der eine M, ganz willkiirlich
ist, withrend der andere in eine Gerade G und die unendlich
Intfernte Gerade der Ebene zerfillt, ist die Gerade G.

www.rcin.org.pl



86 Kreis und Kugel.

Wenn in der Ebene drei Kreise M,, M,, M, in beliebiger
Lage gegeben sind, so bestimmen je zwei von ihnen eine Po-
tenzlinie; diejenige von M, und M, sei G, die von M, und M,
sei (7, und die von M, und B, sei G;. Die Geraden G, G,,
G, schneiden sich in einem und demselben Punkt, denn sei O

Fig. 52.
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der Schnittpunkt von @, und G,, so sind fiir diesen Punkt,
weil er (, angehirt, die Potenzen nach M, und M, einander
gleich, ebenso, weil er G, angehort, sind seine Potenzen nach
M, wnd M, gleich; demzufolge sind auch seine Potenzen nach
M, und M, einander gleich, also liegt er_ auf der Potenzlinie
(7, dieser Kreise. Ist O ausserhalb eines der drei Kreise M,
M,, M, gelegen, so sind die Tangenten von ihm aus an diese
Kreise gleich lang und demzufolge ist er der Mittelpunkt eines
Kreises, welcher M,, M, und M, unter rechten Winkeln schnei-
det und der Orthogonalkreis dieser drei Kreise heisst.

Der eben bewiesene Satz, dass die drei Potenzlinien dreier
Kreise zu je zweien genommen durch einen und denselben Punkt
laufen, dient dazu, die Potenzlinie G zweier Kreise M, und M,
zu ziehen, die sich nicht schneiden. Man lege einen Kreis M,
welcher die beiden gegebenen schneidet, so werden die Potenz-
linien von M und M, resp. von M und M, die sofort zu con-
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Fig. 53.
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struirenden gemeinschaftlichen Sehnen sein. Fillt man von
deren Schnittpunkt aus ein Perpendikel auf die Centrallinie
M, M,, so ist dasselbe die gesuchte Potenzlinie G.

§ 15.

Kreisschaaren und Kugelschaaren.

Legt man durch zwei Punkte s, und s, alle moglichen
Kreise, so entsteht eine Kreisschaar, welche die Eigenschaft
hat, dass die Potenzlinie irgend zweier aus der Schaar entnom-
mener Kreise die Verbindungsgerade s;s, ist. Die Mittelpunkte
aller dieser Kreise liegen in dem Perpendikel, das in der Mitte
der Strecke s,s, auf dieser Strecke errichtet werden kann. Um-
gekehrt ist jeder Punkt dieses Perpendikels, welches die Axe
der Kreisschaar heisst, -Mittelpunkt eines und nur eines ganz
bestimmten Kreises der Schaar. Es gibt einen Kreis der Schaar,
welcher der kleinste von allen ist: er hat die Verbindungsgerade
der Grundpunkte s s, zum Durchmesser; der grosste Kreis der
Schaar besteht aus der Geraden s, s, und der unendlich entfern-
ten Geraden der Ebene. Legt man von einem Punkte der ge-
meinschaftlichen Potenzlinie P der Schaar aus, welcher nicht
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auf der Strecke s, s, selbst liegt,
Tangenten an die Kreise, so sind
dieselben gleich lang, d. h. ihre
Endpunkte liegen auf einem
L Kreise, welcher den angenom-
iR menen Punkt zum Mittelpunkt
und irgend eipe der Tangenten
zum Radius hat. Man erhiilt auf
diese Weise fiir jeden Punkt der
i Potenzlinie einen Kreis und alle
~~\_ diese Kreise bilden eine neue
\ Kreisschaar, welche zwar in man-
| cher Beziehung von der vorhin
| charakterisirten Kreisschaar, die
/ Kreisschaar der ersten Art
/  genannt werden soll, verschie-
den ist, in manchér anderen Be-
/ ziehung aber mit ihr in den
Eigenschaften iibereinstimmt.
Die Kreisschaar der zweiten Art hat zufolge ihrer
Definition die Kigenschaft, dass jeder der ihv angehbrigen Kreise
alle Kreise der ersten Schaar unter rechten Winkeln schneidet.
Daraus folgt, dass umgekehrt jeder Kreis der erstem Schaar
jeden Kreis der zweiten Schaar unter rechtem Winkel trifft;
schneidet aber ein Kreis zwei gegebene Kreise rechtwinklig, so
muss sein Mittelpunkt nothwendig auf der Potenzlinie der bei-
den anderen Kreise liegen, weil die von ihm aus an diese Kreise
gezogenen Tangenten Radien eines und desselben Kreises, also
gleich lang sind. Diese Bemerkung beweist den Satz: Die
simmtlichen Kreise der Kreisschaar zweiter Art haben eine ge-
meinsame Potenzlinie; withlt man auf derselben einen beliebigen
Punkt, so sind die Tangenten, die von ihm aus an die Kreise
gelegt werden komnen, gleich lang und ihre zweiten Endpunkte
liegen auf einem Kreise, welcher der ersten Schaar angehort,
d. h. die erste Kreisschaar kann aus der zweiten ganz ebenso
abgeleitet werden, wie die zweite aus der ersten abgeleitet wor-
den ist.
Zwei Kreisschaaren, welche in der eben auseinandergesetz-
ten Beziehung zu einander stehen, heissen conjugirte Kreis-
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schaaren. Die Potenzlinie der einen Schaar ist der Ort der
Mittelpunkte oder die Axe der andern Schaar und umgekehrt.
Wiihrend die Kreise der ersten Schaar zu je zweien sich in den-
selben zwei Punkten, den Grundpunkten der Schaar, schneiden,
so werden sich zwei Kreise der zweiten Schaar nie treffen.
Wiire néimlich ein Schnittpunkt irgend zweier dieser Kreise vor-
handen, so miisste derselbe allen Kreisen der Schaar angehoren;
man kann aber zwei Kreise der Schaar angeben, welche sich
nicht schneiden, also kénnen iiberhaupt niemals zwei Kreise
dieser zweiten Kreisschaar sich treffen. Die genannten Kreise
haben den Radius Null und sind die Grundpunkte s, und s, der
ersten Kreisschaar. Werden diese Grundpunkte als Kreise der

zweiten Schaar betrachtet, so nennt man sie die Grenzpunkte

der Schaar. In der Kreisschaar der zweiten Art gibt es zwei
Kreise, deren Radius Null ist; die Punkte, als welche sie sich
darstellen, liegen symmetrisch zur gemeinsamen Potenzlinie der
Schaar und sind auf der Geraden enthalten, auf welcher simmt-
liche Mittelpunkte sich befinden, also auf der Axe der Schaar.
Unter allen Kreisen der zweiten Schaar ist derjenige der grosste,
dessen Mittelpunkt im Unendlichen liegt; er besteht aus der
unendlich entfernten Geraden der Ebene und der Potenzlinie
der Schaar. Wihrend bei der Kreisschaar der ersten Art jeder
Punkt der Axe zugleich Mittelpunkt eines der Schaar angehori-
gen Kreises ist, so tritt das bei der Schaar zweiter Art nicht
ein, denn die auf der Strecke s;s, gelegenen Punkte ergeben
keine Tangenten an die Kreise der Kreisschaar erster Art. Fiir
die Kreisschaar zweiter Art liegen die Mittelpunkte also nur auf
den Verlingerungen der Strecke s;s,. Zwel conjugirte Kreis-
schaaren haben die Eigenschaft, dass die Grenzpunkte der einen
Schaar zugleich die Grundpunkte der andern Schaar sind; hat
eine der beiden Schaaren Grundpunkte, so hat die andere Schaar
deren keine, dafiir aber Grenzpunkte und umgekehrt. Durch
jeden Punkt der Ebene geht ein und nur ein Kreis der einen
Schaar und ein und nur ein Kreis der andern Schaar; die bei-
den Kreise schneiden sich rechtwinklig.

Irgend eine Kreisschaar wird von einer beliebigen Trans-
versalen in einem Punktsystem geschnitten. Fiir eine Kreis-
schaar der ersten Art ergibt sich dieser Satz aus den Betrach-
tungen, die in § 10 an die Fig. 42 gekniipft worden sind. Es
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ist also hier der Beweis nur fiir eine Kreisschaar der zweiten
Art zu fiihren.
Zu diesem Zwecke sei eine Kreisschaar mit der Potenzlinie
P gegeben, der unter anderen die Kreise M, und M, angehd-
Fig. 55. ren. Wird auf einer
) beliebigen Transver-
salen ¢ ein Punkt ge-
withlt, so geht durch
denselben ein Kreis
der Schaar, welcher
i gz G'nochin einem zwei-
\ e /«li,'”, “ ' ten Punkte trifft, der
AR S e 5 mit dem erstange-
; | nommenen ein Punk-
tenpaar bildet. Die unendlich vielen Punktenpaare, die in die-
ser Weise auf G erhalten werden, bilden ein hyperbolisches
Punktsystem, dessen Mittelpunkt der Schunittpunkt m von G
und P ist. In der That hat man aus der Eigenschaft der Po-
tenzlinie sofort fiir die Schnittpunkte @, und @, a, und o,
von GG mit M, und M, die Grundrelation des Punktsystems in
Bezug auf seinen Mittelpunkt, niimlich ma, . ma', =ma,.ma’,,
wodurch der aufgestellte Satz bewiesen ist. Derselbe erleidet,
wie aus dem Beweise hervorgeht, nur dann eine Ausnahme,
wenn G mit P oder mit der unendlich entfernten Geraden der
Ebene G, zusammenfillt.

In einem hyperbolischen Punktsystem gibt es zwei Doppel-
oder Asymptotenpunkte, welche die Eigenschaft haben, dass in
jedem von ihnen ein Punktenpaar des Punktsystems vereinigt
ist. Die Kreise, tvelche diese Punktenpaare auf G ausschneiden,
berithren G. Wenn also eine Transversale G- aus einer Kreis-
schaar ein hyperbolisches Punktsystem ausschneidet, so gibt es
zwei Kreise der Schaar, welche G- beriihren; ergibt sich aber
auf G ein elliptisches Punktsystem, so ist es nicht moglich,
Kreise der Schaar zu finden, welche mit G eine Beriihrung ein-
gehen. Dieser letztere Fall kann nur eintreten, wenn die Kreis-
schaar Grundpunkte hat, welche auf verschiedenen Seiten von G
liegen.

Auf der Axe einer Kreisschaar liegt immer ein Punktsystem,
das von den Kreisen der Schaar ausgeschnitten wird und fiir
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die erste Art elliptisch, fiir die zweite Art hyperbolisch ist.
Wenn es sich also darum handelt, die Doppelpunkte eines hyper-
bolischen Punktsystems zu finden, von welchen zwei Punkten-
paare «, und @’;, @, und @, gegeben sind, so schlage man iiber
den Strecken ¢, @/, und a,a’, als Durchmesser Kreise 2, und J/,.
Dieselben bestimmen eine Kreisschaar, aus welcher zwei Kreise
die Gerade beriihren, auf welcher das Punktenpaar liegen soll;

Fig. 56.
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da aber diese Gerade die Axe der Schaar ist, so kinnen die
genannten Kreise keine anderen sein, als die Grenzpunkte der
Schaar. Um- die Grenzpunkte zu finden, construire man die
Potenzlinie P der Kreise M, und M,; von einem Punkte der
Potenzlinie aus lege man eine Tangente an einen der Kreise
M,, M,, so kann man vermittelst derselben einen Kreis der-
jenigen Schaar zeichnen, welche zu der gegebenen conjugirt ist;
wo derselbe die Gerade der Punkte @, @/, und a,a’, schneidet,
sind die gesuchten Grenzpunkte, resp. die Asymptotenpunkte
7, und m, des hyperbolischen Punktsystems.

Als Uebergang von der Kreisschaar der ersten zu der der
zweiten Art bietet sich eine Schaar von Kreisen dar, welche
sich simmtlich in einem und demselben Punkte beriihren. Sie
entsteht, wenu in einer Kreisschaar der ersten Art die beiden
Grundpunkte, oder in einer Kreisschaar der zweiten Art die
beiden Grenzpunkte sich vereinigen. Einer solchen Kreisschaar
ist eine ihnliche conjugirt, wie man sich aus Fig. 57 iiberzeugt.
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Fig, 57.

Da zwei concentrische Kreise die unendlich entfernte Ge-
rade der Ebene zur Potenzlinie haben, so kann man annehmen,
dass die simmtlichen Kreise, welche einen gegebenen Punkt M
zum Mittelpunkt haben, eine Kreisschaar bilden, deren Axe
unbestimmt ist, d. h. jede durch M gehende Gerade kann als
Axe angesehen werden, insofern sie die simmtlichen Mittel-
punkte der Kreise (welche sich in M vereinigen) enthilt. Um
die conjugirte Schaar zu finden, bemerke man, dass die Mittel-
punkte ihrer Kreise im Unendlichen liegen, so dass also diese
Kreise, insofern sie iiberhaupt in das endliche Gebiet der Ebene
hineinragen, aus Geraden bestehen. Wenn eine Gerade einen
Kreis unter rechten Winkeln schneiden soll, so muss sie durch
den Mittelpunkt des Kreises gehen, woraus durch Umkehrung
folgt, dass die siimmtlichen Geraden, die durch M gehen, und
von denen jede mit der unendlich entfernten Geraden der Ebene
zusammengenommen wird, als eine Kreisschaar aufgefasst wer-
den konnen, die conjugirt ist zu der Schaar concentrischer
- Kreise mit dem Mittelpunkte M.

Die betrachtete Schaar concentrischer Kreise wird, wie jede
Kreisschaar, von einer Transversalen (+ in einem Punktsysteme
geschnitten. Dieses Punktsystem ist immer ein gleichseitig
hyperbolisches (§ 11), dessen einer Asymptotenpunkt der Fuss-
punkt des von M auf G+ gefiillten Perpendikels ist, wiihrend der
andere Asymptotenpunkt im Unendlichen liegt. Das Punkt-
system, in welchem die zur concentrischen Kreisschaar conju-
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girte Schaar geschnitten wird, ist ein parabolisches, dessen
vereinigte Asymptotenpunkte sich auf der unendlich entfernten
Geraden der Ebene befinden. -

Die verschiedenen Arten von Kreisschaaren lassen sich her-
stellen, indem man die Gesammtheit der Kugeln zu Hilfe nimmt,
welche sich durch einen festen Kreis & legen lassen. Sei dessen
Ebene e, so wird eine beliebige Ebene F aus der Kugelschaar
eine Schaar von Kreisen ausschneiden, deren gemeinschaftliche
Potenzlinie die Durchschnittsgerade P der Ebenen e und F ist.
Die Mittelpunkte der Kugeln der Schaar liegen in einer zu e
senkrechten Geraden, welche den Mittelpunkt von % enthilt;
wenn durch diese Gerade eine senkrechte Ebene zu F gelegt
wird, so schneidet dieselbe in F eine Gerade aus,  welche die
Mittelpunkte der Kreisschaar enthilt.

Wenn P (oder F) mit k zwei Punkte gemein hat, so er-
zeugt die Kugelschaar in I eine Kreisschaar der ersten Art;
treffen P und % sich nicht, so erhiilt man eine Kreisschaar der
zweiten Art. Ist P eine Tangente an %, so wird diejenige
Kreisschaar erzeugt, welche den Uebergang der ersten zur zwei-
ten vermittelt. Ist schliesslich P die unendlich entfernte Ge-
rade der Ebene E (mit anderen Worten: ist K parallel zu e),
so erhiilt man eine Schaar concentrischer Kreise; dies verliert
aber seine Giltigkeit, sobald ¢ und £ zusammenfallen.

Dreht man zwei Kreise M, und M, und ihre Potenzlinie P
um die Centrallinie M, M, herum, so entstehen aus M, und M,
zwei Kugeln M, und M, und aus P eine Ebene ¢, welche die
Eigenschaft hat, dass fiir jeden ihrer Punkte, von dem aus iiber-
haupt Tangenten moglich sind, die Tangenten nach den Kugeln
M, und M, einander gleich sind.© Umgekehrt, wenn ein Punkt p
die Eigenschaft hat, dass seine Tangenten nach den Kugeln 27,
und M, gleich lang sind, so muss er in e liegen, denn wenn
man durch p und die Mittelpunkte M, und M, eine Ebene E
legt, so wird p in dieser Ebene F so gelegen sein, dass es der
Potenzlinie der beiden durch F aus den Kugeln M, und M,
ausgeschnittenen Kreise angehort. Die in  beschriebene Figur
ist aber nur eine andere Lage der Kreise M, und M, und ihrer
Potenzlinie, also liegt p wirklich in der Ebene, welche durch
Rotation von P entsteht, und welche man also die Potenzebene
der beiden Kugeln nennen kann.
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Man hiitte zur Potenzebene auch in folgender Weise ge-
langen kionnen. Zieht man von einem festen Punkte aus, der
ausserhalb oder innerhalb einer Kugel liegen mag, Secanten
oder Sehnen durch die Kugel, so entstehen auf jeder derselben
zwei Abschnitte, deren Product constant ist und die Potenz des
Punktes in Bezug auf die Kugel heisst. Liegt der Punkt ausser-
halb der Kugel, so heisst die Potenz eine fiussere nnd ist gleich
dem Quadrate der Tangente, welche von dem Punkte aus an
die Kugel gezogen werden kann. Liegt der Punkt innerhalb
der Kugel, so ist die Potenz eine innere, und sie ist gleich
dem Quadrate vom Radius des kleinsten Kreises der Kugel,
welcher durch den gegebenen Punkt moglich ist; dieser kleinste
Kreis wird ausgeschnitten durch diejenige Ebene, welche im
angenommenen Punkte senkrecht steht auf der Verbindungs-
geraden des Punktes mit dem Mittelpunkte der Kugel. Sucht
man nun den Ort aller Punkte, welche nach zwei gegebenen
Kugeln entweder gleiche innere oder gleiche iiussere Potenz
erzeugen, so erhiilt man die Potenzebene der beiden Kugeln.

Wenn zwei Kugeln sich lings eines Kreises schneiden, so
ist dessen Ebene zugleich die Potenzebene der beiden Kugeln.
Beriihren sich zwei Kugeln, so ist die gemeinschaftliche Tan-
gentialebene im Beriihrungspunkte auch ihre Potenzebene. Wenn
sich zwei Kugeln weder schneiden, noch beriihren, so lege man
durch die Verbindungslinie der Mittelpunkte irgend eine Ebene
und construire fiir die in ihr enthaltenen Grosskreise der Kugeln
die Potenzlinie, so ist diese in der Potenzebene gelegen; die Po-
tenzebene steht zudem auf der erwiihnten Verbindungsgeraden
senkrecht. Specielle Fille, in denen eine der Kugeln oder beide
entweder den Radius Null oder den Radius Unendlich haben,
sollen hier nicht niiher erbrtert werden; es sei nur erwiihnt,
dass sich als Potenzebene zweier concentrischer Kugeln die un-
endlich entfernte Ebene des Raumes ergibt.

Drei Kugeln M,, M, und M, erzeugen zu je zweien drei
Potenzebenen, die sich in einer und derselben Geraden schmei-
den. Sei in der That E,, die Potenzebene von M, und M,
ferner B, die Potenzebene von M, und M, so schneiden sich
die beiden Ebenen in einer Geraden, deren Punkte mnach M,
M, and M, gleiche Potenzen ergeben und welche also auch auf
der Potenzebene E,, der Kugeln M, und M, liegen muss. Hat
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man also die Potenzebene zweier Kugeln M, und M, zu finden,
welche sich weder schneiden, noch beriihren, so withle man eine

dritte Kugel M,, welche sowohl M, als M, lings eines Kreises -

schneidet. Die Ebenen dieser beiden Kreise treffen sich in einer
Geraden, welche der gesuchten Potenzebene angehort; legt man
also durch die Gerade eine senkrechte Ebene zu der Centrallinie
der beiden Kugeln, so hat man die Potenzebene construirt.

Soll fiir drei sich nicht schneidende Kugeln M,, M,, M,
die Potenzlinie gefunden werden, d. h. diejenige Gerade, in
welcher sich die drei Potenzebenen der Kugeln, zu je zweien ge-
nommen, schneiden, so lege man die Ebene, in welcher die drei
Mittelpunkte der Kugeln sich befinden. In dieser Ebene erhilt
man aus den Kugeln drei Grosskreise, die einen Punkt gleicher
Potenzen zulassen; eine in diesem Punkte senkrecht zur Central-
ebene errichtete Gerade ist die gesuchte Potenzlinie.

Vier im Raume beliebig gewithlte Kugeln geben zu sechs
Potenzebenen Veranlassung. Seien die Kugeln mit M, M,,
M,, M, bezeichnet, ferner moge I, die Potenzebene von M,
und M, sein, wihrend E,,;, E,, E,, F,, I, eine analoge
Bedeutung haben, so ist zunfichst klar, dass diese Potenzebenen
in nachfolgender Gruppirung zu dreien durch eine Gerade gehen:
L Ey, By, Ey; 2. By, By, Eyg; 3. By, By, Eyy; 4 By, By, B,
Alle sechs Ebenen schneiden sich in einem und demselben Punkte,
durch welchen also auch die vier gefundenen Geraden gehen,
es ist dies der Punkt, in welchem die Potenzlinie dreier dieser
Kugeln die Potenzebene schneidet, welche die vierte mit irgend
einer der drei ersten Kugeln bestimmt. Wenn dieser Punkt,
der Potenzpunkt der vier Kugeln, nicht innerhalb einer dersel-
ben liegt, so ist er der Mittelpunkt einer Kugel, welche die
vier gegebenen Kugeln iiberall unter rechten Winkeln schnei-
det und ihre Orthogonalkugel genannt wird.

Dreht man eine Kreisschaar um ihre Axe herum, so wird
sie zu einer Kugelschaar, indem jeder ihrer Kreise zu einer
Kugel sich verwandelt. Die gemeinschaftliche Potenzlinie der

Kreisschaar wird zur gemeinschaftlichen Potenzebene, welche.

mit der unendlichen entfernten Ebene des Raumes zusammen-
genommen zugleich eine Kugel der Kugelschaar reprisentirt,
deren Radius unendlich gross ist. Entsprechend den beiden
Arten von Kreisschaaren gibt es auch zwei Arten von Kugel-
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schaaren. Durch Rotation der Kreisschaar erster Art, die zwei
Grundpunkte s, und s, hat, entsteht die Kugelschaar erster
Art, die einen Grundkreis k besitzt, welcher durch Rotation
der Punkte s, und s, erzeugt wird. In dieser Kugelschaar ist
diejenige Kugel die kleinste, welche iiber dem Grundkreis der
Schaar als Grosskreis errichtet werden kann. In der Kreis-
schaar der zweiten Art kommen keine Grundpunkte, dafiir aber
zwei Grenzpunkte vor; demgemiiss haben die Kugeln einer Ku-
gelschaar zweiter Art keinen gemeinschaftlichen Grundkreis,
dafiir aber treten zwei Grenzkugeln ein, von denen jede den
Radius Null hat und die auf der Axe symmetrisch zur Potenz-
ebene liegen. Als Uebergang von der Kugelschaar erster Art
zu derjenigen zweiter Art kann das System von Kugeln gelten,
welche einen Punkt und in diesem die Tangentialebene gemein
haben; diese Ebene ist zugleich gemeinschaftliche Potenzebene
der Kugelschaar. Eine solche besondere Kugelschaar kann ent-
weder als Kugelschaar erster Art betrachtet werden, deren
Grundkreis sich auf einen Punkt reducirt hat, oder als Kugel-
schaar zweiter Art, deren Grenzpunkte zusammengefallen sind.

Durch zwei im Raume willkiirlich gelegte Kugeln ist eine
Kugelschaar vollkommen bestimmt. Wenn die beiden Kugeln
sich schneiden, so ist die Kugelschaar von der ersten Art; sie
ist von der zweiten Art, wenn die beiden Kugeln sich nicht
schneiden, und der Grenzfall der Berithrung erzeugt die eben
erwihnte Uebergangsart. Sind zwei concentrische Kugeln ge-
geben, so gehdren sie einer eigenthiimlichen Kugelschaar an,
deren siimmtliche Kugeln einen gemeinsamen Mittelpunkt ha-
ben; sie enthiilt eine Kugel, deren Radius Null ist (den Mittel-
punkt), und eine andere, deren Radius unendlich gross ist (die
doppelt gelegte unendlich entfernte Ebene des Raumes).

Es ist schon bemerkt worden, dass eine Kugelschaar der
ersten Art von jeder beliebigen Transversalebene in einer Kreis-
schaar getroffen wird, von welcher leicht entschieden werden
kann, welcher Art sie angehiore. Auch jede andere Kugelschaar
wird von irgend einer Transversalebene in einer Kreisschaar
geschnitten, deren Centrallinie man construirt, indem man den
Durchschnitt der Transversalebene mit derjenigen zu ihr senk-
rechten Ebene herstellt, welche die Centrallinie der Kugelschaar
enthiilt. Eine Kugelschaar der zweiten Art wird von einer
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Ebene stets in einer Kreisschaar der zweiten Art geschnitten,
was als speciellen Fall einschliesst, dass concentrische Kugeln
von einer Ebene in concentrischen Kreisen geschnitten werden.
Dass eine beliebige Kugelschaar von jeder Geraden in einem
Punktsystem getroffen wird, bedarf nun keines Beweises mehr.
Jeder Punkt, welcher in der Potenzebene zweier Kugeln
ausserhalb einer derselben liegt, ist Mittelpunkt einer und nur
einer Kugel, welche die gegebenen rechtwinklig schneidet;
diese Kugel schneidet zudem jede Kugel rechtwinklig, welche
mit den urspriinglichen derselben Schaar angehort. Es ergibt
sich hieraus, dass es zu einer Kugelschaar nicht nur eine ein-
zige conjugirte Kugelschaar gibt, sondern dass deren unendlich
viele vorhanden sind. In der That, legt man durch die Central-
linie einer Kugelschaar eine Ebene, so erhiilt man in derselben
eine Kreisschaar, zu welcher nach Friiherem die conjugirte
Kreisschaar gefunden werden kann. Wenn nun iiber jedem
Kreis der beiden Kreisschaaren als Grosskreis eine Kugel ge-
schlagen wird, so erhilt man zwei Kugelschaaren, von denen
die eine die urspriinglich gegebene ist, die andere aber die
Eigenschaft hat, dass jede ihrer Kugeln jede gegebene recht-
winklig schneidet. Es gibt also jede durch die Centrallinie
einer Kugelschaar gelegte Ebene einer zu dieser Kugelschaar
conjugirten Schaar von Kugeln den Ursprung. Alle einer Kugel-
schaar conjugirten Schaaren stehen in einem eigenthiimlichen
Zusammenhang. Man kann niimlich aus diesen Schaaren jewei-
len die gleichgrossen Kugeln aussondern; sie haben die Eigen-
schaft, in ihrer Aufeinanderfolge eine Fliche zu erzeugen,
welche auch erhalten wird, wenn man einen Kreis um eine in
seiner Ebene gelegene Gerade dreht. Eine solche Fliche heisst
Ringfliiche; ihre Eigenschaften konnen in diesem Buche nicht
nither ertrtert werden, nur mag hier darauf aufmerksam ge-
macht sein, dass sie verschiedene Formen annimmt je nach der
gegenseitigen Lage des Kreises und der geraden Linie.

§ 16.
Acehnlichkeitspunkte zweier Kreise und zweier Kugeln.
Sind in einer Ebene zwei beliebige Kreise gegeben und
man zieht in denselben parallele und gleichgerichtete Radien

Geiser, Kinleit. in die synthet. Geometrie. 1
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Fig. 58.

M, ¢, und M,e,, so wird die Gerade e, e, die Centrale M, M,
in einem Punkte A schneiden, welcher sich nicht veriindert,
wenn M, ¢, und M, e, sich gleichzeitig so iindern, dass sie stets
parallel und gleichgerichtet sind. Zufolge der Aehnlichkeit der
Dreiecke M,e; A und M,e, A ist R : B, =M A: M, A, wo
R, und R, die beiden Radien der Kreise sind. Es theilt also
A die Strecke M, M, in einem bestimmten, von der Richtung
der Radien unabhiingigen Verhiltnisse und ist dadurch unzwei-
deutig bestimmt, weil, wie der unmittelbare Anblick der Figur
lehrt, A immer ausserhalb der genannten Strecke liegen muss.

Wenn jetzt zwei andere Radien M, 3, und M,pB, gezogen
werden, die auch parallel laufen, aber ungleich gerichtet sind,
so wird die Gerade B, 3, die Centrale M, M, in einem Punkte .J
schneiden, der ebenfalls von der zufilligen Richtung des Radius
M, B, oder M,pB, unabhiingig ist. Es sind nimlich die Dreiecke
M, B,J und M,pB,J ihnlich, also ist R, : R,=B,J:p,J. Der
Punkt J theilt die Strecke M, M,, auf der er selbst liegt, in
einem Verhiiltniss, das nur von den Radien der Kreise abhiingt.
und ist dadurch vollkommen bestimmt. Da dieses Verhiltniss
iibereinstimmt mit demjenigen, in welchem M, M, durch den
ausserhalb liegenden Punkt 4 getheilt wird, so folgt, dass die
vier Punkte M, J M, A harmonisch sind, und zwar sind M,
und M,, J und 4 zugeordnet. Die Punkte J und A heissen
die Aehnlichkeitspunkte der beiden Kreise, und zwar A4
der #ussere, J der innere Aehnlichkeitspunkt.

Fiir zwei Kreise, die einander ausschliessen, sind die Aehn-
lichkeitspunkte zugleich die Schnittpunkte resp. der #usseren
und der inneren gemeinschaftlichen Tangenten, oder auch: die
vier gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kreise bilden ein voll-
stiindiges Vierseit, von dessen sechs Ecken zwei auf der Cen-
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tralen gelegen sind; die auf der Strecke M, M, selbst enthaltene
Ecke ist der innere Aehnlichkeitspunkt, die auf der Verlinge-
rung von M, M, gelegene Ecke ist der iussere Aehnlichkeits-
punkt der Kreise. Riickt der Kreis M, an den Kreis M, heran,
bis er ihn von aussen beriihrt, so wird der Beriihrungspunkt
zugleich zum innern Aehnlichkeitspunkt. Schneiden sich die
Kreise M, und M,, so ist zwar der #Hussere Aehnlichkeitspunkt
immer noch der Durchschnitt des #usseren gemeinschaftlichen
Tangentenpaares der Kreise, der innere Aehnlichkeitspunkt aber
liegt zugleich innerhalb M, und M,. Wenn nimlich einer der
beiden Aehnlichkeitspunkte innerhalb eines der heiden Kreise
liegt, so kann man von ihm aus keine Tangente an diesen
Kreis ziehen, also auch nicht an den andern, d.h. er liegt auch
innerhalb des zweiten Kreises. Fiir zwei Kreise, die sich be-
rithren und von denen der eine den andern einschliesst, ist der
Beriihrungspunkt zugleich #usserer Aehnlichkeitspunkt; wenn
ferner ein Kreis ganz innerhalb des andern liegt, so liegen die
beiden Aehnlichkeitspunkte innerhalb des kleineren Kreises. Sind
schliesslich zwei Kreise concentrisch, so fallen die beiden Aehn-
lichkeitspunkte mit dem gemeinsamen Mittelpunkte zusammen,
da ja die Entfernung der beiden Mittelpunkte immer noch durch
die Aehnlichkeitspunkte im #usseren und- inneren Verhiltniss
der beiden Radien getheilt werden muss.

Sind zwei Kreise gleich gross, so ist ihr fiusserer Aehnlich-
keitspunkt der unendlich entfernte Punkt ihrer Centralen, der
innere Aehnlichkeitspunkt liegt in der Mitte zwischen den bei-
den Mittelpunkten. Wenn von zwei Kreisen einer sich auf
seinen Mittelpunkt reducirt, so fallen die Aehnlichkeitspunkte
mit diesem Punkte zusammen.

Man kann die meisten der eben abgeleiteten Resultate ohne
Weiteres auf zwei Kugeln im Raume {ibertragen. Zieht man
in zwei beliebig gelegenen Kugeln parallele Radien M, ¢, und
M,a,, die gleichgerichtet sind, so wird die Verbindungsgerade
a, e, der zweiten Endpunkte auf der Centralen M, M, einen
Punkt A4 ausschneiden, welcher fiir alle Lagen der parallelen
und gleichgerichteten Radien derselbe bleibt; er heisst der ius-
sere Aehnlichkeitspunkt der beiden Kugeln. Durch parallele
und entgegengesetzt gerichtete Radien wird auch ein innerer
Aehnlichkeitspunkt der beiden Kugeln erzeugt. Die Aehnlich-
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keitspunkte bilden mit den Mittelpunkten 27, und M, eine
Gruppe von vier harmonischen Punkten, und zwar sind die
Aehnlichkeitspunkte sich so zugeordnet, dass der innere auf
M, M, selbst, der #ussere aber auf der Verlingerung dieser
Strecke liegt.

Wenn von zwei Kugeln jede die andere ausschliesst, so
gibt es unendlich viele Ebenen, welche beide gleichzeitig be-
riihren und fiir welche die Kugeln auf der niimlichen Seite
liegen. Alle diese Ebenen bilden einen Rotationskegel, dessen
Spitze der iiussere Aehnlichkeitspunkt 4 der beiden Kugeln ist.
Denkt man sich die séimmtlichen Tangentialebenen dieses Ke-
gels (welche die gemeinschaftlichen Tangentialebenen der beiden
Kugeln sind) unbegrenzt verlingert, so wird der Kegel aus zwei
symmetrischen Hiilften bestehen, die in der Spitze 4 (oder im
Mittelpunkte A4) zusammenhiingen.

Die beiden Kugeln liegen in derselben Hilfte dieses un-
begrenzten Kegels. Es gibt aber auch unendlich viele gemein-
schaftliche Tangentialebenen der Kugeln, fiir welche die beiden
Kugeln auf entgegengesetzten Seiten liegen; sie schneiden sich
im inneren Aehnlichkeitspunkte J und bilden ebenfalls einen
Rotationskegel, aber so, dass die Kugeln in verschiedenen sei-
ner im Mittelpunkte oJ zusammenstossenden Hilften liegen.
Man erkennt in jedem Falle die Lage der Aehnlichkeitspunkte
zweier Kugeln, wenn man dieselben durch eine Ebene schneidet,
welche die Verbindungsgerade der Kugelcentra enthilt. Die
entstehenden Grosskreise ergeben dieselben Aehnlichkeitspunkte
wie die Kugeln.

§ 17.

Aehnlichkeitspuinkte, Aehnlichkeitsaxen und Aehnlichkeitsebenen.

Wenn in einer Ebene drei Kreise M,, M,, M,, derenRadien
resp. IR, RR,, R, sein mdgen, in ganz willkiirlicher Lage gegeben
sind, so bestimmen je zwei von ihnen einen fiussern und einen
innern Aehnlichkeitspunkt. Die Aehnlichkeitspunkte zu A, und
M, seien Ay, und J,4, zu M; und DM, : A und J,,, zu M, und
M, : A, vnd J,,; es liegen dann von den sechs Punkten 4 und J
viermal drei in einer Geraden, und zwar 1. die drei fusseren:
Ay, Ay, Ay, und 2. jeder #ussere mit den beiden ihm nicht

238 312
zugehodrigen inneren, also:

-
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Aggy gy 15 Ty Ags Jigs Tagy gy A
Zum Beweise benutzt man einen Fundamentalsatz der Trans-
versalentheorie (§ 1), indem man das Dreieck M, M, M, der
drei Mittelpunkte der gegebenen Kreise zu Grunde legt. Auf

TR S Fig. 59.
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den drei Seiten dieses Dreiecks liegen zuniichst die Punkte
Ay, Ay, A, und zwar so, dass dieselben auf den Verlinge-
rungen der Seiten enthalten sind; kann also bewiesen werden,
dass die beiden Producte der durch sie erzeugten Abschnitte
gleichen Werth haben, also
A A M AT =AW, A A
ist, so ist der erste Theil des aufgestellten Satzes bewiesen.
Nun hat man aus dem vorigen Paragraphen
A M1 4 M= R, : Ry oder Ry A M, =R, . 4, M,
und in derselben Weise
Oy Al M e B A M R A M B4 LM
woraus durch Multiplication wirklich folgt:
A B A M, A S A M A A
Der zweite Theil des Satzes wird durchaus analog bewie-
senj z. B. fiir die Punkte 4,5, J;,, J,, hat man wiederum nach
dem vorigen Paragraphen:
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UAARREY: 08 | i) e Lol (A
K dy el oy I,
Ry g M= R. ;3 M,
woraus durch Multiplication folgt:
Agy My . Iy My J\y My = Agy My Iy M, . J 3 M,

Da nun von den Punkten A4, J,, J,, die auf den drei
Seiten des Dreiecks M, M, M, liegen, zwei, nimlich J,, und J},,
auf begrenzten Seiten des Dreiecks sich befinden, withrend der
dritte, A,,, auf der Verlingerung der dritten Seite liegt, so
miissen diese Punkte sich in gerader Linie befinden.

Die vier Geraden, auf welchen die sechs Aehnlichkeits-
punkte Vertheilt sind, heissen die Aehnlichkeitsaxen der Kreise
M,, M,, My; dieselben bilden ein vollstindiges Vierseit, dessen
Diagonalen mit den Seiten M,M,, M, M,, M, M, des Dreiecks
M, M, M, iibereinstimmen. Es ist in § 9, Fig. 40, gezeigt wor-
den, dass auf jeder Diagonale eines vollstindigen Vierseits vier
harmonische Punkte liegen, von denen zwei zugeordnete die in
der Diagonale enthaltenen Ecken sind, die iibrigen aber durch
die beiden anderen Diagonalen ausgeschnitten werden. Es sind
also

Ayyy My, Jyyy, My; Ay, My, Iy, My Ay, My, Iy, M,
drei Gruppen von vier harmonischen Punkten, wie iibrigens aus
einem im vorigen Paragraphen ausgesprochenen Satze unmittel-
bar zu folgern ist. '

Der Nachweis von vier Aehnlichkeitsaxen zu drei Kreisen
ist geleistet worden fiir eine ganz willkiirliche Lage von 1, 21, M,.
Liegen die drei Kreise aussereinander, so ergibt eine einfache
stereometrische Betrachtung den verlangten Satz.

Zu diesem Zwecke schlage man iiber den Kreisen M,, M,
und M, als Grosskreisen drei Kugeln; es gibt dann zwei Ebenen,
von denen jede die drei Kugeln gleichzeitig beriihrt, und zwar
so, dass fiir eine dieser Ebenen alle Kugeln auf derselben Seite
liegen. Diese beiden Ebenen liegen symmetrisch zu der Ebene
der Kreise M,, M,, M, und schneiden sich in einer Geraden,
die ihrer ganzen Ausdehnung nach dieser Ebene angehort.

Seien 7' und 7" diese Ebeneng weil 7' die iiber M,, M,
und M; beschriebenen Kugeln beriihrt, so ist sie auf jeden Fall
eine der gemeinschaftlichen Tangentialebenen von M, und M,
und zwar eine derjenigen, fiir welche M, und M, auf derselben
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Seite liegen, d. h. 7' ist eine Tangentialebene desjenigen Rota-
tionskegels, welcher M, und M, gleichzeitig umschrieben ist
und der zum Mittelpunkte den Husseren Aehnlichkeitspunkt der
beiden Kugeln hat. Jede Tangentialebene eines Kegels geht
durch seinen Mittelpunkt, also enthiilt 7 den genannten Husse-
ren Aehnlichkeitspunkt und dasselbe gilt von 7. Demnach
liegt der dussere Aehnlichkeitspunkt der Kugeln iiber I, und M, -
in der Schnittgeraden von 7' und 7. Dasselbe wird von den
dusseren Aehnlichkeitspunkten der iiber M, und M, oder M,
und M, beschriebenen Kugeln bewiesen, die demnach mit dem
erstgefundenen in gerader Linie liegen. Die fusseren Aehnlich-
keitspunkte der Kugeln sind zugleich die #usseren Aehnlich-
keitspunkte der Kreise, tiber denen sie errichtet wurden, so
dass also fiir aussereinanderliegende Kreise gezeigt ist, dass die
drei #usseren Aehnlichkeitspunkte je zweier von ihnen auf einer
Geraden vertheilt sind. Der Beweis desselben Satzes fiir einen
duseren und die beiden ihm nicht zugehorigen inneren Aehn-
lichkeitspunkte wird durch entsprechende Abiinderung des eben
gefiihrten Beweises geleistet.

Wenn ein Kreis M; zwei andere Kreise M, und M, in den
Punkten b, und b, so beriihrt, dass er entweder beide ein-
schliesst oder beide ausschliesst, so geht die Beriihrungssehne
b, b, durch den #usseren Aehnlichkeitspunkt der Kreise M, und
M, Im ersten Falle niimlich ist b, der #ussere Aehnlichkeits-
punkt von M, und IM,, ferner b, der iussere Aehnlichkeitspunkt

Fig. 60.
/l/ |
‘ M
X '—‘“\\\\
- _2\& >
/ K_,-:_,_, b}e--\,‘._w..
/ ‘\\ P \\ _-‘_——::::v—‘
\ ( e i :
{ - g i T :
o e S At
\ / e
\. 4
4 %
s

www.rcin.org.pl




104 Kreis und Kugel.

von M, und MM, also liegen dieselben wirklich mit dem iiusse-
ren Aehnlichkeitspunkte 4 der Kreise M, und M, in einer Ge-
raden. Im zweiten Falle ist b, der innere Aehnlichkeitspunkt von
M, und M,, b, der innere Aehnlichkeitspunkt von M, und I,
so dass auch hier b,, b,, A derselben Geraden angehoren.
Beriihrt M, die Kreise M, und M, in b, und b, so, dass er
M, einschliesst und M, ausschliesst, so ist b, der #ussere Aehn-

Fig. 61. lichkeitspunkt von 7, und

A S M,, b, der innere Aehn-

g Kok -0 lichkeitspunkt von 3, und

4 \\/( i M,, also geht die Verbin-
// ( \\gu, ) : dungsgeradeb, b, nach dem
‘ \ X ‘) Satze von den Aechnlich-
’, \ e il keitsaxen dreier Kreise
\ B e e /",,g M, | durch den inneren Aehn-
X \ /) lichkeitspunkt J der Kreise
N ] / S > M, und M,.— Alles zusam-
\\w,/// mengefasst ergibt: Wer-

den zwei feste Kreise von einem dritten Kreise gleichartig be-
rithrt, so geht die Beriihrungssehne durch ihren dusseren Achn-
lichkeitspunkt, und werden sie ungleichartig beriihrt, so geht
die Beriihrungssehne durch ihren inneren Aehnlichkeitspunkt.

Da die Aehnlichkeitspunkte zweier Kugeln zusammentallen
mit den Aehnlichkeitspunkten zweier ihrer Grosskreise, die in
derselben Ebene liegen, so ist klar, dass auch die Aehnlich-
keitspunkte dreier Kugeln zusammenfallen mit den Aehnlich-
keitspunkten derjenigen Kreise, welche aus den Kugeln durch
die Ebene ihrer drei Mittelpunkte ausgeschnitten werden, was
iibrigens schon in der oben ausgefiihrten stereometrischen Be-
trachtung bemerkt worden ist. Also: Drei Kugeln bestimmen
zu je zweien genommen sechs Aehnlichkeitspunkte, von denen
drei dussere und drei innere sind, und welche alle in der Ebene
liegen, die durch die drei Mittelpunkte der Kugel geht. Die
drei #usseren Aehnlichkeitspunkte liegen in einer Geraden und
ebenso befindet sich jeder #ussere Aehnlichkeitspunkt mit den
beiden ihm nicht zugehorigen inneren auf einer Geraden.

Vier Kugeln M,, M,, M,, M, bestimmen sechs iussere
und sechs innere Aehnlichkeitspunkte, die in leicht verstind-
licher Bezeichnung
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AIZ) Al37 ‘A'147 'A23) 'A‘24} A347 J127 J137 J"14} c7‘23) J247 J34
heissen sollen. Von diesen zwolf Punkten liegen sechzehnmal
drei in einer Geraden, némlich:

Agyy Ay, Am} Ay, Ay, Apps Ay, Ay
Ay, Iy Jig5 Ay Juy Jio5  Asyy Iy, J,
Jus Ayiy Jio5 oy Ay Jias sy Ay Jigs Ty Ay, o
JZS) J317 AIZ; J24) J4I7IA12; J(M’ J4l7 Al.}’ J34? JIZ) A23
Es liegen ferner in jeder Seitenfliche des durch die Mittel-
punkte der Kugeln bestimmten Tetraeders sechs Aehnlichkeits-
punkte, was folgende Gruppirungen zu sechs ergibt:
1. Ay, 4y, A,; J23,; a1 Jia5
2. Ay, Ay, Ay Ty, Jy, Jy;
3. Ay, Ay, Aigs Iy, Ty, I
4 Ay, Ay, Ayy; Iy, Iy, Iy
Die vier in obiger Gruppirung der sechszehn Geraden aus
der ersten Horizontalreihe sich ergebenden vier Geraden schnei-
den sich zu je zweien in sechs Punkten, d.h. die sechs #usse-
ren Aehnlichkeitspunkte der vier Kugeln liegen in derselben
Ebene. Auf der Geraden J,,J,, liegt 4,;, auf J,J,, liegt 4,
und auf J,J;, liegt A,,; man erhilt somit sechs andere Aehn-
lichkeitspunkte in einer neuen Ebene und iiberzeugt sich, dass
“also folgende Gruppirungen von sechs Aehnlichkeitspunktem je
in einer Ebene enthalten sind:
Aygy Ayy, Ayys Ay, Ay, A34a ~
Jioy Jigy Jui Ay, Ay, A
Jioy Jogy Jus Ay, Ay, A137
Jisr Jasy Jus Ay, Ay, Ay
Jir Jay Ju; Ay, Ay, Ay
Einem in § 13 fiir das Tetraeder bewiesenen Satze kann
noch entnommen werden, dass sich die Geraden J,ey,, o 5y
und J,;J;, in einem und demselben Punkte schnelden Daraus
ergeben sich, wie leicht auch auf anderem Wege hiitte geschlos-
sen werden kinnen, nachstehende weitere Gruppen von je sechs
Aehnlichkeitspunken, die derselben Ebene angehoren:
6. Jioy disy Jouy Jys Ay, Ay
T Jiy duy Ios Ty Ay, Ay
8. Jiss Jus Jass Juus

S T DO

Al? ) A34'

www.rcin.org.pl



106 Kreis und Kugel.

Sechstes Kapitel.

Harmonische Eigenschaften des Kreises und
der Kugel.

§ 18.

Pol und Polare in Bezug auf den Kreis.

Legt man durch einen Kreis M eine Transversale 7, welche
denselben in den Punkten s, und s, treffen moge und bestimmt
ein Punktenpaar pp’, welches zu dem Punktenpaar s s, harmo-
nisch ist, so nennt man p und p’ zugeordnete harmonische
Pole in Bezug auf den Kreis M; wenn also p’ ein p zugeord-
neter harmonischer Pol ist, so ist auch p ein zugeordneter har-
monischer Pol zu p'. Zu einem Punkte p gibt es unendlich
viele zugeordnete harmonische Pole: liegt nimlich p innerhalb
des Kreises, so ist ein solcher auf jeder durch p gehenden
Transversalen enthalten; ist p ausserhalb des Kreises gelegen,
so enthiilt jede Gerade, die durch p geht und den Kreis schnei-
det, einen p zugeordneten harmonischen Pol.

Es soll bewiesen werden, dass die zugeordneten harmo-
nischen Pole eines Punktes p immer auf einer gewissen Ge-
raden vertheilt sind; ist dieser Satz richtig, so wird aus Sym-
metriegriinden die betreffende Gerade senkrecht stehen miissen

Fig, 62.
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zu der Geraden, welche p mit dem Mittelpunkte I des vor-
gelegten Kreises verbindet. Sei nun p’ auf der Geraden 3, Mp3,
der p zugeordnete harmonische Pol, ferner sei auf einer beliebig
durch p gelegten Geraden s;s, der p zugeordnete harmonische
Pol p’' construirt, so werden 3,p3,p" und s, ps,p’ zwei Gruppen
von vier harmonischen Punkten sein. Es sind demzufolge die
Strahlen, die von s, aus nach 3,p3,p gehen, vier harmonische
Strahlen, und zwar 5,8, und s,8,, s,p und s, p" zugeordnete
Strahlen. Die beiden ersten Strahlen stehen senkrecht zueinan-
der, demnach halbiren sie die Winkel der beiden letzteren, also
wird 9< 8,5, 6 = s,5, 6 sein, wenn man mit ¢ den zweiten Schnitt-
punkt von s, p mit dem Kreise bezeichnet. Weil Peripherie-
winkel eines Kreises, die gleich gross sind, iiber gleich grossen
Bogen stehen, so sind die Bogen 3,6 und 8,s, einander gleich,
also ist auch aus Symmetriegriinden 97 ap’'3,=3,p's,. — Ver-
bindet man den Punkt " mit den vier harmonischen Punkten
s;ps,p,, so erhiilt man vier harmonische Strahlen, von denen
p's; und p's,, p'p und p'p’ zugeordnete sind. Der Winkel, den
die beiden ersten Strahlen einschliessen, wird von dem Strahle
p'8, oder y'p halbirt, demzufolge steht dieser auf seinem zu-
gehorigen senkrecht, d. h. construirt man zu p irgend einen
conjugirten harmonischen Pol p" in Bezug auf M, so liegt der-
selbe in derjenigen Geraden, welche in p" senkrecht zu My’ er-
richtet werden kann.

Es ist zwar in Fig. 62 vorausgesetzt, dass p innerhalb des
Kreises M gelegen sei, aber es ist leicht einzusehen, dass die
eben angewendeten Schliisse ihre volle Giltigkeit behalten, auch
wenn p ausserhalb des Kreises angenommen wird; wenn endlich
p auf dem Kreise selbst liegt, so liegen die ihm zugeordneten
harmonischen Pole auf der durch ihn gehenden Tangente des
Kreises. Diese letztere Bemerkung stiitzt sich auf den Satz,
dass irgend ein Punkt p in der Ebene des Kreises M, der
ausserhalb M liegt, zugeordneter harmonischer Pol des Be-
rithrungspunktes einer durch p gehenden Tangente des Krei-
ses ist. 3

Alles zusammengefasst ergibt sich der Satz: 'die einem
Punkte p in Bezug auf einen Kreis M zugeordneten harmo-
nischen Pole liegen in einer Geraden P, welche die Polare
des Punktes p genannt wird, Man erhilt sie, indem man p
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mit dem Mittelpunkte von M durch eine Gerade verbindet,
welche den Kreis, in den Punkten 3, und 3, schneiden moge
und nun zu psi&’ den vierten harmonischen p zugeordneten
Punkt yp* construirt; eine Senkrechte auf g in y ergibt dann
die gesuchte Polare. Liegt p innerhalb des Kreises, so schnei-
det P den Kreis nicht, ist p ein Punkt des Kreises, so wird
P zu der ihm zugehorigen Tangente, und wenn p ausserhalb
M liegt, so ist P die Verbindungsgerade der Berithrungspunkte
(die Beriihrungssehne) der beiden von p aus an M miglichen
Tangenten. In den beiden ersten Fillen sind alle Punkte von
P zugeordnete harmonische Pole von p; im letzten Falle aber
nur diejenigen, welche zwischen den Berithrungspunkten, also
auf der eigentlichen Beriihrungssehne liegen.

Zu jeder Geraden P in der Ebene eines Kreises M gibt
es stets einen und nur einen Punkt p, dessen Polare nach M
die Gerade P ist; dieser Punkt heisst der-Pol der Geraden P,
Er wird gefunden, indem man von dem Mittelpunkte M des
Kreises aus ein Perpendikel auf P fiillt, dessen Fusspunkt p’
sein moge, ferner die Schnittpunkte 3, und 3, desselben mit
dem Kreise bestimmt, und schliesslich zu y' 8, 3, den vierten
harmonischen p° zugeordneten Punkt p construirt, so ist dieser
der gesuchte Pol.

Wenn die Polare den Kreis nicht triftt, so liegt der Pol
innerhalb des Kreises; schneidet P den Kreis, so liegt der Pol
ausserhalb und ist zugleich der Schnittpunkt der beiden Tan-
genten in den Punkten, welche P und M gemein haben; wenn
endlich P eine Tangente von M ist, so ist der Beriihrungspunkt
zugleich ihr Pol.

Riickt eine Gerade P, indem sie stets sich selbst parallel
bleibt, immer weiter vom Centrum I des Kreises weg, so
nithert sich ihr Pol immer mehr und mehr dem Punkte 3, mit
welchem sie zusammentfillt, sobald die Gerade P ihrer ganzen
Ausdehnung nach im Unendlichen liegt. Das Nimliche tritt
ein, in welcher Richtung P auch angenommen sein mochte,
d. h. irgend eine Gerade, die ihrer ganzen Ausdehnung nach
im Unendlichen liegt, hat zu ihrem Pole in Bezug auf einen
gegebenen Kreis immer dessen Mittelpunkt. Wenn man nun
den Satz: dass zu jedem Punkte im Allgemeinen nur eine ein-
zige Polare gehore, nicht mit einer Ausnahme fiir den Mittel-
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punkt des Grundkreises behaften will, so muss man sagen:
In Bezug auf die harmonischen Eigenschaften des Kreises ver-
halten sich alle Geraden, die in der Unendlichkeit der Ebene
liegen, so, als ob sie in einer einzigen, der unendlich entfernten
Geraden der Ebene vereinigt wiiren. Dieses Resultat stimmt
vollkommeén mit fritheren Anschauungen iiberein.

Sobald ein Kreis gezeichnet vorliegt, so kann man die
Polare irgend eines Punktes p in seiner Ebene mittelst des Li-
neals allein verzeich-
nen. Zu diesem Zwecke
ziehe man durch »
zwei beliebige Trans-
versalen, welche den
Kreis resp. in 1 und 2,
3 und 4 treffen sollen
und erginze das voll-
stiindigeViereck durch
Construction der Sei-
ten 13, 14, 23, 24.
Man erhiilt dannneben iy A
p noch zwei Diagonal- // Pin >
punkte ¢ und » des A
vollstiindigen Vierecks 4
1234, deren Verbin-
dungsgerade P die ge-
suchte Polare ist.

Der Beweis wird geleistet, indem man 13, 24, 23, 14 als
die Seiten eines vollstiindigen Vierseits ansieht, dessen Diago-
nalen dann durch 12, 34 und r¢q gegeben sind. Sind nun p’
und p” die Durchschnitte von g7 resp. mit 12 und 34, so miissen
nach der harmonischen Eigenschaft des vollstindigen Vierseits
plp’2 und p3p”4 harmonische Punkte sein, womit gezeigt ist,
dass p'p” oder rq die Polare des Punktes p ist. In ganz ana-
loger Beweisfithrung ergibt sich zudem noch, dass p» oder @
die Polare von ¢-und pg oder R die Polare von r ist.

Die Construction von P enthiilt noch eine Willkiirlichkeit,
insofern die Geraden 12 und 34 ganz beliebig durch p gelegt
werden konnen. Da aber immer, wie dies auch geschehen mag,
dieselbe Gerade P zum Vorschein kommt, so ist klar, dass ¢

Fig. 63.
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und # sich nur auf dieser Geraden bewegen kionnen; umgekehrt
darf einer der Punkte, z. B. ¢ auf dieser Geraden beliebig ge-
wihlt werden. Da nun p» oder ¢ die Polare von ¢ ist, so
folgt, dass die Polare eines Punktes von P stets durch p geht,
oder allgemeiner ausgesprochen: Bewegt sich ein Punkt auf
einer Geraden P, so dreht sich seine Polare nach einem Kreise
M um einen festen Punkt p, dem Pole von P.

Der allgemein giltige Beweis dieses Satzes ist hier ver-
mittelst des vollstiindigen Vierecks, dessen Ecken auf dem
Kreise liegen, geleistet worden. Wenn P den Kreis nicht
schneidet, so ist der Nachweis einfacher, weil man den Satz
zu Hilfe nehmen kann: dass, wenn zwei harmonische Pole eines
Kreises gegeben sind, die Polare eines derselben durch den
andern geht. Gibt man dem Satze eine andere Fassung, so
ist er auch ohne harmonische Eigenschaften durch eine stereo-
metrische Betrachtung zur Evidenz zu bringen. Dies geschieht
wie folgt:

Sei ein Kreis M gegeben und eine Gerade P, welche den-
selben mnicht trifft, so werden von jedem Punkte p’ auf P zwei

Fig. 64. Tangenten an 3 gehen,

sl oy welche eine Beriihrungs-

: \ p! sehne P’ bestimmen.

S (5 Schligt man iber M als
)\' o Grosskreis eine Kugel
i : K, solassen sich durch P
L /1 zwei Tangentialebenen

L 7 an K legen, welche sym-

\\ Py \ metrisch zu der Ebene
il \ von M sind. Auch die bei-
R \\ den Beriihrungspunkte
P e \ » s, und s, der Tangen-
tialebenen sind symme-
trisch zu derselben und deshalb steht ihre Verbindungsgerade
senkrecht zu der genannten Ebene. — Von irgend einem Punkte
p’ auf P lege man jetzt die siimmtlichen Tangentialebenen an
K, so bilden dieselben einen Rotationskegel, welcher die Kugel
lings eines Kreises & beriihrt, der die Punkte s, und s, ent-
hilt, und dem auch die Beriihrungspunkte 6, und ¢, der von
p" aus an M moglichen Tangenten angehoren. Die Punkte 6,

M e
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6,, s, und s, liegen auf dem Kreise £, also in einer Ebene;
diese Ebene enthiilt die Gerade ss,, also auch den Punkt p,
in welchem die Gerade die Ebene des Kreises M schneidet,
demzufolge liegen 6,pa, gleichzeitig in der Ebene des Kreises
k und in der Ebene von M, d. h. die drei Punkte befinden sich
in gerader Linie. Umgekehrt: Die Gerade 6,6, oder die Be-
rithrungssehne P’ geht stets durch einen festen Punkt p, wie
man auch den Punkt p’ auf der Geraden P annehmen mag.
Dass dieser Satz in der That mit dem oben bewiesenen zusam-
menhiingt, erhellt aus der Bemerkung, dass die Polare eines
Punktes ausserhalb des Kreises zugleich die Beriithrungssehne
der von ihm aus an den Kreis moglichen Tangenten ist.

Der Satz, dass die Polaren siimmtlicher Punkte einer Ge-
raden durch den Pol dieser Geraden laufen, lisst sich umkehren:
Dreht sich eine Gerade um einen festen Punkt, so durchliuft ihr
Pol eine Gerade, die Polare des festen Punktes, eine Aussage,
welche keines besonderen Beweises mehr bedarf. Als specielle
Fille der beiden Siitze ergeben sich die nachfolgenden: Bewegt
sich ein Punkt auf einem Durchmesser des Kreises, so sind die
zugehorigen Polaren parallel, d. h. sie schneiden sich in einem
unendlich entfernten Punkte. Durchliiuft ein Punkt die unend-
lich entfernte Gerade der Ebene, so dreht sich seine Polare um
den Mittelpunkt des Kreises. — Dreht sich eine Gerade um den
Mittelpunkt des Kreises herum, so beschreibt ihr Pol die un-
endlich entfernte Gerade der Ebene. Die Pole eines Systems
paralleler Geraden liegen auf einem Durchmesser des Kreises.

Zum Schlusse sei noch erwiihnt, dass man nach dem Vor-
hergehenden zu jeder Geraden P in der Ebene eines Kreises
den Pol p mittelst des Lineals allein finden kann. Zu diesem
Ende construire man nach den angegebenen Regeln zu zwei
Punkten von P die Polaren, so schneiden sich dieselben in dem
gesuchten Pole. Diese Construction ist complicirter als die
Construction der Polaren zu einem Punkte, welche, nebenbei
bemerkt, noch die Tangenten linear ergibt, welche von einem

Punkte ausserhalb eines Kreises an den Kreis gezogen werden
konnen.
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§ 19.
Tripel; Punkt- und Strahlsysteme im Kreise. Polarisation.

Ein vollstiindiges Viereck, dessen Kcken auf der Peripherie
eines Kreises M liegen, bestimmt ein Diagonaldreieck, dessen
Ecken pgr und dessen Seiten PQR die Eigenschaft haben,
dass die Polare irgend einer Kcke zugleich die Verbindungs-
gerade der anderen Kcke oder die gegeniiberliegende Seite ist;
ebenso ist der Pol einer Seite der Durchschnitt der beiden an-
deren Seiten oder die gegeniiberliegende Ecke. Ein solches
Dreieck heisst Tripel des Kreises, und zwar Tripel harmonischer
Punkte, wenn die Ecken in Betracht kommen, und Tripel har-
monischer Strahlen, wenn es sich um die Seiten handelt.

Von den Ecken eines Tripels harmonischer Punkte liegen
stets zwei ausserhalb des Kreises, die dritte innerhalb. Wenn
niimlich ein Punkt des Tripels ausserhalb des Kreises angenom-
men wird, so sind die beiden anderen auf einer Geraden ge-
legen, welche den Kreis schneidet, und zwar befindet sich einer
derselben innerhalb des Kreises, der andere ausserhalb. Liegt
aber ein Punkt des Tripels innerhalb des Kreises, so liegen die
beiden anderen auf einer Geraden, welche den Kreis nicht trifft,
also ausserhalb. Da ein Tripel harmonischer Punkte zugleich
ein Tripel harmonischer Strahlen involvirt, so folgt, dass von
den Strahlen eines Tripels stets zwei den Kreis treffen, wiih-
rend der dritte an dem Kreise vorbeigeht.

Zieht man durch das Tripel pgr die Gerade Mg, welche
@ in ¢ und den Kreis in s, und s, treffen moge, so sind die
Punkte s, ¢, s,, ¢ harmonisch, es miissen also ¢ und ¢’ auf
derselben Seite von M liegen, und zwar ist

Mg . Mqg=Ms2=—Msl= R},
wenn R den Radius des Kreises bedeutet. Da die Verbindungs-
gerade von Pol und Mittelpunkt stets senkrecht zur Polaren
ist, so muss Mg oder g¢ eine Hohe des Dreiecks pgr sein.
Die beiden anderen Hohen sind Mpp' und Mrs»" und man hat
auch fiir sie
Mp. Mp'= Mr . My = R2.

Der Punkt M liegt auf den Verlingerungen der Strecken pp/,
qq, 7, d. h. ein Tripel harmonischer Punkte in Bezug auf
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einen Kreis bilden ein stumpfwinkliges Dreieck, dessen Hohen-
punkt zugleich der Mittelpunkt des Kreises ist.

"~ Es gibt unendlich viele Tripel in Bezug auf einen Kreis.
Man kann einen Punkt p desselben willkiirlich wiihlen, dann
sind die beiden anderen ¢ und 7 auf der Polaren P desselben
gelegen. Auf P nehme man nun den Punkt ¢ ganz nach Be-
lieben an, dann wird der Punkt » erhalten als Durchschnitt der
Polaren @ von g mit P. Ist ein Strahl P des Tripels gegeben,
so miissen die beiden anderen Strahlen sich in einem Pole p
desselben schneiden. Legt man also durch p eine beliebige
Gerade als zweiten Strahl @ des Tripels, so wird der dritte
Strahl B gefunden, indem man p mit dem auf P gelegenen
Pole ¢ von @ verbindet.

Liegt ein Punkt p des Tripels auf der Peripherie des Krei-
ses, so befinden sich die beiden anderen auf der Tangente P
des Punktes p, und zwar ist einer derselben mit p vereinigt,
wiithrend der andere auf P willkiirlich gewiihlt werden darf.
Ist ferner ein Strahl P eines Tripels PQ R zugleich Tangente
des Kreises mit dem Beriihrungspunkte p, so gehen die beiden
anderen Strahlen durch p, und zwar fillt einer von ihnen mit
P zusammen, wihrend der andere willkiirlich durch p gelegt
werden darf.

Wenn von einem Tripel pgr der Punkt p im Unendlichen
liegt, so sind ¢ und » Punkte auf einem Durchmesser, und

Geiser, Einleit. in die synthet. Geometrie. 8
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zwar conjugirte harmonische Pole in Bezug auf den Kreis. Von
den Strahlen pgr des Tripels ist einer, P, ein Durchmesser
des Kreises, withrend die beiden anderen @ und R zu ihm senk-
recht stehen. Riickt noch ein anderer Punkt des Tripels, z. B.
q ins Unendliche, so wird » zum Mittelpunkte des Kreises, R
zur unendlich entfernten Geraden der Ebene und die Strahlen
P und @ werden zu einem Paar senkrecht stehender Durch-
messer. Umgekehrt bilden zwei zu einander senkrecht stehende
Durchmesser des Kreises zusammengenommen mit der unend-
lich entfernten Geraden der Ebene stets ein Tripel harmonischer
Strahlen des Kreises.

.Aus den Fundamentaleigenschaften des Tripels ergibt sich
die Richtigkeit des®nachfolgenden Satzes: Wenn zwei Kreise
M, und M, aussereinander liegen, so bilden die beiden Grenz-

Fig. 66. punkte @ und ‘R der
| ! durch M, und M, be-
1 stimmten Kreisschaar
E (die von zweiter Art ist)
" R mit dem unendlich ent-
, fernten Punkte ihrer Po-
oo ; -~ tenzlinie ein Tripe] har-
3 monischer Punkte so-
e g wohl in Bezug auf I/,
als auch in Bezug auf
. i M,. Zuniichst ist nim-
’ e lich klar, dass die Po-
laren von P, nach den Kreisen M, und M, in der Centralen
M, M, oder QR der beiden Kreise zusammenfallen; ferner bil-
den nach friither bewiesenen Siitzen die Punkte @ und R con-
jugirte harmonische Pole sowohl nach A, und 2/,, und schliess-
lich stehen die Polaren von ¢ und R sowohl nach M, als
nach M, senkrecht zur Centralen M, M,, also kann der aus-
gesprochene Satz wirklich als bewiesen angesehen werden.
Alle Punktenpaare g7, ¢/, ¢»” ete., welche mit einem ge-
gebenen Punkte p Tripel harmonischer Punkte pgr, pg'»,
pq”7r” ete. bestimmen, liegen auf einer Geraden P, der Polaren
des Punktes p und bestimmen auf derselben ein Punktsystem.
Fiir den Fall, dass der Punkt p ausserhalb des Kreises M liegt,
wird P mit M zwei Punkte s, und s, gemein haben, und zwar

L]

www.rcin.org.pl



© VI. Harmonische Eigenschaften des Kreises und der Kugel. 115
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ist jedes der Punktenpaare qr, ¢'7, ¢”+” ete. zu ss, harmo-
nisch, d. h. diese Punktenpaare bilden ein hyperbolisches Punkt-
system mit den Asymptotenpunkten s, und s,.

Liegt der Punkt p innerhalb des Kreises M, so kann man
wie folgt schliessen: Das Tripel pgr bildet ein Dreieck, dessen
Hohenpunkt im Mittel- Fi

2 ig. 67.
punkt 2/ liegt. Nennt A
man m, »’, m” die Schnitt- / N
punkte von Mp, Mq, Mr / ik
resp. mit gr, rp, pq, so
erkennt man, dass die [ M I
rechtwinkligen Dreiecke ”/// 2N /
mpq und m Mr #Hhnlich vkl
sind, also gilt die Pro- % \/,P\
portion: Wigh o o
mq:pm=Mm:mr 42 ; \
oder /o | \
mq.mr=pm . Mm. g m "

(X%

In iihnlicher Weise wiirde man fiir die Tripel pq'+/, pq”r” finden:

mq .mr' =pm.Mm, mq .mr"=pm.Mm ete.,
d. h. die Punktenpaare ¢'7», ¢’7” ete. bestimmen von m Ab-
stinde, deren Product constant ist, und da zwei Punkte des-
selben Punktenpaares immer auf verschiedenen Seiten von m
liegen, so bilden alle Punktenpaare zusammengenommen nach

§ 10 ein elliptisches Punktsystem.

Die siimmtlichen Strahlenpaare QR, Q'R’, Q"R” etec.,
welche mit einem gegebenen Strahle P Tripel PQR, PQ'R’,
PQ"R"” ete. bilden, schneiden sich in einem und demselben
Punkte p, dem* Pole der Geraden P und hilden ein Strahl-
system. Zum Beweise beachte man nur, dass jedes Tripel har-
monischer Strahlen zugleich ein Tripel harmonischer Punkte
involvirt und dass man die zu P gehorigen Strahlentripel er-
hilt, indem man simmtliche Punktentripel, die zu p gehoren,
aufsucht und in jedem derselben die Seiten des von den Punk-
ten gebildeten Dreiecks (von denen P iibrigens schon bekannt
ist) construirt. Die Punktenpaare qr, ¢7, ¢’+" ete., welche
mit p Tripel bestimmen, constituiren aber ein Punktsystem
verbindet man die sfimmtlichen Punktenpaare desselben durch

8*
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Gerade mit p, so erhilt man die Strahlenpaare R, R’Q’,
R”Q" ete., welche demnach einem Strahlsysteme angehoren.

Man kann nun folgende Siitze aufstellen: Irgend eine be-
liebige Gerade P in der Ebene eines Kreises M wird durch
diesen Kreis in ein Punktsystem verwandelt, dessen Punkten-
paare mit dem Pole p der Geraden P Tripel des Kreises be-
stimmen. Der Mittelpunkt des Punktsystems ist der Fusspunkt
des vom Mittelpunkte von M auf P gefillten Perpendikels. Das
Punktsystem ist hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch, je
nachdem P den Kreis schneidet (in diesem Falle sind die
Schnittpunkte von P und M zugleich die Asymptotenpunkte
des Punktsystems), beriihrt oder nicht schneidet. Ist P die
unendlich entfernte Gerade der Ebene, so erhiilt man auf ihr
ein eigenthiimliches Punktsystem, welches bereits in § 11 cha-
rakterisirt worden ist. Dieses Punktsystem auf der unendlich
entfernten Geraden ist fiir alle Kreise der Ebene dasselbe.
Ferner:

Irgend ein Punkt p in der Ebene wird durch einen Kreis
M in ein Strahlsystem verwandelt, dessen Strahlenpaare mit
" der Polaren P des Punktes p Tripel des Kreises bestimmen.
Die Verbindungsgerade von p mit dem Mittelpunkte des Kreises
M und ein in p auf diese Gerade errichtetes Perpendikel bil-
den die Axen des Strahlsystems. Dasselbe ist hyperbolisch,
parabolisch oder elliptisch, je nachdem der Punkt p ausserhalb
des Kreises, auf demselben oder-innerhalb desselben liegt. (Im
ersten Falle sind die von p aus an M moglichen Tangenten
zugleich die Asymptoten des Strahlsystems.) Wenn p der Mittel-
punkt des Kreises M ist, so erzeugt er mit demselben ein Strahl-
system, dessen Strahlenpaare rechtwinklig zu einander stehen,
und welches in einem friitheren Abschnitte circulares Strahlsystem
genannt worden ist.

Wenn zu allen Punkten einer Figur, die aus Punkten und
Geraden besteht, die Polaren und zu allen Geraden der Figur
die Pole in Bezug auf einen festen Kreis M bestimmt werden,
so entsteht eine neue Figur, die als durch Polarisation ent-
standen, die Polarfigur der urspriinglichen heisst. Bezeichnet
man die gegebene Figur mit ¥, die Polarfigur mit F}, so wird
jedem Punkt in F|, eine Gerade in F,, jeder Geraden in I
ein Punkt in F), entsprechen.
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Ist F, die Polarfigur von F, so ist auch F| die Polarfigur
von F,, d. h. jeder Geraden in F), entspricht ein Punkt in F\
und jedem Punkte in F, eine Gerade in F,. Zu der Verbin-
dungsgeraden zweier Punkte in F, gehort der Durchschnitt
ihrer Polaren in F,, dem Durchschnitte zweier Geraden in F,
entspricht die Verbindungsgerade ihrer Pole in F, Liegen
drei oder mehr Punkte von F) in einer Geraden, so schneiden
sich ihre drei oder mehr entsprechenden Geraden in einem
Punkte und umgekehrt: wenn drei oder mehr Gerade von F)
sich in einem Punkte schneiden, so liegen ihre entsprechenden
Punkte aus der Figur F, in einer Geraden.

Sind auf einer Geraden P vier harmonische Punkte abcbd
gegeben, so bilden ihre Polaren abced nach einem Kreise M,
welche durch den Pol p von P gehen, vier harmonische Strah-
len. Zuniichst ist klar, dass die Verbindungsgeraden Ma, MD,
Mc¢, Mb vier harmonische Strahlen sind. Auf diesen stehen

Fig. 68.
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abed resp. senkrecht, d. h. die Winkel der Strahlen abcd sind
entweder gleich den entsprechenden Winkeln der vorhingenann-
ten Verbindungsgeraden, oder sie erginzen dieselben zu 180°.
Da nun die charakteristische metrische Relation fiir vier har-
monische Strahlen, die in § 9 aufgestellt worden ist, sich nicht
veriindert, wenn an Stelle der in ihr vorkommenden Winkel
gleiche Winkel oder ihre Nebenwinkel treten, so folgt, dass
abecd harmonische Strahlen sind und zwar ganz in derselben
Zuordnung wie die Punkte abcd,
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Aus demselben Grunde ergeben die metrischen Relationen,
welche in § 11 als zwischen den durch drei Strahlenpaare eines
Strahlsystems gebildeten Winkeln bestehend nachgewiesen wur-
den, den Satz, dass die Polaren dreier Punktenpaare drei
Strahlenpaare eines Strahlsystems sind, woraus unmittelbar
folgt, dass die Polaren eines Punktsystems ein Strahlsystem
bilden.

Diese Siitze lassen sich umkehren: die Pole von vier har-
monischen Strahlen bilden eine Gruppe von vier harmonischen
Punkten. — Drei Strahlenpaare eines Strahlsystems werden
durch Polarisation zu drei Punktenpaaren eines Punktsystems.
— Die Pole eines Strahlsystems: bilden ein Punktsystem.

Ein beliebiges vollstindiges Viereck 1 2 3 4 in der Ebene
wird durch Polarisation zu einem vollstiindigen Vierseit, die
gegeniiberliegenden Seiten des
” Vierecks zu gegeniiberliegenden
/ NS Ecken des Vierseits; ferner ver-
1o LSRG wandeln sich die Diagonalpunkte
R der ersten Figur in die Diagona-
/ s len der zweiten. In einem voll-
k ) stindigen Vierseit liegen auf

e e . jeder Diagonale vier harmoni-
(e | -3, sche Punkte; demnach gehen
e A zufolge eines vorhin bewiesenen
e R e Satzes durch jeden Diagonal-
/4'/ Lk punkt des vollstindigen Vier-
ecks vier harmonische Strahlen,
von denen zwei zugeordnete die in dem angenommenen Diago-
nalpunkt sich schneidenden Seiten des Vierecks sind, wiihrend
die beiden anderen die iibrigen Diagonalpunkte enthalten. In
Fig. 69 sind demnach z B. die Strahlen 4B, 41, AC, 43
harmonische Strahlen. )

Ein vollstindiges Vierseit I IT III 1V wird durch Polari-
sation zu einem vollstindigen Viereck. Wird durch dieses eine
beliebige Transversale gezogen, so erhilt man auf den drei
Paaren von Gegenseiten des Vierecks drei Punktenpaare eines
Punktsystems. Unter Anwendung eines oben abgeleiteten Theo-
rems folgt also, dass die Strahlen, welche von einem beliebigen
Punkte der Ebene eines vollstiindigen Vierseits aus nach den

/] Fig. 69.
B
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drei Paaren gegeniiberliegender Fig. 70.
Ecken desselben gezogen werden, ‘
drei Strahlenpaare eines Strahl- \ 1
systems sind. Die Fig. 70 gibt
drei solche Strahlenpaare in den
Geraden ¢ und ¢, f und f/, g
y und 7. o 4
Wenn zu den auf einem =~ |

4

Kreise gelegenen KEcken 123 4 * ,
eines vollstiindigen Vierecks die Gt
Polaren IITIIT IV bestimmt wer- 4 f:)//,‘/c,/ : IP:

den, so bilden dieselben ein voll-
stindiges Vierseit, welches zu dem
Viereck in einer merkwiirdigen Bezichung steht. Die Diago-
nalpunkte des Vierecks werden nimlich durch Polarisation in
die Diagonalen des vollstindigen Vierseits verwandelt, und

Fig. 71.
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da die Diagonalpunkte des Vierecks ein Tripel harmonischer
Punkte in Bezug auf den Kreis sind, so werden die Diagonalen
des Vierseits ein Tripel harmonischer Strahlen des Kreises bilden.
Zufolge der Fundamentaleigenschaft des Tripels veriindert sich
aber dasselbe durch Polarisation nur so, dass seine Ecken zu den
ihnen gegeniiberstehenden Seiten werden, d. h. das vollstindige
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Viezeckr 1234 und das vollstindige Vierseit IITIIITV haben
das nimliche Diagonaldreieck, das zugleich ein Tripel des
Kreises ist.

§ 20.
Pol und Polarebene, reciproke Polaren in Bezug auf die Kugel.

Zwei Punkte p und p’, deren Verbindungsgerade G eine
Kugel K in zwei Punkten s, und s, trifft, welche ein zu p und
2’ harmonisches Punktenpaar bilden, heissen conjugirte harmo-
nische Pole in Bezug auf die Kugel K. Es gibt unendlich viele
Punkte p, welche zu einem gegebenen Punkte p conjugirt sind,
und zwar findet man, wenn p innerhalb der Kugel liegt, auf
jeder beliebigen durch p gehenden Geraden einen solchen Punkt,
wenn aber p ausserhalb der Kugel liegt, so enthalten nur die-
jenigen durch p gehenden Strahlen conjugirte harmonische
Punkte zu p, welche innerhalb des von p an die Kugel gehen-
den Tangentialkegels befindlich sind.

Alle einem Punkte p in Bezug auf eine Kugel K zugeord-
neten harmonischen Pole liegen in einer Ebene. Zum Beweise
bemerke man, dass die Kugel X und der Punkt p symmetrisch
liegen zu der Geraden, welche p mit dem Mittelpunkte M von
K verbindet. Legt man also durch diese Axe eine beliebige
Ebene und bestimmt in dem dieser Ebene angehorigen Gross-
kreise & von K die conjugirten harmonischen Pole von p, welche
auf der Polaren P dieses Punktes nach %k gelegen sind, so
braucht man blos die ganze Figur um pM rotiren zu lassen,
um den Satz zur Evidenz zu bringen. In der That gehoren
die gesuchten harmonischen Pole der Fliche an, welche § bei
der Rotation bestreicht, und da die Polare 8 senkrecht zu p M
steht, so wird sie withrend ihrer Bewegung eine Ebene erzeugen.
Man gelangt jetzt unmittelbar zu nachfolgenden Siitzen:

Die simmtlichen Punkte p’, welche einem gegebenen Punkte
p in Bezug auf eine Kugel K zugeordnet harmonisch sind, liegen
in einer Ebene P, der Polarebene des Punktes p in Bezug
auf die Kugel. Sei M der Mittelpunkt von K, so findet man P,
indem man p mit M durch eine Gerade verbindet, deren Durch-
schnittspunkte 3, und 8, mit K fixirt und zu p, 8, und 3, den
vierten harmonischen, p zugeordneten Punkt p’ construirt; die
in.p" auf p M errichtete senkrechte Ebene ist die gesuchte Polar-
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ebene. Liegt p ausserhalb der Kugel K, so schneiden sich P
und K lings eines Kreises, dem Beriihrungskreise des von p
aus an K zu legenden Tangentialkegels; ist p ein Punkt der
Kugel selbst, so wird P zur Beriihrungsebene von K in p; be-
findet sich p innerhalb der Kugel, so schneiden sich P und K
nicht.

Zu der Ebene P kann sofort der zugehorige Punkt p, ihr
Pol in Bezug auf die Kugel K gefunden werden. Man fille
von dem Mittelpunkte M der Kugel K ein Perpendikel auf
die Ebene P, welches K in 3, und 3, treffen mioge und dessen
Fusspunkt p’ sei; bestimme sodann zu y’'3,3, den vierten har-
monischen y" zugeordneten Punkt p, so ist dieser der gesuchte
Pol. Schueiden sich P und K, so liegt P ausserhalb von K
und ist Mittelpunkt eines Rotationskegels, welcher K lings des
Schnittkreises der Ebene und der Kugel beriihrt; ist P eine
Tangentialebene der Kugel, so ist p ihr Beriihrungspunkt und
geht P an K vorbei, so liegt p innerhalb K.

Legt man durch den Pol p eine Ebene, welche die Kugel
K in einem Kreise § und die Polarebene P in einer Geraden P
schneidet, so ist {§ die Polare von p in Bezug auf & Dieser
Satz folgt aus der Bemerkung, dass, wenn p und p’ conjugirte
harmonische Pole in Bezug auf eine Kugel sind, sie dann auch
conjugirt sind in Bezug auf jeden Kreis, der auf K liegt und
dessen Ebene die Gerade pp’ enthiilt. Man kann also die Polar-
ebene von p nach K auch so finden: Man legt durch p zwei
Ebenen, welche aus K die Kreise § und ®; ausschneiden sollen
und bestimmt die Polaren 3 und P, des Punktes p nach diesen
Kreisen, so liegen dieselben in der gesuchten Polarebene, welche
durch die beiden in ihr enthaltenen Geraden vollstindig ge-
geben ist.

Liegt eine Ebene P ganz ausserhalb der Kugel K, so wird-
ihr Pol p (der innerhalb K liegt) mit jedem Punkte p’ von P
ein Paar conjugirter Pole von K bestimmen, die Polarebenen
von allen Punkten auf P gehen also durch p, d. h.: Bewegt
sich ein Punkt »" auf einer Ebene P, welche eine gegebene
Kugel K nicht schneidet, so dreht sich die Polarebene P’ von
" um einen festen Punkt, den Pol p der Ebene P. Wenn P
eine Tangentialebene von K mit dem Berithrungspunkte p ist,
ferner p’ einen beliebigen Punkt in P bedeutet, so sind p und
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p’ immer conjugirte harmonische Pole in Bezug auf K, d. h.
die Polarebenen der simmtlichen Punkte »" gehen durch p. Ist
schliesslich P eine Ebene, die K in einem Kreise % schneidet,
so wird die Polarebene jedes Punktes p’, der auf P innerhalb
des Kreises % liegt, durch den Pol p von P gehen. Dass auch
fir die Punkte von P, welche ausserhalb % liegen, die Polar-
ebenen durch p laufen, erhellt aus einer Betrachtung, die ohne
Riicksicht auf die Lage von P den Satz beweist: Bewegt sich
ein Punkt p’ auf einer beliebigen Ebene P, so dreht sich seine
Polarebene um den Pol p von P herum.

Sei in der That p’ ein beliebiger Punkt der Polarebene P
des Punktes p, so wird eine durch die Gerade pp’ gelegte
Ebene, welche K in einem Kreise § trifft, iibrigens aber will-
kiirlich ist, aus der Polarebene P eine Gerade %5 ausschneiden,
welche die Polare von p in Bezug auf § ist und die zudem den
Punkt »" enthiilt. Es wird also umgekehrt die Polare ’ von
p’ nach & durch den Punkt p gehen. Da aber " ganz in der
Polarebene P’ von p’ nach K liegt, so muss auch P’ durch p
gehen.

Der eben abgeleitete Satz lisst sich, wie aus dem Beweise
unmittelbar hervorgeht, umkehren: Dreht sich eine Ebene P’
um einen festen Punkt p herum, so beschreibt ihr Pol p" in
Bezug auf eine Kugel K eine Ebene P, welche die Polarebene
des Punktes p ist.

Diese Umkehrung soll noch nither erdrtert werden. Sei
P’ eine beliebig durch p gelegte Ebene, so findet man den
Pol p’ von P’ in Bezug auf K, indem man vom Mittelpunkte
M der Kugel K ein Perpendikel mit dem Fusspunkte m auf P’
fillt, welches K in s, und s, treffen moge und zu = s s, den
vierten harmonischen z zugeordneten Punkt p" construirt. Fillt
man ferner von p’ ein Perpendikel auf Mp, dessen Fusspunkt
p sei, so gilt vermdge der Achnlichkeit der rechtwinkligen
Dreiecke Mypp und M=z p die Proportion My : Mp' = M= : Mp.
Nun ist aber, wenn ¢ den Radius der Kugel K bedeutet,

2
My . M= g% also auch My . Mp = o® oder My = I—:}E Daraus

folgt, dass Mp und demnach der Punkt p unabhingig davon
ist, wie P’ durch p gelegt wurde, d. h. es liegt p’ immer in
der Ebene, welche in p senkrecht zu Mp errichtet werden kann,
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Fig. 72.

So
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und welche wirklich die Polarebene von p ist. Zum Schlusse
sei noch bemerkt, dass in Fig. 72 vorausgesetzt ist, dass die
Zeichnungsfliche den Punkt p und den Mittelpunkt M enthalte,
sowie, dass sie senkrecht zu P’ stehe.

Bewegt sich ein Punkt p’ auf der Durchschnittsgeraden
zweier Ebenen P, und P,, so wird seine Polarebene P’ in Be-
zug auf eine Kugel K zufolge des oben bewiesenen Satzes immer
sowohl durch den Pol p, von P, als auch durch den Pol p,
von P,, also stets durch die Verbindungsgerade p, p, gehen
miissen. Ebenso ist klar, dass der Pol p’ einer Ebene P’, welche
die Verbindungsgerade zweier Punkte p, und p, enthilt, immer
sowohl in der Polarebene P, von p,, als auch in der Polarebene
P, von p,, demnach stets in der Durchschnittsgeraden von P,
und P, liegen muss, d. h.: Beschreibt ein Punkt p’ eine Ge-
rade ¢, so dreht sich seine Polarebene P’ mnach einer festen
Kugel K um eine Gerade G herum und umgekehrt: Dreht sich
eine Ebene P’ um eine Gerade G, so durchliuft ihr Pol p’ eine
andere Gerade g.

Stehen zwei Gerade g und G+ in einer solchen Beziehung
zu einander, dass die Polarebenen der Punkte auf einer von
ihnen nach einer festen Kugel KX durch die andere gehen, so
heissen sie reciproke Polaren der Kugel. Wird eine Gerade ge-
zogen, welche g und G in p und p° trifit und welche auch K
schneidet, so sind p und p’ conjugirte harmonische Pole der
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Kugel. — Zu jeder Geraden g im Raume gehort stets eine und
nur eine reciproke Polare in Bezug auf K. Zwei reciproke
Polaren schneiden sich im Allgemeinen nicht, wenn dies aber
geschieht, so sind beide Tangenten der Kugel in einem und
demselben Punkte. — Aus dem Satze, dass die Polarebene stets
senkrecht steht auf der Verbindungsgeraden von Pol und Mittel-
punkt, ergibt sich, dass zwei reciproke Polaren senkrecht zu
einander stehen. Man lege in der That durch die eine der-
selben, z. B. g und M eine Ebene ¢, so wird die andere G
das Perpendikel sein, welches in z auf ¢ errichtet werden kann,

Fig. 73.
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wenn 7 der Pol von g in Bezug auf den durch die Hilfsebene e
aus K ausgeschnittenen Kreis ist. Fillt man von M ein Per-
pendikel auf g, so trifft dasselbe auch G- und steht auf dieser
Geraden ebenfalls senkrecht.

Der Pol einer Ebene P, welche den Mittelpunkt M der
Kugel K enthilt, liegt auf dem in M zu P errichteten Perpen-
dikel und zwar in unendlicher Entfernung von M. Umgekehrt:
Fiir irgend einen in unendlicher Entfernung gelegenen Punkt
geht die Polarebene durch den Punkt M. Wenn man also den
Satz, dass zu siimmtlichen Ebenen durch einen Punkt Pole ge-
horen, die auf einer Ebene liegen, auch noch gelten lassen
will, wenn dieser Punkt I/ ist, so muss man (wie es iibrigens
schon frither in § 9 geschehen ist) annehmen, dass alle Punkte
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im Raume, welche im Unendlichen liegen, einer und derselben
Ebene, der unendlich entfernten Ebene des Raumes angehoren.

Zu einem System paralleler Ebenen gehoren Pole, welche
auf einem Durchmesser liegen, der senkrecht zu simmtlichen
Ebenen steht; umgekehrt sind die Polarebenen der Punkte eines
Durchmessers unter sich parallel. Da man nun parallele Ebenen
so auffassen kann, als ob sie eine unendlich. entfernte Gerade
gemein hitten, so folgt, dass die reciproke Polare zu einem
Durchmesser ganz im Unendlichen liegt.

§ 21.

Polarnetze und Quadrupel. Polarisation im Raume.

Werden im Raume eine Kugel A und eine Ebene E unter
der einzigen Bedingung gewiihlt, dass sie sich nicht beriihren
sollen, sonst aber ganz willkiirlich gelassen, so kann man zu
irgend einem Punkte p in ¥ die Polarebene P in Bezug auf
K construiren. Bezeichnet man die Schnittgerade von P und E
mit z, so ist klar, dass man zu jedem Punkte p in der Ebene
stets eine und nur eine Gerade = finden kann. Zu jeder Ge-
raden m gibt es stets einen, aber auch nur einen zugehorigen
Punkt, der sich ergibt, indem man die reciproke Polare x’ von
m in Bezug auf K bestimmt, denn deren Schnittpunkt p er-
zeugt nach obiger Construction die Gerade m. Dass die Ge-
rade #” mit F nur einen Punkt gemein hat, ist klar, da sie
den Pol p von E nach K enthilt, der zufolge der gestellten
Bedingung nicht in £ liegen darf.

Die Gesammtheit der wie p und = aufeinander bezogenen
Punkte und Geraden in F, welche einestheils alle Punkte,
anderntheils alle Geraden der Ebene F umfasst, heisst das
Polarnetz der Kugel K in Bezug auf die Ebene E. Wenn
E und K sich schneiden, so ist das Polarnetz weiter nichts
als die Gesammtheit von Pol und Polaren in Bezug auf den
Schnittkreis # der Ebene und der Kugel, und man nennt es
in diesem Falle hyperbolisches Polarnetz. Schneiden sich
E und K nicht, so heisst das Polarnetz elliptisch; in diesem
Falle ist zwar in E kein Kreis vorhanden, in Bezug auf wel-
chen man jeden beliebigen der Punkte p mit seiner zugehorigen
Geraden z als Pol und Polare darstellen konnte, immerhin
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aber behiilt man fiir jedes Paar p und x die Bezeichnung Pol
und Polare bei, weil eine Reihe von Eigenschaften des hyper-
bolischen Polarnetzes sofort auf das elliptische iibergetragen
werden konnen.

Zuniichst bemerke man, dass der unendlich entfernten Ge-
raden in ¥ ein ausgezeichneter Punkt im Polarnetze entsprechen
wird; derselbe ist der Fusspunkt m des von dem,Mittelpunkte
M der Kugel K aus auf I gefillten Perpendikels, wie man
sich leicht tiberzeugen kann. Wenn nun ¥ und K sich schnei-
den, so ist m der Mittelpunkt des Schnittkreises; auf Grund
dieser Eigenschaft nennt man m den Mittelpunkt des Polar-
netzes, gleichgiltig, ob derselbe hyperbolisch oder elliptisch sei.

Verbindet man im Polarnetze den Pol p mit dem Mittel-
punkte m durch eine Gerade, so steht dieselbe auf der Polaren =
senkrecht. Fiir das hyperbolische Polarnetz ist der Satz selbst-
verstindlich, fiir das elliptische ergibt er sich wie folgt: Man
lege die Ebene, welche den Punkt p und das Perpendikel Mm
enthiilt, so werden die Ebenen ¥ und P (wo P nach Friiherem
die Polarebene von p ist) beide senkrecht zu ihr stehen, also
wird der Schnitt # von £ und P ebenfalls senkrecht zu p M m
sein und demnach zu jeder in dieser Ebene enthaltenen Ge-
raden, namentlich aber zu pm.

Sei p, der Durchschnitt von pm mit z, so ist das Product
pm .mp, nur abhingig vom Radius I der Kugel K und dem
Abstand o ihres Mittelpunktes I von der Ebene F, nicht aber
von der Lage des Punktes p in der Ebene K. Fiir das hyper-
bolische Polarnetz ist in der That pm.p,m = R? — 0%= ¢?
wenn man mit ¢ den Radius des Kreises £ bezeichnet, in wel-
chem FE und K sich schneiden. Ist das Polarnetz elliptisch, so
lege man die Ebene der Punkte p M m, welche den Pol p
von £ nach K enthilt und die aus K einen Grosskreis aus-
schneidet. Die beschriebene Figur stimmt im Wesentlichen mit
Fig. 67 iiberein, wenn man in derselben an die Stelle von pgr
resp. y, p, p, setzt. Man hat also, wie in § 19 abgeleitet wor-
den ist, pm . p,m = Mm . mp, eine Gleichung, deren rechte Seite
in der That nur von 0 und R abhingt. Es ist niimlich

R2=DMyp.0d oder Jl[p—:z:;—g,

also
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TFig. 74.
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und schliesslich, da Mm =4 ist:
Mm .mp=092— R2

Diese constante Griosse kann man die Potenz des Polarnetzes
nennen und wird dann ganz analog o? als Potenz des hyper-
bolischen Polarnetzes bezeichnen.

In Bezug auf die eben bewiesene Eigenschaft unterscheiden
sich das hyperbolische und das elliptische Polarnetz nur da-
durch, dass im zweiten m immer auf der Strecke pp, selbst,
im ersten aber auf der Verlingerung derselben liegt. Man .
schliesst hier bequem eine weitere Unterscheidung des hyper-
bolischen vom elliptischen Polarnetz an: Im ersten gibt es un-
endlich viele Punkte (die siimmtlichen Punkte eines Kreises %),
welche auf ihren Polaren liegen, oder unendlich viele Polaren
(die siimmtlichen Tangenten des Kreises k), welche durch ihren
Pol gehen; im zweiten kann dieser Umstand niemals eintreten.

Bewegt sich der Punkt p auf einer in E gelegenen Ge-
raden p, so dreht sich seine Polarebene P um eine Gerade,
welche p enthiilt und ¥ in einem Punkte ¢, dem Pole von yp
trifft. Daraus folgt: Bewegt sich ein Punkt auf einer Geraden p,
so dreht sich seine Polare im Polarnetz um einen festen Punkt.
Umgekehrt: Wenn sich die Gerade 7 um einen festen Punkt a
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herumdreht, so durchliuft ihr Pol eine Gerade, die Polare «
des Punktes a. Diese beiden Siitze treten noch anschaulicher
hervor unter Beriicksichtigung der nachfolgenden Constructionen :
1. Zu einem Punkte p wird die Polare = gefunden, indem man
durch p auf die Verbindungsgerade p M eine senkrechte Ebene
legt, deren Durchschnitt mit # die gesuchte Gerade = ist.
2. Zu einer Geraden m wird der Pol construirt, indem man
von M aus ein Perpendikel auf die Ebene fillt, welche p und =
enthiilt und dessen Durchschnitt p mit F bestimmt. Beide
Constructionen konnen iibrigens in der Ebene ausgefiithrt wer-
den, sobald man die Potenz des Polarnetzes einfithrt und fest-
setzt, ob dasselbe hyperbolisch oder elliptisch sein soll, da
dann das Netz durch Mittelpunkt und Potenz vollkommen be-
stimmt ist.

Wie jede andere Ebene, so wird auch die unendlich ent-
fernte Ebene F_ des Raumes durch die Kugel K in ein Polar-
netz verwandelt. Sei p, ein Punkt in F_, so errichte man in
M eine senkrechte Ebene ¢ zu der Geraden p, M, dann wird
dieselbe in F, diejenige Gerade z, ausschneiden, welche in
dem durch K und E, bestimmten Polarnetz die DPolare des
Punktes p, ist. Sei nun K, eine beliebige zweite Kugel mit
dem Mittelpunkte M, so wird diese die Ebene I, ebenfalls
in ein Polarnetz umwandeln. Die Polare m,,, des schon vorhin
angenommenen Punktes p, in Bezug auf dieses neue Polarnetz
ergibt sich, indem man in M, eine senkrechte Ebene e, zu der
Geraden p,, M, legt; die Schnittgerade von ¢, und ¥ ist die
- gesuchte Polare . Die Geraden p, M und p, M, sind pa-
rallel, ebenso die Ebenen ¢ und e;; diese schneiden sich also
auf £, d. h. =, und =, fallen zusammen. Dasselbe tritt fiir
die Polaren eines jeden anderen Punktes in F_ ein, d. h. zwei
beliebige Kugeln, oder iiberhaupt alle Kugeln im Raume ver-
wandeln die unendlich entfernte Ebene in ein und dasselbe
Polarnetz, welches aber vom gewbthnlichen Polarnetze sich da-
durch unterscheidet, dass es weder Mittelpunkt noch Potenz hat.

Drei Punkte abec in der Ebene eines Polarnetzes bilden ein
Tripel harmonischer Punkte des Polarnetzes, wenn die Polare
jedes der Punkte zugleich die Verbindungsgerade der beiden
anderen ist. Diese Definition stimmt im Falle des hyperboli-
schen Polarnetzes mit derjenigen des Tripels in Bezug auf den
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Kreis, wie sie in § 19 gegeben wurde, vollkommen iiberein.
Dass es unendlich viele Tripel im Polarnetze gibt, ist klar:
Man wiihlt den Punkt a beliebig, construirt seine Polare «,
wiihlt ferner auf derselben b beliebig, so geht die Polare B
dieses Punktes durch ¢ und schneidet auf « den Punkt ¢ aus,
dessen Polare y in der That durch b und @ geht. Dass die
Strahlen «fy ein Tripel harmonischer Strahlen sind, d. h. dass
jeder dieser Strahlen den Durchschnitt der beiden anderen zum
Pole hat, ist evident.

Da das Perpendikel vom Pol auf die Polare stets durch
den Mittelpunkt m des Polarnetzes geht, so ist m der Hohen-
punkt des Dreiecks abe. Die-
ses ist fiir ein hyperbolisches
Polarnetz stumpfwinklig, fiir ein @
elliptisches spitzwinklig. Da in /]
einem beliebigen Dreiecke abe,
dessen Hohenpunkt 7 heisse und
dessen Hohen die Fusspunkte
a, b, ¢, haben mbgen,

Fig. 75.

ma.ma;,=mb.my=mc.me, % ..

ist, so folgt, dass ein beliebi- / FRD S \
ges spitzwinkliges oder stumpf- ~ / Sk el \
winkliges Dreieck ab¢ mit dem / ‘
Hohenpunkt m immer als Tripel ,~—— L
eines bestimmten Polarnetzes

aufgefasst werden kann, dessen Mittelpunkt in m liegt und
dessen Potenz den vorhin bezeichneten constanten Werth

ma . ma,=mb.mb,=mec.mc,
hat.

Ein Punkt @ und ein Tripel harmonischer Punkte bed des-
jenigen Polarnetzes, das eine Kugel K mit der Polarebene A4
von a erzeugt, bilden eine Gruppe abed, welche Quadrupe]
harmonischer Punkte in Bezug auf K genannt wird. Sind BCD
resp. die Polarebenen von bed, so haben die Punkte des Qua-
drupels die Eigenschaft, dass die Polarebene eines jeden durch
die drei iibrigen geht, wiihrend in jedem die Polarebenen der
drei anderen sich schneiden.

Geiser, Einleit. in die synthet. Geometrie. 9
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Es liegen also in

A die Punkte bed,
B ” ” CdaI
C , ” dab,
A ] abe,

withrend sich in
a die Ebenen BCD,
B g DA
(4 ” ” DAB?
d , , ABC
schneiden. y

Es gibt unendlich viele Quadrupel in Bezug auf K. Um
ihre Mannichfaltigkeit zu iibersehen, bemerke man, dass der
erste Punkt @ vollkommen willkiirlich gewihlt werden kann;
in der durch ¢ bestimmten Ebene 4 darf man b beliebig an-
nehmen und schliesslich steht es mnoch frei, den Punkt ¢ auf
dem Durchschnitt der Ebenen 4 und B irgend wie festzusetzen,
wodurch dann die noch fehlenden Elemente des Quadrupels,
niimlich C, d, D bestimmt sind.

Mit dem Quadrupel harmonischer Punkte abc¢d ist durch
ABCD stets ein Quadrupel harmonischer sEbgnen verbunden,
beide gehboren demselben Tetraeder an, und zwar die Punkte
als Ecken, die Ebenen als Seitenflichen. Die Kanten dieses
Tetraeders sind so beschaffen, dass je zwei gegeniiberliegende
unter ihnen ein Paar reciproke Polaren in Bezug auf die Kugel
sind. Das Quadrupel bildet also zufolge einer im vorigen Pa-
ragraphen bewiesenen Eigenschaft der reciproken Polaren ein
Tetraeder, dessen drei Paar gegeniiberliegender Kanten jeweilen
. rechte Winkel einschliessen. Man kann dieser Bemerkung noch
eine andere Fassung geben: Da fiir die Kugel die Verbindungs-
gerade des Mittelpunkts mit dem Pole stets senkrecht zur Po-
larebene steht, so hat das durch ein Quadrupel der Kugel er-
zeugte Tetraeder die Eigenschaft, dass seine vier Hohen sich
in einem und demselben Punkte, dem Mittelpunkte der Kugel,
schneiden.

Riickt eine Ebene des Quadrupels ins Unendliche, so gehen
die drei iibrigen durch den Mittelpunkt der Kugel, der ein Qua-
drupelpunkt wird, und schneiden sich dort unter rechten Win-
keln, so dass auch die drei im Endlichen gelegenen Kanten des
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Tetraeders perpendiculéir zu einander sind. Die drei anderen
Kanten liegen im Unendlichen und verbinden die dort ge-
legenen drei iibrigen Quadrupelpunkte, welche ein Tripel des
eigenthiimlichen Polarnetzes bilden, das auf der unendlich ent-
fernten Ebene des Raumes enthalten ist. Die Tripel dieses
Polarnetzes werden also erzeugt durch die Schnittpunkte dreier
zu einander senkrechter Geraden (oder durch die Schnittgeraden
dreier zu einander senkrechter Ebenen) mit der unendlich ent-
fernten Ebene des Raumes.

Zu jedem Punkte p im Raume gehort in Bezug auf eine
Kugel K stets eine und nur eine Polarebene P, zu jeder Ebene
IT lisst sich stets ein und nur ein Pol = ﬁnden und endlich
gibt es zu jeder Geraden g stets eine und nur eine rec1proke
Polare y. Es folgt daraus, dass man durch Polarisation in Be-
zug auf eine Kugel jede riiumliche Figur F,, die aus Punkten p,,
Ebenen I, und Geraden g, besteht, in eine andere, F,, ihre
Polarfigur, verwandeln kann, welche aus den Polarebenen P,
der p,, aus den Polen =, der Ebenen II, und aus den reci-
proken Polaren p, der Geraden g, besteht. Hs ist klar, dass
umgekehrt F; die Polarfigur von F, ist, so dass also F, und F,
in vollkommen reciproke Beziehung gesetzt sind; jedem Punkte,
jeder Ebene, jeder Geraden der einen Figur entspricht resp.
ein Punkt, eine Ebene, eine Gerade der andern Figur.

Alle Punkte in F), welche in einer Geraden g, liegen, wer-
den in F, zu Ebenen, welche durch die reciproke Polare p, von
g, gehen; Punkte in F, die einer Ebene P, angehoren, werden
in F, zu Ebenen, die durch den Pol p, von P, laufen. Eine
Anzahl von Ebenen in F,, welche durch dieselbe Gerade g,
gehen, werden in F| zu einer gleichen Anzahl von Punkten,
die der reciproken Polaren p, von g, angehéren. Ebenen in F),
die sich in einem Punkte p, schneiden, werden in F, zu Punk-
ten, die auf der Polarebene P, des Punktes p, liegen. Gerade
Linien in F), die sich schneiden (also einen endlich oder un-
endlich entfernten Punkt gemein haben), werden in F, zu sol-
chen Geraden, die in einer Ebene liegen, also sich ebenfalls
schneiden. Eine Gruppe von Geraden in F,, welche in einer
Ebene liegt, aber nicht durch denselben Punkt liuft, wird in
F, zu einer Gruppe von Geraden, die durch einen Punkt geht,
aber nicht in einer und derselben Ebene liegt. Schliesslich

9*
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wird einer Gruppe von Geraden in F), die durch einen Punkt
geht und in einer einzigen Ebene enthalten ist, eine #hnlich
geartete Gruppe von Geraden in ), entsprechen.

Vermittelst der eben abgeleiteten Siitze kann der Zusam-
menhang mehrerer der in § 7 gegebenen Eigenschaften der voll-
stindigen Figuren nachgewiesen werden. Man sieht niimlich
sofort ein, dass durch Polarisation in Bezug auf eine feste

Kugel

ein vollstindiges n-Eck in der Ebene in ein korperliches » - Seit,

” ” n-Seit n N ” n o ” ”'ECk)
riumliches n-Eck in ein riiumliches 7-Flach und

p # n-Flach, , 5 n-Hek
verwandelt wird. Die Reciprocitiit z. B. zwischen dem rium-
lichen n-Eck und dem riumlichen 7-Flach zeigt sich, da nach
dem Principe der Polarisation sich entsprechen:

1. die » Ecken des n-Ecks und die » Seitenflichen des
n-Flachs;

2, di T8 1)

1.2

zu zweien und die

Verbindungsgeraden der Ecken des n-Ecks

n(n—1)
1.2
ebenen des n-Flachs zu zweien;

. nm=1) (n—
Bt B g

n-KEcks zu dreien und‘ die

Durchschnittsgeraden der Seiten-

2) Verbindungsebenen der Ecken des
n (n—1) (n—2)

| P 7L
der Seitenebenen des n-Flachs zu dreien ete.

In § 6 ist der Satz bewiesen worden: Die vier Geraden,
in welchen die Tangentialebenen in den Ecken eines Tetraeders,
das einer Kugel K eingeschrieben ist, die gegeniiberliegenden
Seitenfliichen treffen, bilden eine Gruppe von vier Geraden, zu
der eine andere Gruppe von vier Geraden gefunden werden
kann, so dass jede Gerade der einen Gruppe jede Gerade der
andern Gruppe trifft, wihrend im Allgemeinen keine zwei Ge-
raden sich schneiden, die derselben Gruppe entnommen sind.
Durch Polarisation in Bezug auf die Kugel K erhilt man hier-
aus den Satz: Verbindet man in einem Tetraeder, dessen Sei-
tenfliichen eine Kugél K beriihren, die Ecken mit den Beriih-
rungspunkten der gegeniiberliegenden Seitenfliichen, so entsteht

Durchschnittspunkte

www.rein.org.pl



Anwendungen. 193

eine Gruppe von vier Geraden, zu welcher eine zweite Gruppe
von vier Geraden gefunden werden kann, so dass jede Gerade
der einen Gruppe jede Gerade der andern Gruppe trifft, wih-
rend im Allgemeinen keine zwei Geraden sich schneiden, die
derselben Gruppe angehtoren. Auf Grund der citirten Betrach-
tungen in § 6 kann iibrigens vermittelst Polarisation eine einfache
geometrische Bedeutung der zweiten Gruppe von Geraden ab-
geleitet werden. Irgend drei Seitenfliichen des Tetraeders bilden
néimlich ein der Kugel K umschriebenes korperliches Dreikant,
in welchem die Ebenen, die je eine Kante mit dem Beriihrungs-
punkte der gegeniiber liegenden Seitenfliche verbinden, sich
in einer Geraden schneiden. Die vier Geraden, die in dieser
Weise erhalten werden, wenn man im Tetraeder successive jede
der Seitenflichen weglisst, bilden die zweite Gruppe.

Siebentes Ka.pitel.

Anwendungen.

§ 22.

Harmonische Eigenschaften des Orthogonalkreises und der

Orthogonalkugel.

In § 8 ist der Satz bewiesen worden: Legt man durch den
Mittelpunkt M, eines Kreises K, der einen andern Kreis K,
rechtwinklig schneidet, eine
beliebige Transversale, so
erhilt man auf derselben o

durch die Punkte, in wel- / g S e
chen sie von den beiden / /(://i/_\
Kreisen getroffen wird, zwei | B | f\;"

einander harmonisch zuge-' W] i

ordnete Punktenpaare a,a’,a;- ( ‘
und a,a’y, Wenn man also \ //
zu a, die Polare 4, in Be- >~ gz X | /
zug auf den Kreis K, con- o >
struirt, so geht dieselbe

durch «',. Nennt man Ge- id,

.
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genpunkte in einem Kreise solche Punkte, deren Verbindungs-
gerade ein Durchmesser ist, so kann man sagen: Die Polare
A, eines dem Kreise K, entnommenen Punktes @, in Bezug
auf einen beliebigen zu K, senkrechten Kreis geht durch den
Gegenpunkt o', von a,.

Sind zwei beliebige Kreise K, und K, in der Ebene ge-
geben, so kann man nach bekannten Methoden die Polaren 4,
und 4, eines Punktes a nach denselben leicht construiren und
ihren Durchschnitt ¢’ finden. Ein zwar etwas weitliufigerer
Weg wiirde zu dem n#mlichen Ziele fithren: Durch « kann man
immer einen Kreis K legen, welcher K, und K, rechtwinklig
schneidet. Sei in diesem Kreise ¢’ der Gegenpunkt von a, so
werden sich 4, und 4, in dem Punkte @’ schneiden.

Die Kreise K, und K, bestimmen eine Kreisschaar (§ 15),
zu welcher sofort eine conjugirte Kreisschaar gefunden werden
kann. Durch irgend einen beliebigen Punkt ¢ geht im All-
gemeinen ein und nur ein Kreis K dieser conjugirten Schaar,
und dieser hat die Eigenschaft, die siimmtlichen Kreise der durch
K, und K, bestimmten Sehaar unter rechtem Winkel zu treffen.
Es gehen demnach nicht nur die Polaren 4, und 4, des Punk-
tes @ nach K, und K, durch den Gegenpunkt ¢’ von a im
Kreise K, sondern die Polaren des Punktes ¢ nach allen Krei-
sen der durch K, und K, bestimmten Schaar schneiden sich in «,
d. h.: die Polaren eines beliebigen Punktes in der Ebene nach
den simmtlichen Kreisen einer Kreisschaar gehen durch einen
und denselben Punkt.

In dieser Weise kann in Bezug auf eine Kreisschaar zu
jedem Punkte a ein zugehbriger ¢’ gefunden werden, in wel-
chem sich seine zugehorigen Polaren schneiden; es ist evident,
dass dann auch die Polaren von « sich in a treffen werden.
Wiihlt man @ auf der Potenzlinie der Schaar, so ist @’ auf eben
derselben Potenzlinie enthalten; liegt ferner @ auf der Axe der
Schaar, so ist &’ der unendlich entfernte Punkt der Potenzlinie,
weil dann alle Polaren senkrecht zur Axe stehen. Dieser un-
endlich entfernte Punkt hat also die Eigenschaft, dass ihm nicht
nur ein einziger Punkt @’ zugeordnet ist, sondern deren unend-
lich viele, welche die Axe erfiillen.

Diese Ausnahme hiingt mit einer Bemerkung zusammen, die
in § 19 zu Fig. 66 gemacht worden ist. Zu zwei Kreisen I,
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und M, in der Ebene, welche sich nicht schneiden, gibt es
stets ein ihnen gemeinschaftliches Tripel harmonischer Punkte,
welches aus dem unendlich entfernten Punkte ihrer Potenzlinie
und den Grenzpunkten der durch M, und M, bestimmten Kreis-
schaar besteht. Dieses Tripel ist nicht nur gemeinschaftlich fiir
M, und M,, sondern fiir die simmtlichen Kreise der Schaar, so
dass fiir jeden seiner Punkte, also namentlich fiir den unend-
lich entfernten Punkt der Potenzlinie, die Polaren nach den
Kreisen zusammenfallen. Diese Eigenschaft des genannten Punk-
tes bleibt aber auch dann noch bestehen, wenn die durch M,
und M, bestimmte Kreisschaar keine Grenzpunkte mehr hat,
also ein gemeinschaftliches Tripel der Kreisschaar nicht vor-
handen ist. Was die beiden Grenzpunkte anbetrifft, insofern
sie wirklich existiren, so gehen durch jeden von ihnen unend-
lich viele Kreise, welche die vorgelegte Kreisschaar rechtwink-
lig schneiden. Wenn in allen diesen sich rechtwinklig schnei-
denden Kreisen die Gegenpunkte zu einem der Grenzpunkte
construirt werden, so erfiillen dieselben eine Gerade; die Po-
laren des Grenzpunktes nach allen Kreisen der Schaar haben
demnach die simmtlichen Punkte dieser Geraden gemein, d. h.
sie fallen zusammen. Die eindeutige und reciproke Beziehung
zwischen @ und o erleidet also eine oder drei Ausnahmen, je
nachdem die der Betrachtung zu Grunde gelegte Kreisschaar
von der ersten oder der zweiten Art ist.

Sind drei Kreise K,, K,, K, gegeben, welche nicht der-
selben Kreisschaar angehoren, so werden fiir einen beliebig in
der Ebene angenommenen Punkt @ die drei Polaren 4, 4,, 4,
nach den Kreisen sich nicht in einem und demselben Punkte
schneiden, und man kann also nach dem Ort der besonderen
Punkte fragen, fiir welche dieser Umstand eintritt.

Sei @ ein beliecbiger Punkt der Ebene, so werden seine
Polaren 4, und 4, sich in einem Punkte o' treffen, welcher
der Gegenpunkt von ¢ in demjenigen Kreise K ist, der durch
geht und die Kreise K, und K, rechtwinklig schneidet. Ebenso
findet man den Schnittpunkt @” von 4, und 4, als Gegenpunkt
von A in dem Kreise X', welcher durch 4 geht und K, und
K, unter rechten Winkeln trifft. Sollen 4,, 4,, 4, durch den-
selben Punkt gehen, so miissen ¢’ und @” zusammenfallen. Da
ad oder aa” ein Durchmesser sowohl im Kreise K als im
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Fig. 77.

Kreise K’ ist, so miissen diese beiden Kreise sich in einen ein-
zigen vereinigen, welcher dann alle Kreise X, K,, K, unter
rechten Winkeln schneidet und nach § 14 der Orthogonalkreis
derselben heisst. Wenn umgekehrt ein Punkt ¢ auf dem Kreise K
liegt, welcher drei gegebene Kreise K, K,, K, unter rechten
Winkeln schneidet, so schneiden sich die Polaren 4,, 4,, 4,
die er nach diesen Kreisen erzeugt, in einem Punkte a/, wel-
cher sein Gegenpunkt im Kreise A ist.

Man mochte vielleicht aus dieser Entwickelung schliessen,
dass der Orthogonalkreis alle Punkte enthalte, fiir welchen die
Polaren nach drei gegebenen Kreisen sich in einem Punkte
schneiden. Dies ist aber nicht richtig, denn man braucht sich
nur zu erinnern, dass alle Kreise der Ebene auf der unendlich
entfernten Geraden dasselbe Punktsystem erzeugen, so erkennt
man, dass auch fiir jeden Punkt dieser ausgezeichneten Geraden
die gestellte Forderung erfiillt ist. In der That werden fiir
einen solchen Punkt die drei Polaren parallel und schneiden
sich also mnach einer schon vielfach gebrauchten Bezeichnungs-
weise in einem und demselben unendlich entfernten Punkte.

So wie im Anfange dieser Betrachtungen an Stelle zweier
gegebenen Kreise sofort die ganze durch sie bestimmte Kreis-
schaar gesetzt werden konnte, so darf man jetzt auch an Stelle
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der Kreise K,, K,, K, die simmtlichen Kreise setzen, welche
ihren Orthogonalkreis K unter rechten Winkeln treffen. Thre
Gesammtheit nennt man ein Kreisnetz. Von den Kreisen
desselben gehen durch einen Punkt p der Ebene unendlich viele,
welche eine Kreisschaar der ersten Art bilden. In der That
braucht man nur p mit dem Mittelpunkte M von K durch eine
Gerade zu verbinden, welche K in s, und s, treffen mége, und
den vierten harmonischen, p zugeordneten Punkt p’ zu p, s,
und s, zu construiren, so wird jeder Kreis des Netzes, welcher
p enthilt, auch durch p’ gehen miissen; umgekehrt schneidet
jeder Kreis durch p und p’ den Kreis K rechtwinklig. — Wenn
zwei Punkte p und p,, welche nicht in der Beziehung der vo-
rigen Punkte p und p’ zu einander stehen, gegeben sind, so
wird durch dieselben ein und nur ein Kreis des Netzes gehen,
da in p eine Schaar von Kreisen des Netzes sich trifft, von
welcher Schaar ein und nur ein einziger Kreis den Punkt p,
enthilt.

Irgend zwei Kreise K, und K, des Netzes bestimmen zu-
sammen eine Kreisschaar, deren siimmtliche Kreise dem Netze
angehoren, und zwar ist dann K ein Kreis der ihr conjugirten
Schaar. Erzeugen also K, und K, eine Kreisschaar der zweiten
Art, so miissen deren Grenzpunkte auf K liegen.

Man kann ohne Weiteres folgende Siitze hinzufiigen: Im
Netze kommen unendlich viele Kreise vor, die einen gegebenen
Radius haben; ihre Mittelpunkte bilden einen Kreis, welcher
mit K concentrisch und grosser als dieser ist. Die Kreise des
Netzes, welche den Radius Null haben, bestehen aus den Punk-
ten von K. Ferner sind die Geraden, welche den Mittelpunkt
von K enthalten, zugleich diejenigen Kreise im Netze, defen
Radius unendlich gross ist. — Als speciellen Fall des Netzes
bieten sich alle diejenigen Kreise der Ebene dar, welche einen
Punkt gemein haben, der dann als Kreis mit dem Radius Null
aufgefasst, zugleich den Orthogonalkreis K des Netzes bildet.
— Ebenso bilden alle diejenigen Kreise, deren Mittelpunkte
auf einer Geraden liegen, einen speciellen Fall des Kreisnetzes.

Die analogen Betrachtungen im Raume sollen nicht weiter
ausgefiihrt werden, als nothig ist, um den Ort aller Punkte zu
finden, fiir welche die Polarebenen nach vier willkiirlich im
Raume gegebenen Kugeln sich in einem Punkte schneiden.
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Zuniichst ist klar, dass siimmtliche Punkte auf der unendlich
entfernten Ebene des Raumes der gestellten Bedingung Geniige
leisten, denn fiir einen von ihnen gehen ja die Polarebenen
nach allen moglichen im Raume befindlichen Kugeln nicht nur
durch einen Punkt, sondern sogar durch eine Gerade, welche
ebenfalls im Unendlichen liegt. (Nach Fritherem schneiden sich
parallele Ebenen in einer unendlich entfernten Geraden.)

Der iibrige Theil des gesuchten Ortes bestimmt sich durch
nachfolgende Ueberlegungen: Wenn zwei Kugeln K und X
sich unter rechten Winkeln treffen, so wird eine Ebene, welche
durch ihre resp. Mittelpunkte M und M, geht, zwei Grosskreise
dieser Kugeln enthalten, welche sich ebenfalls rechtwinklig
schneiden. Hieraus ergibt sich unter Beriicksichtigung der auf
Pole und Polarebene beziiglichen Eigenschaften der Kugel der
Satz: Schneidet eine Kugel K eine andere K, rechtwinklig, so
geht die Polarebenen eines Punktes @ auf K in Bezug auf K,
durch den Gegenpunkt ¢’ von @ nach K, d. h. durch denjenigen
Punkt ', welcher der zweite Endpunkt des durch @ gezogenen
Durchmessers der Kugel K ist.

Sind nun vier Kugeln K,, K,, K;, K, gegeben, so con-
struire man nach § 15 ihre Orthogonalkugel K'; dann werden die
Punkte derselben die verlangte Eigenschaft haben, dass die
Polarebenen irgend eines von ihnen, der a heissen mbge, in
Bezug auf K,, K,, K,, K, sich in einem und demselben
Punkte p’ schneiden, welcher der Gegenpunkt von @ nach K ist.

Zum Schlusse sei bemerkt, dass hier stillschweigend vor-
ausgesetzt ist, dass die Kugeln K,, K,, K,, K, wirklich eine
Orthogonalkugel zulassen. Dies hiingt aber davon ab, dass der
Schnittpunkt der sechs Polarebenen, welche sie zu je zweien
erzeugen, ausserhalb der Kugeln liege. Eine ganz iihnliche
Bemerkung muss natiirlich auch dem oben behandelten ent-
sprechenden ebenen Problem angefiigt werden.

§ 23.

Der Pascal’sche Satz.

In einem einfachen Sechsecke, dessen Ecken A BCD EF
und dessen Seiten AB, BC, CD, DE, EF, FA sein mogen,
heissen 4 und D, B und E, C und F' gegeniiberliegende Ecken,
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AB awnd DE, BC und EF, CD und FA gegeniiberliegende
Seiten. Nennt man die Schnittpunkte der gegeniiberliegenden
Seiten P, @, R, so dass (4B, DE)=P, (BC, EF)=¢,
(CD, FA)=R, so liegen diese Punkte jedesmal in einer Ge-
raden, sobald ABCDEF sich auf einer Kreisperipherie be-
finden, d. h.: In einem dem Kreise eingeschriebenen Sechsecke
liegen die drei Durchschnittspunkte gegeniiberliegender Seiten
in einer geraden Linie.

Dieser Satz heisst der Pascal'sche Satz. Obschon derselbe
fiir die in diesem Buche behandelten Fragen von keiner Bedeu-
tung ist, sondern seine wichtigsten Consequenzen auf einem
ganz andern Gebiete findet, so soll er doch hier ausfiihrlicher
erortert werden, als ein Beispiel dafiir, dass das niimliche Re-
sultat auf verschiedenen Wegen erreicht werden kann.

Man verlingere in dem Sechsecke A BCD EF die Seiten
BC, DE, FA, so dass sie ein Dreieck L M N bilden. Fiir
die Ecken desselben gelten nach dem Satze von der Potenz des
Kreises die Gleichungen:

1. LD:LE=LF.LA;
2 MEMA—MB; MC,;
3. NB.NC=ND.NE.

Drei weitere Gleichungen werden aus dem ersten Trans-
versalensatze (§ 1) erhalten, indem man das Dreieck L M N
successive mit den Geraden AB CD EF schneidet. Es er-
gibt sich dann:

4. LA.MB.NP=LP.MA.NB;_
5. LR.MC.ND=LD.MR.NC;
6. LF.MQ.NE=LE.MF.NQ.
Aus der Multiplication der Gleiehungen 1 bis 6 folgt weiter:
. LE.MQ.NP=LP.MR.NQ,
d. h. die Punkte PQ R bestimmen auf den Seiten des Dreiecks
LMN derartige Abschnitte, dass das Product dreier nicht an-
einanderliegender unter ihnen gleich dem Product der drei an-
deren ist. Aus der Fig. 78 ersicht man, dass die Punkte PQ R
alle drei auf den Verlingerungen der Seiten des Dreiecks L M N
liegen; es befinden sich demnach, zufolge der Umkehrung des
vorhin aus § 1 citirten Satzes, PQR in einer Geraden, womit
der Pascal’sche Satz bewiesen ist.
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Fig. 78.

e
I/

Immerhin muss diesem Beweise noch eine Erliuterung an-
gefiigt werden. Derselbe zerfillt nimlich in zwei Theile: 1.
Beweis, dass die auf den Seiten des Dreiecks L M N gelegenen
Punkte P@Q R Strecken erzeugen, welche der Gleichung 7 ge-
niigen, und 2. Beweis, dass diese drei Punkte PQ R resp. auf
den Verliingerungen der drei Strecken LN, NM, ML liegen.
Der erste Theil ist immer richtig, d. h. die Gleichung 7 ist
erfiillt, sobald nur 4 BCD E F sechs Punkte eines Kreises sind;
der zweite Theil aber wurde stillschweigend dem Umstande ent-
nommen, dass diese sechs Punkte in der Fig. 78 zu einem con-
vexen einfachen Sechsecke verbunden sind. Nun gibt es nach
§ 7 mannichfach geartete, vom convexen versehiedene einfache
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Sechsecke; man kann sogar, wenn die sechs Ecken 4 BOCD EF
gegeben sind, ohne dass die Reihenfolge, in welcher sie unter
einander verbunden sein sollen, festgestellt ist, aus ihnen, die
ein bestimmtes vollstiindiges Sechseck constituiren, 60 verschie-
dene einfache Sechsecke herstellen, und es fragt sich also, ob
fiir jedes beliebige einfache Sechseck im Kreise der Pascal’sche
Satz seine Giltigkeit behalte. Offenbar hiingt dies davon ab,
ob die Punkte PQ R der Situationsbedingung geniigen, welche
in §1 der vorhin benutzten Umkehrung eines ebenfalls an-
gewendeten Transversalensatzes beigegeben wurde, d. h.: es
muss gezeigt werden, dass PQR entweder alle drei auf den’
verlingerten Seiten des Dreiecks L M N liegen, oder dass einer
der Punkte auf einer verlingerten, die beiden anderen auf den
Seiten des Dreiecks selbst gelegen seien.

Zu dem Ende nehme man an, dass fiir irgend ein einfaches
Sechseck A BODEF im Kreise, das durchaus nicht daran ge-
bunden ist, ein convexes zu sein, der Pascal’sche Satz bewiesen
sei. Hilt man dann die Ecken 4 BODE fest, wihrend F' sich
auf dem Kreise herumbewegt, so bleibt der Punkt P unveriin-
derlich; ebenso bleiben die Geraden BC oder M N und DFE
oder NI fest, indess sich LM oder F'A um den Punkt 4
herumbewegt. Verfolgt man die Veriinderung der gegenseitigen
Lage von PQR zum Dreieck LM N, so erkennt man, dass in
der That fiir jede Lage des Punktes ' auf dem Kreise die ver-
langte Situationsbedingung fiir P QR erfiillt ist. Da nun eine
Ecke des Sechsecks beliebig auf dem Kreise herumgefiithrt wer-
den kann, ohne dass der Pascal’sche Satz aufhort, giltig zu
sein, so gilt dies von jeder andern Kcke auch und deshalb ist
der genannte Satz fiir jedes einfache Sechseck richtig.

Man hitte auch wie folgt vorgehen konnen: Man zeigt
zunichst, dass der Pascal'sche Satz, wenn er fiir irgend ein
einfaches Sechseck gilt, noch bestehen bleibt, wenn in demsel-
ben zwei Ecken mit einander vertauscht werden (wobei im We-
sentlichen nur die drei Fiille zu unterscheiden sind, wo man 4
mit B, (' oder D vertauscht). Ist dieser Beweis gelejstet, so
ist der Pascal’'sche Satz fiir jedes einfache Kreissechseck bewie-
sen, da durch successive Vertauschung der Ecken zu je zweien
jedes derselben auf ein convexes zuriickgefithrt werden kann,
fiir welches der Satz gilt.
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Zu einem zweiten Beweise des Pascal’schen Satzes gelangt man
vermittelst der Bemerkung, dass die sechs Aehnlichkeitspunkte
dreier Kreise zu je dreien auf vier Geraden liegen: niimlich die
drei #usseren befinden sich in einer Aehnlichkeitsaxe und ebenso
jeder iHussere mit den beiden ihm nicht zugehorigen inneren
(§ 17). Wenn man also in einem Kreissechsecke A BCDEF
die Durchschnittspunkte PQR der gegeniiberliegenden Seiten
als drei, einer und derselben Axe entnommene Aehnlichkeits-
punkte dreier Kreise darstellen kann, so ist der verlangte Be-
weis geleistet. Dieser Beweis zerfillt nun, wie der vorige, in
zwei Theile: zuniichst miissen P @R iiberhaupt als Aehnlich-
keitspunkte dreier bestimmter Kreise dargestellt werden und
dann ist zu zeigen, dass dieselben immer einer und derselben
Aehnlichkeitsaxe angehdren.

Der zweite Theil wird erledigt, indem man in Analogie zu
Fritherem beweist, dass eine Vertauschung zweier Ecken des
Sechsecks unter einander seine Richtigkeit nicht aufheben kann.
Was den ersten Theil anbetrifft, so ergibt sich Folgendes:

Fig. 79. Nennt man 4 und D,

Bund E, Cund F ge-
geniiberliegende Ecken
des dem Kreise K einge-
schriebenen Sechsecks,
so kann man jeweilen
in einem Paar gegen-
\\ tiberliegender Ecken die
\Tangenten an K legen,
\‘Welche sich beziehent-
lich in M, M, M, schnei-
den werden. Diese drei
Punkte sind Mittel-
punkte von drei Krei-
sen, von denen jeder K rechtwinklig schneidet, und zwar der
erste in 4 und D, der zweite in B und ¥, der dritte in C und F.

Da die in 4 an M, und die in B an M, gelegten Tan-
genten sich im Mittelpunkte 2/ des Kreises K schneiden und
ferner M A= M B ist, so kann man einen Kreis legen, welcher
M, in A und M, in B beriihrt. Nach der vorliegenden Fig. 79
wird die Beriihrung eine ungleichartige sein (§ 17) und dem-

www.rcin.org.pl




Anwendungen. 143

nach wird die Beriihrungssehne 4 B durch den innern Aehn-
lichkeitspunkt der Kreise M, und M, gehen. Da ferner M/ D= M E,
so kann man einen Kreis legen, welcher M, und M, in den
Punkten D und E berithrt, und zwar, wie die Figur zeigt,
ebenfalls ungleichartig, d. h. die Beriihrungssehne D E geht
auch durch den innern Aehnlichkeitspunkt der Kreise M, und M,
Es ergibt sich hieraus, dass A B und D ¥ sich in diesem in-
nern Aehnlichkeitspunkte schneiden, welcher also P ist.

Ganz analog zeigt man, dass @ mit dem innern Aehnlich-
keitspunkte der Kreise I, und M, zusammenfillt, und ebenso,
dass B mit dem iussern Aehnlichkeitspunkte der Kreise I,
und M, vereinigt ist; daraus folgt unmittelbar, dass PQ R auf
einer Geraden liegen. i

Die gerade Linie, welche zwei von den Punkten P ¢ R verbin-
det und also auch den dritten enthilt, kann, wenn sie nicht aus-
nahmsweise den Kreis K beriihrt, diesem gegeniiber zwei wesent-
lich verschiedene Lagen annehmen, indem sie ihn niimlich entweder
schneidet oder nicht schneidet. Im erstern Falle ergibt sich der Pas-
cal’sche Satz als eine specielle Folgerung aus einem Theoreme, wel-
ches den Kreis mitder Lehre von den Punktsystemen verbindet.

Sei ABCD ein dem Kreise K eingeschriebenes Viereck
mit den gegeniiberliegenden Seiten 4 B und CD, BC und DA,
so wird eine Transversale 7, welche K schneidet, drei Punkten-

Fig. 80.

@ e R el e L o8 Lt ¢

27 Xk ™
ST & bk
7 7\
S 4l :
i
o

/// o \\
/v‘ il g ‘\
I/ RN

www.rcin.org.pl



144 Kreis und Kugel.

paare enthalten, ¢ und o/, b und %', welche aus den zwei Paa-
ren gegeniiberliegender Seiten sich ergeben, und ¢ und ¢, wel-
ches dem Kreise angehort; diese drei Punktenpaare befinden
sich in Involution oder sind drei Punktenpaare eines und des-
selben Punktsystems.
Zufolge des Satzes von der Potenz des Kreises hat man:
1L GE4 . BB —EC . ED;
2.t ade=ig duad s
3. dDdC=da'c.ac.
Man hat ferner in Anwendung des oft benutzten Transversalen-
satzes (§ 1) unter Bezugnahme auf das Dreieck Faa' und die
Transversalen BC und DA4:
4. EC.Ba.ab=EB.Cd .ab;
5 HED.Aa.ab=EA.Dda.ab'.

Durch Multiplication der Gleichungen 1 bis 5 bekommt

man :
aechigc v abiaib=a'cigciabab’
oder auch:
ab cab: oib.ab

ac.ac dc.dc

Diese Relation ist aber eine von denjenigen, welche nach
§ 10 zwischen drei Punktenpaaren eines Punktsystems bestehen,
der oben ausgesprochene Satz ist also bewiesen. Es mag noch
hinzugefiigt werden, dass die Punkte ¢ und d’, in welchen C 4
und B D die Transversale 7 treffen, ein viertes Punktenpaar des-
jenigen Punktsystems bilden, dem bereits « und ¢, b und %', ¢ und ¢’
angehoren; dies ergibt sich aus dem Satze, dass die drei Paare
Gegenseiten eines vollstindigen Vierecks von jeder Transver-
salen in drei Punktenpaaren eines Punktsystems getroffen wer-
den, welches vollkommen bestimmt ist, sobald man zwei seiner
Punktenpaare kennt.

Seien ABCD,,A'B'C' D" zwei Vierecke, die einem Kreise
K eingeschrieben sind, withrend drei Paar entsprechender Sei-
ten AB und A'B’, BC und B'C’, CD und C’D’ sich in drei
Punkten aba’ einer Geraden 7' schneiden, welche mit K zwei
Punkte ¢ und ¢ gemein hat, so treffen sich auch das vierte
Paar entsprechender Seiten D A4 und D’4’ in einem Punkte ¥/,
welcher der Transversalen 7' angehort. Das Viereck ABCD
und der Kreis A schneiden nimlich 7' in drei. Punktenpaaren

www.rcin.org.pl



VIL Anwendungen. 145

Fig. 81.
P |

PR

eines Punktsystems, oder auch: die Gerade DA geht durch
denjenigen Punkt 3, welcher mit & zusammengenommen ein
Punktenpaar des durch @ und @/, ¢ und ¢ bestimmten Punkt-
systems bildet. Ebenso folgt aus der Lage des Vierecks A'B'C’D’
gegeniiber dem Kreise K, dass auch D'A4" durch den Punkt &’
gehen muss, der mit b zusammengenommen ein- Punktenpaar
des durch @ und o/, ¢ und ¢’ gegebenen Punktsystems erzeugt.
Da nun, wenn @ und &, ¢ und ¢ sowie b gegeben sind, der
Punkt &" vollkommen eindeutig bestimmt ist, so schneiden sich
in der That D4 und D’4’ in einem Punkte von 7.

Der Pascal'sche Satz ergibt sich jetzt “wie folgt: Das
Sechseck ABCDEF kann man durch die Diagonale BE in

Fig. 82. ;
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die beiden Vierecke BCDE und A BEF theilen, welche beide
dem Kreise K eingeschrieben sind, auf dessen Peripherie die
Ecken des einfachen Sechsecks sich befinden. Werden D E
und 4B, BC und EF, CD und FA, EB und EB als ent-

Geiser, Einleit. in die synthet. Geometrie. 10
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sprechende Seiten in den beiden Vierecken aufgefasst, so ergibt
sich als Durchschnitt von BC und EF der Punkt ¢, als Durch-
schnitt von CD und F'4 der Punkt R, wihrend, da BE sich
selbst deckt, jeder Punkt dieser Geraden als Durchschnitt des
Seitenpaares £ B und £ B angesehen werden kann. Wiihlt man
als solchen den Punkt S, in welchem die Geraden ¢ R und EB
sich schneiden, so findet man, dass von den Schnittpunkten
entsprechender Seiten der beiden oben genannten Vierecke drei,
niimlich Q RS in einer Geraden liegen. Nach dem vorhin be-
wiesenen Satze liegt also auch der Schnittpunkt P des vierten
Paares entsprechender Seiten in derselben Geraden. Daraus
folgt fiir das Sechseck A BCDEF der Satz, dass die Schnitt-
punkte PQR seiner drei Paare gegeniiberliegenden Seiten in
einer Geraden liegen, womit der Pascal'sche Satz bewiesen ist,
freilich mit einer bereits angegebenen Einschrinkung.

Aus dem Pascal’schen Satze folgt durch Polarisation in Bezug
auf den Kreis” der Brianchon’sche Satz: Sind die Seiten eines
einfachen Sechsecks zugleich Tangenten eines Kreises, so
schneiden sich seine Hauptdiagonalen in einem und demselben
Punkte. Sei ABCDEF ein solches Sechseck, in welchem

4 und D, B und £, C und ¥ O'egenubelhegende Ecken sind
und welches dem Kreise

K umschrieben sein mag.
Durch Polarisation (§ 19) in
Bezug auf K verwandelt
sich jede Seite des Sechs-
ecks in ihren Beriihrungs-
) punkt, das einfache um-
)€ schriebene Sechseck in ein
eingeschriebenes. Den ge-
geniiberliegenden Ecken des
umschriebenen  Sechsecks
entsprechen die gegeniiber-
liegenden Seiten des ein-
geschriebenen; den Haupt-
diagonalen ( Verbindungs-
~ geraden zweier gegeniiberliegenden Ecken) des ersteren ge-
horen als Pole die Durchschnittspunkte der gegeniiberliegen-
den Seiten des zweiten zu. Nach dem Pascal'schen Satze lie-
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gen diese in einer Geraden, also schneiden sich ihre Polaren,
die drei Hauptdiagonalen des dem Kreise umschriebenen Sechs-
ecks in einem Punkte.

Der Pascal’sche und der Brianchon’sche Satz geben zu man-
nichfachen Specialfiillen Veranlassung; von diesen soll nur ein
einziger hervorgehoben werden. Lisst man in einem dem
Kreise eingeschriebenen Sechsecke A BCDEF resp. die Ecken
A und B, C und D, Fund F zusammenfallen, so ergibt sich
in Anwendung des Pascal’schen Satzes, dass in einem Dreieck
die Schnittpunkte der Seiten mit den Tangenten in den gegen-
iiberliegenden Ecken an den umschriebenen Kreis in einer Ge-
raden liegen. Die analoge Specialisirung des Brianchon’schen
Satzes lautet: Verbindet man die Ecken eines Dreiecks mit
den Punkten, in welchen die gegeniiberliegenden Seiten von
dem dem Dreiecke eingeschriebenen Kreise berithrt® werden,
durch Gerade, so schneiden sich dieselben in einem Punkte.
(In den §§ 1 und 2 sind iibrigens diese beiden Particularfille
bereits bewiesen worden.)

§ 24.
Das Beriihrungsproblem der Kreise.

Bei praktischen Constructionen, die man auszufiihren hat,
kommt es hiiufig vor, dass ein Kreis nicht durch den Mittel-
punkt und den Radius oder durch drei Punkte gegeben ist,
sondern dass man nur eine nothwendige und hinreichende An-
zahl von Bedingungen kennt, denen er geniigen soll; es han-
delt sich dann darum, den so bestimmten Kreis oder, wenn
die Aufgabe mehrere Losungen zuliisst, die beschrinkte Anzahl
der so bestimmten Kreise wirklich zu construiren. Aus der
grossen Reihe derartiger Aufgaben soll hier die eine behandelt
werden: Einen Kreis zu finden, der drei gegebene Kreise be-
rilhrt. — Wenn man beachtet, dass eine Gerade sowohl als
ein Punkt specielle Fiille des Kreises sind, die entstehen, indem
man den Radius das eine Mal unendlich gross, das andere Mal
unendlich klein werden lisst, so folgt, dass in dieser Aufgabe
eine Anzahl speciellerer Aufgaben enthalten sind.

Um einen Ueberblick der Losungen des allgemeineren
Problems zu gewinnen, setze man zuniichst voraus, dass die

10
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drei gegebenen Kreise M, M, M, ausser einander .liégen. Es

sind dann folgende Fille moglich:

g 1. der gesuchte Kreis m schliesst alle drei Kreise M, M, M, aus
oder

2 o » y Mm ” Sy y M, M, M,ein,

3. % P ) w M, aus, M, und M, ein
oder

4. % 5 m = M, ein, B, und DM, aus,

5. ” ” y m » Mg aus, J‘I3 und .ﬂfl em
oder

Bi vz ‘) il o Myein, M, und M, aus,

e i LG, y  M,aus, M, und M, ein
oder

8 ¥ & e AT w M,ein, M, und M, aus.

Es konnen also acht Kreise gefunden werden, welche alle die
_ gegebenen drei Kreise berithren. Diese acht Kreise zerfallen in
vier Gruppen zu je zweien, wie schon durch das obige Schema
angedeutet ist; iibrigens wird sich die Zusammengehorigkeit je
zweier mit einander verbundenen Kreise auch durch die Con-
struction ergeben.

Will man den Kreis m finden, welcher M, M, M, beriihrt
und sie ausschliesst, so kann man wie folgt vorgehen: Die
Bezeichnung der Kreise diene (wie bereits in den fritheren Pa-
ragraphen mehrfach angenommen wurde) zugleich als Benennung
der Mittelpunkte, ferner seien », R,, R,, R, die Radien resp.
vonm, M,, M,, M,, wobei vorausgesetzt, dass M, der grosste,
M, der mittlere, M, der kleinste der drei Kreise sei. (Der
Fall, wo zwei oder drei gleich grosse Kreise gegeben sind,
bietet keine Schwierigkeiten, sondern vielmehr Erleichterungen.)

Wird die Aufgabe bereits als gelost betrachtet, so kann
man einen Kreis M mit dem Mittelpunkte m construiren, dessen
Radius gleich »+ R, ist; derselbe geht durch M, und bertihrt
ausschliessend die Kreise, welche resp. M, und M, zu Mittel-
punkten und R, — R, und R, — R, zu Radien haben. Wenn
man umgekehrt einen Kreis construirt, welcher durch M; geht
und die Kreise mit den Mittelpunkten M,, M, und den Radien
R, — R;, R,— R, ausschliessend beriihrt, so hat man nur einen
ihm concentrischen Kreis, dessen Radius um R, kleiner ist, zu
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verzeichnen, um sofort den gesuchten Kreis m zu haben. Die ge-
suchte Aufgabe ist also darauf zuriickgekehrt, einen Kreis M zu fin-
den, welcher durch einen Punkt M, geht und zwei Kreise M, und M,
(resp. von den Radien R, — R,, R, — R,) ausschliessend beriihrt.

Seien B, und B, die Beriihrungspunkte des gesuchten Krei-
ses mit den Kreisen M, und M,, so muss nach einem friiher
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bewiesenen Satze (§ 17) die Verbindungsgerade B, B, durch
den #usseren Aehnlichkeitspunkt 4 von M, und M, gehen.
Wenn man also mit 7, den zweiten Schnittpunkt der Geraden
B, B, mit dem Kreise M, bezeichnet, so sind die Radien M, B,
und M, T, parallel. Heissen die inneren Schnittpunkte der Kreise
M, und M, mit ihrer Centralen S, und S,, so kann man fol-
gende Relationen aufstellen, wenn man die Winkel um M,
herum in der durch die Figur gegebenen Weise mit «, 8, ¥
bezeichnet:

XTI, B,M,—90°—&,

und da die drei Winkel bei B, zusammen 180° betragen:
¥ 8,B,B=54L
Da ferner
M,S, B, = 90°— g
so ist

<< B88, =90+

und demzufolge ist in dem Viereck B,S,S, B, die Summe der
gegeniiberliegenden Winkel bei S, und B, gleich

e B .7
WF+ataty
Es ist aber e« 4 B+ y=1809 so dass auch S, + B, = 1800 ist,
d. h. die vier Punkte liegen in einem Kreise K.
Neben den Kreisen M, und M, sind zwei andere Kreise
M und K, in die Betrachtung aufgenommen worden, welche
unbekannt sind. Zu ihnen soll noch ein dritter hinzugefiigt
werden. Ks schneidet niimlich die Gerade M, A den Kreis
ausser in M, in einem zweiten, noch unbekannten Punkte S,
welcher mit J,S, S, einer und derselben Kreislinie K, angehort.
In der That ist, weil B,S,S,B, auf K, liegen:
an, . A8, =AB,. A8
weil ferner M, B, B,S auf M liegen, so ist
AB. A DB, =AM HB;

daraus folgt, dass
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A8 A8 =AM A8

und diese Gleichung zeigt an, dass M,S,S,S einem und dem-
selben Kreise angehoren. Construirt man also den Kreis, wel-
cher M,S,S, enthilt, so schneidet derselbe die Gerade A MM,
ausser in M, noch in einem Punkte S des gesuchten Kreises .
Dieser letztere Schluss wiirde sich auch wie folgt ergeben: Die
drei Potenzlinien der Kreise M, K, und K, (welch letzterer
durch die Punkte M, S, S, gehen soll, schneiden sich in einem
und demselben Punkte. Die Potenzlinie von M und K, ist
B, B,, die Potenzlinie von K, und K, ist S,S,; beide schneiden
sich in 4, durch welchen Punkt demnach auch die Potenzlinie
von M und K, gehen muss. Aber diese Potenzlinie geht durch
M,, ist also M, A und auf ihr miissen sich M und K, ausser
in M, noch einmal treffen, wie sich bereits vorhin ergeben
hatte.

Nachdem S gefunden ist, muss nun der Kreis M so be-
stimmt werden, dass er durch M, und S geht und die Kreise
M, und M, ausschliessend beriihrt. Es ist also zuvorderst dafiir
Sorge zu tragen, dass er M, und S enthdlt und einen der
Kreise, z. B. M, beriihrt.

Zu dem gegebenen Kreise M, und dem gesuchten M nehme
man noch einen dritten M’, welcher die Punkte M, und S ent-
hilt und den Kreis M, schnei- Fig. 86.
det, sonst aber ganz willkiir- -
lich sein kann; die Schnitt- / ' \
punkte von M, und M’ seien
s, und s,. Es werden sich \
jetzt die Potenzlinien der il 2
Kreise M, M’ und M, in /
einem und demselben Punkte 7
schneiden und zwar in dem v
Punkte P, welchen die Ge- \/&/f’ s
raden s, s, und I/, S gemein
haben, denn s s, ist die Po- 7
tenzlinie von M’ und MM, e e E},_ﬂ, __________ Jy
ebenso M, S die Potenzlinie 78 L%
von M und M'. Durch den & 73
Punkt P geht auch die Potenzlinie der sich beruhrenden Kreise
M und 1,, welche deren gemeinschaftliche Tangente ist. Zieht
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man also von P aus eine Tangente an M, welche den Beriih-
rungspunkt B haben moge, so ist M,SB ein Kreis, welcher
durch M, und S geht und den Kreis M, beriihrt. Da von
P aus zwei Tangenten an I, gehen so erhilt man zwei der-
artige Kreise, von denen aber nur einer der Bedingung Geniige
leistet, dass er glelchzeltlg M, und M, ausschliessend beriihrt,
und dleser ist der gesuchte Krels M; ein mit ihm concentri-
scher Kreis, dessen Radius um I, kleiner ist, wird endlich der
Kreis m sein, welcher die Kreise M,, M,, M, so beriihrt, dass
er sie alle drei ausschliesst.

Fiir die sieben anderen Kreise, welche die im Anfange
dieses Paragraphen aufgestellte Tabelle gibt, gelten ganz #hn-
liche Constructionen, deren weitere Ausfithrung um so weniger
von Interesse ist, als neben der eben gegebenen Liésung der
Aufgabe, welche dieselbe auf immer einfachere Aufgaben zurtick-
fiithrt, noch eine andere abgeleitet werden soll, die ohne dlese
Reductlonen zum Ziele gelangt.

Seien wiederum M, M, M, die drei gegebenen Kreise, so
sollen dieselben untersucht werden in Bezug auf ihr Verhalten
gegeniiber den Kreisen g und g/, von denen jeder die drei ge-
gebenen beriihrt, withrend der erste sie alle drei ausschliesst,
der zweite sie einschliesst. Die Beriihrungspunkte auf g mogen
resp. mit b,, b,, by, die Berithrungspunkte auf g’ mit ', b', b’y
bezeichnet werden.

Man zeigt zuniichst, dass die drei Geraden b, b',, byb',, b, b,
sich in einem und demselben Punkte P schneiden, welcher der
Punkt gleicher Potenzen fiir die Kreise M, M, M, ist. In der
That beriihrt M, die Kreise g und g’ ungleichartig, demzufolge
geht die Beriihrungssehne b, b, nach einem mehrfach angewandten
Satze durch den inneren Aehnlichkeitspunkt der Kreise w und g'.
Dieselben Griinde beweisen, dass auch die Geraden b,b’, und b,b’,
durch denselben Punkt gehen und es ist also nur noch abzuleiten,
dass der innere Aehnlichkeitspunkt der unbekannten Kreise u und
w’ zugleich Potenzpunkt der gegebenen Kreis M, M, M, ist. Nennt
man die zweiten Durchschnittspunkte der Geraden b, b, b0,
byb's mit dem Kreise w resp. s,, S,, s,, so ergibt sich aus der
Fundamentaleigenschaft des Aehnlichkeitspunktes zweier Kreise
unmittelbar:

PV, : PV,: PV,= Ps,: Ps,: Ps,
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Fig. 87.
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Die beiden letzten Glieder auf beiden Seiten dieser Pro-
portion ergeben die Gleichung

. PO . Pa= By P
Féner ist nach der Potenzeigenschaft des Kreises auch
2. Pby . P& =Eby. Ps,,
also durch Multiplication von 1. und 2.:
5 3. Pb,. PY,= Pb, . PV,
Ganz analog ergibt sich, dass auch Pb, . PV, jedem der in der
Gleichung 3. enthaltenen Producte gleich ist, d. h. der Punkt P

erzeugt gleiche Potenz nach den Kreisen M, M,, M,, er ist
also ihr Potenzpunkt.
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Da Pb,. PV, = Pb,. PV, ist, so liegen die vier Punkte
byby b, b'5 in einem Kreise. Bezeichnet man also mit 4, den
Schnittpunkt von b,b, und b',0,, so ist

Al Ah, =4, b, 405

Das erste dieser Producte ist die Potenz des Punktes A4, nach
dem Kreise u, das zweite die Potenz von 4, nach g/, also liegt
A, auf der Potenzlinie der beiden gesuchten Kreise w und u'.
Dasselbe kann auch von dem Schnittpunkte A4, der Geraden
by b, und ¥, V', sowie von dem Schnittpunkte 4, der Geraden
b, b, und V', b, bewiesen werden. KEs liegen also die drei Punkte
A, A, A, in einer @eraden, der Potenzlinie der gesuchten Kreise
w und w'.

Dass 4, 4,4, in einer Geraden liegen, kann noch auf einem
anderen Wege abgeleitet werden: Der Kreis w berithrt die
Kreise M, und M, gleichartig, also geht die Beriihrungssehne
by b, durch ihren #usseren Aehnlichkeitspunkt; auch der Kreis u’
steht in gleichartiger Beriihrung mit M, und M,, es geht dem-
nach die Beriihrungssehne 4,0, ebenfalls durch ihren #Husseren
Aehnlichkeitspunkt. Daraus folgt: Der Schnittpunkt 4, der
Geraden b,b; und b,b’, ist der dussere Aehnlichkeitspunkt der
Kreise M, und M,. In ganz gleicher Weise zeigt man, dass
A, der Hussere Aehnlichkeitspunkt von M, und I/, ferner A4,
der #ussere Aehnlichkeitspunkt von M, und MM, ist, d. h. 4,, 4,,
A, liegen in einer Geraden der fusseren Aehnlichkeitsaxe der
Kreise M, M,M,. (§ 17.)

Die Tangenten in b, und %, an M, mbgen sich in einem
Punkte p, schneiden, dann sind die Strecken p’, b, und p’, &',
gleich lang. Die Strecke p’, b, ist zugleich eine Tangente an g,
die Strecke p’ b, eine Tangente an w/, also liegt p’, auf der
Linie gleicher Tangenten (§ 14) oder auf der Potenzlinie der
Kreise uw'. Wenn p’, der Schnittpunkt der in b, und ¥, an®DZ,
gelegten Tangenten ist, ferner p’, den Schnittpunkt der in
b, und ', an M, gelegten Tangenten bezeichnet, so miissen
nach dem eben Entwickelten die Punkte p’, p’,p’y auf der Ge-
raden 4, 4,4, liegen.

Die Gerade b, b, ist die Polare des Punktes p’, in Bezug
auf den Kreis M, ; da p, auf der Geraden A, A, A4, liegt, so
wird der Pol p’, dieser letzteren nach M, genommen auf b, b’
liegen miissen, oder b,', wird durch den Pol p, der Geraden
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A, A, A, gehen. Ebenso geht b,¥’, durch den Pol p, von 4, 4,4,
in Bezug auf den Kreis M, und b4’y geht durch den Pol p,
von 4, 4,4, in Bezug auf den Kreis M.

Die abgeleiteten Beziehungen der gesuchten Kreise g und u’
zu den gegebenen Kreisen M, M, M, ergeben nun folgende Con-
struction der ersteren: Man construire die Axe A4, 4, 4, der
fiusseren Aehnlichkeitspunkte der Kreise M, M, M,, sowie den
Potenzpunkt P dieser drei Kreise. Im Ferneren bestimme man
die Pole p p,p, der geraden Linie 4, 4,4, in Bezug auf die
Kreise M, M, M,, so schneidet die Gerade Pp, auf M, die
Punkte b, und ¥, aus, withrend die Geraden Pp, und Pp, auf
den Kreisen M, und M resp. die Punkte b, und ¥, b, und ¥,
ergeben. Sowohl von w als von ' kennt man jetzt drei Punkte,
so dass die beiden Kreise leicht zu construiren sind, namentlich
wenn man bedenkt, dass ihre Mittelpunkte sich sofort ergeben,
wenn die Mittelpunkte der Kreise M, M, M, vorliegen.

Um das Problem, séimmtliche Kreise zu finden, welche drei
gegebene Kreise beriihren, vollstindig zu erledigen, hat man
nur an Stelle der Aehnlichkeitsaxe 4,4, 4, die drei anderen
Aehnlichkeitsaxen, zu welchen (nach § 17) M, M, M, noch Ver-
anlassung geben, zu setzen, so ergibt jede derselben zwei der
Kreise, und zwar zwei solche, die eine der vier Gruppen bilden,
wie sie im Anfange dieses Paragraphen gegeben worden sind.

Die mannichfaltigen speciellen Fiille dieser Aufgabe sollen
nicht erbrtert werden, hingegen sei schliesslich noch darauf
hingewiesen, dass unter Umstinden eine Anzahl der acht Lo-
sungen illusorisch werden kann, was sich dadurch anzeigt, dass
die Geraden Pp,, Pp,, Pp, oder die ihnen fiir die iibrigen
Aehnlichkeitsaxen entsprechenden Geraden keine Schnittpunkte
mit den Kreisen M, M, M, gemein haben. Wiirde z. B. der
Kreis M, den- Kreis M, und dieser den Kreis M, ganz ein-
schliessen, so wiirde man, wie der unmittelbare Anblick lehrt,
keine wirkliche Losung finden konnen.

§ 25.

Das Beriihrungsproblem der Kugeln.

Die Aufgabe, eine Kugel zu finden, welche vier gegebene
Kugeln berithrt, kann ganz analog behandelt werden, wie die
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Aufgabe, die im vorigen Paragraphen gelost worden ist. Um
die Anzahl der moglichen Losungen zu finden, wihlt man zu-
niichst vier Kugeln M, M, M, M,, die alle ausser einander liegen.
Die gesuchte Kugel u, welche die vier gegebenen beriihrt, kann
dann folgende verschiedene Lagen haben:

1. u schliesst alle vier Kugeln aus.

2. u schliesst alle vier Kugeln ein.

3. w schliesst drei Kugeln aus und eine Kugel ein.

4. w schliesst drei Kugeln ein und eine Kugel aus.

5. w schliesst zwei Kugeln aus und zwei Kugeln ein.

Die beiden ersten Fille 1. und 2. sind conjugirt; der Fall 3.
gibt vier verschiedene Anordnungen der gegebenen Kugeln und
zu jeder derselben gehort eine entsprechende Anordnung aus 4.;
der Fall 5. gibt sechs Anordnungen, die sich zu zweien ent-
sprechen, so dass also im Ganzen sechszehn Losungen zum
Vorschein kommen, von denen acht Mal zwei zugehorige sind.

Man kiénnte nun jede der beiden Constructionen, welche im
vorigen Paragraphen fiir den Beriihrungskreis dreier Kreise
gegeben worden sind, in den Raum iibertragen und behandeln;
um Weitliufigkeiten zu vermeiden, soll aber die erste derselben,
welche das Problem successive auf immer einfachere Probleme
reducirt, iibergangen und nur die zweite Losung in einer Weise
ausgedehnt werden, welche die verlangte Construction im Raume
liefert. Auch hier sollen nur die beiden Kugeln bestimmt wer-
den, die den Fillen 1. und 2. entsprechen, die anderen Fiille
lassen ganz #hnliche Losungen zu, wenn sie iiberhaupt moglich
sind, was, wie iibrigens schon bei den ersten zu untersuchen-
den, noch von der gegenseitigen Lage der Kugeln M, M, M, M,
abhéingt. Man wird im weiteren Verlaufe dieses Paragraphen
leicht erkennen, dass die Construction selbst diese Moglichkeit
oder Unmoglichkeit der Losungen controlirt.

Neben der Kugel g, welche alle vier gegebenen Kugeln
beriihrt und sie ausschliesst, betrachte man zunichst von diesen
vier Kugeln M, M, M, DM, und ihren resp. Bertihrungspunkten
b,byb,b, auf w die drei ersten Kugeln und deren Beriihrungs-
punkte. Da zwischen den Aehnlichkeitspunkten dreier Kugeln
(§ 17) dieselben Beziehungen bestehen, wie zwischen den Aehn-
lichkeitspunkten dreier Kreise, so kann man leicht schliessen,
dass die Gerade b, b, durch den #usseren Aehnlichkeitspunkt 4,
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der Kugeln M, und M, geht; es ergibt sich dies nimlich dar-
aus, dass die Kugel u die Kugeln M, und M, gleichartig be-
riithrt. Aus demselben Grunde muss b,b, durch den dusseren
Aechnlichkeitspunkt 4, der Kugeln M, und M, und b,b, durch
den #Husseren Aehnlichkeitspunkt A4, der Kugeln M, und M,
gehen. Es schneiden sich also die Ebene der Beriihrungspunkte
b,b,b, und die Ebene der Mittelpunkte der Kugeln M, M, M,
in der Axe der #usseren Aehnlichkeitspunkte dieser Kugeln.

Die Ebene b, b,b, schneidet aus jeder der Kugeln M, M, Myu
einen Kreis aus, welche Kreise ebenfalls mit 3, M, M, u bezeichnet
werden sollen; sie stehen in der Beziehung zu einander, dass
der Kreis u die drei anderen so beriihrt, dass er sie ausschliesst;
man kann sie also geradezu als durch die Fig. 87 gegeben be-
trachten und auf sie die im vorigen Paragraphen entwickelten
Siitze anwenden. Es wird z. B. der Punkt b, auf der Geraden
liegen miissen, welcher den Potenzpunkt P der drei Kreise
M, M, M, mit dem Pole p, der Geraden 4, 4,4, verbindet. Nun
ist freilich keiner der Punkte P und p, gegeben, da die Ebene
b,byb, noch nicht bestimmt ist; aber immerhin kann tiber die-
selben Folgendes festgesetzt werden: Da P Potenzpunkt der
Kreise M, M, M, ist, so erzeugt er auch gleiche Potenz nach
den drei gleichbenannten Kugeln, liegt also auf deren Potenz-
geraden, die bekanntlich senkrecht steht auf derjenigen Ebene,
welche die Mittelpunkte der Kugeln enthilt. Was p, anbetrifft,
so ist dieser Punkt der Pol der Geraden 4, 4,4, in Bezug auf
den Kreis M,, welcher der Kugel M, angehort und liegt des-
halb (§ 20) auf der reciproken Polaren von 4, 4,4, in Bezug
auf die Kugel MM, ; dass diese reciproke Polare ebenfalls auf der
Centralebene der Kugeln M, M, M, senkrecht steht, ist leicht
zu zeigen. Wie also auch die Kugel w die drei Kugeln M, M, M,
ausschliessend beriihren mag, so muss immer der Punkt b, in
welchem sie M, beriihrt, in der Ebene enthalten sein, welche
die Potenzlinie von M, M, M, verbindet, mit der reciproken
Polaren von 4, 4,4, in Bezug auf M,.

In ganz derselben Weise zeigt man, dass, wenn man an
Stelle von M, die Kugel M, in die Betrachtung einfiihrt, dann
der Beriihrungspunkt b, in derjenigen Ebene liegt, welche die
Potenzgerade der Kugeln M, M, M, verbindet mit der recipro-
ken Polaren der #usseren Aehnlichkeitsaxe dieser Kugeln in
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Bezug auf die Kugel M,. Man weiss also, dass b, auf zwei
verschiedenen Ebenen, also in deren Durchschnittsgeraden lie-
gen muss, ferner ist der gesuchte Punkt auf der Kugel M,
gelegen, demnach ist er einer ihrer Schnittpunkte mit der ge-
nannten Geraden.

Man kann die Gerade, auf welcher b, liegen muss, in etwas
eleganterer Weise bestimmen, wenn man bedenkt, dass nach
§ 15 die Potenzgeraden der Kugeln M, M, M, und M, M, M,
sich in dem Potenzpunkte IT der Kugeln M, M, M, M, schnei-
den, und dass ferner die Axen der fusseren Aehnlichkeitspunkte
einentheils der Kugeln M, M, M, und anderntheils der Kugeln
M, M,M, in der Ebene A liegen, welche die sechs iusseren
Aehnlichkeitspunkte der Kugeln M, M, M, M, enthilt. Es er-
gibt sich niimlich aus dem letzteren, dass die reciproken Po-
laren der Aehnlichkeitsaxen sich in dem Pole m, der Ebene 4
in Bezug auf die Kugel M, schneiden miissen, d. h. die Ge-
rade II1m, enthilt den gesuchten Berithrungspunkt b,.

In vollkommener Analogie zu den Resultaten des vorigen
Paragraphen ergibt sich also machfolgende Losung der gestell-
ten Aufgabe, eine Kugel zu finden, welche vier gegebene Ku-
geln beriihrt: Man bestimme den Potenzpunkt P der Kugeln,
ferner die Ebene A ihrer #usseren Aehnlichkeitspunkte, dann
die Pole =, =,, m;, m, dieser Ebene in Bezug auf die vier
Kugeln, so ergibt die Gerade Pz, auf M, zwei Punkte b, und
U, ebenso erhiilt man auf M, M, M, Punktenpaare b, und ¥’y
b, und by, b, und ¥',, so dass by, by, by, b, eine Kugel u be-
stimmen, welche die vier gegebenen Kugeln ausschliessend be-
rithrt, wihrend %', 8',0°,0’, auf einer Kugel u’ liegen, welche die
vier gegebenen Kugeln berithrt und sie einschliesst. Welche
Ebenen an Stelle von A gesetzt werden miissen, damit die
iibrigen vierzehn Liosungen zum Vorschein kommen, kann man
dem § 17 entnehmen.
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Achtes Kapitel. |

Das Princip der reciproken Radien.

§ 26.

Grundbegriffe. Verwandlung des Kreises und der Kugel.

Wenn in der Ebene ein Kreis X mit dem Mittelpunkte M
gegeben ist, so kann man zu jedem Punkte p in der Ebene
die Polare P in Bezug auf Fig. 88.

K construiren und deren !

Durchschnitt p’ mit der Ge-
raden bestimmen, welche 27 ;

p mit M verbindet. Zwei \
solche Punkte wie p und / \
" sollen zugeordnete oder _ \

reciproke Punkte in Bezug | SR s
auf K heissen. Der Punkt /

M wird das Transforma- i /

tionscentrum, der Kreis K DR g

der Transformationskreis P

und das Quadrat 72 seines Radius » die Transformationspotenz
genannt.

Vermittelst dieser letztern und des Punktes M kann man
zu p den entsprechenden p’ finden, indem man die Gerade Mp
zieht und auf derselben von M aus in der Richtung des Punk-
tes p die Strecke ML; abtriigt; es ist dann deren zweiter End-
punkt der gesuchte Punkt p’, denn in der That ergeben die
harmonischen Eigenschaften des Kreises fiir zwei entsprechende
Punkte p und p’ die Relation Mp. Mp' =+2 Es ergibt sich dar-
aus sofort, dass ein Punkt auf A mit seinem reciproken zusam-
menfillt; ferner entsprechen den siimmtlichen Punkten im Innern
des Transformationskreises die simmtlichen Punkte ausserhalb
desselben und umgekehrt.

Im Allgemeinen gehort zu jedem beliebigen Punkte p stets
ein und nur ein Punkt p’, welchem umgekehrt wiederum der
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Punkt p zugeordnet ist. Eine Ausnahme macht der Punkt M,
denn ihm entspricht, da fiir ihn die Richtung Mp unbestimmt
wird, jeder beliebige Punkt im Unendlichen, wihrend jedem
Punkte, der im Unendlichen liegt, der Punkt M zugeordnet ist.
Will man also dem im Allgemeinen richtigen Satze, dass nach
der aufgestellten Beziehung zwischen den Punktenpaaren p und p’
zu irgend einem Punkte p der Ebene stets ein und nur ein
Punkt »" gehore, nicht eine Ausnahme beifiigen, fiir den Fall,
dass p im Unendlichen liegt, so muss man annehmen, dass vom
Gesichtspunkte der Beziehung aus die sammthchen unendlich
entfernten Punkte der Ebene so angesehen werden konnen und
miissen, als ob sie sich in einer einzigen vereinigten, den un-
endlich entfernten Punkt der Ebene, was im Wider-
spruch steht mit dem Begriffe der unendlich entfernten Geraden
" der Ebene. Es zeigt dies, dass man sich also jedesmal bei
Einfiihrung derartiger Begriffe genau dariiber klar sein muss,
unter welchen Bedingungen dieselben ihre Giltigkeit haben.
Wenn man irgend eine Figur in der Ebene als aus Punk-
ten bestehend betrachtet, so kann man zu jedem Punkte der--
selben den zugeordneten bestimmen und alle diese zugeordneten
Punkte bilden eine neue Figur, die zu der ersten in mannich-
fachen Beziehungen steht und oft Mittel an die Hand gibt,
geometrische Wahrheiten zu entdecken, welche auf anderem
Wege nur schwer zu erkennen wiiren. Die bezeichnete Methode,
von welcher im Nachfolgenden mehrere Anwendungen gemacht
werden sollen, heisst das Princip der reciproken Radien.

Sind zwei Punkte 4 und B mit ihren transformirten A4’
und B’ gegeben, so ergibt sich sofort aus der Relation

MA.MA=v=MB.MB,

_ Fig.8o. dass die vier Punkte 4 BA'B’

o auf einem Kreise % liegen. Die

// A ik Potenz des Punktes M in Be-
/4/)'\/ \\ zug auf diesen Kreis ist gleich

( i \ 7%, d. h. die Tangente von ihm
\ i’i\"“"f}\ P , an k ist gleich dem Radius des
NS ios \TTransformatlonskrelses , also
N \¢ // schneiden sich £ und K un-

.\_// RS e ter rechten Winkeln.
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Da ein Punkt p und sein entsprechender p’ stets mit dem
Transformationscentrum 3 in gerader Linie liegen, so werden
zu den simmtlichen Punkten einer durch M gehenden Geraden G
wiederum die Punkte derselben Geraden gehoren, und zwar bil-
den je zwei reciproke Punkte p und p’ ein Punktenpaar, eines
Punktsystems, dessen Doppelpunkte die Schnittpunkte von Gund K
sind und dessen Potenz gleich der Transformationspotenz ist.

Die Entfernung des Punktes p” von M ist einzig und allein
abhiingig von der Entfernung des Punktes p von M. Bleibt
also die letztere constant, d.h. bewegt sich p in einen mit K
concentrischen Kreise %, so beschreibt auch p’ einem mit K
und % concentrischen Kreis £'. Liegt % ausserhalb K, so schliesst
K den Kreis &' ein und umgekehrt; je mehr der Radius von &
zunimmt, desto kleiner wird der Kreis #. Fillt & mit K zu-
sammen, so vereinigt er sich auch mit %'; wiichst % iiber alle
Grenzen, so reducirt sich schliesslich % auf den Punkt 1.

Es soll die transformirte Figur zu einer beliebig in der
Ebene gegebenen Geraden G+ gefunden werden. Zu dem Ende

construire man zu einem will- Fig. 90,
kiirlich auf G gewiihlten Punkte )
p den entsprechenden p’, indem |g //l;
man den Durchschnitt von p M /

mit der Polaren P des Punktes
p in Bezug auf den Transfor- p“\\_
mationskreis aufsucht. Wie man |
aber p auf G withlen moge, so
wird stets P durch den Pol »/
von G nach K gehen miissen i
und stets wird P senkrecht ste-
hen auf dem zugehorigen Strahl
pM, d.h. der Winkel p'p" M ist | /
fiir jeden Punkt p ein Rechter.
Sobald aber G und der Trans-
formationskreis O'egeben sind, so |

sind auch die Punkte »’ und M |

fixirt, woraus folgt, dass der Ort von p° ein Kreis iiber dem
Durchmesser My ist Sei D der Abstand der Geraden von MM,

so ist sein Radius R = ;—}). Die Transformationsfigur einer Ge-

Geiser, Einleit. in die synthet. Geometrie. 11
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raden nach dem Princip der reciproken Radien ist also ein
Kreis, welcher das Transformationscentrum enthiilt. Umgekehrt
wird jeder durch M gehende Kreis in eine Gerade verwandelt.

Es sei noch bemerkt, dass, wenn G ganz ausserhalb des
Transformationskreises liegt, dann der ihr zugehorige Kreis %
ganz innerhalb K liegen muss. Wenn ferner G und K sich
beriihren, so werden sie in demselben Punkte auch von % be-
rithrt, und wenn schliesslich G und K sich schneiden, so geht
auch % durch ihre Schnittpunkte. -

Wenn zwei Gerade G- und G” sich in einem Punkte s unter
einem Winkel « schneiden, so thun dies auth die ihnen reci-
proken Kreise # und ¥ in dem reciproken Punkte s” von s.
Zum Beweise ist zu beachten, dass mach Fig. 90 die Tangente
in M an k parallel zu G ist; ebenso muss die Tangente in M
an & zu G’ parallel sein, also begegnen sich % und % im
Punkte M unter dem Winkel «. Zwei Kreise bilden aber in
einem ihrer Schnittpunkte eben denselben Winkel wie im an-
deren, demnach schneiden sich & und % auch im Punkte s’ un-
ter dem Winkel «. — Hierbei ist angenommen worden, dass
man als den Winkel zweier Kreise denjenigen bezeichne, wel-
chen die Tangenten in einem ihrer Schnittpunkte einschliessen.
Diese Definition kann noch verallgemeinert werden, indem man
sagt: Zwei stetig verlaufende krumme Linien schneiden sich in
einem Punkte s unter dem Winkel «, insofern die an diese
Curven in s zu legenden Tangenten den Winkel & miteinander
einschliessen. Daraus folgt, dass die entsprechenden Winkel zweier
beliebiger Figuren, von denen die eine nach dem Principe der reci-
proken Radien aus der andern abgeleitet worden ist, gleich sind.

Sei & ein Kreis, dessen Transformationsfigur gefunden wer-
den soll, so fixire man seinen durch M gehenden Durchmesser,
dessen Endpunkte auf % die Punkte 4 und B sein mégen. Thre
entsprechenden bezeichne man mit 4" und B’. Ferner sei C
ein beliebiger Punkt auf %, und C’ sein reciproker. Es ist nun
AACM ~ C'AM, denn es ist MA. MA =MC.MC' oder
MA:MC=MC': MA'. In den beiden genannten Dreiecken
sind also die Winkel ACM und MAC’ einander gleich.
Ebenso wird die Aehnlichkeit der Dreiecke BCM und C'B’ M
und daran anschliessend die Gleichheit der Winkel BC M und
C'B’M bewiesen. Es folgt daraus
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Fig. 91.

> SRR

L ACM—BCM=C'AM—~CBM
<< ACB=B'C'A.

Der erste von diesen ist ein Rechter, als Winkel im Halb-
kreis, also ist auch der zweite ein Rechter, d. h. der bewegliche
Punkt O’ sieht die beiden festen Punkte 4" und B’ immer un-
ter rechtem Winkel, oder: die reciproken Punkte zu den Punk-
ten eines Kreises £ erfiillen einen zweiten Kreis %/, welcher
seinen Mittelpunkt auf der Geraden hat, die M mit dem Mit-
telpunkte von % verbindet.

Dasselbe Resultat ergibt sich aus Fig. 92. Es ist
MA.MA = 3
Wenn A” der zweite Schuittpunkt der Geraden M A mit dem
gegebenen Kreise £ und M B eine Tangente dieses Kreises
Fig, 92.

oder

ist, so hat man auch M4 M A”= M B*® Durch Division er-

hiillt man M A": M A" =+° : M B2 Die Strecken M A" und M A"’

stehen also in einem bestimmten constanten Verhiiltniss zu

einander, und wenn 4" den Kreis % durchliuft, so beschreibt 4’
1 &
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einen Kreis %/, welcher mit % den Punkt M zum iussern Aehn-
lichkeitspunkte hat.

Wenn % ausserhalb K liegt, so wird # von K ganz um-
schlossen, und umgekehrt. Beriihren sich K und %, so beriih-
ren beide in demselben Punkte auch den Kreis %/, und zwar
wird K einen der Kreise % und £’ ausschliessen, den andern
einschliessen. Wenn K und % sich in zwei Punkten schneiden,
so geht durch die beiden Schnittpunkte auch der Kreis .

Die Kreise K und % mogen sich unter einem Winkel «
schneiden. Transformirt man beide vermittelst reciproker Ra-
dien, so gehen dieselben iiber in K und &', welche nach einer
vorigen Bemerkung denselben Winkel « einschliessen miissen,
den K und % bilden, d. h. K halbirt den Winkel, den % und
sein transformirter Kreis einschliessen. Wenn % den Kreis K
in zwei Punkten rechtwinklig schneidet, so schneiden sich K
und % in denselben beiden Punkten ebenfalls rechtwinklig, was
nicht anders moglich ist, als wenn % und % zusammenfallen,
d. h. ein beliebiger Kreis, welcher den Transformationskreis
rechtwinklig schneidet, ist seine eigene Transformationsfigur,
oder alle Kreise (mit einer Ausnahme, die sofort gemacht wer-
den soll), die sich durch Transformation in Bezug auf den
Kreis K selbst wieder erzeugen, bilden ein Kreisnetz (§ 22).
Auch der Kreis K erzeugt sich selbst wieder, aber in einem
‘ganz andern Sinne, denn jeder seiner Punkte entspricht sich
selbst, withrend bei einem ihn rechtwinklig schneidenden Kreise
solche Punkte entsprechende sind, welche auf einer durch M
gehenden Secante liegen.

Wenn % und % zwei ganz beliebige, in Bezug auf K reci-
proke Kreise sind, so gehoren %, %’ und K derselben Kreisschaar
an. Um dies auch fiir den Fall, wo % und K sich weder schnei-
den, noch beriihren (die ausgeschlossenen Fiille verstehen sich
ja ganz von selbst), einzusehen, beachte man, dass alle Kreise,
welche zwei gegebene Kreise rechtwinklig schneiden, eine Kreis-
schaar bilden. Zwei gegebene Kreise erzeugen niimlich zuerst
eine Kreisschaar, der sie selbst entnommen sind, und dann die
ihr conjugirte (§ 15), welche aus den sie rechtwinklig schnei-
denden Kreisen besteht. Wird nun ein beliebiger Kreis x ge-
wiihlt, welcher & und K rechtwinklig schneidet, so wird durch
Anwendung der Transformation % zu %', wihrend % und K un-
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verimdert bleiben; auch die Winkel iindern sich nicht, also
schneidet » den Kreis & rechtwinklig, und dasselbe thut jeder
Kreis, welcher & und K unter rechten Winkeln trifft, d. h.
k, K und I’ gehoren derselben Kreisschaar an.
Sei R der Radius des zu transformirenden Kreises &, D die
Entfernung seines Mittelpunktes vom Transformationscentrum,
Fig. 93.

7 ’

B A | A
ferner sei R’ der Radius des transformirten Kreises £ und D’
die Entfernung seines Mittelpunktes vom Transformationscen-
trum, schliesslich miogen 4 und B, 4" und B’ die Endpunkte
derjenigen Durchmesser von & und 4" sein, welche auf die Cen-
trale der beiden Kreise fallen, wiihrend 72 wie immer die Trans-
formationspotenz sein soll.

Jetzt ist

MA

r2 r2 r2 7.2

AMA PSR T

MB D+ R’

also

B MR e R e i
: D—R D¥R
oder
; e
Zi — R . m.
Ebenso ist
VPR e O VRS s O e
3 : Dok Deh
e
e e i
TR IR

Hieraus ergibt sich F:% , was auch daraus zu folgern wiire,
dass M der iussere Aehnlichkeitspunkt von % und % ist. Es
mag dabei bemerkt werden, dass hier stillschweigend D > R
vorausgesetzt ist. Hitte man B> D, so brauchte man nur in
den Schlussresultaten das Zeichen zu iindern.

Alle bis jetzt erhaltenen Resultate lassen sich unmittelbar
in den Raum iibertragen. Man braucht blos einen Punkt M
fest als Transformationscentrum festzusetzen und eine gegebene
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Grosse 72 als Transformationspotenz anzunehmen, so kann man
zu jedem beliebigen Punkte p im Raume sofort den entsprechen-
den p’ finden, indem man auf der Geraden M p von M aus in der
Richtung nach p eine Strecke My = l% abtriigt; deren zwei-
ter Endpunkt p’ ist der reciproke Punkt zu p. Zu jedem Punkte p
gehort im Allgemeinen stets ein und nur ein reciproker Punkt p’
und umgekehrt. Liegt p auf einer Kugel mit dem Radius 7,
welche die Transformationskugel K genannt wird, so fillt er
mit seinem entsprechenden p’ zusammen. Alle Punkte ausser-
halb K haben ihre entsprechenden innerhalb K und umgekehrt.
Jedem Punkte, der unendlich entfernt ist, entspricht der Punkt 17,
und umgekéhrt kann M als jedem unendlich entfernten Punkte
entsprechend betrachtet werden. Will man also die im Allge-
meinen als richtig erwiesene eindeutige und reciproke Beziehung
zwischen p und p’ nicht in dem besonderen Falle aufheben und
jedesmal eine Ausnahme beifiigen, so ist man gezwungen, fest-
zusetzen, dass vom Gesichtspunkte des Princips der reciproken
. Radien aus alle unendlich entfernten Punkte im Raume an-
gesehen werden miissen, als ob sie in einem und demselben
Punkte des Raumes vereinigt wiiren. Von anderen Gesichts-
punkten aus war frither p der Begriff einer unendlich entfernten
Ebene des Raumes abgeleitet und erdrtert worden.

Zu allen Punkten p, welche auf einer durch M gehenden
Geraden oder Ebene liegen, gehoren Punkte p’, welche ebenfalls
dieselbe Gerade, resp. dieselbe Ebene erfiillen. Punkten p,
welche eine mit K concentrische Kugel erfiillen, miissen Punkte p’
entsprechen, die im Allgemeinen eine andere, ebenfalls mit K
concentrische Kugel bedecken.

Um den Ort der Punkte p" zu finden, welche zu den Punk-
ten p einer Ebene FE reciprok sind, fille man von M aus ein
Perpendikel auf E, dessen Fusspunkt  sein moge. Kine durch
dieses Perpendikel gelegte Ebene e schneidet aus E eine Ge-
rade G aus, deren reciproke Figur ein Kreis ist, welcher durch
M geht und dessen Mittelpunkt auf der Geraden Mz liegt.
Dreht man F um M=z herum, so beschreibt G die Ebene E
und jener Kreis den Ort der zu E reciproken Punkte, also eine
Kugel %, welche den Punkt M enthiilt und deren Mittelpunkt
auf dem Perpendikel M= liegt.
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Aus dem Umstande, dass die Tangentialebene an % in M
parallel zu F ist, mit Zuziehung der Bemerkung, dass man den
Winkel zweier continuirlich verlaufenden Flichen in einem ihrer
Schnittpunkte als denjenigen bezeichnet, welchen ihre Tangen-
tialebenen im Schnittpunkte bilden, folgt, dass auch im Raume
beliebige Figuren durch Anwendung des Princips der recipro-
ken Radien derart veriindert werden, dass die Gleichheit der
entsprechenden Winkel in der urspriinglichen und in der trans-
formirten Figur gewahrt wird.

Den Punkten p einer Kugel % entsprechen nach dem Prin-
cip der reciproken Radien die Punkte.p’ einer andern Kugel %'.
Zum Beweise lege man durch M und den Mittelpunkt m von %
eine Gerade Mm und durch diese eine Ebene e, so schneidet e
aus k& einen Kreis » aus, dessen reciproke Figur ein anderer
Kreis % ist. Wenn nun die ganze in e enthaltene Figur um
Mm herumgedreht wird, so entsteht aus » die Kugel %, aus #/,
dessen Mittelpunkt auf Mm liegt, eine Kugel &/, welche der
gesuchte Ort der reciproken Punkte zu den Punkten p der Ku-
gel & ist. Also entspricht nach dem Princip der reciproken
Radien einer Kugel wieder eine Kugel.

Die metrischen Beziehungen zwischen den Kugeln &, K und &’
werden ohne Weiteres dieselben sein, welche oben fiir die Kreise
I, K und k¥ abgeleitet wurden. Ebenso werden die gegensei-
tigen Lagen der drei Kugeln leicht aus den entsprechenden
Eigenschaften der Kreise entwickelt, wenn man bedenkt, dass
irgend ein ebener Schnitt durch die Mittelpunkte der drei Ku-
geln sofort das bereits behandelte Problem der Kreise ergibt
und- einen Riickschluss auf den Raum gestattet.

Einem beliebigen Kreise » im Raume entspricht wieder ein
Kreis. Zum Beweise kann zuniichst durch M und » eine Kugel
gelegt werden, welche also % seiner ganzen Ausdehnung nach
enthilt; es muss folglich die reciproke Figur zu # ganz auf der
reciproken Figur der genannten Kugel liegen, d. h. in einer
Ebene « enthalten sein. Es lisst sich zudem durch % eine
Kugel % legen, welche die Transformationskugel K rechtwink-
lig schneidet, diese Kugel % bleibt durch Transformation un-
verindert und auf ihr ist folglich die reciproke Figur von x
ebenfalls enthalten. HEs ergibt sich hieraus der Satz: Die reci-
proke Figur eines Kreises % ist wieder ein Kreis %/, der mit
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dem ursprﬁnglicheﬁ auf einer Kugel liegt, welche die Trans-
formationskugel K rechtwinklig schneidet.
Eine weitere Consequenz der bewiesenen Siitze ist folgende:
Sei % ein beliebiger Kreis, welcher auf einer Kugel % liegt, so
kann man durch siimmtliche Punkte von » nach einem Punkte M
Gerade ziehen, von denen jede der Kugel & mnoch ein zweites
Mal begegnen wird. Diese siimmtlichen zweiten Schnittpunkte
liegen auf einem zweiten Kreise. Zum Beweise beachte man,
dass man, insofern M ausserhalb & liegt, um M als Mittelpunkt
eine Kugel K legen kann, welche & unter rechtem Winkel trifft.
Wird diese als Transformationskugel fiir reciproke Radien ge-
withlt, so werden jene gesuchten zweiten Schnittpunkte die
Transformationsfigur von %, also in der That ein Kreis sein.
Ist aber M innerhalb der Kugel & gelegen, so sei p irgend ein
Punkt des Kreises x, p’ der zweite Schnittpunkt von M p mit
der Kugel %, so ist wegen der Potenz des Punktes p in Bezug
auf k das Product Mp.Mp constant und einer gewissen
Grosse g2 gleich. Triigt man jetzt von M aus auf der Geraden
Mp die Strecke Mp’ in der Richtung nach p ab und nennt
ihren zweiten Endpunkt p”, so ist auch Mp.Mp"=¢? d. h.
F1g 04 constant. Der Ort des Punktes p” ist
die Transformation nach reciproken Ra-
dien des Kreises % in Bezug auf das Trans-
formationscentrum M und die Transfor-
mationspotenz @2, also jedenfalls ein
7| Krels, daher muss auch aus Symmetr1e~
/ grunden der Ort des Punktes p’ ein
Kreis sein. Dass die Beziehung dieses
/ Beweises zur Potenz eines Punktes nach
‘e einer Kugel auch zum Ziele fithrt, wenn
M ausserhalb der Kugel liegt, ist evident.

§ 21.
Die stereographische Projection und die Geometrie auf der Kugel.
Wenn man nach dem Princip der reciproken Radien eine
Kugel % transformirt, welche das Transformationscentrum M

enthiilt und deren Durchmesser gleich dem Radius » der Trans-
formationskugel % ist, so geht dieselbe in eine Ebene F iiber,
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M Fig. 95.

\
ETR T agd 2 — :E Ci ; .;\,\7" sy g

welche % beriihrt, und zwar in demjenigen Punkte S, welcher
dem Punkte M diametral in Bezug auf die Kugel & gegeniiber-
liegt. Wird auf % eine Figur f verzeichnet, so geht dieselbe
nach der Transformation in eine andere /" iiber, die der Ebene
E angehort, und welche die Eigenschaft hat, dass die in
derselben allfillig vorkommenden Winkel gleich gross sind, wie
die entsprechenden in der urspriinglichen Figur.

Der Uebergang von der Figur f zu f’ kann aber noch an-
ders als durch das Princip der reciproken Radien ausgefiihrt
werden; denn da zwei entsprechende Punkte p und p stets mit
M in einer Geraden liegen, so ist f° geradezu eine Centralpro-
jection von f auf E, deren Projectionsmittelpunkt der Punkt M
ist. In diesem Sinne aufgefasst heisst die Projection von k auf I
die stereographische Projection der Kugel auf die Ebene.
Dieselbe dient zur Herstellung von Erdkarten.

Sei z. B., wenn die Erde als eine Kugel aufgefasst wird,
M ihr Nordpol, S ihr Siidpol, so kann man die siidliche Halb-
kugel vom Nordpole aus auf die Tangentialebene im Siidpole
projiciren und das so erhaltene Bild nach einem beliebigen
Massstabe verkleinern. (Wollte man durch eine einzige Projec-
tion die ganze Erde darstellen, so wiirde dazu die ganze Ebene
in ihrer unendlichen Ausdehnung erforderlich sein. Wenn man
aber zuerst vom Nordpole aus die siidliche Halbkugel und nach-
her vom Siidpole aus die nordliche Halbkugel projicirt, so er-
hilt man zwei Darstellungen, welche zusammengenommen die
ganze Erde umfassen.)

Um niiher ins Detail einzugehen, erinnere man sich, dass
irgend ein Ort auf der als Kugel betrachteten Erdoberfliche
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bekannt ist, sobald seine geographische Linge und Breite ge-
geben sind, oder mit anderen Worten, sobald man den Me-
ridian und den Parallelkreis kennt, welche durch ihn gehen.
- Wenn man also siimmtliche Meridiane und Parallelkreise in
ihrer Projection auf der Ebene e darzustellen weiss, so kann
man auch alle Punkte auf der Erde (resp. bei der gemachten
Beschrinkung: auf der siidlichen Halbkugel) in der Ebene E
verzeichknen. Es ergibt sich, dass die Meridiane sich als Gerade
durch S und die Parallelkreise als Kreise mit dem gemeinsamen
Mittelpunkt S darstellen. Es ist zu bemerken, dass auch jeder
andere Kreis auf % sich in E wieder als Kreis darstellen wird.

Meridiane auf der Kugel werden dieselben Winkel ein-
schliessen, wie die ihnen entsprechenden Geraden’ in E und
umgekehrt, wihrend das Gesetz, nach welchem sich Parallel-
kreise mit ihren entsprechenden Kreisen in F indern, zwar
graphisch sehr einfach, aber durch eine Formel etwas compli-
cirter darstellen lisst. — Dass Parallelkreise und Meridiane sich
als concentrische Kreise und Gerade durch ihren Mittelpunkt
darstellen, bestiitigt den frither angegebenen Satz von der
Gleichheit der Winkel in den Figuren auf der Kugel und der
entsprechenden Winkel der zugehorigen Figuren in der Ebene.
In der That schneiden sich Parallelkreise und Meridiane iiberall
unter rechten Winkeln und genau dasselbe thun die concen-
trischen Kreise und die Geraden, welche durch ihren gemein-
schaftlichen Mittelpunkt gehen.

Auf einer weitern Anwendung dieses letztern Satzes beruht
die Construction einer Linie auf der Kugeloberfliche, welche
von einem Punkte derselben ausgehend, alle Meridiane unter
demselben Winkel schneidet. Man geht vermittelst der stereo-
graphischen Projection in die Ebene iiber und zieht durch die
Projection des gegebenen Punktes eine Curve, welche die von S
ausgehenden Geraden unter dem verlangten, gegebenen Winkel
schneidet, so hat man diese Curve einfach auf die Kugelober-
fliche zuriick zu projiciren und die gegebene Aufgabe ist gelost.

Die Karten, welche vermittelst der stereographischen Pro-
jection und vermittelst eines bestimmten Massstabes angefertigt
werden, unterscheiden sich wesentlich von denjenigen Karten,
die man nach den gewohnlichen Methoden von Theilen der
Erdoberfliche herstellt, welche man, ohne einen wesentlichen
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Fehler zu begehen, als eben betrachten kann. Bei diesen letz-
teren ndmlich gilt fiir alle Theile der Karte ein und derselbe
Massstab, withrend bei den ersteren der Massstab sich von Pa-
rallelkreis zu Parallelkreis, d. h. mit der geographischen Breite
andert.

Die stereographische Projection kann auch zur Erledigung
einer Reihe von Fragen dienen, welche die Geometrie auf der
Kugeloberfliche betreffen, indem sie dieselben auf ebene Pro-
bleme zuriickfithrt. Zu dem Ende beachte man, dass, wenn auf
einer Kugel eine Anzahl von Kreisen gegeben sind, dieselben
durch die stereographische Projection oder auch durch das Prin-
cip der reciproken Radien verwandelt werden kénnen in andere
Kreise, die sich in derselben Ebene befinden. Wenn sich zwei
Kreise auf der Kugel schneiden, beriihren oder nicht schneiden,
so werden sich auch ihre entsprechenden Kreise in der Ebene
resp. schneiden, beriihren oder nicht schneiden, und zwar wird
im ersten Falle das Schneiden auf der Kugel und auf der Ebene
unter gleichem Winkel geschehen.

Wenn man also die charakteristischen KEigenschaften der
Kreisschaar in der Ebene entwickelt, indem man von den sich
rechtwinklig schneidenden Kreisen ausgeht, so gelingt es ohne
Weiteres, eine Reihe von Siitzen iiber Kreisschaaren auf der
Kugel herzuleiten. Ganz dasselbe gilt von den Beriihrungspro-
blemen der Kreise; denn wenn es sich z. B. darum handelt, auf
der Kugeloberfliiche einen Kreis zu finden, welcher drei gegebene,
ebenfalls der Kugeloberfliche angehorige Kreise beriihrt, so wird
man mit Hilfe der genannten Methode den Uebergang zur Ebene
nehmen, dort das Problem nach § 24 behandeln und mit den
gefundenen Losungen wieder auf die Kugel zuriickkehren.

Es muss aber ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht
werden, dass durch das Princip der reciproken Radien, resp. die
stereographische Projection im Allgemeinen der Mittelpunkt des
Kreises nicht etwa zum Mittelpunkte des transformirten Kreises
wird , ferner dass auch die Eigenschaften der Aehnlichkeitspunkte,
der Potenzlinien, sowie von Pol und Polaren wesentlich alterirt
werden. Auf Grund des bis jetzt in diesem Leitfaden gebote- -
nen Materials soll es aber dem Leser moglich sein, sich selbst
eine Theorie der Kreise, die auf einer Kugel liegen, namentlich
in Bezug auf Aehnlichkeitspunkte, Potenzlinien, Pole und Po-
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laren zu bilden, welche unabhingig vom Princip der reciproken
Radien ist.

-

§ 28.

Kreisreihen und Kugelreihen.

Das Princip der reciproken Radien gibt Anlass zu einigen
Aufgaben, welche hier behandelt werden sollen und von denen
eine im Verlaufe dieses Paragraphen zu einer wichtigen Anwen-
dung fithren wird.

1. Es ist zu untersuchen, ob zwei gegebene Kreise M,
und M,, deren Radien resp. R, und R, sind, durch Transfor-
mation in zwei gleichgrosse Kreise verwandelt werden konnen.

Sei M das Transformationscentrum, »2 die Transformations-
potenz, seien ferner R, und D,, R, und D, fiir die Kreise M,

. a
Fig. 96.
M
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und M, resp. die Radien und Entfernungen der Mittelpunkte
von M, so hat man nach den Formeln des § 26, wenn R’, und
R’, die Radien der transformirten Kreise sind,
, rs , A
R R, Di— R} und Ry=R,. DI= R RZ
Sollen R’, und R’, einander-gleich sein, so kommt:
R, D?— R,D*=R, R, (R,— R,).

In dieser Gleichung kommt 7% nicht mehr vor, d. h. bei
der Frage nach der Moglichkeit der geforderten Transformation
spielt die Transformationspotenz gar keine Rolle, sondern nur der
- Ort des Transformationscentrums. Um denselben zu bestimmen,
construire man auf der Verlingerung der Strecke M, M, (wo M,
und M, nun die Mittelpunkte der gegebenen Kreise bedeuten)
einen Punkt w, fir welchen M u: M,u—=R,: R,. Es ist dann
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DEP=Mu*+ M’ —2Mu.Mu.cosu,
D2=Mup*+ M,u?—2Mu. M, . cosu, also
R, Dy R,D}= R, R, (R,— R,)

— (R, — R) My’ + R, . Myp? — B, . My

—2Mu.cosp . [R,. Myu — R, . M, u].

Nach der Festsetzung iiber die Lage des Punktes u ver-
schwindet das letzte Glied dieser Gleichung und es kann also
aus dem Reste die Strecke My durch lauter bekannte Grossen
ausgedriickt werden, d. h. der Ort des Punktes I ist ein Kreis
mit dem Mittelpunkte g und dem Radius ¢ = My.

Sollen also zwei beliebige Kreise M, und I, in zwei gleich-
grosse Kreise verwandelt werden, so muss das Transformations-
centrum M auf einem dritten Kreise gewiihlt werden, wiihrend
die Transformationspotenz vollig willkiirlich ist. Was den ge-
fundenen Kreis anbetrifft, so ist klar, dass er allfiillige Schnitt-
punkte von M, und DI/, enthalten muss.

2. Konnen zwei Kreise M, und M, durch reciproke Radien
in concentrische Kreise verwandelt werden?

Zuniichst ist klar, dass, da zwei concentrische Kreise keine
gemeinschaftlichen Punkte haben, auch zwei Kreise, aus denen
sie entstehen sollen, keine gemeinschaftlichen Punkte haben
diirfen. Ist diese Bedingung erfiillt, so kann auch die gestellte
Aufgabe gelost werden, wie nun gezeigt werden soll.

Es ist bereits in § 26 angefiihrt worden, dass eine Kreis-
schaar definirt werden kann als die Gesammtheit der Kreise,
welche zwei gegebene Kreise unter rechten Winkeln schneiden.
Daraus folgt wegen der mehrfach benutzten Unveriinderlichkeit
der Winkel bei der Transformation, dass eine Kreisschaar durch
die Transformation wieder zu einer Kreisschaar wird, und fer-
ner, dass zwei conjugirte Kreisschaaren in zwei andere unter
sich ebenfalls conjugirte Kreisschaaren verwandelt werden.

Wenn nun die Kreise M, und M, gegeben sind, so be-
stimmen dieselben unter der gemachten Voraussetzung, dass sie
sich nicht schneiden sollen, eine Kreisschaar der zweiten Art S,
(§ 15), der eine Kreisschaar der ersten Art S, conjugirt ist,
welche zwei Grundpunkte s, und s, hat. Wird nach reciproken
Radien verwandelt, so dass M, und M, zu zwei concentrischen
Kreisen M', und M’, werden, so muss die reciproke Kreis-
schaar -S; zu S’ aus lauter concentrischen Kreisen bestehen.
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Tritt dies ein, so ist deren conjugirte Schaar S’, (welche zu-
gleich die reciproke Schaar zu S, ist) ein System von geraden
Linien, und dies ist nicht anders moglich, als wenn es gelingt,
die Kreise der Schaar S, in Gerade zu verwandeln. Die ge-
nannten Kreise der Schaar S, gehen alle durch die festen Punkte
s, und s,; withlt man demnach einen dieser beiden Punkte,
z. B. s,, zum Transformationsmittelpunkte 2, so gehen M, und
M, in concentrische Kreise iiber, deren gemeinsamer Mittelpunkt
der s, entsprechende Punkt &', ist. Hieraus zeigt sich aufs Neue,
dass M, und M, sich nicht schneiden diirfen; denn wiire dies
der Fall, so miisste die durch M, und M, bestimmte Schaar S,
von der ersten Art sein, die ihr conjugirte Schaar S, also von
der zweiten Art, so dass dieselbe keine Grundpunkte hiitte und
die Punkte s, und s, nicht vorhanden wiiren.

3. Es sollen drei Kreise M,, M,, M, in drei andere ver-
wandelt werden, deren Mittelpunkte in gerader Linie liegen.

Zu M,, M,, M, construire man, wenn dies moglich ist,
einen Orthogonalkreis. Jeder Punkt A desselben kann dann
als Transformationscentrum gewithlt werden, so dass die ver-
wandelten Kreise der gestellten Bedingung Geniige leisten; die
Transformationspotenz ist dabei ohne Einfluss. In der That
wird durch die reciproken Radien der Orthogonalkreis in eine
Gerade verwandelt, welche die aus M,, M,, M, entstehenden
Kreise rechtwinklig schneidet. Dies, ist nicht anders moglich,
als wenn die Gerade in allen drei verwandelten Kreisen Durch-
messer ist, also ihre Mittelpunkte verbindet.

Die drei hier behandelten Aufgaben kionnen ohne Weiteres
auf den Raum ausgedehnt werden, was keiner niiheren Ausfiih-
rung bedarf. Dafiir mag eine Anwendung des zweiten Problems
in seiner ebenen und riumlichen Fassung gegeben werden.

Wenn zwei Kreise M, und I, so gegeben sind, dass der
grossere von ihnen, 3/,, den anderen M, ganz umschliesst, so
entsteht ein ringformiger Streifen zwischen den beiden, dessen
simmtliche Punkte zugleich innerhalb M, und ausserhalb 2,
gelegen sind. Man kann in diesen Streifen zuniichst einen
Kreis m, legen, welcher M, und M, beriihrt, sonst aber will-
kiirlich ist, daran anschliessend einen Kreis m,, welcher M, M,m,
beriihrt, weiterhin einen Kveis m,, welcher M, M,m, beriihrt
und so fort, so erhilt man eine Reihe von Kreisen. Die Reihe
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Fig. 7.
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wird entweder einfach um M, herumgehen, so dass ein bestimm-
ter ihrer Kreise M, M,m, berithrt und sich damit schliessen,
oder sie wird nicht im ersten Male sich schliessen, sondern
mehrmals um 2, herumgehen miissen, bis wieder einer ihrer
Kreise M, M,m, beriihrt, oder endlich, sie wird sich gar nie
schliessen, wie lange man auch mit der Construction ihrer
Kreise fortfahren mag.

Dariiber, welcher dieser Umstiinde eintreten werde, gilt
der Satz: Es ist ganz gleichgiltig, wo man den ersten Kreis
m, in den ringformigen Streifen legen mag, immer tritt der-
selbe der Fiille ein, sobald M, und 2, der Grosse und Lage
nach gegeben sind.

Zum Beweise transformire man die beiden Kreise M, und M,
in neue Kreise M’, und M',, welche concentrisch sind, so wer-
den die Kreise 2, m, . .. iibergehen in andere Kreise m/,, /5. ..,
welche innerhalb des ringformigen Streifens liegen, der zwischen
den Kreisen M’ und M’, eingeschlossen ist und die alle gleich
gross sind. Wenn die Reihe der Kreise m,, m,... nach einem
oder mehreren Umliufen schliesst (commensurabel ist), so wird
dasselbe mit der Reihe der Kreise m';, w/y... der Fall sein,
bilden aber die Kreise m,, m,. .. eine sich niemals schliessende
(incommensurable) Reihe, so thun dies auch die Kreise m/,, w,...
Gerade wie von der ersten Reihe auf die zweite geschlossen
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Fig. 98, wurde, so kann auch umgekehrt
von der zweiten auf die erste
zuriickgegangen werden. Bei
der zweiten Reihe ist aber, da
alle ihre Kreise gleich sind,
durchaus gleichgiltig, wo der
erste m/;, angenommen wird, also
hat auch bei der ersten Reihe
die Lage des Kreises m, keinen
Einfluss.

Fiir zwei concentrische Kreise
existirt eine leicht abzuleitende
einfache Relation, damit sie zu
einer commensurabeln Kreisreihe Veranlassung geben. Die Reihe
soll aus N Kreisen bestehen, von denen der letzte sich nach U
Umliiufen an den ersten anschliessen soll. Die beiden concentri-
schen Kreise sollen den gemeinschaftlichen Mittelpunkt u’ haben,
ihre resp. Radien seien R’, und R’;. Die Mittelpunkte der Kreise
m'y, m'y. .. liegen auf einem Kreise mit dem Mittelpunkte u’ und

R’ + R,
2

dem Radius

il tenl X ; &y hat. Da die N Kreise U Umliufe machen, so nimmt

jeder von ihnen b Umliiufe in Anspruch und da ein ganzer Um-

N

lauf von g aus unter einem Winkel von 27 gesehen wird, so ist
der Winkel, unter dem einer der beriihrenden Kreise gesehen wird,
Uz

N
wenn ', den Mittelpunkt des Kreises m’; bedeutet und b der
Beriihrungspunkt einer von g’ aus an »/; zu legenden Tangente

, wiihrend jeder von ihnen den Radius

Aus Symmetriegriinden ergibt sich hieraus, dass,

ist, dass Q9w w'b= gN_ﬂ Dieser Winkel bestimmt sich auch

aus dem rechtwinkligen Dreiecke w'#/;b, in welchem die Hypo-
1—%%13—? und die dem gesuchten Winkel gegeniiber-
R—‘;—I-%—g ist. Man hat also
BT, Un
WPl it N

tenuse =

liegende Kathete =
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Die Betrachtung ist von zwei Kreisen ausgegangen, M,
und M,, von denen der eine ganz innerhalb des anderen lag;
man kann ebenso gut an-

g z Fig. 99.

nehmen, dass die beiden ey
Kreise aussereinander liegen ///-—\\\ Y,
und bekommt ganz diesel- 7 p : AT N
ben Resultate. Es ist in die- / N my P\
sem Falle aber darauf Acht / \ /,/ \
zu geben, dass die Kreis- j" M, ;m»l;;/. \.\\
reihe m,, m,... nicht nur i /", N
aus Kreisen bestehen muss, \ i ( M, |
dié wie m, und m, der Fi- |\ 0 o /]
gur 99 die gegebenen Kreise S e *
M, und DM, ausschliessend /
beriihren, sondern dass auch 8 7
Kreise vorkommen kinnen, e ; et

ks -

welche wie m, die Kreise
M, und M, beriihren und einschliessen. Immerhin muss die
Beriihrung eines Kreises der Reihe mit M, und I, gleichartig
sein.

Durch die stereographische Projection resp. das Princip der
reciproken Radien kann die eben bewiesene Unveriinderlichkeit
der Kreisreihen auch auf die Kugeloberfliiche ausgedehnt wer-
den. Fiir den Raum, wo Kugeln an Stelle der Kreise treten,
gestaltet sich die Sache etwas anders.

Es seien M, und M, zwei willkiirliche Kugeln, von denen
die grossere M, die andere M, ganz umschliessen mége, ferner
sei in dem zwischen beiden gelegenen Raume eine Kugel M,
angenommen, welche beide beriihrt, und zwar, wie leicht ein-
zusehen, MM, ausschliessend und von M, eingeschlossen. Nun
wird eine Reihe von Kugeln bestimmt, von denen die erste m,
alle drei Kugeln M M, M, beriihrt, sonst aber willkiirlich ist,
die zweite m, soll daran anschliessend M, M, M, m, beriihren,
die dritte m, weiterhin M, M, M m, beriihren und so fort.

Die entstehende Kugelreihe wird entweder einmal um M,
herumgehen und in ihver letzten Kugel m, wieder beriihren,
oder das Schliessen tritt erst nach mehreren Umgiingen ein
(dies sind die beiden commensurabeln Fille), oder endlich d1e
Reihe schliesst sich nie (ist incommensurabel).

Geiser, Einleit. in die synthet. Geometrie. ]2

www.rcin.org.pl



178 Kreis und Kugel.

Ob der erste, zweite oder dritte Fall eintrete, ist einzig
und allein abhiingig von der Grisse und der gegenseitigen
Lage der Kugeln M, und M,, nicht aber davon, wie M, und
m, unter den obigen Bedingungen, die moch verschiedene An-
nahmen zulassen, gewiihlt werden. Die gegenseitigen Beziehun-
gen der Kugeln M, M, Mym, my,m; ... werden niimlich durch
eine Transformation nach reclproken Radlen nicht gestort. Wird
dieselbe damit ausgefiihrt, dass die J, und M, entsprechenden
Kugeln M’ und M’, concentrisch werden, so werden die den
Kugeln M, m,, my, m, ... entsprechenden M’ , m',, m'y, m'y. ..
gleich gross und mnamentlich liegen die Mittelpunkte von
W'y, My, ... in einem Kreise, dessen Ebene senkrecht steht
auf der Verbindungsgeraden des Mittelpunktes der Kugel M,
mit dem gemeinsamen Mittelpunkte der Kugeln M’ und MM’,.
Es liisst sich deshalb die Frage, ob die Reihe w/;, w/y, m/y. ..
eine commensurable oder eine incommensurable sei, auf ein
bereits gelostes ebenes Problem zuriickfiihren.

Legt man dureh die Mittelpunkte von e/, , 'y, m’y . .. eine
Ebene, so erhiilt man in derselben eine Reihe von Kreisen, die
gleich gross sind und welche zudem ihre Mittelpunkte auf
éinem anderen Kreise haben. Daraus folgt, dass sie in den
Zwischenriiumen zweier concentrischer Kreise liegen und dort
eine Reihe bilden, deren Charakter aus einer oben bereits ab-
geleiteten Formel erkannt werden kann. Aber die Commen-
surabilitiit der Kreise ist vollkommen identisch mit der Com-
mensurabilitit der Kugeln »/;, w',, w/y. .., also ist ein Kenn-
zeichen fiir -die letzteren gegeben. Dass dieselbe unabhiingig
von der Lage der Kugeln M’ und »/, ist, versteht sich jetzt
leicht, es gilt also dasselbe fiir die urspriingliche Kugelreihe
my, My, My..., welche durch die Kugeln M, M, M, erzeugt
wurde.

Mit der Kugelreihe m,, m,, m, steht eine andere in Ver-
bindung, welche die Kugeln M,, M,, M, enthilt. Es liegen
z. B. die beiden Kugeln y und my so, dass sie beide von m,
berithrt werden, ebenso wie M, die Kugeln M, und M, be-
rithrt. (Es besteht einzig der Unterschled dass von den Kugeln
m, und m, jede die andere ausschliesst, withrend M, von M,
eingeschlossen wird.) Man nehme jetzt die Kugel M| hinzu,
welche m,, m,, m, berithrt, dann M,, welche m,, m,, mg, M,
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beriihrt, ferner M,, welche m,, m,, m;, M, beriihrt und fahre
so fort, so hat man eine neue Kugelreihe, welche mit der erst-
beschriebenen in genauem Zusammenhange steht. So wird z. B.
bewiesen, am einfachsten durch die oft benutzte Transformation
von M, und M, zu concentrischen Kugeln, dass jede Kugel
der einen Reihe jede Kugel der anderen Reihe beriihrt.

Ein anderer Zusammenhang zwischen den beiden Kugel-
reihen besteht darin, dass beide zugleich entweder commen-
surabel oder incommensurabel sind. Zum Beweise verwandle
man M, und M, zu zwei concentrischen Kugeln, welche den ge-
meinschaftlichen Mittelpunkt w haben, withrend M, zu einer
Kugel M’; wird, deren Mittelpunkt u, sei. Neben den Kugeln
m'y, my, my..., welche bei dieser Gelegenheit aus der Reihe
my, My, my entstehen, fithre man noch die simmtlichen Kugeln
in die Betrachtung ein, welche M, M’,, M’, gleichzeitig und
zwar in gleicher Weise beriithren (d. h. dass jede von ihnen
M’ und M’y ausschliesst und von M’, eingeschlossen wird),
so erfiillen dieselben einen Raum, welcher entsteht, wenn man
eine gewisse Kreisfliche (die leicht aufzufinden ist; sie liegt
mit der Geraden wu, in einer Ebene) um wg, herumdreht.
Ebenso ziehe man zu M’ M’, M’, noch, alle diejenigen Kugeln,
welche m/,, w’,, m’'y gleichartig beriihren, so-werden ihre Mittel-
punkte in der Geraden wu, liegen und die Kugeln werden den
ganzen unendlichen Raum ausfiillen mit Ausnahme des vorhin
beschriebenen begrenzten Raumes.

Wiihrend die Commensurabilitit der Kugelreihe m/,, w0y, w/,
in der Ebene ihrer Mittelpunkte erledigt werden kann, wie
bereits bemerkt wurde, so gelingt es auch, dieselbe Frage fiir
die Kugelreihe M’,, M’,, M’,... in einer Ebene auszumachen,
wenn dieselbe nur ihre Mittelpunkte, resp. die Gerade pwu, ent-
hiilt. Es entstehen in einer solchen Ebene durch M',, M’,, M’,...
eine Reihe von Kreisen, welche zwei symmetrisch zu gy, ge-
legene Kreise entweder beide ausschliessend oder® beide ein-
schliessend beriihren und zwar werden “die beiden genannten
Kreise zwei Lagen derjenigen Kreisfliche sein, die durch Ro-
tation jenen Raum erzeugt, welcher die Kugeln m/, w0/, .
einschliesst.

Es sind zwei Kreisreihen in Bezug auf die endliche oder
unendliche Anzahl ihrer Glieder zu priifen, von denen die eine
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zwel concentrischen Kreisen
eingeschrieben ist. Sind de-
ren Radien resp. ¢, und g,,
ferner U die gesuchte Anzahl
der Umliiufe, N die Anzahl

et e der Kreise, so gilt die Re-
o i £
// \\\ lation .
s s 1. 86t T
,// * \\ 5 ot+e N
Vol 3 Was die zweite Kreis-
/ \ reihe anbetrifft, die sich in
L 7 einer zu der Ebene der ersten
\

\ ! / Kreisreihe senkrechten Ebene
\ N ) befindet, so ist dieselbe zwei
\ S Ll gleich grossen Kreisen m, und
< y m, eingeschrieben, die auf
\\\ 6 ihrer Centralen (wie aus Fi-
Sty caa gur 100 erhellt), einen inne-

ren Abstand =29, und einen #usseren Abstand = 29, haben.

Die Radien sind beide = Q‘%@ , wihrend der Abstand eines

der Kreismittelpunkte von der Symmetrieaxe sich durch % + O

ergibt.

Zur Aufstellung einer Formel fiir die Anzahl U’ der Um-
liufe und die Anzahl N’ der Kreise sind m, und m, nach der
zweiten im Anfange dieses Paragraphen gelosten Aufgabe in
zwei concentrische Kreise zu verwandeln, wobei m, in einen
Kreis m’;, vom Radius @', und m, in einen Kreis m', vom Ra-
dius ¢, iibergehen moge. s gilt dann die Formel:

9‘ 2—sin

o)+ 9 N’

Damit ¢, und ¢’, durch g, und g, ausgedriickt werden, ziehe
man von O aus eine Tangente an den Kreis m,, so ist deren
Linge ¢ von O bis zum Beriihrungspunkte b zugleich der Radius
eines Kreises mit dem Mittelpunkte O, welcher die beiden Kreise m,
und m, rechtwinklig trifft und aus der Geraden m, m, die Grenz-
punkte s, und s, derjenigen Kreisschaar ausschneidet, die durch
die Kreise m, und m, bestimmt ist. Auf einen derselben, z. B.

’
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VIIL. Das Princip der reciproken Radien. 181

Fig. 101.
- N
// N\ h
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b /‘\ /(\ o
ke £7 )
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{ m, '\,?, ot “ Y Jr" me f
A, \ oo ;
& N <
Rttt o SR
N\,
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s, muss man die Transformation nach reciproken Radien aus-
fithren. Man hat, da in dem rechtwinkligen Dreieck Obm, die

Hypothenuse Om, = 9‘;9‘2, die Kathete bm, = &—;& ist, fiir
die gesuchte Kathete
2 o 2
2=t (e, -z 0. _ (e 7 0y) oder t=0s,=70, 0,

Nun benutzt man die in § 26 gegebenen Formeln, um aus-
dem Radius eines gegebenen Kreises, seinem Abstande vom
Transformationscentrum wund der Transformationspotenz (die
gleich »? sein soll; ihr Werth ist gleichgiltig, da sie nachher
aus der Rechnung verschwindet) den Radius des transformirten
Kreises zu finden. Fiir den Kreis m, ist die Entfernung seines
Mittelpunktes vom Transformationscentrum

m131=91+92 V0,0, = [1/91 1/92 i
der Radius = 2 Lol , also kommt fiir den transformirten Radius
Tora Yo Qe ” ' .
2 Vo, — V92]4 (0, —0) )*
4

oder nach gehoriger Reduction (wobe1 , was nach § 26 gestattet
ist, im Nenner das Zeichen gewechselt wurde)
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182 , Kreis und Kugel.

b [V o+ Ve.]
ey — e ey
2V0.0y- 1V 0, — ¥/ 0:]
Fiir den Kreis m, hat man als Entfernung seines Mittel-
punktes vom Transformationscentrum

8,y = 01+92 'H/Q 0= [1/91+1/92]2

der Radius ist wieder = 2 92, also bekommt man fiir
O ¢ —0; r?
@ = 5 E i — A
? (Ve + Vol oA (0, — 0,)?
4 4

und nach analoger Reduction wie vorhin:
R A" LN
C 2V e+ Vel
Setzt man noch 72 =2 [o, — 0,] 0,0, . 4% so folgt:
3. ¢\ =4 [Vo+ Vo) und ¢y,=21[ye,— Vel
Werden die gefundenen Werthe fiir 9’.1 und ¢, in die Glei-
chung 2 eingefiihrt, so verwandelt sich dieselbe in

210, 0, U=
4. 132 — o =
91 + Q2 N
Quadrirt und addirt man die Gleichungen 1 und 4, so er-

“gibt sich

1 =3sin %’f + sin? %‘,

woraus folgt, dass die Winkel e und Aoy , welche in Bogen-

N N’
mass ausgedriickt sind, die Summe % geben. Also ist endlich
1 e '
5. N+ N/ S

Man kann in dieser Formel auf die urspriingliche Bedeu-
tung von U, N, U’, N’ zuriickgehen, welche sie in den Kugel-
reihen m, mymy ... und M, M, M, ... haben. U und N bedeu-
ten Anzahl der Umliufe und Kugeln in der ersten Reihe, U’
und N’ dasselbe in der zweiten Reihe. Wenn die erste Reihe

commensurabel ist, so ist % ein bestimmter Bruch, dessen Zih-
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VIII. Das Princip der reciproken Radien. 183

ler und Nenner ganze Zahlen sind, dasselbe ist nach 5. auch

’

fiir

1l\77’ der Fall, d. h. die beiden Kugelreihen m,, m,, ...
und M,, M,, M,... sind gleichzeitig commensurabel oder in-
commensurabel, wie oben behauptet worden ist.

Zum Schlusse ein einfaches Beispiel. Wenn. die beiden
Kugeln M, und M, von I, beriihrt werden und sich auch gegen-
seitig in einem Punkte b beriithren, so kann man alle drei Ku-
geln M, M, M, verwandeln, indem man b zum Transformations-
centrum wiihlt. Es werden dann 7, und M, zu zwei parallelen
Ebenen M’ und M’,, withrend M, eine Kugel M’, wird, welche
M’ und DM’, beriithrt. Offenbar gibt es dann sechs Kugeln »//,
welche M’,, M’y, M’, berithren und eine sich schliessende
Kugelreihe bilden; sie besteht aus einem Umlauf und sechs
Kugeln. Was die zweite Reihe, die der M, M, M, betrifft, so
ist dieselbe bereits geschlossen, besteht also aus einem Umlauf
und drei Kugeln. Die Formel 5 geht fiir diesen Fall iiber in

s
tt+i=4

»
-

o

2 Dliorey "”\
& s

<

£

bl
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4 Neuerér: VerIa,g |
B. G. TEUBNER 1~ LEIPZIG -

zur Litteratur der s

Mathematik und Physik,

der Mechanik

P ‘ |
und des Eisenbahn- und Maschinenwesens. f
In bezichen durch alle Buchhandlungen. -

»

Annalen, mathematische. Herausgegebenvon A. Clebsch, Professor
in Gottingen und C. Neumann, Professor in Leipzig. I. Band, 5%
4 Hefte. 1869. Lex.-8. geh. 5 Thlr. 10 Ngr. ‘

Diese nene mathemalische Zeitschrift erscheint in zwanglosen Heften. Cireca 40 Bogen bilden
einen Band, der mit 5 Thlr. 10 Ngr. berechnet wird.

Bardey, E., algebraische Gleichungen nebst den Resultaten und g
den Methoden zu ihrer Aufldsung. gr. 8. 1868. geh. 1 Thlr. 10 Ngr.

Beer, August, Einleitung in die mathematische Theorie
der Elasticitit und Capillaritit. Herausgegeben von.
A. Giesen. gr.8. 1869. geh. 1 Thlr. 10 Ngr.

Diese Schrift des verewigten Verfassers hat sich die Aufgabe ﬁestelll, den Leser auf
dem kiirzesten Wege in die allgemeine Theorie der Elasticitit und Capillaritit einzufithren und
iiber die Hauptresullate, zu denen bisher die mathematische Physik in diesen Disciplinen gelangte,
zu orientieren.

Cantor, M., Euclid und sein Jahrhundert. Mathematisch - histo-

rische Skizze. gr. 8. 1867. geh. 18 Ngr.
Clebsch, Dr. A., Prof. an der Universitit Giessen, Theorie der Elasti-
citit fester Korper. gr. 8. 1862. geh. 3 Thlr.

Clebsch, A., u. P.Gordan, Professoren an der Universitit Giessen, Theorie
der Abel’schen Functionen. gr. 8. 1866. geh. 2 Thlr.16 Ngr.
Drach, Dr. C. A. von, Privatdocent an der Universitit Marburg, Ein-
leitung in die Theorie der cubischen Kegelschnitte.
(Raumcurven dritter Ordnung.) Mit 2 lith, Tafeln. gr. 8. 1867.
geh. 28 Ngr.
Duhamel, Mitglied der Akademie der Wissenschaften in Paris, Lehrbuch
der analytischen Mechanik. Deutsch herausgegeben von
Dr. Oskar Schlémilch, Professor der hiheren Mathematik und
analytischen Mechanik an der polytechnischen Schule in Dresden. Zweite
ginzlich umgearbeitete Auflage. Neue wohlfeile Ausgabe. Zwei
Biinde. Mit in den Text eingedruckten Holzschnitten. gr. 8. 1861.
geh. Beide Biinde zusammen 2 Thls.
Dureége, Dr. H., ordentlicher Professor am Polytechnikum zu Prag, Theorie
der elliptischen Functionen. Versuch einer elementaren Dar-
stellung. Zweite Auflage. Mit 32 in den Text gedruckten Holz-
schnitten. gr. 8. 1868. geh. 3 Thlr.

»Trotz der hohen Bedeutung, welche die elliptischen Functionen fiir die gesammte Analysis,
fiir die analytische Mechanik und selbst fiir die Zahlentheorie gewonnen haben, existierte doch bisher
kein Elementarlehrbuch derselben und der Jiinger der Wissenschaft blieb wie vor 25 Jahren darauf an~

ewiesen, seine Belehrung aus den Quellen (Legendre, traité des fonetions elliptiques, und Jacobi, fun-
amenta funct. ellipt., nebst einer grossen Anzahleinzelner Abhandlungen in Creﬁe’s Journal) zu schopfen.
Die Herausgabe des vorliegenden Werkes darf daher als ein gliicklicher Gedanke bezeichnet werden




’

iud es ist damlt\jedenf;’us eine fithlbare Liicke der Litteratur zum Besten der's!u;!iéféid:en ausgefiillt
~ worden. — — Das Werk bietet i:nug- 3 ja hie und da vielleicht mehr als ?enug fiir das erste Studium

der genialen Schopfungen von ndre, Abel und Jacobi. Die Darstellung muss als sehr deutlich
bezeichnet werden u. s. w.* [Schlémilch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 1862, 1. Heft.]

Durége, Dr. H., ordentlicher Professor am Polytechnikum zu Prag, Ele-
mente der Theorie der Functionen einer complexen
verinderlichen Grosse. Mit besonderer Beriicksichtigung der
Schopfungen Riemann’s. gr.8. 1864. geh. 1 Thlr. 18 Ngr.

% ,,Jch mochte, nach allen diesen Ueberlegungen, das Werk von Durége allen Anfingern
empfehlen, welche sich eine erste Kenntniss der modernen mathematischen Anschauungsweisen
erwerben wollen. Ich halte dafiir, es sei sehr zweckmissig, dass der Lernende ziemlich bald sich
an die Betrachtung der Eigenschaften der Functionen gewdhnt. Das gewdhnliche mathematische,
mehr rechnende Verfahren, wird durchaus nicht iiberfliissig durch diese neuere Betrachtungsweise;
es lassen sich aber oftmals doch sehr grosse Rechnungen ersparen; ferner, was sowohl fir das
Studium, als auch fiir selbststindige Arbeiten von grésstem Werthe ist, die Méglichkeit gewisser
Darstellungen (als z. B. der elliptischen Functionen durch die &) lisst sich sofort iibersehen; es
wird dadurch leichter, den Faden einer gegebenen Rechnung, welche man nachstudirt, zu behalten,
und es kann viel zielloses Rechnen bei selbststindigen Arbeiten vermieden werden. Ich empfehle
daher das Werk nochmals einem Jeden, welcher sich mit Riemann’schen Arbeiten vertraut machen
will, zum Vorstudiom.* [G. Roch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 1865, 4. Heft.]

Fiedler, Dr. Wilhelm, Professor am Polytechnikum zu Prag, die Ele-
mente der neueren Geometrie und der Algebra der bindren
Formen.  Ein Beitrag zur Einfiihrung in die Algebra der linearen
Transformationen. gr. 8. 1862. geh. 1 Thlr. 14 Ngr.

Fort, 0., und 0. Schlomilch, Professoren an der Konigl. polytechnischen
Schule in Dresden, Lehrbuch der analytischen Geometrie.
Zwei Theile. Mit in den Text gedruckten Holzschnitten. Zweite
Auflage. gr. 8. 1863. geh. 2 Thlr. 221 Ngr.

Einzeln:
I. Theil. Analytische Geometrie der Ebene, von O. Fort. 1 Thlr. 7'/, Negr.
II. »  Analytische Geometrie des Raumes von O. Schlémilch. 1 Thlr.
15 Ngr.

Fuhrmann, Dr. Arwed, Assistent fiir Mathematik und Vermessungslehre an
der Kinigl. polytechnischen Schule zu Dresden, Aufgaben aus der
analytischen Mechanik. Mit einem Vorworte von Prof. Dr.
O. Schlémileh. In zwei Theilen. Erster Theil: Aufgaben
aus der analytischen Geostatik. Mit in den Text eingedruckten
Holzschnitten. gr. 8. 1867. 20 Ngr.

Geiser, Dr. C. F., Docent am Schweizerischen Polytechnikum, Einleitung
in die synthetische Geometrie. Ein Leitfaden beim Unter-
richt an hoheren Realschulen und Gymnasien. Mit vielen Holz-
schnitten im Text. gr. 8. 1869, geh.

Hartig, Dr. Ernst, Professor der mechanischen Technologie an der k. poly-
technischen Schule in Dresden, die Dampfkessel-Explosionen.
Beitrige zur Beurtheilung der Maassregeln fiir ihre Verhiitung.
Mit lithographierten Tafeln. gr. 8. 1867. geh. 20 Ngr.

Henrici, Julius, Professor an der hoheren Biirgerschule in Heidelberg,
Elementar-Mechanik des Punktes und des starren
Systemes. Mit 159 in den Text gedruckten Holzschnitten.
gr. 8. 1869. geh. 24 Ner.

Hesse, Dr. Otto, ord. Professor an der Universitit zu Heidelberg, Vor-
lesungen iiber analytische Geometrie des Raumes,

insbesondere iiber Oberflichen zweiter Ordnung. Zweite Auflage.
gr. 8. 1869. geh.

Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der
geraden Linie, des Punktes und des Kreises in der
Ebene. gr. 8. geh. 1 Thlr. 10 Ngr.
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Hesse, Dr. Otto, ord. Professor an der Universitit zu Heidelberg, vier

Vorlesungen aus der analytischen Geometrie. Separat-
abdruck aus der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik. gr. 8.
1866. geh. 16 Ngr.
Kahl, Dr. E., Lehrer der Physik an der Kriegsschule in Dresden, mathe-
matische Aufgaben aus der Physik nebst Auflésungen.
Zum Gebrauche hoherer Schulanstalten und zum Selbstunterricht
bearbeitet. Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten.
2 Theile. gr.8. 1857. geh. 1 Thlr. 14 Ngr.

Einzeln:
I Theil. Aufgaben. n. 24 Ngr. II. Theil. Auflosungen. n. 20 Ngr.

Kohl, Frievrid), Clemente von Mafdinen junddit ald ein Leitfaden
fitv Gewerbjdpiifer. I. w. IT. AbLH. in einem Bde. Mit 31 [ith. Tafeln
. 157 in d. Tert gedr. Holzfdyn. Imweite Audg. 4.1858. geh. 1 Thir. 24 Nar.
Koenigsberger, Dr. Leo, ord. Prof, an der Universitit Greifswald, die
Transformation, die Multiplication und die Modular-

gleichungen der elliptischen Functionen. gr.8. 1868.

geh. 1 Thir. 10 Ngr.
Srobhule, ., Givilingenieur unbd beftaliter Landmefjer, Handbudy yum Ab-

ftecen von Curven auf Eifenbabhuz und Wegelinien. Fiir alle vorz

fommenden Winkel und RNadien aufd Sovgfiltigite bevedynet und Herauss

gegeben. Sedyftedurdyy. Aufl. Mit einer Figurentafel. 8.1869.geb. 18 Ngr.
Lindeldf, Dr. L., Professeur de Mathématiques & Helsingfors, legons de
calcul des variations. Redigées en collaboration avee M. L’abbé
Moigno. Paris 1861. gr. 8. geh. 1 Thlr. 20 Ngr.
Lommel, Dr. Ellgen, Professor der Mathematik an der Konigl. Akademie
fir Land- und Forstwirthe zu Hohenheim, Studien iiber die
Bessel’schen Functionen. gr. 8. 1868. geh. T hin,
Matthiesen, Dr. Ludwig, Subrector und Lehrer der Mathematik am
Gymnasium zu Husum, die algebraischen Methoden der Auf-
Iosung der litteralen quadratischen, cubischen und biquadratischen

Gleichungen. Nach ihren Principien und ihrem inneren Zusammen- -

hange dargestellt. Erste Serie, enthaltend: Substitutions-Methoden.

gr. 8. 1866. geh. 15 Ngr.
Mayer, Dr. Adolph, Beitrige zur Theorie der Maxima und
Minima der einfachen Integrale. gr. 8. geh. 20 Ngr.

Mittheilungen der K. Séchs. Polytechnischen Schule zu Dres-
den. Heft I. A.u. d. T.: Versuche iiber den Kraftbedarf
der Maschinen in der Streichgarnspinnerei und Tuchfabrikation,
ausgefiihrt von Dr. Ernst Hartig, Lehrer der mechan. Technologie
an der Kgl. Polytechn. Schule. Unter Mitwirkung der Polytechniker
Arndt, Jiingling, Klien und Kiinzel. [VIII u. 72 S. mit 11 litho-
graphierten Tafeln in 4. u. qu. Folio.] hoch 4. geh. 1 Thlr. 10 Ngr.

Heft II. A. u. d. T.: Versuche iiber den

Kraftbedarf der in der Flachs- und Werg-Spinnerei

angewendeten Maschinen, ausgefiihrtt von Dr. Ernst

Hartig, Professor der mechan. Technologie an der kén. polytechn, Schule

zu Dresden, unter Mitwirkung der Polytechniker F. H. Becker,

E. E. Freyberg, W. C. Merkel, Heinrich Judenfeind - Hiilsse,

Herrmann Judenfeind-Hiilsse, E. I. Nacke und P. Piischel.

Mit 1 Holzschnitt und 13 lithographierten Tafeln. [117 S.]

Lex.-8, 1869. geh. 2 Thlr.




’ ~ Oberschulrath etc., Beitrige zur ; Termino-
To gl'iie der Griechischen Mathematiker. gr. 8. 1860. geh. n. 8 Ngr.
,,Es sind nur 2'% Druckbogen, welche der Verfasser unter dem Titel von Beitriigen veréfTent-

ht, aber wer den Inhz&t prift, wird iber die Fille erstaunen, welche in dem kleinen Raume zu-
sammengedringt ist u. s, w.‘ [Zeitschrift fir Mathematik 1860, 6. Heft.]

Neumann, Carl, ord. Professor in Leipzig, Vorlesungen iiber Rie-
mann’s Theorie der Abel’schen Integrale. Mit zahlreichen in
den Text gedruckten Holzschnitten und einer lithographierten
Tafel. gr. 8. geh. 3 Thlr. 20 Ngr.

Eine Darstellung der Theorie der Abel’schen Integrale, durch welche dieselbe auch denen

* verstindlich wird, deren mathematische Kenntnisse noch gering sind. Der Student, welcher sein erstes

_oder seine beiden ersten Semester einigermassen gut angewendet hat, soll durch dieses Buch in

den Stand gesetzt werden, in das Innere jener schwierigen und bis jetzt fast vollstindig unzu-
gingliehen Theorie sofort und mit vollem Verstindnis einzudringen.

das Dirichlet’sche Princip in seiner Anwendung auf
- die Riemann’schen Flichen. gr.8. 1865. geh. 18 Ngr.
die Haupt- und Brenn-Puncte eines Linsen-
Systemes. Elementare Darstellung der durch Gauss begriindeten
Theorie. gr.8. 1866. geh. 15 Ngr.
Theorie der Bessel’schen Functionen. Ein Ana.
logon zur Theorie der Kugelfunctionen. gr. 8. 1867. geh. 20 Ngr,

Pliicker, Julius, neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die
. Betrachtung der geraden Linie als Raumelement. Mit einem Vorwort

Miiller, Dr. J. H. T., '

von A. Clebsch. gr. 4. 1868. 1869. geh. 5 Thlyr.
Reiss, M., Beitrige zur Theorie der Determinanten. gr. 4.
1867. geh. LIThlr:

RGIISGh, E., Professor an der Universitait Tibingen, Theorie der
Cylinderlinsen. Mit zwei lithographierten Tafeln. gr. 8.

1868. geh. 16 Ngr.
" Roch, Dr. G., de theoremate quodam circa functiones Abelianas.
4. geh. 6 Negr.

Ruete, Dr. C. G. Th., Professor und Geh. Medicinalrath, das Stereo-
scop. Eine populire Darstellung. Mit 27 stereoscopischen Bildern

in einer Beilage. Zweite durchaus neu bearbeitete Auflage. gr. 8.

== 11867, geh. 3 2 Thlr.
Salmon, George, analytische Geometrie der Kegelschnitte
mit besonderer Beriicksichtigung der neueren Methoden. Unter-
Mitwirkung des Verfassers deutsch bearbeitet von Dr. Wilhelm
Fiedler. Zweite umgearbeitete und verbesserte Auflage. gr. 8.
-1866. geh. 4 Thlr.

; ,,Bs kann das Werk in der vorliegenden Form der aufmerksamen Beachtung aller Studie-
renden der Mathematik empfohlen werden, welche auf méglichst einfachem Wege Zugang zu den
Resultaten der neueren Forschungen auf dem Gebiete der analytischen Geometrie erlangen wollen;
dem Lehrer der Wissenschaft empfiehlt es sich, abgesehen von der vorziiglichen Methodik des Ver-
fassers, welche in der deutschen Bearbeitung durchaus nicht beeintrichtigt ist, namentlich noch
durch die grosse Menge von mehr als vierhundert grossentheils vollstindig durchgefiihrien Auf-
gaben,‘ [0. Fort, in der Zeitschrift fiir Mathematik 1861, 3. Hefl.]

Vorlesungen zur Einfiithrung in die Algebra
der linearen Transformationen. Deutsch bearbeitet von
Dr. Wilhelm Fiedler. gr. 8. 1863. geh. 1 Thlr. 24 Ngr.

Diese deutsche Ausgabe von Rev. George Salmon’s ,, Lessons introductory to the mo-
dern_higher Algebra‘ ist in einigen Punkten verindert, in andern erweitert und nach dem Stande
der Entdeckungen vervollstindigt worden. Der Theorie der symmetrischen Determinanten ist eine
Vorlesun% gewidmet, iiberhaupt die Determinantentheorie vielfach erweitert, namentlich auch die
Zahl der Beispiele vermehrt worden. Diese Erweiterung steht in Verbindung mit der vollindigeren
Behandlung der Theorie der Jacobi’schen und derjenigen der Hesse'schen Delerminante, welche als
Beispiele fir eine Form der Behandlung gegeben sind, die in analytischer Beziehung unleugbare
Vorziige vor derjenigen hat, durch die der Grundcharacter des Originals bestimmt ist. In der
Uebersicht der Resultate der Theorie fiir die biquadratischen terniren Formen ist auf die schénen
Untersuchungen von Clebsch Bezug genommen und ein kurzer Abriss der Resullate gegeben
worden, welche die algebraische Theorie der bindren und terniren Formen fiir die elliptischen Tran-
scendenten ans Licht gebracht hat, — Das Buch schliesst sich in seiner Bedeutung fur die mathe-

_ matischen Studien dem vorhergehenden Werke desselben Verfassers wiirdig an,
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P 'Thﬁ}e A . d T.: Die Elemente der analytmchen Geometne
und die Theorie der Fliichen zweiten Grades. Ein Lelu'buch
Unterrichtsanstalten. gr. 8. geh. 1 Thir. 24 Ngr. ‘
II. Theil: A. u. d. T.: Analytische Geometrie der Curven im R
der algebraischen Flichen. . 8. geh. n 3 Thir. 20 N
,;Die ausgezeichnete Begabung des Verfassers fir die Darstellung analynsc?gcdh g
Untersuchungen, als auch die Tiichtigkeit des Herrn Uebersetzers sind so anerkannt, dass
erscheint, irgend etwas zur Empfehlung des vorliegenden Werkes hinzuzufiigen.* :
[Literar. Centralblatt, 1864,

Scheffler, Dr. Hermann, Herzogl. Braunschweig. Baurath, 1m§g,
Arbeit, eine Wirkung der Centrifugal- und Gyralkraft,
Anwendungen auf die Theorie des Kreisels, des roll‘endeﬁ R

Mit 23 in den Text gedruckten Holzschnitten. gr. 8;'
geh. 1'

o Bewegung und der Krifte. Ein Lehrbuch d
theoretischen Mechanik, mit besonderer Riicksicht auf
Bediirfnisse technischer Hochschulen. Mit vielen in den
gedruckten Holzschnitten. 1.—3. Lieferung. gr. Lex.-8.

1869. geh. Jede Lieferung A

Erscheint in circa 5 Lieferungen von je 12 Druckbogen & 28 Ngr. die Llefernng und
binnen Jahresfrist vollendet sein. g

allgemeine Theorie der Curven do ppelter Krﬁ‘
mung in rein geometrischer Darstellung. Mit Holzschnitten. gr.
1859. geh. 24
Schlo mllch Dr. Oscar, Konigl. Sichs. Hofrath, Professor an der

geh 1 Thlr 18’ :
Schmidt, Carl Heinrich, Professor an der polytechnischen Schule in Stutt

lithograph. Tafeln. gr. 8. 1857. (Der Atlas quer-Folio). n. 3 Thi
Sdyeitler, Dr. €, F., Givilingenieur, die Jnftrumente und &e
seuge dev hidheven und niederen MeBtunit, jowie der ge
trifden Seidentunit, ihre Theorie, Conftruction, Gebraud) und Pritfung.
Mit 236 in den Text gedrudten Holzfdnitten. Bierte jehr verbe cvt%
und vermehrte Wuflage. gv. 8. 1861, geb. 1 Thle. 15 :

ﬂebrbud) ber geiammten E)Jtegfunft oder @arfteﬂung

der militdvijhen Wufnahmen ganger Sanber, joie der geometrijdyen
Beidyentunft. Bum Selbftftudium und Untervidite beavbeitet. Dritte ver:
befferte Auflage. Mit 225 Holzjdnitten. gr. 8. 1861. geh. 2 %51

I Die geodiitischen Werke Schneitler’s entsprechen so sehr einem praktischen Bediir!
dass ihre Verbreitung in fortwihrendem Steigen begriffen ist. Die vorliegende dritte Au h
» Lehrbuchs der Messkunst ‘, welches mit dem gleichzeilig in vierter Auflage erschienenen erke ¢
,,die Instrumente und Werkzeuge der Messkunst* ein Ganzes bildet, ist eine wesentlich ver-
besserte. Insbesondere ist der ganze Abschnitt ,,Nivelliren‘* durch Herm Regxerung'seowdn
Stocken in Breslau vollstindig neu bearbeitet und damit das Buch gerade in einer Parlie erweil:
worden, deren genaue Kenninis in unserer Zeit von besonderer Bedeutung fiir die grossa
Landes- Meliorationen (Bruch- und Moorbauten, Drain-Anlagen) ist, Der Preis ist auserordenﬂiohm
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Maschine chen Beschreibungen.

7 Hefte. Mit 42 Tafeln in gr. Royal-Fol. Textin 4. 1853—1857.
geh. 38 Thir,

Einzeln:

L. Heft, die Drainrhren- und Ziegelpressen auf 7 Foliotafeln: 1) Randell und
Sanders Thonréhrenpresse mit mechanischer Abschneide-Vorrichtung; 2) Drainréhren-
presse von Egells in Berlin; 3) Doppeltwirkende Drainrghrenpresse von J. Whitehead
in Preston; 4) Drainrohrenpresse von J. Williams in Bedford; 5) Doppelwirkende Drain-
rohrenpresse von Borie Fréres in Paris; 6) Drainrdhrenpresse von Mundscheid in
Malapane; 7) einfache englische Rohrenpresse. 1853. n. 6 Thlr.

1. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Verbesserte Flachs - Brechmaschine von Kuthe; 2) Flachsschwinge-
~ Maschine von J. Biicklers; 8) Patentirter Apyarat und Verfahren der Flachs - Dampfriste
von Watt in lrland; 4) E, Kaemmerer’s Universal - Sie- Maschine. 1853. n. 6 Thlr.

IIl. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Transportabler Cylindergopel von Barret, Exall u. Andrews
in Reading; 2) transportables deutsches Rosswerk; 3) Hickselschneide - Maschine nach
Gillet; Schrotmiihle mit Stahlwalzen, 1854. n. 6 Thlr.

1V. Heft oder II. Serie 1. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Englische Dreschmaschine; 2) Salmon’s
Hiickselschneide - Maschine; 3) Bedford - Eggen. 1855. n. 6 Thle,

V. Heft, oder II. Serie 2. Heft, mit 6 Tafeln: Thonschlemmerei zu Joachimsthal; Gdpel von
Pinet; Romaine’s Dampfgrabe- Maschine. 1856. n. 6 Thir,

VL u. VIL (Dogpel)ﬂeft, oder II. Serie 3, u. 4. Heft, a. u. d. T.: Die neueren Dampfeultur-

Geriithe und Dampfpflige Englands. Von Dr. C. F. Schneitler. Mit 11 Tafeln. '}%T
n. 8 r.

Heft 1—3 herausgegeben von C. F. Schneitler, Heft 4—7 oder II. Serie 1—4. Heft

B0 Schneitler und J. Andrée,

Sdueitler, Dr. €, F., und Juling Undree, Givil- Ingeniews, die neues
ven und widtigeven landwivthidhaftlichen Mafdinen und
Gervdthe, ihre Theorie, Conftruction, Wirfungdweife und Anivendung.
Gin Handbudy der landwirvthjdhaftlihen Majdyinen= und Gerdthefunde
sum Selbftftudium und Untervidhgt. Mit 350 in den Text gedvudten
Holzjdnitten. gr. 8. 1862. geh. 3 Thiv.

»» Das neueste und vollstindigste Buch iiber landwirthschaftliche Maschinen und Gerithe,
welches durch seine voziiglich klaren und anschaulichen Abbildungen wie durch seinen gediegenen
beschreibenden Text die vollste Anerkennung bei allen gefunden hat, die als Landwirthe oder Tech-
niker mit den landwirthschaftlichen Maschinen und Gerithen sich niher bekannt zu machen Ver-
anlassung haben. Wir kénnen nur wiederholen, dass wir es hier mit einem iedie enen,
der wirmsten Empfehlung werthen Werke zu thun haben. Alle Landwirt e, welche den

Fortschritt in ihrem ehrenwerthen Berufe mit Freuden begriissen, kénnen ,,diese‘ Maschinen-
Gerithe- Kunde gar nicht entbehren, und legen wir besonders auch allen Mitgliedern unseres

Vereins die\ Anschaffung desselben ans Herz.*

[Landwirthschaftliche Mittheilungen (Neuhaldensleben) 1859, Nr. 4.]

Sdrodter, 3. ©., faflide Anleitung gum grindliden Unter:
ridt in der Algebra. Nady Veifpielen aud den in Meier Hivjd)'’s
Sammlung enthaltenen Gleidhjungen und Aujgaben. grv. 8. 1850. gel.

1 Tplv. 9 Ngr.

Neben einer sehr klaren Darstellung der algebraischen Lehrsitze enthilt das Buch ausfiihr-
liche Auflésungen aller in Meier Hirsch’s Sammlung enthaltenen algebraischen Aufgaben, welche
dasselbe vorzugsweise zum Selbstunterricht in der Algebra geeignet machen,

Serret, J. A, Handbuch der hoheren Algebra. Deutsch
bearbeitet von G. Wertheim. Zwei Binde. gr. 8. 1868. geh.
5 Thlr. 10 Ngr.

Stamm, Ernst, theoretische und praktische Studien iiber den Self-
actor oder die selbstthiitige Mule-Feinspinnmaschine. Aus dem

~ Franzisischen iibersetzt von Ernst Hartig. Mit einem Vorwort
‘von Dr.J. A. Hiilsse, Director der polytechnischen Schule in Dresden,
Mit 10 Kupfertafeln (in qu.-Fol. u. Imp.-Fol.) I. Heft: Text.
II. Heft: Kupfertafeln. gr. 4. 1862. geh. 4 Thlr,
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Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer Dar-
»1lung. Auf Grund von Universititsvortrigen und mit Benutzung
hinterlassener Manuscripte Jacob Steiner’s bearbeitet von Dr, h
F. Geiser, Docent der Mathematik in Ziirich. Mit vielen Holz-
schnitten. gr. 8. 1867. geh. 1 Thlr. 20 Ngr. ;
II. Band: Die Theorie der Kegelschnitte, gestiitzt auf projek-
tivische Eigenschaften. Auf Grund von Universititsvortrigen |
und mit Benutzung hinterlassener Manuscripte Jacob Steiner’s bear-
beitet von Dr. Heinrich Schriter, ordentl. Professor a. d. Univer-
sitiit zu Breslau. Mit vielen Holzschnitten. gr. 8. 1867. geh. 4 Thlr,

Sturm, Dr. Rudolf, ord. Lehrer am Gymnasium zu Bromberg, synthetis ch'é
Untersuchungen iiber Flichen dritter Ordnung. gr. 8. 1867.
geh. n. 2 Thir. 20 Ngr.

Vorlaender, I. I, Konigl. Preuss. Cataster-Inspector und Steuerrath,
Ausgleichung des Fehlers polygonometrischer Mes-
sungen. gr. Lex.-8, 1858. geh. 15 Ngr.

iiber die Berechnung der Flichen-Inhalte ganz
oder iiberwiegend aus Originalmaassen. gr. Lex.-8. 1858. geh.

20 Ngr.

Weber, M. M. Freih. von, Ingenieur, Kénigl. Sichs. Eisenbahn-Director etc.,
die Technik des Eisenbahn-Betriebes in Bezug auf die
Sicherheit desselben. gr. 8. 1854. geh. 1 Thlr. 15 Ngr.

Das vorliegende, von der Krilik einstimmig als jedem Techniker und Eisenbahnbeamten
unentbehrlich bezeichnete Werk behandelt den technischen Eisenbahnbetrieb in Bezug auf die
Sicherheit desselben in folgenden Hauptabtheilungen, deren jede wiederum in eine grosse Anzahl
von Unterabtheilungen zerfillt, so dass nichts unerdrtert bleibt, was nur irgend fiic den behandel-
ten Gegenstand in Frage kommen kann, nidmlich:

I. Wege und Werke. a. Oberbau. b. Unterbau. c. Bahnbewachung. d. die Stati
II. Betriebsmittel., a, | liven. b. Personenwagen. c. Giilerwagen. IIL Be-
wachung., IV. Signale. V. VI. Béswilligkeit, U: assigkeit, atmospharis Ein-
fliisse &c. VII. Assecuranzen. Schlusswort, :

die rauchfreie Verbrennung der Steinkohle, mit
-specieller Riicksicht auf C. J. Duméry’s Erfindung. Mit 3 lith.
Tafeln. gr. 8. 1859. geh. 18 Ngr.
die Lebensversicherung der Eisenbahn-Passa-
giere in Verbindung mit der Unterstiitzung und Pensionirung
der Eisenbahn - Beamten und ihrer Angehirigen. gr.8. 1855. geh.
12 Ngr.

die Gefihrdungen des Personals beim Maschinen-

und Fahrdienst der Eisenbahnen. Eine Denkschrift. gr. 8. 1862,
geh. 12 Ngr.

Dieses Schrifichen ist speciell dem Wohle der Eisenbahn - Beamten und Arbeiter gewidmet.
Die auf langjihrige Erfahrung gestiitzten Vorschlige des riihmlichst bekannten Verfassers haben
bereits vielseitige Beriicksichtigung gefunden.

Weyr, Emil, Assistent der Mathematik am deutschen polytechnischen Institut &
zu Prag, Theorie der mehrdeutigen geometrischen
Elementargebilde und der algebraischen Curven und Flichen
als deren Erzeugnisse. Mit 5 Figurentafeln. gr. 8. geh. i

Wiener, Dr. Christian, Professor an der Polytechnischen Schule zu Carls-
ruhe, iiber Vielecke und Vielflache. [VIII u. 31 8. mit =
3 lithographierten Tafeln.] gr. 4. geh. 24 Ngr..-' ' =

stereoskopische Photographien des Modelles
einer Fliche dritter Ordnung mit 27 recllen Graden. Mit
erliuterndem Texte. [2 photogr. Blitter und 8 S. Text] qu.-8.
1869. In Couvert 24 Ngr. .
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. bestimmt und die ganz elementare En elung des G )
dllen die Lehrer der Geéméﬁe»veranhn’en,"einiﬁni’:n'm :301' d
zeither iblichen Unterrichtscursus mit aufzune — Dass das Buch als

.,Benichemni der mathematischen Literatur angesehen werden muss, hat Herr ,
eider in Gotha in einer ausfiihrlichen Beurtheilung in der ,, Kritischen Zeitschrift fir
hysik und Mathematik‘ Heft III, S. 258 ff. nachgewiesen. ;

g'é* ehrbuch der Experimentalphysik mit theilweiser Be-
tzung von Jamin’s cours de physique de I'école polytechnique.
wei Biinde in vier Abtheilungen. Mit vielen in den Text ge-
~druckten Holzschnitten und zwei Tafeln in lithographischem Farben-
atgek Zweite unveriind. Auflage. gr.8. 1866. geh. 11 Thir. 20 Ngr.

Einzeln:
Bandes 1. Abth. Mechanik und Akustik. 2 Thlr. 16 Ngr.
i P 2. Abth. Optik. 2 Thir. 12 Ngr.
~» 1. Abth. Wirmelehre. 2 Thlr. 12 Ngr.
> 2. Abth. Die Lehre vom Magnetismus und der Electricitit.
4 Thlr. 10 Ngr.
- Die wissenschaftlichen Vorziige dieses neuen, elegant ausgestatteten Lehrbuchs der Physik
. von der Kritik einstimmig anerkannt worden. Dasselbe hat sich die Aufgabe gestellt, einer
die physikalischen Lehren in weiteren Kreisen bekannt zu machen, andererseits denjenigen,
iefer in das Gebiet des physikalischen Wissens eindringen wollen, als Vorschule zu dienen,
hat aber, ohne den ersten Zweck ausser Acht zu lassen, die zweite wissenschaftliche Aufgabe
ins M@a glefasst, als dies von den verbreitetsten Lehrbiichern der Physik bis jetzt geschehen ist.
~ Die Verlagshandlung freut sich, ein Urtheil des Herrn Professor?lolly in Miinchen beifiigen
nnen, welcher sich folgendermassen iiber das Buch ausspricht:
» Lehrbuch der Physik von Wiillner ist eine sehr gelungene Arbeit, die sich, obschon
! itteratur nicht an guten Lehrbiichern fehlt, dennoch rasch Bahn brechen wird. Im ein-
aden Theil der Mechanik schliesst sich Wiillner noch vielfach an das Lehrbuch von Jamin
, sehr bald geht aber der Verfasser zu einer ganz selbststindigen Arbeit iiber, in welcher das
hrbuch von Jgamin nur soweit benutzt ist, als in demselben die Arbeiten franzisischer Physiker
sserer Ausfithrlichkeit vorgetragen sind. Wiillner’s Lehrbuch hat zunichst vor dem fran-
n Werke schon den Vorzug, dass in grosser Vollstindigkeit auch die Arbeiten nicht fran-
er Forscher Beriicksichtigung gefunden haben. Es hat aber zugleich in der - Litteratur der
er einen entscheidenden Vorzug dadurch, dass jedem Abschnitte und jedem Kapitel in kri-
Auswahl und Beleuchtung die Originalarbeiten, auf welche die Untersuchung sich stiitzt,
eben sind. Der in diec Wissenschaft neu Eintretende wird hierdurch mit der laufenden
ur bekannt, er findet zugleich die Quellen angegeben, zu denen er zuriickzugehen hat, wenn
7 &3_  fortschreitenden Studium der Forschung sich widmen will. Beschrinkt sich der Verfasser
% ist auf den Gebrauch der Elementarmathematik, so sind doch zugleich iiberall die Wege be-
t, die zum Verstindnis der analytischen Behandlung fithren, und die den Anfinger befihigen,
er die Sprache der hiheren Mathematik sich angeeignet hai, mit Leichtigkeit den betreffenden
phischen Arbeiten zu folgen. Wire der Ausdruck ,eine literarische Erschei-
g _Mfriedige ein lingst gefithltes Bediirfniss*“ nicht allzusehr verbraucht,
iirde ich 1hn iber das Werk von Wiillner mit vollster Ueberzeugung ge-

chen. olly.
——— Einleitung in die Dioptrik des Auges. Mit 19 ]}.:"-
~ guren in Holzschnitt. gr. 8. 1866. geh. 24 Ngr.
leitschrift fiir Mathematik und Physik, herausgegeben unter
der verantwortlichen Redaction von Dr. O. Schlémilch, Dr. B.
Witzschel, Dr. M. Cantorund Dr. E. Kahl. I—XIV. Jahrgang

856—1869, 6 Hefte jibrlich. gr.8. geh.a Jahrgang 5 Thir.
I.—III. Jahrgang, herausgegeben von O. Schlémilch und B. Witzschel.
ReFY. » » » denselben und M. Cantor.

» » » O. Schlomilch, E. Kahl und M.
3 3 Cantor.
o s XTI » Supplementheft 1 Thlr. 10 Ngr.

XIII. » Supplementheft 1 Thlr.
Zetsche, Dr. Karl Ed., die Copirtelegraphen, die Typendruck-
 telegraphen und dieDoppeltelegraphie. Ein Beitrag zur
Geschichte der elektrischen Telegraphie. Mit 110 Holzschnitten.
gr. 8. 1865. geh. t 1 Thlr. 26 Ngr.

Druck von B. G. Teubner in Leipzig.
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r, Dr. Adolph, Director der Provinzialgewerbeschule zu Aachen,
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