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ROZWIAZANIE PROBLEMU PROPAGACJI PŁA.SKICK DWUWYMIAROWYCH 

FAL NAPREżENIA W . OSRODKtT SPREŻYST.Q/LEPKOPLASTYCZNYll 
PRZY ZAŁOżENm ALLENA-BOUTHWELIA i 

1 •. Wstęp 

W ostatnich latach ·odczuwa się · duże zapotrze.bowanie . 
p.raktylti na rozwiązania złożonych zagadnień brzegowyCh dy

namiki ośrodków ciągłych •. · Wymaga się jak na·jmnie j założeń 

upraszczających oraz coraz dokładniejszego mate~tyczneg.o 
opisu zachowania się. materiałów rzeczywistych , uwzględnia- . 
nia obciążeli o dużych intensywno·ściach ~ takich, ·że brane 
są pod uwagę oc1.k$zt~łcenia plastyczne. Uzyake.nie rozwiązań 

. . 

w tyeh prżypadkach jest z . reguły niemo:.liwe~ Wiel~ otrzymS.-
nych dotąd rozwiązań propagacji fal bą.zuje na założeniu . cy

lindrycznej·, lub· sferycznej symetrii ośrodka, bądź na zało
żeniu, że obciążenie rozłożone j_est równomiernie na brzegu. 
Szeroki przegląd tych zagadnień i ich krytyczną ocenę można 
znaleźć w pracy [12 J • ·W rzeczywistości rzadko realizuje si.ę 
równomierny ~ozkład obciąfenia. P.rzy wszelkiego rodzaju wy
chaQh lub gwałtownych i nagłych uderzeniach obciążenia o du
żej intensywności wy_stępują ~na małej powierzchni, poza kt6rą 
ich intensywność maleje, lecz nie może być zaniedbywalna. 
1/Praca została wygłosżona na Konferencji ZMOC w Bielsku-

Białej w 196?r. 
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Celem niniejszej pracy jest uzyskanie rozwiązania propagacji 
płaskich tal w półprzestrzel:d wywołcmyCh nier6wnomiernym, do
wolnie zmieniającym się w czasie obciążeniem.Erz,yjmuje się, 

· ~ae odkształcenia są małe. Materiał jest izotro:powy i posiada 
··własnośCi mechaniczne sprężyste, . ·lepkie i plastyczne. W kon
selafencji przyjętego. obciążenia reilizuje się plaski sten 
deformacji. Preyjęto zalożenie poczynione przez· Southwella i 

. Allena; że ·część sprężysta -i• cżęść lepkoplastyczna prędkości 
· ·· odkształc~nia · E z są je~ocześnie równe . zeru. Z8.łożenie to . 

nie zmniejsza an1· ogólności, ani stopnia· trudno&ci rozwi~a-
. nia • . Uzyskuje się jednakże _przy tym założeniu równania, kt~ 
re jednocześnie w zakresie odkształceń sprężyątr,ych i plast.y-

. . . 

· cznych posiadają jednakowe własności charaktecystyczne . takie 
jak: prędkości propagacji p~asaoai f'al, stożki charakterys
tycżne, b i charakterystyki i wektory własne. Dla wygody. obli- · . 
ezeń _ wyjściowy ~d równań wyprowadzono w wielkościach bez-

. wymiarowych. Matematycznie problem został sprowadzony do u
kła.du. pięciu równań różniczkowych prawi.e liniowych typu hi- . 

. . 

.· ~rbolioznego o trzech zmieDJJych niezaleZlzy'ch x,y.t. Układ 
ten rozwiązano metodą różnic skończoeych wzdłuż . bicha.raktery

: B_'~k stosowaną przez D.s. Butlera i D. Richardaona w dyDa-

. mice cieczy i ~"S.ZÓW i· uogólnionej p.rzez R.J. ellitona dla 
sprężyaty'ch uśrod.k:6w · ciągłych. Dc;>k0ll$Xlo 11niowe j . extrapola-
. ej i pu.nktów :prze.oięcia bicharakterystyk · stożka we-wnętrznego 

z p_łaszc~z.uą t = const •. do odpowiednich punktów . stożka zew-
_ nętrźnego. . 

· W literatUrze matematycznej istnieje niewiele .opracowań 
. . 

dotyczących metod rozwiązywania takich· równań, chociaż zai~ 
. teresowanie nim.i matematyków szybko ~rasta. Wymieni6 tu 

. należy przedewszystkim prace Butlera ( 3) 1. C liftona ( 4], La• 
. xa i Wendroffa f 8 J, . oraz cykl prac zawartych w monografii . 
· "Methods in computational physics" , a w szczególności prace 
. lla_enchena i Sacka. [10] oraz Richardaona [ 13] . 

U..zględnie.nie .· ~fektów niesprężystych w równaniach konsty
tu~ch Zll.-3.eznie . komplikuje zagadńienie ~ Przy obciążeniach . 
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· o dużych ińtensywnościa:ch tworzą się obszary plastyczne~ 
_Znalezienie powierżchni_rozdzielającej obszar odkształqeń 

· aprężysty.en i _niesprężystych możliwe jest tylko w sposób 
.· _ przybliżo.n;r. Uzysk:ane r9-wnania . różnicowe w obszarze odksz
tałceń niesprężyatych_ są nielini-owe i w postaci uwikłanej_. 

Plateg~ te$ prawidłowy dobór kroku calkowania je~t tu bar

dzo· istotny • .. 
·Problem pos~ada aspekt'bezpośrednich zastosowań pra~cz~ _ 

IlJ"Che 

· 2. W:yprowadzenie równań w:yjŚciow;ych 

w układzie wsp.6łrzęd.llych kartezia.ńskich x,y,z rozważmy . 

p6łprzes~zeń. y = O • W chwili t = O wzdłuż osi Oz przy- . 
. łożone · zostało obciążenie plt,X/. Problem taki występuje 
na przykład w inżynierii wojskowej przy nagłym wybuchu l.e
·tącego na powierzchni bardzo długiego lontu. W konsekwencji 
prZy-jętego obciążenia realizuje się płas~i symetryczny stan· 
deformacji,· co przy przyjęciu małych odkształceń i izptro-

. ' . 

· pii .-~te.rialu określa nam wektor. prŻemieszczenia 

/2.1/ 'U..x .;" U. (X, ~,t) , 'U-~= U.j (X, ~,t), ILz == O 1 

oraz .tensor odkształcenia 

/2.2/ 

Analogic.zn;J.e Wyrażają się składowe tensera prędkości od
kSztał_cenia. - Wystarczy w r6~iach /2.2/ ·nad wyst.ępujący
mi - Wielkośc.iand postawić kropki oznaczające różniczkowanie 
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po:.: cżasie. 
: .s.~~- nap~ężema. ·reprezentowany jest przez 

6xx ; bx)( (x,~,t ), s~~r 6~~ (x, ~,t)' 

.1~.31 . Ózz = Szz. ( xJ 'Z~t) > 'tx~=: 't:x~(x., ~,t); 
. 'C'x~ .:::: t" ~z.= o , p~ yc.z. yM. :crz.ll = 'txz, ty z =tz. ~ ; 

· Rów.ilSnia· konstytutywne ·opisujące ~czne zachowanie . się · , 
. materiału sp~ężysto/lepkoplastyc~ne·go przyjęto w f~rmie 
·nążącej deWiator prędkośQi ·odkształcenia, . dewiator prędko-· 

: ś~:l naprę~enia i dewiator napręż~~a· r 1·1] . 

e Lj == ~~ -ji.J -t t_ ~ <Jl( \Jo:2.' ~·1) ,;J.Lj' 1 
:.1"' .~·. . . l .. 'l 2. 

. /2.4/ · .. ~1 . . .·• .. 1 . . . . 
E t~ : .3R 6 KK ' 

. . . . . . - . . 
~d.zie ~ ·, · K · ~ą stałymi sprężystymi _ określającymi odpowie~o 

stałą Lamego i moduł objętościowy' 'O oznacza wsp6lezyimik . . 
lepkości, k - granicę plastyczności przy CZY-Stym ścinaniu, . 

· .·. J2 ·. :i: ~ : .S 1jsij jest ~im ~ezmiennikiem dewiat_or~ na:.:. 
· prę~~a, a symbol <ł (F) > oznacz~ · : . . · · · · . ." · 

: /2.5/: . < <P (F) 7 . = {~(F) 
. o 

dla F~O , 

Q.la . F< O , 

· lł6wnania ./?,.4/ dla stanu odkszte.lcenia /2.2/ i stąnu naprę~ · 
żeJd.a /2.3l mogą byó zap~sane w· jawnej postaci · ~: . 

.... E:x -~ ~x + 3~ 6-m- + ~ o? s)( , . 

/2.6/ . . . 4 • . 4 . ' 
E~.= 2F 11 + 3R 6''111, T <. D ? ~) ' 

•... . 
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' 

. ./2.6/ 
O= * ~z + }K 6-m + ~ D ~ 'Jz.. , 

• l\ • 

~~ = 2.f 't')(~ + 2. <. J) 7 'Gx. 'J ' 

przy czym ~- 4 

I a <f.. ( }: - 1 ) ~ dla T2 -qKo; 

dla T2 <. ko ~ D - · l 0 . 
-1 . . 

SX = T . c 2 6 X - o 't - ~z ) ' 

. sy =ł(2a'1- 6x -6z), 

s z = 1 ( 2 s z- G J' - o1 ) , 

6'm = ~· ( ax + 6d + Óz) ' 

J 2 = ~ (O/+ 0{+ 6~ -·6'x5~-6x6z -6'~6z. + 

+~CC~d'J· :· ·. 

Równania /2.6/ . wraz z równaniami ruchu stanowią podstawowy 
układ równań .~ 

/2.7/ . . 

'O O ';j '() "tx,!! _ ę 'O '\Jy 
'()~ + 'Q)< - . 'llt ) 

gdzie ~ jest gęstością materiału. 
W obszarze odkąztałceń sprężystych w równaniach /2.6/ · 

~ależy położyć' {j~/k0 = o . , co · jest równoważne D.= o • 
W dalszym ciągu korzystając z fizykalnych przesłanek przy

. jętego modelu ciała wyrazi~ ~ z jako funkcję 5 x + o Y • · 
Prędkość tensera odkształceń całkowitych jest sumą części 
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. . . . 

P.r.Qrównując do ~era oddzielnie część . ·sprężystą i część le- ·. 
. . . . t 

pkoplastyczną -składowej tensora prędkości odkszt.ałcenia · E z 
. -~ . równą.niE,l /2~ę/ lilBJriy · 

·. /2.9/ . E:= O= :;\.2 (6'" +6'~ )- ?--4• iiz · J 

. /2~10/ . . · €.~~= 0= . ~ · ~D ?(2 .6z- 6><- 6~ l' · 

' 
-2.LL+ 31<_ -("'\ . A t-

~"2. .- . . 3 2-. ?:~t: 
. .. . . 

· Z _równSnia /2.9/ .znajdujemy, . że w_ zakresie odkształceń 
sp~ęży.stych 

• . · · . A2.. • · ·•· . (-2~t-3K)(6x+G~) . ·(:: ~\ · 
; 12'~11/ ' .· 'd .' = - · (6 + 6 )=- . .=V O,xł-'U"'' ·. 
: . ·_- . \JZ . A ~1 . . X : ) . . · 2.-( ~~~r.-) o) 

. oraz . -. 6'Wl ~ ~ ~-1 + V) (6 )(Y 6 "A) j _ . 

w. ·.zał(~e ~i~ odk s~ta.:t'c.u,., p\,(L~~yc..znych. z fi. lO/ 
... 

· · · · 6'2 ~ ~ ( 6'x -t 6~) . · 

. Por_óvmując równania /?.11/ i /2.12/ · łatw~ z~uważyć, że ·s_ z ·· . 
· ni~ · jest jedlioznacznie określone. Związek /2.12/ pokrywa się 

· z /2•11/ tylko przy_ przyjęciu. f<= o • Nę.dmienić należy , .. ż~ 
6 z _jest je~oznaczni~ określone przy przyjęciu· nieściśli- .. 

· w~ścimaterialu i · wal'\UlkU plastyczności Hubera-Misesa i ma 
:postać /2.12/. 
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Założenie przyrównania do zera oddzielnie częsc~ spręż,y- · 
. stej i części plastycznej odkształceniatz było przyjmowane 
i szeroko . przedyskutowane przez Southwella i Allena [ 14] · 

i później stosowane w literaturze np. [ 6 J. Jak wynika z · 
dyskusji przeprowadzonej przez Southwella i Allena założenie · 

to w zakresie małych deformacji nie prowadzi do dużych błę
dów. 

Wykorzystując· związek /2.12/ drugi niezmiennik· dewia
tora naprężenia przyjmie teraz postać: 

J:2 - ( sx: + s~\ 2. - t2 . 
- 2. ) . X "'a • 

3. - ~arowa postać wYjściowego układu równań 

W d~lszym ciągu wpro_wadźmy za Gliftonem [ 4] dla wygody · 
późniejszych obliczeń numericznych bezwymiarową postać pod
staw.owego układu równań. Bezwymiarowe·. prędkości u i v , 
bezwymiarowi czas t , .bezwymiarowe współrzędne karteziań-

. \ . 

sk1e x , y , bezwymiarowa granica plastyczności przy czy-
. stym ścinaniu k

0 
, oraz bezwymiarowy współczynnik lepko

ści t są określone następująco przez odpowiednie wielkości 
wymiarowe: 

1\ .A 

U,= 
u. . . "V; 

Vx =- ) v~ v"i =- ' Ctj CI\ 

.1\ . ·" te.., x 
t=h,x~b) 

Ą A 

~ ko 
~= b ' ko =~c~ ' 

gdzie daszek oznacza odpowiednią wielkość \v,ymiarową, c1 
jest prędkością fali podłużnej,. a b jest wielkością chara- · 
kterystyczną dla rozważanego zagadnienia. Bezwymiarowe na-· 
prężenie p , q , 'L są okre$lone przez 
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.p::: ~ Sx+6'':ł Ą 6".x- o'l:J 
~ c,.,2. ' fi= z 2 ' 2 <s e.., . 

/3.2/ q;)(~ 1"'= 
·oz. 

'"C== 
~c; ' ~c f ' 

Zastępując dwa pierwsze równania odpowiednio ich sumą i -
różnicą ·oraz określając 6"z w części sprężystej i plastycz
nej odpowiednio z równań /2.11/ · i /2.12/ można wypisać o
stateczną bezwymiarową postać podstawówego tikładu równań 
określającego pięć szukanych wielkości U , V" , p , ~ , 'C' 

/3.3b/ 

l3.?;d/ . 

W równaniach /3.3/ wskaźniki u dołu oznaczają teraz różni
czkowanie cząstkowe względem odpowiednich zmiennyoh. Dwa 

pierwsze równania są równaniami ruchu, trzecie i czwarte 
odpowiednio sumą i różnicą dwóch pierwszych równań /2.6/ , 
ostatnie - czwartym równaniem /2.6/. r oznacza stosunek 

fl=~ 
c2 ' 
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gdzie c2 o~cza sprężystą p~ędkość fali ścinania t pr~zym 
. 01 1 . ca . są określone odpowiednio: 

/3.4/. 

. ·. . . ~ 

. . _· [" 3I\4- f {l ] .
2 

c1 - . . t 

. . - 3~ . • 

Drugi niezmiennik deWiatora naprężenia w wielkościach bez
wymiarowych ma postać : 

/J2.' ~ ~c; {p~- 'J;P., • 

Zauwa~, że lewa strona układu /3.~/ reprezentująca część 
sprężystą ~agadnienia jest identyczna z równaniami Clifto
na [ 4 J dla sprężystego zagadnienia p. s. o.-
.. W zapisie macierzowym układ r6~ /3.3/ ma postać: 

gdzie wektory u i B oznaczają 
! 

'\L o 

'tr o 
p o 

•= l f B = -2:0~ t 

~ .... _Qj)t q; 
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-. ··-·t ·• . J. :i: J. Y a macierze A _ ,~ · 

' 
są: 

o o o o -1 

o o -t .'1 . o 

b -1 o · . . o o 
A.7. = 

ó •1 o o o 

-1 o o o o 

o· d -1 -1 o 
o o o o ~1 

.,%. 
= -1 o o o o 

-1 . o o ·o. o 

o -1 o o o 

1 o o · o o 
... 

o 1 o o o 

.l t 
['12. 

• o o ~-1 o ·O 

~ -
o o o- r o 

o o o O. 
. . t' :z. 
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4. Oharaktecyst:yczne własności Układu równSń 

. . . 

Układ równań /3.6/ jest prawie liniowym, symetrycznym · 
· ukladem rÓwnań różliiczltowych cząstkowych pi!-wszego rzędu i 

·charakteeyzuje się s~ałymi współczynnikami przy pochod.Dych. 
Toeria takich ró~ai jest dana np. ~ [5] . :Po rozwiązania 
układu równań /3.6/ pąsłużono się metodą różnic skonczoDych 
wzdłuż .bicharaktery~tyk. Metoda ta stosowana najpierw w Za
gadnieniach ~amiki cieczy i gazów m. inn• przez Butlera .. 

. · [~], Richardaona [1?)] , Burn,ata, Kielpasińskiego i Wakulicza. 
[2] została następnie adoptowana do rozwiązywania zagadnień 
brzegowych mechaniki ośrodków ciągłych przez Cliftona [ 4] 
i B.altowa [ 1 ] • Przed wyprowadzeniem równań różniczkowych 
wzcUuż bicharakterystyk niezbędna· jest analiza geometrii 

·.powierzchni ~harakterystycznych związanych z równaniem /3.6/• 
, Wę.runkiem , aby powirzcbnia p(X)~>t) =. oo~t była powierz
chnią charakterystyczną dla równania /3~6/ jest znikanie 
wyznacznika macierzy charakterystycznej A określonej jak~ 

/3.7/ 
t. X Y 

~ = A . Pt +A <f>x + A <łj . 
. . 

Równanie charakterystyczne Det A = O może być zapisane 

/3.8/ 

Każde z równań zawartych w nawiasach kwadratowych jest rów
naniem falow,ym·powi~rzchni rozprzestrzeniając~ się odpo
wiednio z prędkościami fal · ±1 i :!: 1/r , odpowiadających 
wymiaroWym prędkościom tal ±c1 i ±02 • Prędkości te wyzna
czamy z . przy-równania do zera wyznacznika macierzy A' 

A·, = A te + Ax + Ay ~· 
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S~ofik:i charalrł?erystyczne będące· obwieanią wszystkich ro~ 
: Wi~ań· r6wnan1a_/3.8/ i pr.ze~dzące przez punkt /to,xo,Y'o/ 
~';: posi;Ś.ÓI . . . _· . . 

/;.9/ · c2.(t.-io)2.~ (x-x.,Y'+(Y-~o); c==ĄJ c.= 1; · · 
. . 

· . . . "':.• 

~11;10/ . 

f . 

~~ 1fPrąRd~~~ · współrzędne ·afer.ycm~. o Puametr ~ ~est k4tem 

w piaascąźnie t 
0 

• coiust.. o • 

Bi-akte~'t7ls:a!ą or6wnań. . ~.3/ są -linie a'tlC~ości wspo
· · JaD.i~ ążej rozwiązań pr~eodstawia~ących plaszćzyzny cha-
·raltt~tyo~ · .:0

• '"'"'o· o 
. . . . . . . 

. /~.11/ · c(t:.to)- (x-x.,)e.nct.-(~-~o)si.r~.<{, c.• i, ł 

i ·stoików_ ~akterysty'c~ch /?;. 9/, Są, one jednocześnie 
. ·tworząc;~ stolików · char.akterystycząch daąch r6vmaniud. · 
· /3.10/. Równania /3.10/ w połączeniu z kierunkiem no~ 

o do powierzcllJ:?.i chB.rakteryetyczne.j , . o 
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~oC' 

/3..12/ 
q>"i := - sW·cL ' 

określają wstęgę bicharakterys.t:rczną przechodzącą przez 
· punkt /t 

0
, x

0 
ł1' 

0
/. 

Jeśli ~ jest powierzchnią charakterystyczną r6wna.ń /3.3/, 
~o istnieje ~erowy wektor l taki, że 

lA.= o. 

Zerowe wektory l związane ze wstęgą bicharakter.ystyczną o

kreśloną równaniami /3.10/,/3.12/ : mają po.staći 

{'1.2, ~ ~ 

- f"~~~· 

/3.1l+a/. L -

. r s.vvv av 

- r' · ~o(, 

/3.14b/ L = · o 
- ~2oC 

http://rcin.org.pl
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Trzeci czynnik występujący w wyrażeniu /3.8/, ~t = O, moż
na uważać jako powierzchnię rozprz~strzeniającą się z pręd
kością równą zeru. Odpowiada jej stożek charakterystyczny 
zdegenerowany do prostej 

/3.15/ 

o normalnej [ O , cos o!.., sin c><.]. Zerowy wektor l związaDy 
ze wstęgą bicharakterystyczną określoną równaniem /~.15/ 
oraz 

c;, t - o 
' 

/3.16/ Px - Chj Ol 
' 

~~ - ~oe., 

ma postać: 

o 
o 

l = ~1 

U1 ~dv 

~ .2oG 

Jeśli l jest zerowym wektorem,dla powierzchni charakterysty
cznej cp , to równanie różniczkowe na powie~zcbni ·~ otrzy

.:mamy z 

·/3.18/ L. ·L [w]= o. 

Ponieważ równanie to nie zawiera pochodnych normalnych do 
powierzchńi 4S , może -być w każdym punkcie wyrażone za po
mocą pochodnych w dwóch kierunkach na powierzchni ~ • W szcze-

· gólności mogą być wzięte kierunki bicharakterystyczne i kie
runek wzdłuż której t jest constant. Pochodna funkcji f 
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w kierunku bicharakter.ystycznym jest dana przez 

/3.19/. ·. M~f+f~+r~ 
QX t X d, t T~ ci-t 

. M d,y . . . 
gdzie dit. , €tt. wzdłuż bicharakter.ystyk są otrzymane 
przez zróżniczkowanie równań /3.10/. Na. podstawie /3.6/, 
/3.14a/, /3.14b/, /~.18( oraz zamiany dla wygody kierunku 
liczenia kąta r:~.· zamieniając go na r:l.. + 1t równanie 1•L[ w] = O 

można zapisać w postaci: · 

/}.20/ 

/3.21/ 

gdzie 

CAY.) or:_ ~ -t- ~()(..M+ &,p + ~l oL d. l+ ~,Lol d. 'te 

= - S '1 ( ol.) ctt ; . dla.. c= A , 

B4 (c()= [- sV.tv2.d. -t- t:~- ( 1- ~lo~.)] U. ,c +C t ~Zoe-
-%,_~.2Q()tld-+(~2rJ..-1)~rJ..~/+(~.d.. + . 
. ~ Ur12~ )i~+ (~lol~d..-~d..)t}'t ($'\.4o(~· 
- ~a)t'a + ( '3: ~i·ci -~2 ~.t~ )1T" -t- (1- u-112o~-t 
+ ~2 (H~ .2o~.)) '\l'"~ ..r ;:z. 2 :D( cy~ .2.ot + 't ~w Z ot.)) 

$~(o()~ ( r ~2r:Jw U..x- ~~~d.. u..~+ -r(ó~ol-iw2~u:ołJ,); 

·.+tr~ł(1-l~~d.)i, -rr~wclr)(-.Ptł-1~ P'1 ~ _·. 
+l' ~ole -1+ ~.tJ..) er." + r ~~c 1\....-~.iat)t~ 4- _ 

+. ~~ ~JC-- i ~.t~~d- '-'l> sńw~ot 1 + 

+ ..2r :D~~ .tc:t ~. 
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16 

Trzeci związek łączący przyrosty szukaQych funkcji otr~ 
z równań /3:6/, /3.1.7/, /3.18/ oraz zastępując~ przez~. 

/?;.22/ - ·~ d.p + r:l. w.~.l.cX. '*'$ + ~~,td..Jt ... s~cc~.)&t, 
n2. A . . · . . 

· . ·-~~ . 

. gdzieS3(ot) = ( Ą- U-:~ .t eX.) U.JC + ~.t et "1- ~.to~. 'V'".+ 

+( '1 + ~ 9-t.rJ.) 'V'"'+ 2, J> -~ .2,GL "-r.2J>~Q,cj. er:'. 

Identyczna analiza powierzchni charaltterystycZJJYch· ma miej- . 
. sce w przypadku odpowiednich zagadnień sprężystych /patrz 
Clifton ~] l. Różnią się jeccynie równania różniczkowe wzdłuż 
bicharakterystyk. 

5. W:yprowadzenie różnic · skończ~n.ych 

· W celu wyprowadzenia równań różnicowych obszar zmienności 
.· . x ,y , t dzielimy płaszczyznami t = const o odstępach rów

DYCh k • Do znalezienia - rozwiązania w dow~lnym punkcie 
t

0 
t x

0 
_, y

0 
·, przy założeniu, że mamy rozwiązanie na całej: 

. płaszczyźnie t =· t o-k = const f posłutymy się równani~ 

wzdłuż bicharakterystyk /3.20/-/;.21/ oraz równaniami wzdłuż 
osi t t /3.22/, zastępując różniczki odpowiednimi przyrosta
mi. Wybieramy cztery bicharakterystyki dla zewnętrznego i 
wewnętrznego stożka charakterystycznego przyjmując następu-
jące wartości parametru o(,: o0l. = (i. -lł1 > m • pO-
nadto przyrosty w równaniach /3.2o/-/3.21/, np. między pun
ktem (to -Ie J )(0 ) 'Jo) i . pUDktem l to> Xo> ';lo) tzn. wzdłuż bichara
kteryst,iki 3 , zastępujemy odpowiednio przez: 

'.6.w = 'Wo (~)'to, yo)- w~ lto-\c) ){c- e,\() ~o')• W(to-k.) XoJyo) 
-- .YJ\. (_to-k.> X o- c"k_ > ~"') + W o (_~l Xo > '/"')- . 

- ~ W (_te-~ .> - ~ -"2. y.,) j C :a_ t1) ~ • 
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Różniczki w równanią. /3.22/ zastępujem;y·r6żn1cami. 

A 'Ił. ~ Wo ("to) Xo J ~o)- W (to--.k.J Xo J \jo) , 

· Calkowanie .równali ./3.21/-/3.22/ od· punktu ·no":· to ,xo> y~ 
dopunlt'tu przecięcia się · bicharakterystyki z płaszczyzną 

. : . 

. ~ = ~0-k daje: . . . · 

. /4.1b/ 

. /4.1c/ 

- . 

- r ~c(.;. b '1.\1'1- r ~aCi. S"-- r 2S1.w201.;, S'~+ 

1'72 ~~.c .. St.= -l [C .S~(oli.))~ T . 

(S2. (c(;t))-o J - W2 (ol.;.) > 

(12. . . ' ' 2. . . . . 

- rl-1 E p + r eM ~aL;. O 1 +- rł 'li-w ~ci-:., b <t"' 

:-il~3(o<.v) +(5~(ol.il))o]; 

\41" ( o(,t,) ~ ~ ol,\J (.·~-u..~) + ~Ol~ ( v--1rt;) 

. +p~ r j, T ~ i ot i.- (l,-.;{,~') t- ~.2.cl/., ('t-'1:.:.); 
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18 

. 'W z (ci u) = - T" ~.t. i. ( i:t.- u,ir) -1- f' u:<. ..c, i- (V-"\T:.) 

- f7:z,~c2,o{,v (i_-~~Ji-f1~JvotL(tt-~t,)." · 

Uklad równań /4.1a/-/4.1b/ sl,uży do określenia. p:r;-zyrostów . 
5u., 8'\J', 8g,, 8 p ·, ó'tt. ora~ pochodnych U.,)(, U,~· , ~ .•• , 't~ 
w punkcie ·"O" t to >X o, Yo• Dyspo~u~e:my ośmioma ·r6vr.aaniami 
/4.1a/-/4.1b/. Pozostałe niezbędne równania. uzyskamy z rów- · 
nań /4.1c/. Wygodniej jednak będzie wyrugować pochodne U.)( , 

· U,~ , ••• , tt'~- • OtrQ"maiDy w rezultacie ~aą. pięciu równań . 
do znalezienia pięciu przyrostów b l! ' • . ,. • ' b r . . . . . 
Wypiszntr w tym celu równania ./4.1a/.;./4.1c/ w postaci jawnej: 

. l 
. ' ~ 

. . . 
Si+.bp~ ·8~ ~- ~ [(-~l4-1r"1 +~2. V1(+~Da.}+ . 2 o <1 ~ .r. V .11 . 

· + <-'t 1- v ~ -~- ;1 1J ~ + %-2. J> i J o] -[ iA. - u.," + p ~ r" T . 

:':l-'11]; 
S-u--r Op.-O '\F~ ~~-'t"- U..x +%-a U-).:..~ 1>cy).t-~" 

E-t lC - U.x T ':;'2. U."- .2f~ 3> 3.J•J -[ ;;--1T;.-\-f- f .z. ... (~- ~~)} · 

. ..:. a u.+ o p-1- o<t" ~ ~ [ccc1-'\l~ T ~2. 1f~ + ~::P1\ + (t.())' 'lit 
a.l ;;. 'lrd + ~ J>g.\1- [-Ci-u.:;)+ f -f;-~" 1- i?,J 5 
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. ·-~ 19 

,. 

. ._· ~-a'lr4- r2s--c --~ [C '"i, -rf.r:-v..~ +2-D-t);r+ ("c.J.l- . 
_
0
1
1 rr'3~u.d+ ZJ>'C)p] .:.[ r(ii~'li'i ),r r2-(it'-tłi )] ' 

. . . . <1'·.. . . . . . . 

b~/ p ~'\L - ·r,. 8 t .. -'i re~ t' 1;c -t' p\( ~)t - 2.1>1: )4 +(--t~~ 
. . . . . . . . 

·. · _._ •. ·.· ~ ~PP_,vł-'\)"1''".2-l'ic)O]- [r(iA-~~4)-r-(-t~ct~ )J · . 
. . . -lł~a .t4.1.c/.·: ~·. utai-ch poprŻecln1o parametrów·. . . . 

···da3' ~· .Pari - ~-~- róeatt.' · 
.. . . . · '2. . . . . .. ·. . . . . . . . . . . . .. . . ·. . 

... "U t r ~ "1. c~ ~" 11 [2 ~~ T .21)~ }o+ [z vi ~~o~ 1Q~:. 
. . - . . . . . . . . 

·_ . . 2. . ' . . . . . . . . . . . .· . • . . . . . . 

-:-~{:1i r ; t>'ł-8 ~ :=:- ~ R :tv..~ -.2..1> :}.] o ;-L-'- \L ,c -!l. I>~ ]oJ . . .• · 
. . . . 

bą;tm~,ć illDe .. -~Ści parametru .Cl, :moma uąata6 clei.ze i .. 

· potrzebne :r6wriania. JedDakż~ w. celu_ Wyrugonnia j~,ochodąch 
. tunkcal w -~z~. p•cie t0 ,x0 ,~ 0 

kÓrzyatnte~ b~_dzie ·, · ~-
. _ otr.-6 __ ~6~~,.!1<Ulci ::t~~s~e-~ x = _ X.oi 'J", .. = ~o. .be$l)·oll~dnio 
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z . równań /3. ?JI zamieniając ~ przez c:Lj dt. Oznaczając rów- . 
. nania te przez c1, ••• ,c5 IDBJDy: 

. . 

c1: 8Nvs t k.. [ ( ~x +P"'( + 't'f )o-+ (q.,.-+r".,. +t'~ )6) ~· 
. . ~ 

~ i dale;j wykorQS-t,Jane są ·dla uproszczenia .tiastępują.ce · 
oznaczenia: 

. ·f o • e{:'(to)Xo>'Jo)' 

.· f",~ f (to-k )X#KJ ~o); 

f' L ::.f( to- k..) Xo)yo +~)' 

f 1. =. f ( tti--\c.) X o-~; '!o) ' 
f 4;::. t (to-K)Xo >':fo-k.); 

fo = f(to-k>xo>'aoJ• f) . 
f~ =t(to-~J Xo+- ~ ~~ J ; . · 
fL =.f(to-k, XoJ ~-·"\- ~)' 

f~ =f(to-k)X~)~oT~)' 
.fĄ_ ::: f(to-~) ~o ;~0- *) 1 
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b f =- f ( ~) X~'> ~o ) - f ( tQ - \c) l< o) 'a o ) j 

6.f = f(~ )Xo +~\z )-f(to-k )Y.ot~k) Yoi:c.~) 
. A "-+JOt +'-"-.-·• . ) - f" 

Kombinując równania a1 , b1 , c1 . w następujący sposób . 

. ćl1 - a 3 - ~ ( b .2. - ~1) -:- .2 C1 · ' 

a.,- d.tt +i. (b"\- b3)- 2 c-2/ 4) - ' r / 
a1 + ~.2. + a3 1- ćl-4- .2 C"~ ~2.) c.3 ~ 

. :;}.
1

_ a
2 

-t . ~; ·-aĄ -r 2 ( -1- ~2) e4 ·, 

b1 - b.2 + b3 - b4 - 2 e5 , 

. otrzymujemy ostatecznie pięć nieliniowych równań ąigebra
icznych do określenia pięciu funkcji u, v, p, q;1; w szuka
nym punkcie t

0
,x0 ,y

0 

2 c~.~. = - ~ {- [ t 1 c~) .. 't"il (!.)1 .. C~"_- '~)[v'lj c~)

-1r "j (o)];- ~2 [ (pi) ( ~)- (!)g_) (;)j- Li>< (i)+ 

+ i x c..r l)- [ r. er l-+ r x ( Ą l+~ ~frt\.n -(f)'t)c.o] 
/4.21/ + 2. (ix T\',.+ 't '.l )(a)ł -{ [ .2. U..( c)- U. C ·n- U(_; l J ~ 

+ [2-u,(o-) -u..c2)·-lA.(4)1-r ('c")- ~('3)1-r['tcir 
-t ~nj- [ ~ 0 l- i~ l 1!-\ \-~l '\Jx Ci) -IYx C4~ \ • 
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2 8 v "' -_i l-[t;c 0_) T 'L x c 4 ) J r ( ; .. -1) (:-llxM·u~<?tl 
t-~ H Dq.. )(;.) + (Dq. )~1)1+ [i~ (1) +i~ o:>]- [ ł~ (1 t .. . 

. + P)[?;)]- ~ ~ u.Fn- u.~~ l ]-r 2 [~'j- g_";; +'Cx]
0 

. . 

/4,22/ t [ · . T'" J 
.f. 2~D t ) (.1) - ( D t) (i:) J ) - ( 2 Vc a) - V m - V < 4) + 

+ C it2.> - .?14 )+ ( .:1. '\!"cew \Jc;y 1- u-<~))+ r(-t'c.n +'t ci l -~.,p~ l 
. . 

2. P

1

5 ~ + 2 k( i>i\o)""'- i {l -t~(1) +'td (3)] + (;,_- ~-
[ u_x (2.) • Ll. c-n] + ~2 [ ( Dg_)0 1 r (D i)~ 1]- ~2 [- ClXJJcz

1

- . 

/4.2
3
; -( Dg_) (4))- 2 ( 1- ;'),) [ ( Llx- u-r 2 J> ~,)](ól} -

-t l.t0l .. l.t(3\- P0l+ k p{?\-~" 1"~1 +(J.Rcol- 'j,(•)-

~ ic2.1) 1- 2 ( 9, Col - ~)- %-l-t 1r(2 l- V(4l ] · j ... 

.2. " Ie l .". "' . .2 1- . 2 · r J )l 
-2--. b p =-:- ~ l [- 1:.~ (1) + l.'J ('!>)_ ~ (p,_-~ 1)](1)T r - ·l 2 . 

1:'<1(~)} [tx(2.) -'l:x(4)j+ (~i-1)[LL"(z\-t-U..x~l]+ 
~ ~2. [C Dtt. )C1J + ( D't- )ę 1].:. fz. (c D'l)cz.)+~g_ )~l]+ 
.2 (·t-!z.) [(u."' *'\J])(o> ~- [-tt{1) + 1.1.~1+1{4r 1Jc.~1+ 

{2 . .Pco > - fb l - !{z l ) + (.t Pfl - f@> - fc·H ) - q, c• >t- icz. > ,.. 

- ~C2~)- ~c~nJ ' 
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. . 

2. r7 8 <t' + ~ k (:D <t:) Col=-:- ~ { r(l ~~(-T l- i~e·J.;. 
- U:"(i)- i xm J -[P~(1)- ""a (;)1-l~"o:f ?,cąm 
. - [ tt ~ ( 1) + U,~ ( 3)] .~ t~ X c i) + \) )(. (f:\) j-t 2 L (D t) ( 1 ) . 

. ~4.251 -t- ( Dt)@) l+ 2L ( Dtt.}(I) _1- (.D~)lit )J -r · i l U,~ {"1J~x 
..- .:t .D t] (o)} - fl [- v c<\+ \T<?\- '\l:c:u dll<t) + 

.. 
<- fl(2 't <f l- 't ( 1) -'t(3)-+ .2. 't" (O) -~Ci:)- 't ( 4 l J • 

·pochodzi~· fx, fy na pła~zcz~źnie t0~k =.const wyraża:my za 
p·.omocą wartości samych funkcji w punktach siatki sąsiadują
cymi bezpośrednio z przo~u i z tyłu roz\'lażanego punktu x

0
,y Q 

.. · .Równania różnicowe· w obszarże sprężystym 

.Aby uzyskać równania różnicowe w obszarze odkszta.łceń sprę

żystych należy w równardach /4.2/ .położyć' D =.o • ·Równania 
te . znaczn.ie . się upraszczają. Otrzymujemy zamiast nie linio- . · 

.wego liniowy uk_ład rót.~ań dla określenia przyrostów g~, ... , 
6~ • · cechą charakterystyczną otrz.ymanego układu jest to, 

że każda Ż w·ielkości ó \4. · ~ · .... , &1: może . być· wyliczona bez

pośrednio z jednego równania; 

.· _/4.31 / .· dla określenia u , . 
/4.32/ dla określenia v , 
/4.3;1 dla określenia p 
/4.34/ dla określenia q , 
/4.~5; dla określenia ~ • 
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Extrapolacja wewnętrz~ych punktów siatki 

Dla uprosżczenia schematu różnicowego celowym jest dokona
·nie. extrapolacji punktów powstałych prze.z · przecięcie się 

bicha.J;:'akterystyk leżących na po.wierzchni wewnętrznego sto
~ka 'chaiakterystycznego . z płaszczyzną t 

0 
-k = eona t. Linio-

wa ęxtrapolacja daje: . . 

Dia dalsze wyrażenia otr~. zamieniając rolami y i x • 

5• Warunki początkowo-brzegowe 

W pracy tej rozwa~amy obciążenia krótkotrwałe , zmieniające 
się w czasie od zera do określonej·wartości a następnie ma-. . 
lejące. Nie brane są · pod uwagę obciążenia ·przyłożone w spo-
sób nagły i mające wchwili t = O skończone wartości. 
Na brzegu y = O mamy zatem 

. Q~ = f (t> X) J E)?( :::: 0 ' . 
co w oznaczeniach przyjętych w §3 ma postać: 

1?~1/ :j:::o ,"p-~=}c· ~J-(t,x') . 
. ~ 1 l 

W chwili początkowej zakładamy jednorodne warunki brzegowe: 

· /5.2/ t -::o ) p=·~-=- CC =·'Ul-:::. ~-= o. 
·Można· przyjąć bardziej ogólne warunki brzegowe·zadając na 
powierzchni y = O bądź naprężenia , . bądź prędkości, bądź 
wreszcie na części br~egu naprężenia a na pozostałej części 
prędkości 
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.P-f~(t~x), ~:f:z.(tJ'I(),_ct=f3 (t)x)) 

U,= h.ł\ (i;Jx) , v: ~2 (t>x) 

Do roz~ażan prż.yjęto ortogonalną, prostokątną siatkę dla 
punktów płaszczyz~ x,y. dla. każdej wartości t ·=.to •. 

Celem obliczenia szukanych wielkości_ w p~ktach siatki 
leżących . na brzegu obszaru y =O nale~y zmodyfikować równa
nia.r6~nicowe oraz określić pochodne cząstkowe funkcji w· pun-

. tach płaszczyzey t
0
-k : const przez wartości funkcji leżących 

w przodzie od rozważanego p"unktu. Punkty siatki w których 
bicharakterys:ty.~i ol= ~ wewnętrznego· 1 zewnętrznego ~toż-
ka charakterystycznego przeciilają pła.szczyznę t 

0 
-k = const 

ieżą.po~a}rozważanym obszarem. Eliminując zatem.równania a4 
i b4 z równań a1 , b1 oraz kombinując je z c1 otrzymamy rów- . . · · 

. nania dla określenia prz:y:rost6w o u, •• ~, óCC : . · · · 
• . o 

.2 ć ... ~ 2 r ó't * ~: ( Jl'~>)(ol +.2.k. ~D~)(o) = 

= a.1- 4 3-:- ~ (-b" -t 2. .b2 -.b3 }--

- 2 c cł1 - F c.. s) ? 

.2 Ó'lr + ~r'~- óp + 2 k (D t )(·ol\ == ~" +2a2 +a3 ;-
f" -Ą . '} . 

15 •3~ . ~ c ~1 "" b 3) - 2 ( 1- ;z. ) c ('..1 - .Q, c. .2 ) ) 

2 r 2 51t ~ 2 &.r -t- 2 k ("- ~1-)( D~)~): 
/5.331 _ .2 (D 't' )@l 1 = a 1 - 2 a,_, -r .a 3 ·- ~· (b"'- h::,)+ 

• 2 ( 1- ~2-) c· c..4 ~ l e.2) ~ 
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. . 

· · Pozostałe przyrosty określone zostaną . z ·warunków początko-

wo-brzegowych .. /5.1/-/5 .• 2/. ·Schemat . różnicowy na brzegu _y:o · 
.· np• dla pochodnej fy będz·ie miał teraz _ postać:_ · 

/5.~( f~ (Xo )C) V2t (~.;)\")-i f(xo,:2~ )-! -f(xo,o)). 

w ··zale~ości od._. tego, jakiego rzędu dokładności ż~ dla 
sche~tu różnicowego można uwzględnić pochodne ~ższ.ych rzę

. ·d ów np. w przypadku do~ości rzłdu h'J występują pochodne 

.· t:tt; · t", . f%:3', kt6re zas.tępUjelQ' w odpowiedni spos6]) ~-rzez_ · 
·.- schematy różnicowe. . · . . . · ·. · · · : · · · · .. 

· ~-. Określ~e .powierzchni_· oddziela:1ace;i· ·obszar ·odksa-. · 
tal~eń :spręż;ystzclt i lepkpoplast;yczz:tych 

Określenie _s~ ~e-litoŚCi_ .. u, ••• ,'t . w obszarze sprę- . 
. żystym bądź lepkoplastyo~ wynika bezpośrednio z_ róvr.nm.l · · 

· /4.3/: i /4.2/ •. ·Trudność powsta~e ·_przy określeniu. ~anicy o~ . 
sżaru· sprętystego i niesprężystego •. W ~akim gra.niczeym pun- . 

. kcie mię~ ·obszarami spotyltaję _ si' bi~er.Ystyki, wzdłuż · 

. _których propagowane są wielkości o ·inteDSJWllościaeh nie 
prZ&t:ra.ezając,.ch wai-unku pla&t1'c~ści ·jak _ . również te. kt:6re· · · 

: go przekraczają. P.roponuje się ~atępujący. spos6~ ok:reś~enia · · 
gr~c:r obsżar~. Do . snale~ienia . szu.k8.nych rielkosc; w pun- . 

. kc'J.e · t
0 
,x

0 
;,-

0
. wykorąstujem;r dziewięć. odpowiednich punk.t4w . 

z plaszcZJ"ZZIY t 
0 
-k ~ const. w każd;rm z tych pun,Jd;ów spraw- ; .· 

dz.e.mi wartość -drugiego niezmiel;lllika J2• Jeśli _ide we · wszys• · 
tkich dziewięciu punktach spełnioDy : jest jednocześnie ·waru~ 

nek ~\ ". k
0 

, lub. fi; ~k0 ; to _niewiadome ·w punkcie t
0
,x

0
,y

0 
· 

określamy. wykorzystując bezpośrednio równani~ różniczkowe · 
· wzdłuż bicharakterysty}J: ~astępujęc je różnicaini. · Jeżeli w 
punkcie x0 ty-

0
,t0't spełniona- jest nierówn()ść ~ ~ k

0
, wy

korzystujemy wz~ bic~akterystyki przecho~zęcej przez 
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ten punkt równanie obowiązujące w obszarze sprężystym, jeśli 

~ ~ k
0 

- równanie obowiązujące w obszarze odkształcen 
sprężysto/lę:pkoplastycznych. Łącząc na płaszczyznach t=const 
Punktr.Y; w których nastąpiło uplastycznienie otrzymamy. w przy
bli~ony sposób na każdej z nich krzywą oddzielającą obszar 
odkształceń spręźys:tych i plastycznych. Nakładając te krzy-· 
we na jedOym rysunku otrzymamy ruch strefy plastycznej pr9-
pagującej się w czasie _od brzegu obszaru y:O ,gdzie wielkość 
.obciążenia jest największa •. W czasie wzrostu obciążenia strefa 
plastyczna· si.ę rozszerza , przy spadku obciążenia strefa 
plastyczna ma.lejeo Po wypisaniu wszystkich równań wzdłuż bi-

. charakterustyk ~~ i wzdłuż prostej :x:x
0

, Y=Y 
0 

możemy wy

rugować pochodne w punkcie t
0
,x

0
,y

0 
, a następ~e znaleźć 

w tym ·punkcie same szukane funkcje. Procedura obliczeń jest 
taka, że na każdej płaszczyźnie t=co~t zaczynamy oblicze
nia od brzegu y:O t uważając przy tym, czy znajdujemy się 
w obszarze odkształceń czysto sprężystych, czy w obszarze 
całkowicie uplastycznionym~ 

W szczególności obciążenie na płaszczyźnie y:O może 

być zadane w postaci: 

-X -·t-+~ ) r·= fe c e + t E. ' 

osiągające·~ chwili t
0 

w przekroju X=O wartość maksymalną. 

_Można żą4ać również, aby obciążenie p było zadane na skoń
czon;ym pasku :-L~ x E': +L • W tym wypadku podobnie jak dla 
brzegu . y:O należy wyrugować na brzegu x.:L z równań a1 , 
b1, c1 równania a4 , b4 , a na brzegu :x..-L równania a3, b:;• 

?. !!!tasi końcowe 

1. Uog61nienie.metody różnic skończonych wzdłuż bicharakte~ 
r.ystyk stosowanej przez Butlera i Ric~dsona w dynamice 
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cieczy i gazów-oraz przez Cliftona w teorii sprężystości 
~przypadek ciał sprężysto/lepkopl~tycznych, jak wykaza
no _·w niniejszej pracy, jest możliwe. Zam.ię.st jak w teorii 

sprężystości liniowych równań określających szukane fUnk
cje, otrz.y.muje się nieliniowy układ równań algebraicznych, 
który nie daje się rozwikłać tak, by każde równanie okraś-

. lało jedną wielkość niewiadomą. Dla uproszczenia schema

tu.rótni~owego dokonano liniowej ekstrapolacji punktów 
. powstałych- PI;Zez przecięcie się bicharakterystyk leż.ą.cych 

na wewnętrznym stożku charakterystycZDYJD, z płaszczczyznfł 

. t
0 
-k • _const. 

2. Z · nieliniQwym ellarakterem równań różniczkowym wiąże się 
b~zo istotny problem zbieżności rozwiązania i statecz-

_ ności_metody różnicowej. Z przykładu przytoczonego przez 

Cliftona, ( 4] , widać jak wielki wpływ na propagację błę
du ma dobór kroku całkowania. Jeśli krok był brany taki,· 
· ż~ warunek stateczności rozwiąza.Jlia był s:pe łniony błąd 
wz.r.eJ:itał liniowo, natomiast w przypadku naruszenia tego 
warunku. błąd . rósł niewspółmiernie szybko. 

·3. Rozważone zostały ·tylko obciążenia k:I'ótkotrwałe ~osnące -
od zera do pewnej wielkości maksymalnej a następnie male
jące. Uwzględnienie obciążenia o skończonej wartości i 
przyłożonego w sposób nagły wymaga dokładnej analizy pro

pagacji fal nieciągłości występujących w róvmaniach fun- · 
- kcji. W tym celu bardziej efektywna może się okazać meto

.da stosowana przez Duffa·[7] • Układ ró~~T-ań: wyjściowych 
Duff rozpatruje w postaci 

Ut + Bx U x -t By \J ~ =- O ' 
gdzie każde z równań jest równaniem różniczkowym na powie
rzchni charakterystycznej ~ ~ stowarzyszonej z odpowiedni 
dnią prędkością propagacji. Oczywiście metoda musi być uo
gólniona na sami lub· kwasi . liniowy układ równań różniczko-

· · ·- . 
~oh. 
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4e' Warunki początkowo-brzegowe mogą być bardziej ogólne niż 
postawiono je w niniejszej pracy. Mogą być bowiem zadane 
albo naprężenia albo prędkości albo wreszcie mieszane wa
runki naprężeniowo-prędkościowe. 

5. Określenie granicy oddzielających obs~ar odkształceń sprę
żystych i sprężysto/lepkoplastycznych możliwe jest jedynie 
w sposób prz,ybliżony. Porównanie krz.ywych odgraniczają
cych te obszary daje poglądowy obraz formowania się w cza
sie obszaru odkształceń niesprężystych. 

6. Interesującym będzie rozwiązan~e zagadnienia postawionego 
w tytule bez prz.yjęcia założenia upraszczającego.Allena
Southwella. .Porównanie wyników może wyjaśnić możliwość . 

przyjmowan;.a tego założenia i · ocenić bląd jaki to założe
nie powoduje. 

http://rcin.org.pl



Literatura 

1. B&Ltow · ~., Praca doktorska, IPPl PJ.B, łłarszaa 1967. 
2. Burl:aat 11., _nelba&ińaki ~~, Wakulicz .&.. , The metbod or 

~.ria.tics 1or .a multi41Jaell81cmal gu flow, .liS 3, 
~; 1964, 1~18.7. . .. 

} • Butler D .S., !he imlle!ŁScal· aol.ut.ion cd bJ'pe:rbOlic ąa

teJII at partial di.tterential' eg:uation& in three iDd.epell

dent varia.bles, Proc. lł07 ~ Soc. , London , ·1962, J. 255, 

232-252. 
4. Cl1fton R.J., ~ 41fterence · method for plazre .problema in 

(bzlamic elasticit1'. a-port m .2 , -lug-u.st 1965, Divisicm 

o! EDgineerillg, Brown· Uninrait,-, · Providence, B.I. 

5. Courant R. all4 ailbert D., llethods of mat:hematical. ~
aica, Vol. D:, Partial Dift9ren.tial Equatiana, Inte~ 

· science PuQ11shera, 5e1r York, 1962. 
6. Dragos Jurieic ~t C.:&. 1 Baaic equatiODS for el.a.etic-pla• 

stic &nal.7eis, Institut za Mtal.De kcnatrukcjie, Unin
rze v _Liubljazli, 1964. 

7. Dutt G.l.D. t · lliDd proble• for llnear 8Y&tuas ot first 

order equaticma, Cen. J. lla:tll., Vol.10, 1958, 127-160. 
8. LU P~D··· aDd iendroft B •• DittereDCe achemes with high 

order .ot accur'&C7 far solTillg Qp8rbolic equationa, Ooma. . . . 

~ J.ppl. llath., Vol. 17, .A.uguat 1964, 381-398. 
9. .lU ~.D. UJd Jłichtąer R.D., SU1"VQ' ot the atabilit7 ot . 

11near łinite ditterence equaticma, Cou. Pare Appl. llath. 

Vol. 9e 1956, 267-297. 
10. Jli•ncłłMJ G. 8D4 Sack s., ~ ttmSor code, Jlethods in Co.a

. putational Pb;raica, Vol. 3., ,j.cadeJiic Preu, 1964. 
11. PerQD P. ,. !he ccms'tituti.ve equa'ticma for rate sensitiV. 

pluUe ate~, Qw&rt. J.ppl. llatb.., 20, 1963, }21--'32• 

http://rcin.org.pl



31 

12. Perzyna P., Fundamental problems in . Viscoplasticitył 

Ad vances in Applied Mechani es, Vol · 91 1966. 
13. Richax'd.son D.J., The solution of. two-dimensional ~o

dynamie equations by the method of characteristies,: 
llethods i.ll Computational Physics, Vol. 3, ·Academic 
P.ress, ·1964 •. 

14. Southwell R. V., Allen D.N• de G., Relaxa.tion methods 
applied to ene;ineer.i.ng pro.blems XIV • · Plastic stra~in! 
in two-dimensional stress-systems. 

15. Thomee V., A difference met.b.od for a miXed bounc1.a.ry · 
problem for ~etr~c byperbolic systemso, Arch. iat. 
Meo.n.• Anal., Vol. 1;, 1'163, 122-1}6. 

http://rcin.org.pl




