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ROZWIAZANTE PROBLEMU FROPAGACJI PIASKICK DWUWYMIAROWYCH

FAL NAPREZENIA W_OSRODKU SPREZYSTO/LEPKOPTASTY CZNYN

PRZY ZATQZENIU ALIENA~SOUTHWELLA

1. Wstep

W ostatnich latach odczuwa sie  duze zapotrzebowanie
praktyki na rozwigzanis zloZonych zagadnied brzegowych &yh
namiki oérodkéw ciggiych. Wymaga sie jak najmniej zaXozen
upraszczajqeych oraz coraz dokiadniejszego matematycznego
opisu zachowahla si¢ materiaiéw rzeczywistych , uwzglédnie-
nia obcigzehr o duiych intensywnosciach - takich, Ze brane
s8g pod uwage odksztalcenia plastyczre. Uzyskenie rozwigzan
w tych przypadkach jest z reguty niemciliwe, Wiele otrzyma-
nych dotad rozwigzeh propagacjl fal bazuje na zaXozeniu cy-
lindrycznej, lub sferycznej symetrii oérodka, bads na zalo=
%zeniu, ze obcigzenie rozlozone aest réwnomiernie na brzegu.
Bzeroki przeglad tych zagadnlen i ich krytyczng oceng moZna
znalesé w pracy [ﬁa] ‘W rzeczywistoéci rzadko realizuje sie
réwnomierny rozklad obciafenia. Przy wszelkiego rodzaju wy=-
chach lub gwaltownych i nagiych uderzeniach obciazenia o du=
%ej intensywnoscl wystepuja na malej powierzchni, poza ktérg
ich intensywnoé¢ maleje, lecz nie moZe byé zaniedbywalna.

1/Praca zostala wygloszona na Konferencji ZMOC w Bielsku-
Bialej w 1967r.



Celem niniejszej pracy jest uzyskanie rozwigzania propagacji
piaskich fal w pélprzestrzehi wywolanych nieréwnomiernym, do—
Iolnie gmieniajacym si¢ w czasie obcigZeniem.Przyjmuje sie,
te odksztalcenia sa male. Material jest izotropowy i posiada
“wlasnoéci mechaniczne spreZyste, lepkie i plastyczne. W kon-
sekwencji przyjetego obciazenis realizuje sig pzaski stan
deformacji. Przyjeto zalozenie pocgynione przez Southwella i
- Allens, e cz¢éé sprezysta i czesdé lepkoplastyczna predkosci
~ odksztalcenia €z 88 jednoczeénie réwne zeru. Zalozenie to
nie zmnie;jsza ani ogblnoéci, ani stopnia trudno$ci rozwigza-
' nia. Uzyskuje sie jednakze przy tym zaloZeniu réwnania, kté-
re jednoczeénie w zakresie odksztalced sprezystych i plasty-
cznych posiadajg jednakowe wlasnosci charakterystyczne takie
jak: predkoéci propagacji propagaeii fal, stozki charakterys-
tyczne, bicharakterystyki i wektory wiasne, Dla wygody obli-
- cxel wyjsciowy uklad réwnah wyprowadzono w wielkosciach bez- -
wyniarowych. Matematycznie problem zostal sprowadzony do u=-
kladu pieciw réwnah rézniczkowych prawie liniowych typu hi-
. perbolicznego o trzech zmiennych niezaleinych x,y.t. Ukiad
ten rozwiqza:io metodg réinic skonczonych wzdluz bicharaktery-
styk stosowang przez D.S. Butlera i D, Richardsona w dyna-
mice cleczy i gazéw i uogblnionej przez R.J. Cliftona dla
spresystych .érodkéw ciggiych. Dokonano liniowej extrapola-
cji punktéw przeciecia bicharakterystyk stozka wewnetrznego

z plaszezyzng t = const. do odpowiednich punktéw stozka zew-
netrznezgo.

W literaturze matematyczna;j istnieje niewiele opracowan -

dotyczacych metod rozwigzywania tekich réwnah, chociaz zaim~

teresowanie nimi matematykéw szybko wzrasta. Wymienié tu
nale’y przedewszystkim prace Butlera [5] y Cliftona [4], La=
xa 1 Wendroffa [8], oraz cykl prac zawartych w monografii
"Methods in computational physics" , a w szczegdlnobei prace
Maenchena i Sacka [10] oraz Richardsona [13] .

Unglednienie efektéw niespreZystych w réwnaniach konsty=-

tutywnych znacznie komplikuje zagadnienie. Przy obciazeniach



"o duzych intensywnosciach tworzg sie¢ obszary plastyczne.
Znalezieﬁie powierzchni rozdzielajgcej obszar odksztalceh
- sprezystych i niesprezystych mozliwe jest tylko w sposéb
- przyblizony. Uzyskane réwnania réznicowe w obszarze odksz—
talcen niesprezystych sq nieliniowe i w postaci uwiklanej. a
Dlatego tez prawidlowy dobér kroku caikowania jegt tu bar-
dzo istotny.

Problem posiada aspekt bezpoérednlch zastosowan praktycz—_

nych.

2. Wyprowadzenie réwnaﬁ'wxjécioqug _

W uktadzie wspéirzednych kartezianskich x,y,z rozwazmy
péiprzestrzen. y = O « W chwili t = O wzdluz osi Oz przy-
Yozone zostalo obciaZenie p/t,x/. Problem taki wystepuje
na przyklad w inzynierii wojskowej przy nagiym wybuchu le-
%gcego na powierzchni bardzo dlugiego lontu. W konsekwencji
przyjetego obcigzenia realizuje si¢ ptaski symetryczny gtan'.
deformacji, co ﬁ:zy przyjeciu matych odksztalcen i izotro-
pii materiatu okreéla nam wektor przemieszczenia

s U =UCogL), Uy=thy (L) , b= =0,
oraz temsor odksztalcenia o

.IEIX 3.%"% .EK (K;‘ja‘t) ) 6%:1%3 = é (XJ ;t)_)

5 -.; Ux ”bWH X, 't
/2.2/ ij—é-(,b\* % ) Tx‘j( P ) >
f; = '33<;1 e —xljz: = 0.
Analogicz.nj.e wyrazaja sie sktadowe tensora predkosei od-

kﬁztaleenia.“Wystarczy W réwnaniach /2.2/ nad wystepujacy-
mi wielkosciami postawié kropki oznaczajace rézniczkowanie




PO czasie.,
:‘Stan na;orezania reprezantowa.ny Jjest przez

Gxx = 6xx (X;tr t) Syy= 5\3% (X:Ljat))
_/2.3/ 5zz = 621 (% 'jat) CUX\H—CCXIJ (X %:‘t’) 9
' (CXZ T\azz 0, przy ozYm TZX ’t"z, Lyz ‘T\Zj

- Réwnania konstytutywne op.‘-zu;jq.ce d,yna.mczne zachowanie sie

' materiatu spretysto/lapkoplaatycznego przyagto w formie
wigzgce dewiator predkosci odksztalcenia, dewiator predko-

" 8ci naprezenia i dewiator napretenia [11 ]

P e:.J-ErLﬁ_uJ&'X'cc;F)(_K_:.I_/])ﬁ

| gdzie }& » K'sg stalymi sprezystymi okreéléjqcymi odﬁowiedh'j.o :
stalg Lamego i modul objetosciowy, T oznacza wapbiczynnik
lepkoéci, k - granice plastycznoSci przy czystym scinaniu,.
I, = %8s 8y dJest drugim niezmiennikien dewiatora e
2 2”151
'preaenia, a symbol “:P (3)7 oznacza : ;
s b e F):.' = J)&(F dla ~ F»0
; . ' ) dla - FKO,

-wanania /2.4/ dla stam odkazta]:cenia /2.2/ i stanu napre—-
zenia /2.3/ moga byé zapisane w jawnej postaci *!‘

4l6.m+4.D-75~x,

3
Eue e By it B s
Ey=gobyragbm v < D7y,



przy czym di \/Jz _’f___ . dla,:r e
)T ( Dk 18 g TR
S - | dla T, <Ko
Sx = %—(2 GX - 6\3 - 62) ’
| éy = (‘255 - 6x — é;z.> 5
s, =4(2€z—6x 6y ) s
G'm = (6‘){-{-6134' 62) )

J2 =-% (5‘,( + 6‘,.3 +62‘6’x6\3—6’x62—636—2+

Réwnania /2.6/ wraz z réwnaniami ruchu stanowia podstawowy
ukad réwnan ; n

6 x + 2 Txny o Q"O'U'X
Tx Dy o

?

/2.7/
TVy

6 T
L ek b

’D\ﬂ+eﬁ>¢

gdzie € Jjest gestoscigq materiaiu.
W obszarze odksztalceh sprezystych w réwnaniach /2.6/
ﬁaieZy potoszyé ﬁ;/ko = 0, co jest réwnowazne § = O .
W dalszym ciagu korzystajgc z fizykalnych przesianek przy-
- Jetego modelu ciala wyrazimy & - Jjako funkcje Gx +GY .
Predko$é tensora odksztalcen catkowitych jest sumg czesdci



6
-syrezyatea i czgécl lepkqplastycznea.
: » @ s o
E“J = GUJ + E\v J 9
. o ee = 5q /bu'J-f' ?6""\. SbJ y
/2:8/. b r*- = S
K ) OVP ' :
Prayréwnnjqc do sera oddzielnie czesé sprezysta i czesé le-3
pkoplastyczna -sktadowe tensora predkoéci odksztalcenia &z
. B réwnania /2.63/ mamy . ?

290 Ez 0= 7‘2(5*"'5*3) 7“4‘52 ’

/2.10/ e_vp 0- 4 4D7(2 62—-5x—- & ) ;.

-.,-1_"3'3K)u, ? 7&T.3 2:-5K)u.

Z rélmania /2.9/ znaaduaamy, ;te w zak:resie odksztalcen |

_ Bpneﬁ:mtych ' .

(—2»+51<)(6x+6s) N
2(3K+p) 7

__-12.11/ 572 ?‘f(éx 3)
=4 (14 V) (6x+ 64) 5

w zakresne, odksztaIc,m pba.styc,znyc\mz# *0/

"Porém;}aa réwnania /2.11/ i /2.12/ tatwo zauwaiyé, Ze 6z -,
- nie jest jednoznacznie ol:r:eélone. Zwigzek /2,12/ pokrywa sie
'z /2.11/ tylko przy przyaec:n.u }( = 0 + Nadmienié nalezy , 23 _

6 . jest jednoznacznie okreslone przy przyjeciu nieécifli-
- wosei materialu i warunku plastycznosci Hubera=-Misesa i ma
postaé /2.12/.



Zaozenie przyrdéwnania do zera oddzielnie cze¢sci sprezy-
_'ste,j i czeseci plastycznej odksztalcenia€y bylo przyjmowane
i szeroko przedyskutowane przez Southwella i Allena [ 14 ]
i poézZniej stosowane w literaturze np. [6:]. Jak wynika z
dyskusji przeprowadzonej przez Southwella i Allena zaloZenie’
to w zakresie malych deformacji nie prowadzi do duzych bie-
déw.

Wykorzystujgc zwigzek /2.12/ drugi niezmiennik dewia-
tora naprezenia przyjmie teraz postaé: -

}..Bezwymia:owa_postaé wyjsciowego ukladu rdwnan

W dalszym ciggu wprowadimy za Cliftonem [Hf] dla wygody
pbsniejszych obliczed ﬁumerycznych bezwymiarowg postaé pod=
stawowego uktadu réwnan. Bezwymiarowe predkosci u i v ,
bezwymiarowy czas t ,.bezwymiarow? wspblfzedne kartezian-
skie x, Yy , bezwymiarowa granica plastycznosci przy czy-
stym gcinaniu ko s Oraz bezwymiarowy wspbiczynnik lepko—
4ci ¥ sa okreslone nastepujaco przez odpowiednie wielkoéci

wyniarowe:

+ % te x
w \ A
W= Uy = — P Wy =2 5 L= o X
a Cq’ d \‘i 4’ b ’ b)
- ke 4 —b—-%‘
L&_ 1 ) ko Q‘,Cf', C

gdzie daszek oznacza odpowiednia wielkoéé wymiarows, cq‘

jest predkoscig fali podtuznej, a b jest wielkoscia chara-
kterystyczna dla rozwazanego zagadnienia. Bezwymiarowe na-
prezenie p , q , T s8 okreslone przez



P= 4 Gx+6vg o8 4_ 6): - 6'1.,
2 Qeqt 3 2 ey g
/302/ q;a 62-
Rk S T = )
b7 TeeE 7’ gc?

Zastepujac dwa pierwsze réwnania odpowiednio ich sumg i .
réznicg oraz okreslajac 0z w czedci sprezystej i plastycz-
nej odpowiednio g réwnan /2.11/ i /2.12/ moina wypisaé o-
stateczng bezwymiarows postaé podstawowego ukiadu réwnah
okreslajgcego pieé szukanych wielkosei W,V ,p , g T

/3387 Wk = dx —Px ~Ty=0

/3w, Vot 3«-3‘“ Py ~Tx=0,
l"2'

2

/3.3¢/ Py - Ux = Vy =0,

33/ rv""it = Ux + Uy = - 2Dg,,

P ATy - Uy Vx=- 2DT.

W réwnaniach /3.3/ wskaZniki u doiu oznaczajq teraz réini-
czkowanie czastkowe wzgledem odpowiednich zmiennych. Dwa
pierwsze réwnania sg réwnaniami ruchu, trzecie i cazwarte
odpowiednio suma i réznicg dwéch pierwszych réwnah /2.6/ ,
ostatnie - czwartym réwnaniem /2.6/. M oznacza stosunek



gdzie ¢, oznacza sprezystq predkosé fali fcinania , przﬁ?zym
84 1 ¢, 83 okreslone odpowiednio:

4 ; | | _
_ : _ i
. 3K+ 4 [ 2 Yt 2
1344 - T Tae | 2T TR
Drugi niezmiennik dewiatora napre¢zenia w wielkosciach bez=-
wyniarowych ma postaé : :

NEARRTATEE n

Zauwaimy, ze lewa strona uktadu /3.3/ reprezentujaca czesé
sprezysta zagadnienia jest identyczna z réwnaniami Clifto-
na [4] dla spreZystego zagadnienia p.S.0.

W zapisie macierzowym uklad réwnad /3.3/ ma postaé :

' g X .
e L[W]= AWy +A Wyr ASWH—B—*-O,

gdzie wekfory u 1 B oznaczaja

—u_ [~ 0 g
Y 0
0
EE) DU IR IO P FIl
¢ | __2J>‘E_.



A7 sa:
o o0
0 -
-1 : 0.
1- -0
o o0
0 . -1
oo
0o 0
0" o0
-1 0
8 D"
1 0.
nﬁ.
0 ——
n
0. 0
o 0

-1

11




"

4. Gharekterystyczne wiasnosci uktadu réwnan

Uktad :éwna'ﬁr'/.'ﬁ.sf jest prawie liniowym, symetrycznym
ukladem réwnah réizniczkowych czgstkowych piTwszego rzedu i
charakteryzuje sie statymi wspéiczynnikami przy pochodnych.
Toeria takich réwnai jest dana np. w [5] Do rozwiazania
ukzadu rélman /3.6/ posiuzono si¢ metoda rdznic skonczonych
wzdluz bicharakterystyk. Metoda ta stosowana najpierw w za-
gadnieniach dynamiki cieczy i gazéw m. inn. przez Butlera
[3] Richardsona [13] , Burnata, Kielbasihskiego i Wakulicza
[2] zostala nastepnie adoptowana do rozwiazywania zagadnien
brzesowych mechaniki osrodkéw cigglych przez Cliftona [4]
i Baitowa [1] Przed wyprowadzeniem réwnah rézniczkowych
wzdruz bicharakterystyk niezbedna jest analiza geometrii
-powierzchni charakterystycznych zwigzanych z réwnaniem /3.6/.
Warunkiem , aby powirzchnia (XY:t) = const byta powierz-
chnig charakterystyczng dla réwnania /3.6/ ‘ jest znikanie
wyznacznika macierzy charakterystycznej A okreslonej jako

13 A= At_g’_t + APy + AH a-;?j

Rémanie'charakterystyézne Det A = O moze byé zapisane

/3.8/ [@f ‘I’x ‘5 —J[@t o @ ‘@ )]Cb O

Eazde z réwnaih zawa-:_'tych w nawiasach kwadratowych ;jest POW=
naniem falowym powiérzchni rozprzestrzeniajacych si¢ odpo-
wiednio z predkosciami fal %1 i % 1/p , odpowiadajacych
wyniarowyn predkosciom fal % i %> , Predkosei te wyzna-—
czamy z przyréwnania do zera wyznacznika macierzy ?

A =A% + 2T 4 AT,



o -

' Stozki charakterystyczne b'edqco' obrj.ed.ﬁia wﬁmtﬁéﬁ Toz-
. Wwigzah réwna.nia /3 B/ i przechodaqce przez punkt /to, 0’7
majg postaés :

/5.9/ ¢ (t"t) ("""° +(‘J 50)2 e %’ 5

/

i[ogqombyé pmq.atawione w postaci paramatrycma:}

: - - : A

i

’ k'Xo

}_)5‘;10'/ Y- Y, = ¢ C_‘t—to) S’WV‘*?

i

-t_to -t to .

g 'prmﬁzajqn wspéh-zedne steryczne. ‘Parametr of ;jast k@tem
v phmsczyﬁnio %, = const,
nicharakbemtyk:ami réwnan /3.3/ =8 linie stycznosci wspo=
mnienych wyzej rozwiazah przedstawiajqcych plaszczyzny cha-
rak‘bemirycme : . S -

e e(89 - oxemefgg)sint, e b

i stozk.éw charakbemtyomych /3 9/. Bq, one ;jed.uoczeénie
tnurzq,cymi stozkéw charakterystycznych danych réwnanismi

' /3.10/. Réwnania /3:10/ w polgczeniu z kierunkiem nomlnym
do powierzch.ni charakterystycznej

§t=°> c=4, Aﬁ?’ .



§&==f*

/3_-12/

13

Codel o

ol:reéla;jq, wstege bicharaktemtyczna przechodzacq przez

punkt /% ,X 47,/

Jesli @ jest powierzchnig charakterystyczng réwnah /5.3/ .
to istnieje zerowy wektor 1 taki, ze

/5.13/ lL.: 0.

Zerowe wektory l zwiazane ze wstega bicharakterystycznq o=

k:r.'eéloﬁq,. réwnaniami /3.10/,/3.12/ najq postaés

—

/3.14;/

/31407

- T s o

= PV R Al

-4

toy Lol
szob
I"S:leo(,
-7 Wy L

O
- Aawv L

Coy 4 &

&@J¢=4J

dla C=

A=
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Trzecli czynnik wystepujacy w wyrazeniu /3.8/, @t = 0, moz-
na uwazaé jako powierzchnie rozprzestrzeniajacq si¢ z pred-
koscia réwng zeru. Odpowiada jej stozek charakterystyczny

~ zdegenerowany do proste]
/315/ X=Xy J =Ty

o normalnej [O s COS oL 4 Sin n(,‘}. Zerowy wektor 1 zwiq.zm
ze wstegg bicharakterystyczna okreélong réwnaniem /3.15/
oraz

qpt: 0, _ ‘
/3.16/ , by = w3,
ma postad: _ .
. 0
T = 4
s Lo
M 2ol

Jesli 1 jest zerowym wektorem dla powierzchni charakterysty-
cznej § s to réwnanie rézniczkowe na powierzchni @" otrzy-
Mamy 2z

13418/ L. L[w]=0.

PoniewaZ réwnanie to nie zawiera pochodnych normalnych do
powierzchni @ , moze byé w kazdym punkcie wyrazone za po- '
- mocg pochodnych w dwéch kierunkach na powierzchni qﬂ . W szcze~
"g6lnoSci mogg byé wziete kierunki bicharakterystyczne i kie-
_ Tunek wzdluz ktérej t jest constant. Pochodna funkcji £
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w kierunku bicharakferystyczhym jest dana przez

. dox d
/3.19/ . cu: ft fa B+ &t

gdzie %%’ i %E wzdiuz bicharakterystyk sa otrzymane
‘przez zroézniczkowanie réwnai /3%.10/. Na podstawie /3.6/,
/3.148/, [/3.14b/, /3.18/ oraz zamiany dla wygody kierunku
liczenia kgta ol zamieniajgc go na o +7 roéwnanie 1° L[w] =0
mozna zapisaé w postaci:

cod oL d,w-r sam ol OLM’+¢LF + 4oL d.l-t- ml,dd.‘t-

«20,
A _-S,,(oc)o\at Ao c=4,
= s'twd.dfw-t-vu*.\ot.dzw-r mlotdg‘-vr’%ngdx;
/£3.21/ _ i
gdzie

S,,(ec) ['_ smol + (1-@.1@)]%445%24— .

mzec)u. + (s 2ol-1) s d Qu + (Sww ol + |
S«vwaZoL)i + (mlo(m¢—m«.)‘t;+(s&u.2olw~ _
"W&)t + (_ 4 S’uw;ld.-' Sﬂ'MonL)‘U" - (1 oLt

C4+m2a))ma+ 2D(c1,m2u+‘t:aw2,¢)/,

Sy ()= (4 ot Ux- cos Yol Wy T(ALWOL-Q»W,Z,«@%X

'+vma.(4 l*wwd)j, 7 Sund £, - Tesad Poy -
T und (-1+ m-ZmL)T,,‘ * FSwwu.(m—mzaL)Tg
+ w&¢¢,_imz¢vq- ."Dm.?,u.ﬁl+

+2Des 2o T,
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przeci zw:l.ggek laczacy przyrosty szukanych funlg:ji otrzyminw
z réwnan /3.6/, /3417/y /3+18/ oraz zaatepujqc,ﬁ— przes o= o

p Z. | . - )dt
. : e o ml,d.df + "o dl S&("L
/3.22/ -y d? + r' 9 _ _ ).

S rm (1 e 2 o g AV 4

+(A+ st L) Vy + 2D "*‘42’* "(,“'23’5“’“’%%

Identyczna analiza powiérzchni charakterystycznych ma miej=
- sce w przypadku odpowiednich zagadnieh sprezystych /patrz
clifton [47]/. Réznig sie Jedyuie romania rotniczkowe wadtut
bicharak:berystyk . :

5. Wyprowadzenie réinic skonczonych

‘W celu wyprowadzenia réwnan réznicowych obszar zmiennosci

X ,¥y , t dzielimy plaszczyznami t = const o odstepach réw-
nych k . Do znalezienia rozwigzania w dowolnym punkcie

to v Xy » T, 9 PPZY zatozeniu, %Ze mamy rozwigzanie na cale'j;
_piaszezytnie t = t -k = const, postuzymy sie réwnaniami
wzdtuz bicharakterystyk /3.20/=/3.21/ oraz réwnaniami wzdluZz
osi t , /3.22/, zastepujgc rdézniczki odpowiednimi przyrosta-
mi. Wybieramy cztery bicharakterystyki dla zewnetrznego i
wewnetrznego stozka charakterystycznego przyjmujac nastepu-
jace wartosci parametru of: ofi = ‘212 « Po=
nadto przyrosty w réwnaniach /3.20/-/3.21/, np. miedzy pun-
kten (to-K, Xo,Yo) 1 punkten(to,Xo,Yo) tzn. wzdiuz bichara-
kterystyki 3 , zastepujemy odpowiednio przez:

AW = Wo (e, Xo,¥0) = Wi (Fo-k, e ek, Yo)=W(to-k, Xo3¥0)
- Wi (_'to-k,, Yo~ Gl 3 \dp) 4+ Woe (to 3 Xo )\,’o)'—
e = (_to-kr; %_"_,?,Yﬂ) ; ¢= 1, .’11_-_'- ’ .
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Rézniczki w réwnaniu /3. 22/ zaatqpujenqr'rétnicami

' Galkowa.n:le réwnai /5.21/-/5 22/ od punktu "O": to,xo,yo

do punk‘l:u przecigcia sig¢’ bicharakberystyki Z plaszczyznq
t -k da;je: . '
d‘b SU- -+ Mdu 81}"+ SP + m&oc..scr-

s 260 _Sft—'-- [_(S (d-u))ud-(&(&mo W4 db)

/4.1a/

_ 0 sy Sw T M"Cv oV ~ gl y 8}1/-:—
/8a10/ fz'mgg_; S‘D:-f f_( i) +
(S2 (@) ] - Wa oli) s

. ﬁ_.;z;ﬁ_é;vzmld«i, 5'(1‘-1— rﬂ"bhviob'\, S"'a
[4.1e/ -
--£{ ?sg,ca?‘o (S ). ]
W4 CQLD) = cadoll Lrl,- M) + M&b (_"TJ"—"U'L)‘

| gdzie _ _ | . :
S AP-pur B2 (F- g, S 2k (BT
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Wy (i) = =7 diwvel; (a_t,— Wy) +T exs oLy, (T-T0)
- 7S ok (3G e Tems Aeki (BT,

Uklad réwnah /4.18/=/4.1b/ stuzy do okreslenia przyrostéw
Su, v .Sa, 8p » 6% oraz pochodnych WUx, Wy youo ,‘17_3
w punkeie "0": 15 ;Xo,Yoe Dysponujemy oémioma réwnaniami
/4.18/=/4.1b/. Pozostale niezbedne réwnania uzyskamy z réw-
naf /4.1¢/. Wygodniej jednak bedzie wyrugowaé pochodne x ,
SR | SITSR ,‘t'uj Otrzymamy w rezultacie uktad pigciu réwnaﬁ _
do znalezienia pieciu przyrostéw Su yee. s 51 o o]
Wypiszmy w tym celu réwnania /4.1a/-/4.1¢/ w postaci jawnej:

8m+8p+'81=-5[(““3- + &V Dg )
'+(_=r, v.1+_'1)'.j+ Di)o]_[uu uwrP “Pot

+l— 1-1 '
7, - B 59—5@-—4 -R-'L("tx-wx*'-— u#" DC{DZ‘*‘
&2/ ('t,q Wx ux—ypz:pgu)o] [v_vzfp.-?z, ~(F92))7

a1/

~Bu+6 P*E%‘ -5 [V B+ 5Dq) 5t (BT

SR SO RS T
| ay/ ~ O+ SP- 5(‘( . % [(t""u""* Wy - _Dil)4+(‘cx-
“ux+Z ux-Z Pg) o]- [ (qr-m)f P-24-(3-90)
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! -_ S = L(t'g_'.*—r'?}._u..u +2.D‘tf)a-_'-_i- (p&r |
Mt - .""’*a*"”‘j* zpfc_')gf_-]_ Lr (i‘r__qr,’,-) + r'-“(*‘ﬁv-‘_t;,-)] > -

;. Y -FSL\, Flé"t'- o [(Fiu ‘t""P “"U’x 2'Pﬁ)2’ +(pi"
; t.’zl'-_ +l"& 't'"U'x -:?.-])'t)] [.v(qr'vg)*tﬂ& bg)]’

b,/ : _pg.‘rw?-gq;.-._\f— G vgqa«-vP "“*‘1 £20C )5+
s (—ng‘,i-»rp,a 1 +3LZD“7)«=] [T'(‘\T""E)""'?'@“?—ﬂﬁ

b“, FE% y Et - [(“"3} =T P 4V - 20T)3 '\'("‘"%
..';..p P)‘-l-'\)'x 2Dc)o] [r'(uv- M) v (‘t-%‘r)]

: Réwna.n:l.a /4.10/ dla ustalon:rch popmdnio :parm'brb' '
d.a;]q m. puy ;lodnakolyah rémm ' - :

I S ..5 -
‘,1__4 P v 5'1, [:lu.x 19&] +[.'2.u.;c .‘Z.Dga 1;
Prayaquo inne. 'ar'l:o!ci paramtm o mozna uzyskaé d&hm

' potnobne réwnania. JednskZe w celu lymgonnia poc.hodzwoh

. :L'unke;ji w azukan;ym punkeie to, X7, l:orzystnie;j bedzie &
_ otrwmé__réwpgpiq__gzdm prostej x =X, ¥ = 70 bezpoérednio
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" 2 réwnah /3.3/ zemieniajgc % przez ‘*—/ar. Oznaczajgc réw-
.nania te przez c'.,l,....,c5 mamy:

ot Bm= L] (gxrRer Ty)o+ (Qutbury)s ] 5

o e[y s (ix—ﬂm, *Beds | s

o5t FP: SF" i“‘[("’“*'“ﬂa)o* Q‘“‘""”‘a) ]

Py pzsv ik[(ux-\rg-”@o ("w 2”&)]

g ’_r'r“zst =3k [(ufm—zi?‘t)o* (%W x-~iﬁ"‘=)6]-

~ Pu i dalej wykormt,yme sa dla uproszczenia nastgpu;}qce .
oznaczenia:

£, *-aF(’coJXo,‘jo) s fa = fledoyd= Fy
Famflekomo8); = floek X Sag)
£ :"“F(to-K:x")Y"w“)’ ‘ fz ”"F(t""kr“‘v‘iﬂ*ﬁ)’

; fy=fEskXky0) g f3 =f (. kaxc'ﬁo 9)7
. +4='F('_to"lc)xﬂ)‘jo"k); 'F,q ‘F('to K xo)“jo —-) ?

=)
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Of £ (%, Xos Yo Y- F (k) %oyye) 5
Af= F(te %o £ek)—F(to-k Xorck, yorck)
.c=,.i4_ sk &

xombinu:ch réwnania a; , by 4 ¢y, W nastepujacy sposéd
By-ag=  (ba-ba)- 204 s
a, - 34 +-(b -ba)- 2 ¢,
34*‘3’;"‘&3‘\'&4‘2(.4"‘62.) 3 5
2,- 3, + Sy -A4+2(1- %9—)0& 3
b/, --bg_-i-b?,-bz,"'zc’s’ )

otrzymujemy ostatecznie pieé nieliniowych réwnan algebra=
icznych do okredlenia pigeiu funkeji u, v, p, a, ‘C w szuka=-
nym punkcie to,xo,yo

20u=- ‘:'j {‘ [T"g ™ e 4)[1"13 (4)_‘
Ty n)*r 3 [(Di)m ('93;3 ta)} EMON
s ﬂ-x@)]" [ P (;—_y\' Ps (g)f%KDT)({) -(D"C)G')J
/4-2,1/ + 2 (3K$?i+13)(5)§ "%'[2; M,(a)" u-c,n" U{gfl + o

H2ue Wz~ w@l=[ew- e )-rlrgy
Tl 14 00m 40 155 {8 Ve - Vel



19-8\" = -k

5:{ (% ()t Lx(an] (— -1) [thmruﬂ

[(D‘t)(z} (Pq )y |+ [%(4)'*13(3)] [3()
. +P13 "'D’Lg(ﬂ “‘am]*zf"u -4 H”‘]
a2,/

+2KM:)< )—(Dt)(s)ﬂ [e 2T Vs - U(4)]

*(9e-4,) 205,y - Vi) r(Tn T ALY

g P‘5$+2'k(91)(0 =-k {["Ug @+ Ty + (F1
[u,x(p_)'f U (4)] """" [(DQ.)@} ng@']] '[-(Dg..)f?-}__
[t 23,/ (Dﬂ)(ﬂ] 2(""“ )[(u" V2 D) k"}

ot G +(2g - Yy~
3679 V)~ Vi, i

[u@‘l * Uiy - P@)*%‘
‘i(z))*z(ﬂ.(o}'-

27t o

P2 "§ { [ ‘:I ) Tt\af’é)]* (%1»_ 4) D’V M
42,/

R AL HEW
2 [08) ")) % (9 +(og Yy ]

-'Z(I‘Pz) [(le +’U:a)(-- %..._ I:._l“ﬂ “(3}"'1){47'7)'@}-1-
4(2'?(-) F%” %) + (2 fer - ?@) -;":E‘Fl)' q/(a)*' 3'(2-)1-
T 36 - &(4),] »
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25 +'.‘Li; (D) @ =+ ke {r' _i[_g%.(i')— q 6;};

- [&x(z)“ qxeay1-LP Yay "3(3)1 L“(z) ‘@).) _
[U"‘d(ﬂ + u’ﬂ(?»)] ["-’x (z)+%x(q)]*2{(0b 2 _' -

. ’.'.4‘25/ « (DRI |+ 2000%) (2 + (o )+ 2 [y £

. __:z,D'C] (5)} - o[- ¥ e * Vo= oy + Wy 4

o1 (2 Ty Tny =T33+ 2505 Tiay (4 10

‘Pochodne £ f na plaszezyznie t —k = const wyraZamy za

~ pomoca wartoéci samych funkcji w punkbach siatki sgsiadujg-

eyml bezposrednio z przodu i z tylu rozwazanego punktu X017
Rownanla roznlcowe w_obszarze Sprgzystym

~ Aby ﬁzyskaé réwnania réznicowe w obszarze odksztalcen spre-
zystych nalezy w réwnaniach /4.2/ potozyé D = O . Réwnania
te znacznie si¢ upraszczajq. Otrzymujemy zamiast nielinio-
-wego liniowy uklad réwnan dla okreélenia przyrostéw Su ,... T
GT'. CGchq charakterystyczna otrzymanego ukladu jest to,
ze kazda z wielkodci S goon ,8T moze byé wyliczona bez-
poérednio z jednego réwnanias ' |
E /%:34/ - dla okreslenia
/4.32/ dla okreslenia

- /4.33/ dla okreslenia
/4.34/ dla okreslenia

/4.35/ dla okreélenia

e o494 s
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Extrapolacja wewnetrznych punktdéw siatki

' Dla uproszczenia schematu réznicowega celowym jest dokona=-
‘nie extrapolacji punktéw powstaXych przez przecigcie sie
bicharakterystyk leZgcych na powierzchni wewnetrznego sto- .

zka charskterystycznego z plaszczyzng + ok = const, Linio-
wa amapolacaa dajes

/4041/ -FCXO*'—’H&) 'chﬁ)‘j )"' [-F(Xc.‘t\(]‘\j{;.) 4(“"]30)]) '

et £ 4= $00 9+ [F ety §0er0).

Dwa dalsze wyraZenia otrzymamy zamieniajgc rolami y i =x .

5+ Warunki poczgtkowo-brzegowe

W pracy tej rozwazamy obcigZenia krétkotrwale , zmieniajace .
sie w czasie od zéra do okreslonej wartosdci a nastepnie ma- -
lejace. Nie brane sa pod uwage obeiaZenia przylozone w Spo—
86b nagly i majace wehwili t = O skohczone wartodei.

Na brzegu y = O mamy zatem

6y = £(%,x) > =0
cow oznaczeniach przyaetych w §3 ma postaé.

/51/3o,pg_ c,_;f,(-tx‘)
W chwili poczgtkowe zs.klada.mr Jjednorodne warunki brzegowe:

/5.2/ 't'.'-O)P.:a.:L:-%.-_ v = O.

Mozna  przyjaé bardzie]j ogdlne warunki brzegowe-zadajac na
powierzchni y = O bagdz naprezenia , badz predkosci, bgdé
wreszcie na czgscl brzegu napreZenia a na pozostalej czesci
predkosci
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03.'

c
i

P= {4 (“t,x) s 4= ‘F;. (t,‘*) > c{::{'ﬁ (‘t,)() >
w= ha (tx) 5 v= by (3.0

Do 'rozwamn przyjeto ortogonalng, prostok.q,tnq aiatke dla .
punkt:éw plaazczyzny x,y  dla haif.de;j wartosei t = t

Celem obliczenia szukeanych wielkoéci w punktach 51atk1
lezgcych na brzegu obszaru y = O nale_my zmodyfikowaé réwna-
nia réznicowe oraz okreslié¢ pochodne c;zscatkowe funkeji w pun=- ‘
tach piaszczyzny to-k = conat przez wartosci funkecji leZgcych
w przodzie od rozwazanego punktu. Punkty siatki w ktoérych
bicharakterystyki ol= 3 wewnetrznego i zewngtrznego stoi
ka charﬁktemfycznego przecinajg pisszczyzne 1:0-1: = const _
lezg poza’rozwazenym obszarem. Eliminujgc zatem. réwnania 8,

b z rdwnan ) bi oraz kombinujac je z ¢y otrzymanv réw- .-
; nania. dla okreélenia przyrostéw & u,....&"t :

25&. + 2108 +'..-—-—(D_-".:)@]+2,K (Di)(o)—;

- 1% 4
1 --'a.,l B —(-— 4+2a_b2—- b_a)l"'
- -2,(0,4- P
21
; 28 + =
/53]

-;'-,-(.a;,,-b;_)-z(q-%,_)(cq..zcg) 5

20%5q-28v +|2K'(,4*%?-3(D&3@1; -
/5+33/ _g(m‘)@)-_—. ad_zaz__.r, ay- 4‘; (b,‘-' b.s )+

- 2 4= %z)(“'-‘%f 2Cy).
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Pozostale prmbsty okreélone zoaté.na, z wrzaz:u::i:t‘ﬁv-ir poczgtko-
‘wo=brzegowych /5.1/=/5.2/. Schemat réznicowy na brzegu ¥=0. -
' ;p dla pochodnej f bedzie mial teraz postaé'

/5'4/ ‘F (x‘ho)- (2"F (XOJ‘V)“’:L‘F(XO)'-Z"V) g“F(Xo,O)).

W zaleznoéci od tego, jakiaso rzed.u d.oklad.noéci ZQd.amy dla.
schematu réinicowego mozna uwzglednié pochodne wyzszych rze-
‘déw np. w przypadku dokednosci rzedu h” wystepujq pochodne
y fxx"'bfyy 2yt ktére mtepn,jmy w oétpowied.ni sposéb przez

; aehematy réinicowe.

6. Okre anj_:a. owierzchni lelajacej obszar odkss
' takcen ych i ler 1asty

Okre&lenie sgukanych wielkofci U,...,T W obszarze spre-
‘%ystyn bads lepkoplastycznym wynika bezposrednio z réwnai
[4.3/ i /%.2/. Trudnoké powstaje przy okreéleniu granicy ob- :
szaru spresystego i niespretyntego. W takim granicznym pun-
kcie miedzy obszarani apotyba;}q sie¢ bicharakterystyki, wzdluz
- ktoérych propagowane sg wielkoéci o intensywnosciach nie
przekraczajgcych warunkn plastycznoéci Jak réwniez te ktére:

- go przekraczajq. Proponuje si¢ nastepujacy aposéb okreslenia’
granicy obszaréw., Do znalezienia szukanych wielkodci w pun-
kcfie LIS S 8 wykorzystujemy d.zierj.eé odpowiednich punktéw :
z plaszezyzny t -k = const. W kazdym z tych punktéw spraw-
dzany wartodé drugiego niezmiennika Joe Jesli nie we WBZyS—
tkich dziewieciu punktach spelniony jest jednoczeénie waru-
nek T, 7 k , lub. \l? <k,, to niewiadome w punkcie to,xo,yo'
okreslamy - wykorzystuja,c bezpoérednio réwnania réizniczkowe

* wzdluz bicharakterystyk zastepujac je réiznicami, Jezeli w
punkcie X,y ,t5 K spelniona” jest nierdéwnosé J_é < kg, wy-
kormtujem wzdluz bichars.kterystyki przechodzgcej przez
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ten punkt réwnanie obowigzujace w obszarze sprezystym, jesli
qrﬁg > ko - réwnanie obowigzujgce w obszarze odkszbalcen
sprQZysto/lepkoplastycznynh fiaczac na ptaszczyznech t=const
punkty, w ktérych nastgpilto uplastycznienie otrzymamy w przy=-
blizony sposéb na kazdej z nich krzywg oddzielajaca obszar
odksztatceh sprezystych i plastycznych. Naktadajac te krzy- -
we na_jedhym rysunku otrzymamy ruch strefy plastycznej pro-
pagujacej sie w czasie od brzegu obszaru y=0 ,gdzie wielkosé
obcigZenia jest najWikaza.W'czasie wzrostu obcigzenia strefa
plastyczna sig rozszerza , przy spadku obecigzenia strefa
plastyczna maleje. Po wypisaniu wszystkich réwnan wzdiuz bi=-
" charakterystyk of; i wzdiuz prostej X=X _, Jy=y, moemy wy-
rugowaé pochodne w punkcie to,xo,yo y & nast¢pnie znalesé
w tym punkcie same szukane funkeje. Procedurs obliczen Jest
taka, Ze na kazdej plaszczyznie t=const zaczynamy oblicze-~
nia od brzegu y=0 , uwazajgc przy tym, czy znajdujemy sig
w obszarze odksztalcen czysto sprezystych, czy W obszarze
catkowicie uplastyecznionym.

W szczegblnosdci obeciazenie na plaszezyinie y=0 moze
~ byé zadane w postacis

t+tc )

P= P (_63 +T € )

osiggajace w chwili t w przekrowu x=0 wartodé maksymalng.
‘Mozna 3gdaé réwnies, aby obciazenie p byio zadane na skon-
czonym pasku ' -L£x ¢+L . W tym wypadku podobnie jak dla
brzegu y=0 mnalezy wyrugowaé na brzegu x=L 2z rdéwnan 849
bi’ ¢y réwnania 3ys by » & na brzegu X=-L réwnanisa 8z b5.

7. Uwagi koficowe

1e ﬁogélnienie-metody rdéznic skohczonych wzdluz bicharakte-
rystyk stosowanej przez Butlera i Richrdsona w dynamice
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cieczy i gazdw oraz przez Cliftona w teorii sprezystosel

' na przypadek cial apreﬁysto/lepkoplastycznych, jak wykaza-—
- no-w niniejszej pracy, jest mozliwe, Zamiast jak w teorii
- sprezystoéci liniowych réwnan okreélajacych szukane funk-

cje, otrzymuje si¢ nieliniowy uklad réwnah algebraicznych,
ktéry nie daje si¢ rozwikiaé tak, by kazde réwnanie okref-

"lato jedna wielkos¢ niewiadomg. Dla uproszczenia schema-—

tulréﬁﬁicoweso dokonano liniowe]j ekstrapolacjl punkbtéw

- .powstalyéh-przez przeciecie sie bicharakterystyk lezgcych

2.

na wewne¢trznym stozku charakterystycznym z plaazczczyznq
-k = const. .

Z niéliniowym charakterem réwnah rézniczkowym wigie sie

- bardzo istotny problem zbieZnosci rozwigzania i statecz=-

.5.

noséci metody rbéinicowej. Z przyktadu przytoczonego przez

€liftona, (4], widaé jak wielki wplyw na propagacje big-
du ma dobdr kroku catkowania. Jesli krok byi brany taki,

-%e warunek statecznofci rozwigzania byl speiniony blad

wzrestat liniowo, natomiast w przypadku naruszenia tego
warunku blad roést niewspdimiernie szybko,

Rozwazone zostaly tylko obcigzenia krétkotrwale rosnace
od zera do pewne] wielkodci maksymalnej a nastepnie male-
jace. Uwzglednienie obcigzernia o skonhczone] wartoéeci i

- przyloZonego W sposOb nagly wymagas dokladnej analizy pro=-
" pagacji fal niecigglodci wystepujaeych w révmaniach fun-
- keji. W tym celu bardziej efektywna moze sie okazaé meto-

da stosowana przez Duffa’ [7'1 Uktad réwmat- wyascaowych
Duff rozpatruje w postaci

U + BKUx-r-BHULJ';O )

gdzie kazde z réwnah jest réwnariem rézniczkowym na powie-
rzehni charakterystyczne @P; stowarzyszonej z odpowiedni
dnig predkoscig propagacji. Oczywiscie metoda musi byé uo-
561niona na semi lub-kwasi liniowy uklad réwnan rézniczko-

‘wych,



4, Warunki poczgtkowo-brzegowe mogg by¢ bardziej ogélne niz
postawiono je w niniejszej pracy. Mogg byé bowiem zadane
albo naprezenia albo predkoéci albo wreszcie mieszane wa=-
runki naprezeniowo-predkosciowe. | '

5. Okreslenie granicy oddzielajgcych obszar odksztaicen spre-
zystych i spreZysto/lepkoplastycznych moZliwe jest jedynie
w sposéb przybliZony. Poréwnanie krzywych odgraniczajg-
cych te obszary daje poglgdowy obraz formowania sie¢ w cza-
sie obszaru odkszthalcen niesprezystych. ' :

6. Interesujacym bedzie rozwigzanie zagadnienia postawionego
w tytule bez przyjecia zalozenia upraszczajgcego Allena-
Southwella, Poréwnanie wynikéw moze wyjasnié mozliwodé
przyjmowania tego zalozenia i ocenié bigd jeki to zaloze-
nie powoduje. :
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