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Jei"zy_ Ploch 
Zaklad Mechan1k1. 
Osrodk6w Ci41lych 

OSZ.lCOWANIA DUZYCH PRZDliBSZCZEN ·W CIALACH S.ZTY1fNG-PLASTYCZNYCH 

PODD.lNYCH DZIALI.NIU OBCI.t.ZENIA DlPULSOWEGO 

W ostatnioh kilkunaatu latach pojawi~ -si~ azereg prac 
dotycz4oycb oszacowania przeaieszczen spr~zystych 1 spr,zy
ato-plastycznych cial poddanych obcillzeniu uderzenicwemu lub 
iapulsowegc. Uzyskane jednak rozwillzania Bll sluszne tylko w 

'zakresie aalyoh odksztalcen lub inaczej aowi~c dla problea6w 
geoaetrycznie liniowych [1}. Istnieje wiele problemow dyna
aicznych, w ktorych geoaetr1a c1ala zm1en1a a1' znacznie 1 -
nie aoze bye rozpatrywana w teor11 11n1owej. Dlatego uog61-
n1enie odpowiednich wynU.:6w na duze odksstalceni& stanowU:oby 
1stotny poat,p. Pierwsse wyn1k1 w tyJI kienmku uzyskal Uartin 
w 1968 roku dla konstrukcji spr~zystych [2]. Jego aetoda Uzy
ska;ta acisle podstawy teoretyczne. pracy .(71. Na pOCZllt~u 
lat s_1edelldz1es14tycb _Uartin 1 Ponter [31 oraz W1erzb1ck1 [ 4] 
podali niezaleznie dwie aetody znajdowania g6rnych oszaoowan 
dla skoliczonych ug1~6 kon.strukoji sprtzysto-plastycznych 1 
plastycznyoh. Metody te nie Bll wolne od n1esc1slosc1, ioh 
krytyczna ocena podana sostala w pracy [5]. W pracy [61 zapro
ponowana sost.Ua na przykladzie belki aetoda oszaoowan dla 
cial sstywno-plastycznyoh, • kt6rej pokonane zostaly dot.ychcza
sowe t.rudrao8ci. Obecna praca przynosi ogolny dowod dla przy
padku tr6jwya1arowego ciala sztywno-idealnie-plastycznego ob
o14zonego, , _. spoaob impulsowy pr,dkoscifl pocz4t.kow4 1 nagle 
przy;tozonya obci4ieniea. 
Jako ilustraoj~ teor11 podano oszacowania ugi~cia belki 1 
powlok1 oylindrycznej obo14zonych iapulaea pr,dkosoi oraz 
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przeprowadzono por6wnanie z rozwi~zani~i sc1slya1 

2. Teoria oszacowan 

2.1. Sformulowanie probleau dynaaioznego 

Rozpatrzmy cialo sztywno idealnie plastyczne zajmuj~ce 
w naturalnej kontiguracji odniesienia obszar B , kt6ry jest 

. '3 
podzbiorem przestrzeni euklideso~ej tr6jwymiarowej E • Przez 

tB oznaczmy wn~trze tego obszaru,a przez a~ jego brzeg. 
ktory jest su•ll zb1or6w a£r 1 8Bv • Elementy zbioru s 
oznaczmy przez x i nazywamy zmiennymi przestrzennymi. Rueh 
ciala b~dziemy badali w przedziale czasu (0, oo) ' a elementy 
tego -zbioru oznaczymy przez t i nazwiemy zmiennymi ezasowymi. 
Zalo~my, ze przemieszczenia na brzegu a~V S4 rowne zeru, 
Na_tomtast cialo 33 jest wst~pnie obcil\zone statycznie.. 
po iem · sil •masowycb , a brzeg oiala polem sil powierzch-
niowych ,!

0 
sx••x•ii:Xilux ±xnuum-j.rix · • Uklad r6wnan opi

sujl\OY t~ pocz~tkow4 r6wnowag~ ciala sztywno plastycznego 
dla teorii skonczo~ych deformacji w opisie Lagrange

1 
a 

przyjaie postac: 

(2. i) 
cUv [ .§o + V!dt, §

0] = -[o 

~CSo) < 0 -
z warunkami brzegowyai 

(2. 2) C~o .+ v~~o) n = Io 
Uo = 0 N Oo6 

) 

xe a~ ) 
XE 3iv 

Istnienie niezaleznego od ozasu stanu r6wnowag1 aotliwe jest 
tyUto>jesli nie wyst~puje plyni~oie aateriaJ:u. 
Dlatego w detinicji stanu r6wnowag1 nie wyst~puje zw14zek 
konstytut.ywny. St.an opisany ukladea (2.1) , (2. 2) jest. uog61-
n1eniem poj~cia st.atycznie dopusz.czalnego stanu naprt:ienia 
na przypadek duzych odksztalcen. Przyjaijmy, ie r6wnowaga 
pocz~tkowa jest znana, tzn. ze rozwillZ&nie ukladu (2.1) s 
warunkami brzegowya1 (2.2) 1•tn1eje 1 jest znane. Nastt:pnie, 
do olala wst~pnie etatycznie oboi4tone1o zostaje 
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przylozone w wybranej chw111 pocz~tkowej pewne obci~zenie 
dynamiczne. Obei~zenie to skJ:ada sifl z iapulsowo przylozonego 
do ci:ala fJ staJ:ego w czasie pola s .il aasowych .E, 
pola pr~dkoaci ;t

0 
zadanego w postaci 1dealnego iapulsu· oraz 

przylozonego iapulsowo do brzegu 9~ stalego w czasie 
pola sil powierzchniowych T. Uklad r6wnan op1suj~cy zacho

wanie si~ ciala sztywno-plastycznego pod dziaJ:aniem powyzej , 
zde:finiowanego obci~zenia dynamicznego,w opisie Lagrange a 
dla teorii skonczonyoh detoraacji przyjmie postac: 

(2 .. 3) 

cU.\J ( ~ +~Y,§) =- fo- f + -~ij, 

~(§"') ~ 0 

~=~t 
~ = }(v~+vr,.Y.+v~:v~+v,.!6-v\lt) 

z warunkami brzego~: 

r(~ + Vg,§)n :::To +T 
lg. = Q 

(x,t )6~X(0 1~) 
(}l, t )eif£...,"'(0,oo) 

1 warunkaai pocz~tkowyai: 

{ ~. ·= \&o 
(2.5) 

~=~ 

gdzie: ~~ ~ ___..... ~+ - dane pole c~stosci, 

n: ~~ j( - pole wersor6w noraalnych do brzegu, 

~: ~s --+ · ~ - tunkcje plaatyczno8c1, 

~·-~x~O,~)-~ - MVJemftQ funkcja skalarna, 

~~~x (O,c:P)- t - &JIIletryczne pole tenaorowe napr~-
zenia Pioli-Kircho:t:ta, 

£: i})l(O,o:>). ~ r: - syaetryczne pole tensorowe odksztal-
cenia Cauchy-Greena1 
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Y, ~ S)( (O,oo) --+ J'" - pole wektorowe przem.ieszose
nia1 

J) 

(a, b) 

L,. 
(d ·)n 

i') 

- sbi6r liozb rzeozyw1stych, 

- p-krotny.1loozyn tensorowy 
tr6jwym1arowy prze•trsen1 wek
torowej, 

- _transpozyoja tensora ! 1 

- proste nasuni,cie tensor6w ! 1 !J 

- oalkowite naeun1~c1e tensor6w 

1; 1 1, 

- para uporz~owana eleaent6w 
a 1 b, 

- iloczyn kartezjanski sb1or6w ~ i2
1 

-·n-ta pochodna :tunkoji tensoro
wej, 

- gradient przestrzenny pola ten
sorowego1 

- dywergencja przestrzenna pola 
tensorowego 1 

- pochodna czasowa pola tensoro
wego. 

Wielkosci oznaczone syabola. .c~ odnosz~ sit do statyoznej 
rownowagi pocz~tkowej ciala. 

2.2. Pomocniczy problem statyoznie dopuszczalny 

Rozpatrzmy to aamo c1alo sztywno-idealnie plastyezne 
zajmuj~ce w naturalnej konfiguracji odniesienia obszar ~ 
zamocowane na brzegu 9~v 1 obci4~one w sposob statyczny 
polem sil zwt~zanym w pewien spbs6b z rownowag~ pocz4tkow4 1 
obci~zeniem dynamicznym. M1anow1c1e, brze& ciala ~~T obc14-
zamy polem sil powierzchniowyoh postaci !• + !o + !, a oialo 

http://rcin.org.pl



- 7 -

polem sU: aasowych postaoi Elf' + !;
0 

+ l• Pola sil t
0 

1 !
0 

Bll 

identyezne jak • - obe1~ten1u wst.~pnym, ! 1 l ident.yczne jak w 
obe1~en1u dynaaicanya 1 a t- 1 Jj. Bl\ dowolne. Polell statycz
nie dopu•zczonya dla c1ala SB obc14zoneao •t.atycanie pole• 
sii zdet1n1owanya powyzej 1naa)"waay uklad p61 tensorowych 

(~. 1 y,,.) n1eaaleznyoh od ozaau i spein1ajl\Cych uklad r6w

n&li: 

(2.6) {
di.\J (~ + v~,.§.) =-,E".-Fo-f 
~(§.) '" 0 

z warunkaai brsegowymi: 

f
(s. + 11u.. 5.) n = T. + T. + 1' 

~--:::: Q 
. t-

&dz1e; JJJIIbol • 1 odnoal Bi~ do stanu r6wDoWaJ1 statyo_znie dopuszczal 
nej o1ala. Przyja1jmy,~e roz•i~zanie ukladu r6wnan(1S)z waruo~iem 

brzegowya (2.7) 1Btnieje 1 jest znane. 

2.3. Wyprewadzenie n1er6wnoso1 ssaouj4oej. 

Odejauj~c od ukladu r~wnaD. (2. 3) z warunk8111 graniczny._ 
111 (2. ~) 1 (2. 5) ukJ:ad r6wnali (2. 6) z warunkaai brzego1f1111 
~.7),ot.rzyaaay nast~puj4cy uklad r6wna6: 

d1v(5~+vy.S'S+vo~s~ +voM-S.)==,& t- ~S'U. 

~.a) 
~(~+o~) 'o 
5'f.= " diC5a+&"ID 

.... d~ 

si = i'LU. +~voU.+ voiA.(H·v~)+tf~voU.,-tvt'u.vsu.] 
z w&runkaa1 brzecowya1: 

(2.9) 
(Co~ +yy,o~ +voJ&.o~ +v&!!-~)n == -Io 
l g~ -= 2 

(x,t)e~~~o,~) 

(x.ili)e-~~~<o,~) 
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1 warunkami .POCZ4tkowym1: 

(2.10) 

gdzie: 

Po~6zmy, pierwsze r6wnanie ukJ::adu . (2. 8) przes S~ , scaJ::-
kujmy po obszarze cB 1 wykorzyst.ajay wal'UD.ki brzego~e · (2. 9) • 
Dostaniemy w6wczas: 

Calkuj4c tozsamo86 (2.11) w przedziale czasu (o, t> 1. wyko
rzystujfl:c warimki poczfl:tkowe (2. to), otrzyauje•y: -

t 

5 .ElM--~,)d<il)+5T<~-~)dC9~+f)ij.tlifCtt-Yt)VCu-~d~+J~C§~)·~ d~ 
(2.12) £ ~~ i oil 

+ f s~u.u. d(ij=5£(y;~)~+ jrw.o ~)d(~ tf~ {i(!&,~V(u.~+J.(~"dCil)jL 
~· ~ ~ . s ~ 

R6wnosc (2.12) wyraza zasad~ zachowania przyrostu energii 
ciala sztywno idealnie plastycznego od stanu stacjonarnego. 
Lewa strona tozsamosci (2.12) przedstawia przyro_st calkow1tej 
energii ciala w dowolnej chwili t,a prawa strona tozsamosci 
przyrost energii w chwili pocz4tkowej. Wprowadzamy nast~pnie 
postulat statecznosci aaterialu)wynikaj~cy z przyj~cia , wypn

klego warunku plastycznosci w przestrzeni napr~zeu 
oraz stowarzyszonego prawa plyn1~cia. Analitycznie postUlat 
ten aa nast,Puj4Cfl: postac: 

a interpretacja geometryczna pokazana jest na rys.1. 
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Rys.1. Interpretacja geoaetryczna n1er6wnosci (2.13). 

Ozn~czmy pocz~tkow~ energ1t kinetyczn~ przez Xo ~ t.t, ~ ~V0 ~0 ciW) 
oraz skorzystajmy z faktu, te energia kinetyczna w dowolnej 

chwili t jest n1eujemna t ~ ~· ~~ c;l~) ~ 0 • Wykorzystuj&c 

warunek (2.13), tozsaaosc (2.1.2) :dostan~emy nier611nosc: 

oznaczay prsez B.(~~~) tunkcjonal postaci~ 

(2.1.5) 

cdzie 1 spelnia kinetycsne warunki dla ciala ~ i StosujC\C 

ozaaozenie 2.15. do n1ero11nosc1 2.14. otrzymamy; 

(2~16) } t,(\& -J!.o)d(Jl)+ST.C~-~d{9i)-' :i.o -\-!\ii.[i~-~v(g~~d~)·-R.(~~!L.). 
f3 ~~ - ~· : 

Jesli dla dowolnego ~ spelniaj~cego warunki kinetyczne zacho-
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dz 1 n1 er6no8 6 

(2.17) 

to czlon R aozna • wyrazeniu (2.1_6) poa1n~t6 bez za1any sna
ku n1er6wnosc1, witc: 

(2.18) 

Jest to podstawowa n1er6wno86 • teor11 oszacowan. Warunek 
(2.17) jest spe;tn1ony 'irtedy 1 tylko wtedy, gdy pole tensorowe 

jest okrealone n1eujean1e. 

2o3o Praktyczne zastosowan1e teorii 

ZaJ:otmy, ze spelniony jest warunek (2.17) o Pokazeay jak 
nalezy korzysta6 praktycsn1e z nierownosci (2.~8) przy znaj
dowaniu g6rnej oceny pr~eaieszczeniao Nier6wno86 ta przyjmie 
najprostszll 1 najbardziej uzyteczn4 w oszacowaniach postac, 
jesli_ w charakterze obc1tlzen1a g,. przyj146 sU:~ skupionl;l .& 
dziaJ:ajtlOll w punkcie x

0
)a obci~tzen1e !~ przyj46 r6wne g,wte

dy a&~~y: 

(2o19) 

Nier6wno86 (2o19) pozwala ooeni6 z g6ry przeaieszczenie ~ w 
punkc1e x

0 
1 w kierunku dzialania sily g. o Niech A• ~ > o, 

oznaczmy przez P dlugos6 wektora _!',. J a przez uP, u~ przeaiesz
czenie w kierunku si;ty J:, • Prz~ tych za;tozeniaeh ugitcie !. 
w punkcie x

0 
1 • kierunku wektora J ·ograniczone jest z .g6ry 

przez 

(2o 20) 

http://rcin.org.pl



11 

Na plaszcz:rzn1e uP, Xo zwi~ek {?.20) ze znak1ea rownosci 

reprezentuje 11il1t: pro&tl\ dla dowolnie wybranej wartosci ob-

014Zen1a P. Gorna ocena przem1eszczen1a jest obwiedni~ rodziny 

pros t-ych, rys.2. 

Rys.2 . Ilustraoja oszaoowania przy ustalonej sile skupionej. 

NajlepBZ4 ooent: a .ostanieay rowniez przyjauj~o wielko86 obci~ 

~enia P w ·tati sposob,aby tunkcja po prawej stronie nierow

nosci (2.20) OS1f\&&la ainiaua. W przypadku nieskonozenie aa

lych detormacji czlon kwadratowy w nierownosci (2. 20) mozna 

poain46 dochods~o do klasy~znej torauly Kartina [1]. 

(2. 2~) 

Varto zauwazyc, ze w1elko86 oszaoowania nie zalezy od rozkla

du prQdkos ci pocz~tkowej > lecz jedyn1e od calkow1 tej energii 

k1net:rcznej wprowadzonej do c1ala. 

3. Przyklad;r z~tos~wali 

Jako 1lustraojQ pow;rtszej teor11 pokazeay przyklady osza

cowan konstrukoj1 ObC14iOnych 1apUlSOWO 1 przeprowad~ porow

nanie s rc~wi~san1aa1 doat~pn;rai w 11teraturze. 
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3.1. Belka przegubowo zaaocowana 

R~zpatrzmy belkt o dl:ugo8c1 21,, szerokoscibi wysoko8cih, 
przegubowo zamocowan~ na kollcach bez ao:Uiwosci przesuwu i 
obcillZODI!l idealnym impulse• prtdko,ci w chwili poezlltkowej 
roz!ozonym w spos6b prostoklltny, rys~3. Dla upr!szczenia 
obliczen przemieszczenia w kierunku pod!utnym belk~- przyjau~ 

jemy r6wne ze~. 

LS h 
_....., 

X 

!4 2l .. I 
y 

Rys.3. Belka obci4zona idealnym impulse• prtdkosci. 

Interesowa6 nas btdzie maksymalne ugitcie belki w srodku roz
pi~tosci w zaleznosci od pocz4tkowej energii kinetycznej 
R6wnania ruchu opisuj~ce powyzszy problea dynamiczny pr~yj•~ 
posta6: 

Zwi~zki geometryczne wyrazone w prtdkosoiach s4: 

(3.2) 

Wektor sil: wewnQtrznych znajdUje sit wewn4trz,lub na powierz
chni plastycznej ~ , , kt6ra opiaana jest r6wnaniea 

(3.3) 
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Pr~-dkosoi odksztalcen1a spelniaj~ stowarzyszone prawo ply
n1~o1a 

Pow1erzohnie plastyczne 1 stowarzyszone prawo p!yn1~c1a obra
zuje rys.4. 
Warunki brzegowe aaj4 posta6! , 

(3.5) 
f W (O,t) = N (1l-1t): 0 

LM (O,t) ::: H (tt..~) = 0 

a warunki pooz4tkowe s~ 

(3.6) {~ (x, 0) = N{x, 0) = M (x,O) ::: 0 

w (x,O) ='lo 

N/No 

Rys.4. Warunek plastyoznosei 1 stowarzyszone prawo plyni~cia 
dla belki. 

http://rcin.org.pl



gdzie: N, M- sila podluzna 1 aoment zginaJ&oy w belce, 

N0 ~G'cbh 1 -M0 = t~bhl. - sil:a graniczna 1 aoaent 
graniczny w belceJ 

El;. - granioa plastyoznosci material:u_, 

W - przemieszozeriie w kieru.nku poprzecznym belk11 

€)~ - . pr~dkos6 wydl:uzenia 1 pr~dkosc krzywizny, 

.#J, - masa na j edno~tk~ dl:ugosoi belkiJ 

~ - powierzchnia plastyczna, 

A - nieu;iemna. ·liczba zalezna od · procesu obci&zenia, 

)
q. 6 , . - r zniczkowanie wzgl~dem zmiennej przestrzennej) 
~ 

il • - r6zniczkowan:J.e wzgl~dem zmiennej czasowej. 

S cisle rozwi&zanie ukladu r61111an (3o 1) - (3. 6) dla dowolnego 
rozkladu pr~dkosci pocz&tkowej jest bardzo trudne. 
W przypadku prostok&tnego rozkladu zostalo podane prze~ 
Symonds'a i lrfentel'a w pracy (8].· 
Z tego rozwi~zania otrzymamy zaleznose pomi~dzy ugi~ciem 
srodka belki w8 odniesionym do grubosci belki h. , 0, pocz~t
kow& energi& kinetyczn& Xo odniesion& do wielkos ci Woh2/L J 

rys. 6. w przypadku gdy J<.nL/Noh"'> _! J zaleznosc ta ma prost&. po

stac 

(3. 7) w' - ~:to ~., .L ·h. - No'r\1. .- 2. J 

a energia -kinetyczna r6wna jest 

(3. 8) 

Znajdzlemy obeonie g6rne oszaoowanie maksymalnego przemiesz
ozenia w8 w polowte dlugosci belki. Zgodnie z teori&, rozpa
trzmy belk~ obci~zon& w srodku rozpi~tosci sil& skupion& P 

rys.s. 
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LS 
lP 

~ ---x 

t ~ ·' 
Bys.5. Zast~pcza belka obci~zona sil~ skupion~. 

Pole statyoznie dopuszczalne dla powyzszego problemu spelnia 

ukl ad r6wnan: 

(3. 9) 

z warunkami brzego~i 

(3.10) [
w. Co) = NI' C.tt) : o 
M,(o) = ~(~L) = o ) 

przy czym sily wewn~·trzne nie przekraczaj~ powierzchni plas

tycznosci rys.4, wi~c: 

(3.11) ~CN, M)~ 0, 

gdzie: o(L) - delta Diraca w punkcie X = ~ . 
Vozna wykazac, ze nier6wnos6 (2.16) przyjmie w naszym przy

padku poeta6: 

(3.12) 

gdzie: 

.t~ 

P'N5 ~ Xo + r 5 N,. w~"'dx - R(wl ~.) 1 
0 

.Lt, 

R(w) \-J .. ) == t ~ N,.(H1-w~)tdx.. 
0 
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Z warunk:6w. obc14Z~nia wynika, te N,. ~ 0 sate• R .) 0 1 nie
r6wnos6 (3.12) upraszcza si~. do 

(3.13) 

Aby okresl16 w1elkosc1 wyst~puj4ce po prawej stronie n1er6w
nos ci (3.13), nalezy znalezc· statycznie dopuszczalne rozwitl
zanie uk!adu (3. 9) z wal'IUlkami (3.10) 1 (3.11). trklad ten 
nie aa rozw14zania jednoznaoznego, znajdzie-, zate• dwa roz
wi4zan1a z ·kt6rych katde •a tnny zakres stosowalnosci. 

Rozwiazanie zgieeiowe 

w~-::. o 
@.14) N., -:: 0 xe<o,t..). 

M. ::: &x 
(, 

p -= ~ t. 
Wstawiaj4c rozwi4zanie (3.14) do nier6wnosc1 (3.13) dosta
nie•y oszacowanie: 

(3.15) 

Wynik ten przedstaw1ony jest na rys.6a. 

Rozwiazanie membranowe· 

w" = We X 

(3.17) N-. = Ne 

M = 0 
p =.ZNcWc 

xe .( o, L). 
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Wstaw1aji\O rozw1~anie (3.17) do . Dier6WDose1 (3.13) dosta
n1eay oszaoow&Die~ 

(3.18) 

Dob1eramy _P w taki spos6b,aby wyra~en1e po prawej stronie 
nier6wno8oi (3.18) os1un~lo ai.Dimu., zatem ostateeznie maay~ 

Wynik ten przedstawiony jest na rya.6a. Rysunek 6b jest po
w1~-kszen1ea rysunku 6a wok61 /pooz"tku ultl:adu wap61rz~dnyoh 

5 

4 

3 

2 

o~acowarie (teoria nieliniowal 

0 10 20 IJ) • 

b) W/h 

05 

0 . 05 

Rys.6. Porownanie 8o1slego rozwi"zania 1 g6rnej ooeny na 
llaks)'Jialne uci~oia arodka belki. 
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z r ys.6 widac, ze uzyskano dobr~ zgodno86 ossacowania ~e 
s c! slY. rozwi~zaniem problemu.- Wzgltdna dok!adno86 oszacowa
n.ia zwi~ksza si-: ze nrostem pocz4t:towej energii kinetycznej. 

3~2. Powloka cylindryczna 

Rozpatrzmy powlokt cylindryezn4 o wys~kosci h, dlugosei 
2t 1 praaieniu R,z~ooow&D4 przesubowo aieprsesuwnie na :ton
each. Zal6zmy, te w ch~~li pocs-tkowej powloka jest Gbci~iona 
od wewnlltrz symetrycsnym i•pulsea pr~dko&ci Y 

8 
o calkowi t.ej 

energ11 kinetycznej :r:. , rys. 7. 

t =o I t t f t t t t f t t t I Yo 

liitiftiliiil 

I. 2l .I 

Rys.7. Powloka cylindryczna obci~zona dynaaicznie iapuleea· 
prtdkoeci. 

Interesowae nas btdzie aaksyaalne ugitcie powloki w srodku 
rozpitt.osci w zaleznoaci od poczlltkowej enercii kinetyesbej 

R6wnania ruchu opisujllce powyzszy proble• dynamiczny przyJ•4 
posta.Ct 

(3.20) 

Zwi4zki ceometryczne wyratone w prtdkoaciaoh ·~ 

(;). 21) 

(;

. = ~: w'wl 
~ = -t 

• ll ·· . ~ = . w 
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Wektor sH: weWD,trznyeh znajduje ai' weWDt\trz lub na powierzch• 

n1 plastycznej ~ przedmtawionej na rys~ 8 ,a zaprop~nowanej dla 

powlok1. oyl1Ddrycznej przez Druckera 1 Shield& [9]. 

Nx/No 
1 

\ -1 
-1 1 Mx/Mo 

-1 -1 

Rys.S. Powierzchnia plamtyczna dla cylindrycznej powloki [9]. 

Pr~dkosc_i odksztaloenia spelniajQ: stowarzyszone prawo ply

ni~cia: 

(3. 2.2) 

Warunki brzegowe aaj4 posta6: 
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- 20 

t
y, lx •. 0) = w l>c- 1 0) = U,(x,O) = 0 

~ (x, o) -:. N"'(lt,O) '"' M),.(}t\0)= 0 

Wlx\0) = Vo 

gdzie: Nx' N~ - sila podluzna 1 ebwodowa w powlooe, 

ux· - aoaent zginaj-cy pocUuzn:i, 

N
0 

• €:) 
0
h, M

0 
• i G 

0
h2 - sila. : graniczna 1 aoment 

graniczny) 

u, w - przemieszczenia v kierunku podlutnym 1 
proaieniowys powlok1 1 

6,. ) e"" - prtdkos ci ·wydluzen podluznycb 1 obwodowe ' 
w powloce, . 

K.x. - podluzna prtdkos6 k~zywisny. 

Rozw14zanie ukJ:adu roWD.SJ.l (3.20) z wamnkami (3. 23) i (3. 24) 
dla dowolnego rozkJ:adu prtdkoaci pocz4tkowej jest ~ardzo 
-trudne. W przypadku jednorodnego rozkladu pr~dkosci , · roZwi4-
·zanie zost&.lo podane przez Jonesa [10], z tego rozw!4zan1a 
otrzymaay zaleznos6 pomitdzy aa.ksymalnya prollianiowym ugit
ciem srodka powloki w8 odniesionya do grubosci h, a poez4t

kow4 energ14 kinetyozn4 ~ odnies1on4 do w1elko8ci Mob~~ .. 
Zalezno86 ta pokazana jest na rys.10 dla powlok krotki eb o 
charakteryst.yoznya paraaetrze c = tt;:: ~ . 
Znajdziemy obecnie gorne oszacowanie tego przeaieszcsenia pro

- ·mieniowego w8 powJ:oki. Zgodnie z teori4 rozpatrzyay powlok~ 
. I , 

obci4ZOD4 w polowie rozpitt.o8ci p1ersciel1iea sH: P) I'J&. 9. 
Rozwi4zanie statycznie dopuszczalne dla powyzssego probleau 
spelnia uklad r6wnan: 
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I. .I l . ..1 

Rya.9. Zasttpcza powloka obci~zona pierscieniem sil. 

z waruntaai brzegowymi: 

(3.26) (
w.to) = w,.~J.t) = o 
M,. (0) = M,. (tt,) :::. 0 

przy czya sily wewnttrzne Die przekraczaj~ powierzchni plas
tycznos.ci rys. 8 tzn. 

(3.27) 

llozna wykaza6, ze nier6wnos6 (2.16) przyjm1e w naszym przy
padku posta6a 

(3.2~ 

gdzie: 

1.1, 

P.-{' ~ Xo + t) N;~rdx - RCw}Vl;), 
0 

.u. 
l.o = f JM-· .:l'cx~O)dx. = JLVoi.t,, 

0 

J.l, 

R'w) N~) -: t J N; ( w'- w~)' dx • 
0 
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z warunk6w obci~~enia wynika, ~e •x ~ 0 zate11 R ) o 1 nie
rqwnosc (3.28) upraszcza si~ do 

J.f. 

(3. 29) Pw5 ~ Xo + f- 5 N;N!\n,. 
0 

Aby okreslic wielkosci wystQpuj~ce po .prawej stronie aier6w_; 
nose! (3.29)J nale~y znalez6 statycsnie dopuszczalne rozwi4za
nie ukl:adu (3,,25) z warunkami (3.26) 1 (3~27). Uklad ten nie 
ma rozwi~zania jednoznacznego, znajdzie•y zatea dwa rosw1~
zan1a z kt6rych ka~de ma inny.zakres .stosowalnosci. 

Rozwi§zanie zgieciowe 

W~o= 0 

N;; N~= 0 

M - &.x 
~- {, 

(3. 30) 

p = l_~c. 

Wstawiaj4c rozw14zanie (3.30) do n1er6wnosc1 (3.29) dosta-
niemy oszacowan1e: 

(3. 31) ws ~ 

Wykorzystuj4c takt, ~e U
0 

= i·N
0 

h mamy ostateczn1e 

Rozwi§zanie meabranowe 

(3. 33) 

~· = -~xt .-(i~- fR)x 

N: = No 

N&- = N 
M• = 0 

X 

xs <:O,t.) 

04N~No. 
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Wst.awiaj40 rozwi"zanie (3. 33) do nierownosei (3. 29) dost.anie

•Y ossaoowanie J 

(3.34) ws~ ~+a+ PL NL' 
" p ~No - l~R. 

Dobieraay P • t.aki sposob aby wyraienie po prawej s~ronie 

nierownoaoi (3.34) oai4galo ainiaua, sat. .. t 

(3.35) 

Najlepsze oszaoowanie ot.rsyaalibyaay opt.yaali·zuJ4c praw~ 

st.ront nier6wno8oi (3.35) ze wzgl,du na ~. Znalezienie ana

lityoznego aintaua prowadzi do taudnych racbttnk6w. Zamiast. 

t.ego przyjaieay dwie r6~ne wart.osoi na N. Je611 N • OJt.o aa

ay oszaoowanie 

(3. 36) 

a jesli N • N
0 

t.o dost.aniemy 

(3. 37) 

Wynilt1 (3.36) 1 (3. 37) l4czn1e z rozwi4zan1em zgi,oiowya_ 

(3. 32) pokazane l!ll\ na rys.10 1 rys.11. 

Na rysunkti 10 przeprowadzone jest poro'Wiianie so1dego roz

wi4zan1a na ug1~o1e znalezione przez Jonesa,z2oszacowaniem 

dla powlok1 ltr6tkiej o charakterystyoe c ~ i! = 1. Podob
nie jak w przypadk:u belki dokladnosc aetody oszaoowan jest 

dose dobra. Rysunek: 11 przedst.awia oszacowanie przemieszcze

n1a powloki dluciej o oharakterystyce c • 96. Warto zauwa

-tyc, ze • tya oszaeowaniu aaj4 Ullzial wszystkie trzy krzywe. 
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N/h 

5 -----4 -.,.., 

"~---

oszacowarie (teoria nieliniowa) 

Rys.10. Por6wnanie soislego roawi~zania z g6rn~ c~en~ na aa
ksymalne ugitcia srodka powloki kr6tkiej . 

Rys.11. Oszaoowanie g6rne agi~cia dla powlok1 dlugiej. 
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4. Uwagi koncowe · 

1f przedstawionej pracy podana zostala scisla ogolna teo
ria. oszacowan du:tycb przemieszczen dla oiaJ: sztywno idealnie 
plastyoznych poddanych dynami<lznemu obci~zt:miu. Zagadnienie 

oceny gorne~ na maksyaalne przemieszcz~nie zostalo sprowa
dzone do znalezienia rozwi~ania statycznie dopuszczalnego . 
Nale:ty zaznaozyc, ze w aetodzie Ua~~ina 1 Pontera wymagane 

bylo scisle statyezne rozwf&zanie problemu CO jest spraw~ 
. znacznie trudniejsz~. Wykazano, ze warunk1em stosowalno~ci 
teorii jest aby tensor napr~zenia byl nieujemnie okreslony .. 
NakJ:ad pracy przy takim podejsciu jest znacznie mniejszy w 

por6wnan1u se scisJ:ym rozwi~zaniem -dynamicznym. Nalezy zazna
ozyc, :te gorne oszacowanie przemieszczenia niezalezy od roz

kladu pola pr~dkosci pocz~tkowej w ciele3 lecz tylko od cal
kowitej pocz~tkowej energ11 kinetycznej. Z tego wzgl~du naj
lepBZ4 dokladnosc oszaoowania przemieszczen w danym punkcie 

ciala uzyskujemy wtedy,gdy pole pr~dkosci pocz~tkowej jest 

tak ~ozlozone, ze powoduje najwi~ksze przemieszczenia rze
czywiste w tym punkcie-. Analizuj4c przyklady Uczbowe przed
stawiorie w pracy dla zilustrowania metody,nale~y stwierd.zic 

dobrt~: zgodnosc oszacowania ze znanymi w literaturze rozwi&

zan1am1 8 cisl:ymi. 
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