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DlY dla ~owol:n&go ../1 ~ 0 -l;la:~~puJ~~ rela.c ~-e 
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- 11 -

. _ ( 1.$-f -L _ ~ ) 

_·p, ( ·-fiT) .z .r"l~)+E-
0 '0 - w-ob:e:o d.owalno-.i;~ . ~ i ~a.tn1.e 3 ~duor~ditos:ol . p"' . 4&~ e..:: 

PM{~~) ~ I~ !P.~\.tU1 
. Za;b.em 11JOb:e:o d.:adatme j j.ed:nto;ro:cino ao:i P'to\ otrzy.mana n;J. er6wn.o ~:6 
j •&.si; prawd-n-.a dla ~ :y.-0 _ ~ - st:p mamy. 

PM-(~)= _ r-~ c0 
s-tem 

. . 

) ~ -· ~~-~ lp~C't\S.) 

I(- rPM c.~) ..:::;_ : r 1'1 o. '\) J 

akEfd j-ut dla ·· C. =F 0 ~ 

P-M (~'\5-.l . ~. li.\ I PM ~1\9 } 
Za't'em stw-ierdz-en:i.e j:e·s.t udi?WIO:dn-io·ne, bo • przy padko. ~- = D je-st 

ono banalnil. 

RIO'S~ 1 .4. Do-.o.lna p~-.e,~trz.<e-h ·w·ekto:rG.~a V t :opolog.i-zowan·a • za 

-PGmDO:El ~!):(l~ny p·6J:IllO'rJil l Pl (·) =- ~ E: rr s:p:el·n~j1lo-ej •aru:nek . (h. ) 

j·e:e-t pr.z.&atrz,e-n~ Lo:KA.Llnli 'HI'.UKI.4 Hausdor~a, w kt.6rej ·ka-t·.d·a 

pehlrorma p.·6 t.e.j ro·d~i.ny ja.s·t . ci~..l&·• (:ldnot.ni.e, d.o.-.oln·a p·rzce

str~an Y LOKAiNIE UPtrKi.A Ha.u.S>dorfl'a jes·t p;rz~•trzeni~ w~~·kt:o-
. roY.'l t:q:~o1ogizuwan~ za . p·omoci.Et_ ro'dziny p6.hmrm, kt6re s-~ funk:ojo

nal..a·m-1 IIink:ow:·ski.e.go ..-e:R(ystkioil lfi·puir2:yc];l, 1t'y.lft&:Znny..c.h 1 W'chlani.a..;. 

j E~;cye:h zhioraw . otw-artych • przestrzeni V • 

rni'A.GA ·1.1. Nie'a'h V b~d£ie pr~&.strz-e:ni~ - wektorow~, a {"Va~-: ~c:.A} 
- _ro·d~tn'4 pn·dpr.zes-trz..eni w~kta.ro1ry·oh pr.z:estrzeni V , przy c.r;ym 
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:...· 1i2. -

-t;Q·-:··~·~,-. A• ·~· ~~ -~. j8~ .i~ .· ··. 
fi~" ~~", · ~ ~ a•oav~ -'·f-"~ ··~~- -~ .. j; 
naa$ft~M· W8m$ek;: 3ee.]j. ~t.. ~ ~ ~ 1m~~-$1& .·• ~-~ . 

·p~.& d,~ Z' ttJ"l.til: fDdUk .... S· ·~cZSJli ~ e .' 
·a.~· ~ v~~---~. · ,... 1, tq1- ~e· sb-lory2~~ 
1:-a ..... :! ·~•· U, 'k.t.:G~ ·.c,.s.~a:! ~waJMi:t~e· Vn~ 

· ~ d(;~A. ·-.. "$lit~ 4~-.r-~..tti w. ~ . ~~a-~-~ 7!=-0,, . 
$ ~OJJllil ~~ • '(-:.~-~ tioito!l.~· ~·e.y _. in.- : 

. ·4~~ ~---~ -~ ~- ~ .... 
. :~ vlii.~~-~~ ~ ·•~e. i ~~- r' ·v~o 

.. • pr~~ ~ , ·_~·~. ·~• - · v=e:em·rv. voc~ ) . 
• · •• . 1 «: · · . O(e4 . · · · 

t-m .• p~ . ( .· 
' \ 

. ~. . . . '79' . " . 7 

U { V ~At§ ~.~ .... v· n . ~.o7 ·L7 . = f' 'Pe lll';.j~.:-
- . A -i· £ • u = £-- .• . . :·. · . ~ · ~ .· / .:J . .J ?- ; · 

1
":-__ , r_ ... 1· 1 . 

< • ..,.. • •'<;4'""· ' • '. • j~l •:. 'd I • ,} I fT fT 

~te'Ft qP*b'.a· ~~~m· .1 -~, · ~~o -~6 a¢l-
·• U/1~ .3;~ -;~m l ~ ~EMI Y"=:() 

·w ~.ett! X · ~ . ~.6~ -~k~·. -bakich \padZ'h-.1~6• . [~ ·. 
qd;,~da.3f~eh- ·~~-- ~~~ ~M~e6· ~ s~i ·~~d 
p~aw.ow;r -~ •lamentu .1):(} vr.Z~t:r:z.earl. '}T' ' t,m. dO.o.l-

- :ll)t:aaZ'e.Dii;e e:L~w tr= o • · Jlir'ZelSb.-,tmi V ·saw1.·.~• · ~O!Z'em.e 
~ac4:·. U .• · bnatrz:,n V s tlopal~' ~fey '~du~J ~ 
pa-·-~~ ~ ··,. ~E-A ,· /"akonst~ti -~ v~e~ api~ ·Efp.o.- . 
s~6:b/ a&~ .krdt:ko gnm:Lo~ ~ ~~rlnrmr1 X' , O(~A.. 

f I ~n1.ki$. !mlikc;j:i f . , rlft•or, H!ia.c:uD~F . 8.Ql! f. · · , ·ae&~ 
ua,jmni.:ej,a~ .d ·OQ!(kni ~~¥ _p.od:izld~ ·• J2. , p_-qa 'kt'6ey.m tm:11m j;a 
f ,.B!Ji;k~a.; . 

~ 
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·- ·11-

• ~(~. akr.S~~ ·~ ,Po!Jl:o.~ p:&~o:r.a zd~~l:h w prq
. kZ'Ji~e .; .. 2-~ t:op:olo:g:tE;· ~-' ke_ ~~(J/} ·•rtiaJU.s ri-ll · pr~~~--
. Dill' 1-o.D.~._ ~ln~J:tl,~S-," · ~~ ~.· pr.ze~s~end. .'~kc.J2)., 
. ~zj_.e k. · pr·zeb:i,&M ws:qa:tik~e· pto~b,j.,qey · ~--• -!2 , a·zrn•cm·,.... 
· w ·s~o].em ~:(.12.). · · 

. ··'!:~ech V .b1§d.~i:e J)~-~en'i·fl· W~ttk:ti:G~~ · Z~·W. ws~y~- . 

. · ~~h· ~.1oD&i:e* -li~~cm fl&d ~~~~e~i} -v Q.-~ · . 
. ~, V . ~ hn~a 'fl7~·~c-i:a fi•· ~u&J.ti :f•i;m:kClJ·ouL.Ow· 1·1-

. .ia1:·~.h j ·etrt ·~"t~·J.~e rl•t.e¢z-.1,~. 

M'WIE'Iinz:EN:f:E 1.~. D~- d.1lJFOln,·e~ e.l~:t'U f.T . pr-.»QV~1 ·v · 
:Lstn~etj;e taki :t'Ul!ffi:j·o~. 1±:niOW7 1~ V!, n · ·: ·. f(GJ")-/. 

ne.wdn.. :~.em!ent fJ' JD!OS·n:~ ·dhl-lto~W:O cto ta~.o. ~ po~i~r..li linimrt.G 

~.na.;t~'Zn:e·g<O . ·L. , . ~ lR§l~· .z ll" s:tmnlc:J!Wii~i on ba-~ · pl!·zes'tr:z1mi 

· \T. ~~ n8 eL.e:me:ntach u te.~ b.. /t.-u)-f 1 : ~~-n~
·j!i;o l·iniow·~ / ·n'll: pr~•:t~~~- 1/ o't:r.~~e:q: f~~~~- /eV-.; 

~e:O'h 1. ~~~i.:e . n±.e::~,ea-~y;.m· ~~J·~·2Mn· . l~a.~. ne.~· v, 
H- P~~h\ ~~e~ct ~~as-t~±a weJct:u~. ~st·:ez.e~· V . 

'1 . r;~Mo · ~ 1-lv [tii.}. . r :o.zii}d:.na ~--~~ .. n. -v.~ .dla d;o.'O:l.m&8.0 u.jl-l .. 
}.st:ot.ni.e ; j-e.Z.el.i u-~ ·v· - tit? v - /-lcttJ/.,t(~J) u.. .e- H 

. · Za:be:Jn ,ni.e :Lst-m.e·j ·e p.-odprz;es:t~. ~o~ • V .--ier&j~c~ 
p:o:d~b.e:strz.en f--1 . , -tzn. 1-1 j 1&s:t ~l;n~ p,e:dp.;zlf!l!l~~~ 
w V. O:u~tnie., ;t.e:t:eli H .1~ ma~l·q p;o:d';p~tn~ni~ 
• ·v , .. t"O i·s-t.n~ej:e b;Jd. tlmkc.~o~ lin--1~ /-, z• 

~- 1
({ o~? ) = fl 

I-st-o:i:·ni.e, i.B.tD:i:ej~e e.lemcent u,¢'J!~wroii·O~e eo:tro~ e.J:e-

mcem, · pr·zes-t:rztecni V . .om-a p~s:e:d:s t-a·W<i.C · w p:o~·ta·.o~ V"+ 24- t 

~tiz:J.,e 1/ e /-1 ; · £~adz·i~ w.6:w.o-Baa · • :f { v + A..u) ~ A. ex , · p,r~~ 
e:eyci' Q.,-:;r: a : •. O.oz~i.S.ci;e · f znik:a mi '4-. lt&ksy.maJ:na p;o:dpr.ze-

- s-tT~e:n. H PrZ:e!lf~ZOZ, ni -v~ n~-- ·&1:.~ l:ri parp.Od.'J'rZ':6fl'"tr'Z'ald~- · " 

•-za'! ·p:ezio.ndQ;~ -:£e t;ri·eslell"J)'~-ge fmlro.j.ona:t~ liuiow.oe5'0 

f , t:an .• ""df!=! V'e V ;· /-(tJ")= ot , /~:0} . , .. .z~ 
idi,nicSri'§· h_~P:~p.l·a1Sml.ey'Z19.:! Y. \/ ~ 
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: •. "'!' ·=t4 ·- -

Zbi-ary · 

.. - . { .f:J:6V = f (1/.) ~ or J · .~ E :~~ v_:: tr0 > oG J 
. · '\ . . . . 

. i ri-c-1/: . /.(~ :~ oc.J . · / { 7/_f=-V; 1-ttJ;) ~ rx} . . 

· ·~~ ~'dp:cnri~:o._ ·o.~mi . i .d0JIIlcrl.;:tp1 _p.Qlp-~e¢~a-

.t~~~~~·"""~ . 
. . p.o.!ip~str.,~ v~~ifend. ... v ' .~&.re.~ el-eilrelnta~ q f:lm:_ , 

· kc.j.ana~ : l±lrl..o.~ 1 a:i~e!, ·~mir ~~s-mi" ---~-t.a~ 
tcrpol:agk~8 i V ~ · . . . . . . 

. - . . . I 
.. ~vp.~., · - - ~jtma.L .~1,nQw:.r r JteSt cn:w,. ~ 
.. y ... · .. fie:cW j,: "tjrl:ko . ~£W,· ·!d£1 ).::; Q%t ,~-rd:c·z~y· 111' -~& 
ct.:e:cen±.u -tt'= () ~ ut:Jrtni e:, j:~z~e'li . '/teo) l ~ Oc ,oa _77 ~ to · 

· l·l£r1-)1 ~ c na . 5rix;-1l7 · , . -zat!BII jle:s~ o.i.~ dlS. v~ 0, 
ast~i ·uaV • . 

J'l,eah· V b.~dz.i.i! ~·zr .. a~:&~ni4 l.Q;ka~J "'!Ptrkl"i a f> . 
ni,e.Qlh OJ!m&Q}• ta~ _c;:.i:~ p6~~:' Z.e , I / (a-)I 6: p!v) 
~aobo:dzi d:la -~N'-a·ttiah Ve V , .. &.:etztlilS t~o j ,onal . I ~.arl 
a-it:tro, bowri,em ~~es.t; .em · G'gl!~ic:~oow a ct-o·c·zenin { -o·_. ,PCtJ;)~ f]. 

UUGA 1.2 .•. ~e-aell I jtesi; ~a.j-ol$£em l1ni~ i O·Umb"•• to 

· .J !{·) 1 ·. j ·est tti!m.ut_ pn2J1.~1114. • • 
4 

UWIAG.l ·1 • J. Ji,tmero-V t.tm1ro j o-l21ai1: . l±ni:CJ~~ey" f j~es.-t ·w p·e.:C.n,i o.kre_s-

lany p?ze .s•o.~e ~o., t'm .• .z-.b-16-r . 1-1~ .1-'({o]) _ , or~ -

' -w:artn~o .d1a e.le:merntu u(' J./. ·Zatem :tm.lkaj-an:&2: linib.Yy . m.o.t
na 'r;a dia.C pr'Z(e:z p;odanie . H 1 ele!lleltt:D. « , 1r ti6·eym Jr-u}= 1 . • 

. . 
L:UA.T 1.1. : Riaah ·j ~dzie :ttmkcjo.nalem lini .o~m nad pr:ze:str-z.e.:.. 

ni~ V , . H= ~- {foj) , -ft -u.) :.:: 1 1 u= {tic V:: I f.[v) I£. 1}. 
J eZ.eli .. j,J j .est :£h'i orem JrYWS.ZP'llY'm, t :c ( fit +t hi) r1 /-1 = ¢ 
ned7 1 t;-lko Ttedy gdy kJci/.. . · 
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w·~:o.~ ·If'~~ . ~ :v .. .t&aeld . . "tk~w ~ to . · /.-{ -u.- T "'-! )= f-+ llv},.V 
. gdy.t . G:Je. 'kl , a :wi·E;O (~+-1;-d ) i""'l 1-1 == ¢. • Irow·'Oc} .., :d~r.a:~~ 

·rlr.em.~ j1es:t~ d:c;nr.odem · ~~:ros·t. ZSlaz~,. Z.,e k/$~1 ·, w!Ob~o tie

.·. o. ±rlirl. e.j e · ~:ak1 e.i.l!·me1li.t . . Ot: -'"./ , ~ - ·I .ft'1r) I . ~ · 1 · . ··t ~-
. •J.·s~o:i:.e 'Wa:b:~c ~qpen:i·a hi - !-r;) e.t./· ·, ~em .. ·oi /u - _.£.)-=, . . . ~ . rL k~ 

. .... . . . . . . ' / 1!(1:': . 

, . a· w.i'~ :u-J;}f II._ bm~ (u.+k/ )!tH+¢ -= 1-: 1=.0 · ~ 

~ :Pr:ziec:~ .-aa~az~ni:i:u., . a w:i.~ a..at j;·ea~ u~=dni.mcy;. 

HIERfl:ZENIE · 1 ... 2 -~- Ptl:D;ko.j:O~·l 'i in.ioQ" f. Qld p:rz~sn1.~ W.eld~. 
X:PY:~ ·~j);ol:o:~i.o;~ V Jew~ O:iJ4.giY . ~ 1 t.y.lko :rte.d'Y~ adY .3-e-
g;o j:'id-r~o 1-'aol) j:e.s-t d:~:L.~Jii. p-o:cl~"tZ'£~ili• . · 

. ' . . . . v ~an .• J e eJ.i .r ;t·esi! 11m. . .,..y~ 1 o1 .~~· ~.n~j .()J:l'a,d:·em n(a'a ·, 

te .f-: ·1(' [ (}J) / .tu:t n:a•:i:~~v.e jalko pr.:~e~c:iw!onr•;z Zib'i~ d-mi- · 

Jmii.~t:e..;o _;. Of 11' /R ~ 1 
D.o.;d : d-ru~ · strQ1'1\~ apie~a s·i'ft ~a lema:ci.e 1. Wi&.ch li~/{f.oj) 

·b:~e d-~i~rt:v<m p:o:d~ibaoll"e• w \7 1 ni.adl . V= { Ve V l·l rv.H4 t}. 
J,e.!b:ell / nie j~n :t'mkcj·olllQ·e:m ·z·.er·orzy11i ~~~.'Dy. tto:k b:v._'L<:O., / ~--
2:0·~ ei!!i'gly,111 fU>n~o j 'c::rn'UIJ:eti:/ . to ·iatnLe·j·e tui el ·e,m.en:t · ~ I H=H, 
!b;e f t"U.j = f .. · 'I·O•'!Y-&c tte~g:o i ,s·tni e j . .e wy.w.a. Z·Oll'e o't o~QIZ:&lni:e ·'AI e.iLe-
IMlrlt= t*-=0 s · z;e - ( f.!:+ .k l )n H= ¢ · , s·tlil\d nra ~'0:03' le~~ -1·.t , ley~ ... 
nika, 5e kJ c: V , a w~o · fD.tllk~ j oa.a,£ iil'I6. owy j:est o.g.ramd..aiD:l7 

l:l:8 . N ' , a wi.~.o · ;J,e:S-t ~iEiS~· · 

SW1rlEIUlZJ'N.IE 1 .. ) .• J .aU!li J-1 j•e.s·t p:o~-p:r:ze..strze;n'i~ re:ktoira-.ll 

p~e'l!tr~e-ni ~-e,ktn.rwej t ·op.ol·o.gicz.Dej 1-r- , , t:o do.mkniE:c1.e ' .1-t 
j~es·t ra.ni.e:t p:ad~e.s.:tr.Z'.e!n-1. , . 1f'e·kt or::o~ w- 1 ,-r- • 

· Jl.()lfOD~ N':i ·e:eh . u c- h , V i: H a u ni.e-eh b~.Q.-zi.e ot o-o·r;-eniem o- 0. 
. ' . . . 

. O·cz~isc:ie isthieje o·t :o:c:zenie W :ta,ki:e, te W+ hie_ V. WIOY-

cr~s u.. ... h./ i Z.J:+ k.J. ma.J4 ~kt~ 1fS"p;6lne z H , w·o:beo 'tle~.o · . 

U.J.il"+.h} r6wni.e~ ma puxrltt:r · li'!S:.p6lnre z 11-f.H-H , t-z.n .. · u·v~f!, 
ap·alOrgio.r:nu poaz-uj:e si~ ;. z ·,e j·e.teli Z)'~ ,q w · ~oe: H dla 

d:owolnyo:h ?u ; _IR • 
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. - 1'6· - :. 

·~~~~~-
.ir -~- ,_ -• : w · ~~~ J:it:>H -·~~ ,aD~ "~ 71~1#.,: ~~ · 
_;-w -=:;tt:'v.. ·· ·. . : - · ·. . . ·. 

--==~~~~~~- · :::::::: :.= :::~;:a:-::z ~ 
:.~~·.,.,·~~~-~~·~ 

!::~E··?r~~::::: 
pr~rir~~ _..:t:bQ i~e.~~~ ~ .·9--~-t 'rkt/ l:J, · ~ :a~~ 

· ~ ~ar:awa i"OlZp'i-~'ta ;~ ll~PT.-ri~~ /-/1. (!1. t.• .-~~ 
'l ·fi:clm$ JJ A ..• 

; . 
C ~H+uA.A + . . J\>o 

c ~· H + L/ .i\:4 . 
- A<C ·' 

OoeywUa:i:.e- o'ba. ~Mozw ... &'ill_,~ i ~o ~ 

c;..(' c_::c ¢; . . . 
Ist'otilii•, je:Hll . w-~ C..f 1'1 C~, to ~ w:--= ·ho~-:A..V .C}; ':.z'v-~ · 
gdzi.e · h, h "'€ H, • ~ v~-4 1 /L,.. 4;> (-). noqw·1~.~e 11iBW 

f./-h-= M+Xvr a rlffd ('iiu--~oXV)/( ~+X) G H .. 
i r :6Wnoe--sesnie ·(A tr+ ;:;t..."o:,.y.('/\-t- A." ~ A ck.i:~i ttp.u;ltl . .llS!o.i 

z:lli.o:eu· A ; a !r"b.lci .maw ~ . ra·z~ci·slS ~. 1 -C ~ • -
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R:o:~ t ,eraz :~a£: H v ·(4u C_ -:/;. V •. W t)'liS .. 

jn!~ ist:nie.~.e element u. , . kt;6:ry ni.e nal,~ ani do H ani 
dlo C+ v ,C_ ~ Ro-.-pat~ t-er.a ped;P~.e:s·tnen r.oz:¢-~t' na p:o.d-· 

~I!J$nom-ni H ~ ~lem~i:e . ll • J,ne::l:i . ·bJ till p'Od:.pr.ze.11-tn:en mia~ · 

ha ·.element .Bp• ~. ~ ·z- · pn.d:niarem A , tn ~"tn;~.ob7 tatie. 

C..:j=O . , 2 

U..= {-\7- + H 
'Ito.. 

a.le w:iadomo, i.e '?.tU- + H c C.+v C._ , co •tan:tnr.i sprze,o:z·n:o~6, : 
a wi~. po.d:p~·z,en r~flta na. p.odpr:ze:str.z.eni, \4 1 eleme,nci:e 
u.. ni.e ma· p1m.fct·6:w -w.sp6.lny·o.b e ·z:biorem A • 

. RaZ1r.a.Zmw' j..e:a:zcz:e pn.z·osta2y jlrz,-pa.dek., ·a mtanorlc:i ·e . 

H. u C..+ u (_= V . J.et:e.li · H 1;1i.e j ·e:st hi.p:M1J!Uip.rz·estrzenil\1 t:o· 
is:tni~j .e ~·ki e.lem~t . a. .~ c."t- . ' Z'l! pndwz·e•:t.rz.en G rozpi~i;·a 
na · H 1 6. nie · p1okry.·• 'si . .£: z V I d1.a h1.p..~rp:o.dp;rse1str.z·~i 
1 e.lementu.· a mall!¥ nast·~uj.li}o-y r.o.Hlad dio.W:O.lnego ~ ~V dany 

•.z·.orem ~-= u.. + ~ o... , . gd:.s. 1-e u.. ~ H , pvr. au. 13./ , . t ·m. ist-
-fto.) . . I 

. ni.eJ\e taoki e.lemeut 'b-E c_. ·., k:t'Ory n:is nal~y do G ~ O'kre·S~ . 
fnnkej;~ -tC~}= (-\-C.)~..,. ~iT . ·-. pr·ad.ziale to,. 1] • ·lfa . ~:o.dstaw:i.e 0.1.q-

_lo1$c'i . te.j. tunkoj·i 1 fu:bu., it C..,, C._ ., z:b:ioram suartymi., 'ma:_ 

mr cbra p;o.cti5:bi~ atwart•e 1=-f\c .. ) ,. d= ·fi(C..) w ~:doinku [o., 1] • 
o.a.Q!Y:i,..s,a:ie o" 11 +~J o~ I~1= ~, bo•i.ea C~(\ (_::~! fieoh 

cJ.. = hJ.p t '& ~ ~ ~ 1) ' W'O•o:zu / 
:' ' 

d.. E 1 ~ cr c;. CJ -(\ n ::z:. cdC\ c1 

Wolrec t :e,go -t~c~..) 4- 4.uC- , ut:em fl.l.) E. H tn.. (1-~)CL+~tr E: H ; 
al.e -t·~kt t .e'l!l prze,c·zy t.emu., t .e l:r"f G , a -;.o o.znsoza, . it p.Od:-
pr.zestrz:en .H ·;re,st hip:erpo.dp.rse-s:trzenill w V 

. / 

T~IERDZENI:S 1 • 3·. H.;;.e.oh A b.~d·zie otlf:al."ty-m 1 wypU:k.lym p·~d.zbi.o-. 

re:m prz,estr·zen:i: 'lakalnie wypuklej V a M - podprzes-trze.ni~ 
w \f ro.zl~o.m:Nl z A •. W:ow.c.zas istniej e d·omkni~ta hip:erp·odprz·e
strZ.eil. H Zl*Wi~rajlifC~ M i rozJ:~czila z A. ~ 
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DOJful, Iie~.h E. ~b1r6~ ~&~~te!ah p.~.dpr~~~rir~etd. w V" Zarl~~-
~.A A· ·z ~ · .j~:ch ,-, .1 rat:li\C'JUU"Qh z .. • .go.<b.ll,e .z akao~j.a·t.em 1ey·bmu .. 

/par. LEU! m&J:!OWiSKilG:o-zoRK, · [1] · I~ . kt6±y rlo.su_jeGif d.-o 

trY.w.1a1nego. 1·anc:~ . ·'e = { M J Wli.asnj~eJJtv, .. te ·w e. is-bni~ 
}e el·~~i:J:t .. maik&y~i~ Jr{ ·, kt{n:iy' . -iera ianeuch e . N.lec:h 

_}-J ~:dzi:-e ~ te.~fomi!tog~.~CiGAQ} Wt.t;S:zys:t :kiah p.adpr.z·e·strE;eni 

11ale~~cn ·aa . .A! ~ oe-..ita:i.~ 1-1 3'est- p:O·d:p~es·tr:~ .. w -v · . · 
ro,'Zl~-- ~ A~ 1 -.:i~ji~~ H. : • . h · m:o.oy le.matu 1 •. 2 j~e-at ~ 
h1.JH¢P.~Wmtrl~~ ·io:w-ie~r 1r praoi~ lrfll·ad:k.u pne1:,z,ylo
by t.o mau:;mzalnO:ao.i ~cu.aha . Jvf.. /mo·,z& bw w:01r~:zas d.o.l~czye , 

do /rt · Jtod}tr.zestne.n :rtO:z:pi~t4 na ·.zbio·rse 1-:IU'{"tL} l, nadi:n 

;, i-1 je·st: z:biore:QI d·o~ni.~;rm" ,·bo .w pr~e_c:i~ wjrpad:m 1-1 ey·l .o:.. \ 
• . • I 

b,- ~b:iorem g~.s:-tym 1r 1,T jpo.r. st:riel."'d-z .. e'ni:e ·1.4 ·. l · 1. nie bg;to,... . 

b.y Toz.£~o·z:n.e z tadny.:m dli.or·em. ·abJa~, a wi~.o i w S!Z:O'-Z.8lg6·J,:-

. nos·ai z A , c·o . konaey a.owild.~ 

DIO$K. 1 •. 5·. Dmr~lna p:o.dpn.erlr~en d·ollkni.~·ta M w· l.oka1Do . 

,ryp.wkl:e.J p:r.zre~ze~i ·v- J·est ca~s-o:iq •spol~ /przek:roJ·e1DI/ 
ss·eyst'lrich hiyerp.o.dprZ'.es·t-rz.eni domkrl.~tic.b j~ zawiera·j~qy:al!t • 

• ' · • .. ~ 4 

Dti?fdD.. ru·eah a. f M ' • ·o b.e·c teg.o i .s-tzri e:J.e ~o·t..arte ot'o;c.z·~e 
wiyPllkle A . ·el eme·ntti a ro.zl:4q.zne ~ M · ~ h .cll'Ug t:wi er.dzania 1 .... 3 
istnie;Je hiperpodpr.z.astrzen doiJl!kfli~ta H.«- zawieraj.Ef:oa M 
i rozl.E~oUta s A ,' zoatem a..¢ Ha,,f s.t .qd j'UZ wid·a.C, it .. M:::()J-Iq, 

· · . . · ~ a.6CM 
--~ • J · TWI~Z'ElUE 1.4. /o prz·edJ:u.Zani.u ~~o.jOllti.lu/. llieah p( .. ) 

· b~dz.i.e ·p:6,;tn~rm~ na p·rz.e,strZ.eni •eJtt-OT:O\f'ej V , a f ni.ech b~-- ·, 

dzi e tnnko J o:na£ em lt.ni owy.m na :p odP+""zes t.rzeni 1':'1' w Y , kt·or&- ' 

go warto.soi na t'vf nie pr·zewyz.s~j~ w:arttlis.ai p n IVJ • f6w-' 
0'~2'8 i stni e j e . f'u:nkc ;j 011&2 li1ii o:w:y r na \,,T t . kt6ry 1 j ea:t PrZ.e

dluze·iliem 1 na vr 1 j.ego wa·rte:ei· n1.e prz,nyts.zajtil .a:i-t·Qsar . 
. . p~ln~rmy /? na y; . · 
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'. _D9oJJ_~ -_Il.ech _V ~~zie . .Y~Q·s~ze~ef w t-op~:l-o-gi.~- o;kr&,lomt p61- · 
-~rmf:t _· f' , ·~ a 1 · - _ V':c:{u~v: pt-uJ<-1 ] · . ·• z-~6zm.y, · te 
. "I-* o . 1 n.i~h u -~dne ele:ment:em podp~ze~truni M ' ctla. . 

. ktor~:go. f(--u):= 1 1 ni:~:c;:h A.;= t< -1- ·r,r. GQ:zyrtaioie ~A · _j.est · 

z!bior.em o:t.w.arty-~ i wyp.uklya.. Ii,.eoh N . -. ~-f ((DJ) ·, a wia..:. . 

' Q.-Q.DlO-., Z.e . d.l'8 ~lf:€ . U.'l 'f1· C . V, .1/ro/,1<=1 i. lla mo'Q.y lema- 
:tu -'1.·1·· · N 3\est ro·r.l~tczn:t z f\ , . S¥ 1feltlug twierdsea.i.a. 1 • .) .• 

. i,.~'tnie~e · liQ~~ta h1p~rpodpr&elftrzen }/ z&riera~;Eloa N 
i,. ro:ZfEl-"c:mia z . A:. Iie·oh r bt:dzi~ :f'un.i:oJ:9'aal-Etm l'iniowym, dla 
Jct6~eg9 1-'KiOJ)= H · 1 _. 1r-u) = ,1 -~ WiSw.oza.s 7 · jest. · · · 

pr_~:e'd)ll:z .~~l_~ll i .D8 ~' Ddt.G uf lt(}')l .~ p rzY) . dla 
1 

t/~_v; 
a at.ct.cl' I rl~ o-)f L /::J(l)j . ~ -v qe;. v · o·o koncey do-

, • I . . 

w-:6-d t•i e-rd,!:-eni·a • 

HIOSEK 1 : •. 6. :nowoJ.J:ry ei~ly f~cjo·nal 1·1n1n.,- f u pndpr~e
str~eni M ·~ -prz1es.trz,em ioninie -.ypwd:·.ej ,y ma 11ni.ow.-e 

i o·i~le pr~.e.d:a:uzeuie na OJQl::e V. 

DDWdD • .I·stnieje ta.ki.e ot.c..o.zenie wyp:u:kle, w.ch£.iuiaj-_,.;ee \ 1 :wywa-

. z·.on·e rr ' t .e dla 1) (: u/') f-'1 . II {V) I !f': f . , 

();~~c.~ p::rzez._ A.r :ttal~U~j o-na.l Ki~ws.kie,g:O o1;oc:z-.enia [T ., 
oc.zywi.eeie. :DQY l fo,;~).l ~ /+r(OJ dla vG Uti~ gdyt 

Pv(t.J")::.f , v-tV , a .z ci14g!:o.s ·ci na IV/ wynika., it lfcv)/f; 
~ Pu{!J') dla ve- M. St~d· na mo-oy ;twi4,!l'dzenia 1.4 ist-

nie.l-e ~1n1owe .1 . O'iij.gl.e przedlut~ni,e r L~oj\na;tu I . .na v ·• 

WfiOSEK 1. 7. Dla dow"olnego elementu u p:rzest:rz-.eni W'ekt.orow-~j · 
V i p.61nornw p na V iatni'e-je . ta.ki f ,u,nkc.j ·ol1&2: li:n~o~ey · 

i oi!lgly /. - ns --tv" , t-e · ·· · 
· · · ltu) _ · p(t't) · 

i l r "J'l ~ pr·-r~; . 
dla wazelkieh o-e- V. 
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DOWOD .• _tatatn:ie.., ~ po:d~~es~e-ni _M:- ro:z-pic;te.j n'a e l.em:tmci:e 

·U ~-s~am:r f ._unkc.j:or$2 . . 
. ~ (J ~; .J ·= A p ra.-.~ 

I . • ' 

· 1 pr~·d~' go ·na . -cal~t · pr&estrz·en V · . 

' 

.-rasE 1· ... a •. 1lii.ech Y b~ai·e rtzertrz:e:ni~ lGkalni.e ..Y.P~ll
~~d~~a ara.z n:l:e.ah ·y' .Q~d~i:e przes~rzenil:l sprzeZ:oflll- z V .• 
. Jet.~ll ftu) = C d;la fE~V' , i;.o U= 0 • 

::OOWOD .• ~t!Ze.li 'U=f:;C ., t .o iostnie:j• 'pQ.l':norma· p , . taka,, ·.te · p rQ:.j? -Q 

" .• Wo•·c.zas -~ ~ Yniosku 1 .• 7. is:tnie;J.e :frl:nkc·j .on~ li·ni(),_ 
wy i ai~iy f -p&ki, .. 12e ::(?" v.. )'·;;f:;-0 _, o.o ~tan-o.w:j,. ~:pr.zeezno8'6. 

S1f'WIEZDIE 1. 5 .. /HA.Hlf:A-.B.A.NACRA o·_ o.ddzie.lanit;l 'WYJlUkhr~ ~b-io
rO.w/ ~ieo-h \T b~dzi-e lok:al.no wypuklii prz~~trZ<e~i4 A i 8 
roz£Etc-zne ~bia.ry wypuk:l:e 1 ot>lrarte-. -..o.c.zas is-tnieje -taki :tu.n
kojona£ liniowy i ai~~Y f , .Z:e {r,q) 1 ·f Coj s-~_- ra.z:l~c,zne 
I :f "a.ddltiela• zbio~ A i 5 /. I . • . 

uowdn. Podztri6T A - 8 j;est otwarty .1 wypukly · 1 nie za,r:i.era 
.sen. h mocy W.ierdzenia 1.). 1lrt!rl..eje_ -~~mlf:;ni~ta h i P:eTJJ·9'd-:-

p~zestrz..eil. . f-1_:: {-'(fo j) . zawiera;}rt.CS padpr~estrz.en {Of 

1 r ·ozl.4.ctm:ra z .A - .B • Prmie..taz b;i'p·erpodprZ:estrz.en H j-est 
doDllmit;t~.,- t.-o :!imkcj anal f j es·t C.iEl'gzy, na.dto · f(A} ;}est 

ro£l~e.zny .e f ( 8) 

LEMAT _1. ;. Dmro.lny t~cJan-ai: liniowy nad przestr~e:ni~ lokal

Die -.ypu:k£4 V odlrzarowuje ot.wart-e p.odzbiory ..- V na otwartr.e 
:po.clzbi.or.y w -~ • 

nowt\;n. -Ni.etth A ~:dzie zhlo-rem O:tlPBr:t;,Ym 1 1J.:e ,.4\ • . W6.1r.czas 

~bi6r A - u. zaw.iera z;ero i ~-ego otoczsnie, kt6re jest · wclUa
ni&~oe. ~ieah f b~dzie ftmkoj anal em lizdowym niez-e2"01fy.m., 

wowczas ·i.stn:lej~ tak:ie a .r; v J te f(a.J= 1. ' .. llazna zna.l.e·Z-6 
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-taq ·ric.z:b~ C!( -,.'o , z-:e ~ ·CL~€, A- 1ot , dla i .~1-1~ r::e, Z$tem. 
. f{u )+ Jl t f( A.) , gdy iA i~o(. , b.o f (11+" aJ:r 'lf<ilJ-f- 2 

~ :Wi'o {rA) . j es;; zbiorem otwartym .• 

· OIOSEK _1 • 9. Jli<ecfh 13 bftdzi.e wy..puk~ p:odz~bi:o.r~ ll>'kalni.e . w:r
·pntl-e.j prze~eni- v t niecn a.t .B . .-:a.e;zas ts:tn-Lej·e taJd. 
:tmik:DJ'o~:l l.~niowey . ~ O.i~g£y ·f_ . , ie fra.) ¢ .. f(IJ) 

DO~O.D. Paniewa}; a¢.B ~ wtobec . t-~ao i:s<tnia;te takie ot:o-~.ze.nie 
wyputl.~ .i wYTQt one U ~:er..., z.e (a 1· U )' n :.B -:= 4' · · 

- - / . 
. h .m:c.cy .s.t•d.e~~z.:enia 1. 5. istniej-e tun:ko.j ona-~ llnicnry i c:rittg-

. £y f , kttsry "oddzi:ela• . z-h1ary a+ U .1 .B f t:zn .. ffq+V)n frB);: 
= ¢ . · :Na m:o.cy wniosku 1 .g. zbi6r . · f(a.+ "0) j esi: otwarty, 

a st:etd f ( (a.-) f {( 13) , ~'0 bylo -d:o1 ~dow-uO:nie-ni.s.. -

DTO'SEK 1 .1.0. lii.eah A 1 B bild" ro·zlC~D.zilYmi z;b:io~ ~pukly- . 
mj. w iu-zsstrz.eni la~alni-.e ~puk;te.j V . Ja£:e.l1 A ~est .wbioT.eit 

otirartyrit, t'O : istnie.j .e :tunkej onal· lini.olrY i rl~gly -f or:a:z a~a-· 
la o(, ' z..e f(?l)>~ dla. ·Vf' A r ((1!)~ \:/.. dJ:a ()"£;B . ; . -

n.aw-on. Na p-od'S t.awi.e s t1ri erdz:enta 1 • 5. iriuj:e·j .e lill:_i owy 1 • c-i.clg-

1:y -fttnko j'o-nal f , J:t:6~ "·oddzi.e.la·• ~bi.o;ry. A 1 .B , t .zn .• . · zhi.o
ry {rA) ;1. f(B) Sill ro·zlt:te'zne. • . zat:em dla fr.t~r) 1 {(B) ja.1ro 
p-odz-hiort1 .1Fy·pukcy'ch p.rn.snj ~- !Da·my 

s-url'ftv): _()' ~ . .R} ~ 'l n( { t(1J) ~· ?J~<tt} . 
I ~dyby nier.6wnosc ta nie zaahodzila, t·~ n'ale.Zy f~nkq;J~ f , po
mn.otyc ~·ze·z - 1/. N'i~ch oc.-= ·2 nf { fr'IJ J • VeAl, w·6wczas 'o.c.zy

·wiscie ' j.e:s'"t {(?;r i . ~-::~... dla 1iE' ~ , ale' frAJ jest z·bio.re~ ot
w.artym, ·zate.ni 0<.- f (Aj . st ~d wi~c ma1ey f ('t~ } ~-~ d.la ·1r E:B • 

~T·WIElillZENI.E · 1 •. 6 .. Ni.e.c.h \l b~dzi~ lokalirl.e w.ypukl4 przeatrze

irl4, f ..... bnkcjona£em liiliowym .na p·od.pr20;r f:!trze·ni 1'1 a • -las-
nosed: fr1Jr> 0 · , gdy ·1Jf:. M 11 A~ ¢ . , gd:z:i,e A j-est p:od..:. 

z:Piore·m wypuklym· w V . Wo•c·zss istnieje ftlnkcjonal lin'imJY f , 
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- ~- -

. I . . . -. ·, · . . 

kt.6ry ~ifi"t -pr~edlut;em~ . ~kQ_j:omau· r 1· 

11£ A • . . --
.fe&.)-J. o 

'{ 

d1a 

nwd:ll. Jif!ch ~~ -t({oJ) , ~.±a~ . :t~nA:-= ¢ -•-nbec tr~ 
=P • · -~ trlerb$Ua 1·.3." 1..tniate b,iperpO.d·p~~t~n. ·. H· .· 
.,'w.f~~ tv i ·ro~~ma s .A ~ - - Jiech _-&te .AnM · : • .' Okre:B-. 

-~ f ~;p:r.!ift:· ~~~,cn:e ft'li.J=::{(fl.L)" . . or.a:z {-~/.Of)=H ·- . • 
1 
e>c~~. /p~,. -~GA -~.a l ·f' ;J~ .~z·ed~em-~ f ria V _ .• -
P.oka~e1DY. , · t.-e .-.p(1f"\'"7'·0 d'l.S 11 f.~ · .. Ist:otme, pQ1:6'Zmy· · · 

I""' . 71 .J . • • ,._ . 

· {f~f-}>ci nl:~, b-e 1-a-tni~~<e ~EA .. , Ell~ _ktaregG frct.I~:P~ 
P~~ A · )est pod~ltiste·m :wy~)ml., ·w:oheo t ,ege · e-l'e·•rit 

r~ (Jj +)!. U.Vr:~-~,.~) . . . bale~ d.o • A _1 . nad-til .. 

f ( ( lt.J+j!- u.J!(l¥.J) '= (-);t +_~LA)/;J-~ :::; .. 0 tzn • 
. ( llid;f.Jt .. ll)j(~-+fo] ;Jt~st· r~.e;z e.leme.:nt:em ~leZlitOY~ 'do H ., 

o:o wob.eo ~-sgn, Z:e Hfl A= cJ: . " st'~ow1 ·~prz:eczno:$,6 .. · 

· @il 1 •4-· J.'e'te~ ~j-tmal: liniawy . f ~-e,st oitiS'l:Y. na ~od-
pi"'Z·e:s~ei!li M ·a wlamoaoi: f{?i) >c , ~ ·1/£ MnA= ¢' · 
gdzi~ A joe.t po:c;izbi.qrem WY.JUklym -w V . ·W~czae istnie.J.e 

. ~z~,li~.~~ c.i;~e· f tun~~:a•nal:u· f na. -aa£~ prz.est;~eri V 
,.... 

{(71)"'/0 . ' 
dl.a 11EA 

D·atr6ld unika_ ~.aspm.dn1o s dowo-du · rlwi·erdzeni~ 1 •. 6. 

pr;z.ez ~tos~~uiie t~~zenia 1 .. 4. •. 

:2. BOI:S!OSd I :§MBJt TOPOLOGI.A 
.· . . , . . \ 

. lfi_e;Qh V ~dzi.e pr.z,&s-trze·n:l~ ~oktilni iW'ypukl4, a V" 

' I 

pod~rs:est~~eni4 prr.:&.strzeni V'*' . , Jcto,rej element-ami Sl} -' f .un

k~ 'jdn~b linio•~ i eil\gle, t .r.::n .• VJ' j ·e:st p:rz.e:S'trteni~ sprzit;z~-) 

nfii /t-Olpo1ogic.zni·e/ ,. V ~ ZatJjazam.y, te kaZdem:a. el.Bmentowi 

·-vE V ·~otna p'~·~yporzq.dkowao funkejonal lirlo'U' 1if , , kt6cy 
I 
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2-3 - . ~· 

. d~ j.eet w·~;:o~IJl V(f ;:f. fr'll ). .A. wa~c 'istni.ej·e ,·adw.'Zorowa1-
nie .liniaw~e p..r.zestrz.eni V w V '<Jt okre·Slone · w:z;ore.m 

,UW:A.GA ·2 .1. J;ez-e11 V jest . Pr$e~·trs1eni4. top·ologi.oznti ~llsd9.~:t:a, 
· -t·o od'W-z·orolliani.e !-"\ j e!lt · r6now:~rtt>S:ci.ow.e • I~t:o:tn:ie , n1ech 

V-~ {t, taka r6uo.s~c ma . mie .. s.C'6 rlied'Y i · tylk~ w·t :edy, .-gdy fr~; ... fr·t.t.t 
'. d1a w:szelk1ch ~~~\il. ' a ' t:o ~ nrocy -.rni.p,aku 1.:8. tylko 

... 
nr:osJm: -2 ·1.· ' l':tz-es·tr.z:en la~J,ni~ wypuk:la \l .mo.Z.e by¢ utozsam-io-
Iia ·.z pod-:pr·z.e.at.r-se•ni~ w•ekt:o·ror~ v· ·p~z..astrzeni v 'Jr j-et.eli tyl

~0 ·v jest p:rzes·tn:e·ni.~. Haus;ei.or:!:r~ ~ · ; 

-D.owc·d t.e~o Ynio.sku jest tr.yw:ialny. 
Z~chod.zi W.i·~-0-- po;mi.~:diiY prz:estrz·eniamii v· i V.l alg~·b:ra

ic z~ .s~~tria ', . p.o:l e•ga'j ~aa na ty:m, .1t ka~d~ z ty:cb. pr:Z'~·trz:e.

n~ moz.na ~i;.o·U!a-m1.6 · Z po:dprz:es·t.rz:~·l:l p:r•!ii~Strz-e~i a-l:ge~~aic~~ 
n:ie spn~·z .o~ej z pr~estrzeni~ po:z.o.st~.;t~·. T)l _symet.r).;a . :r.o:zs,z,e

_rz:a ~:itt <io . syme'trii t.op-olo&i-oZnJ!j. Pnedst.awi.my t.o ll:ii~j. 

M(:OZ1la pD'~IZa~; o:o u-oz.~ d'a.lej, ze .w p~o·d'P·li.estrzen:l: 

- V 1 
is·tni:ej e to~·olo,gia.~ ~ : kt;6~· -.ypo·sazena V 1 staj€ s_i~ prze

strzeni~ lo·kalni-e wyp·WtLJi . i Ha,Usd·o2'f~a., przy c;zym · p~zestrZ"e~n 

s ·p:rz~zona / t .o-polo:.gi:c.zni.e/ z nUi. J ·~st p-rze11trz:eni~ V . . 
~by t ·o. ityka:za¢.1 ·wp-row;ad:eilDif na.st~uj~c:e o.znac-z-eni·e. · .. · 

E~e.m.e·n-t~ p-r·zas t .rz eni V 1 
. o:zna o Zf'ilC . b~d-zi emg sy-mb.o ~ami '" ' , u l , 

w , ••• J wa.rto·s:C !tu:lkejona,lu 7!' dla · elem.entu ?.1.. przestr.zenil-1 · 

b~d~ietley' za.pisyGn w na-.st~llul~o-e j p.csta-.c1 <::_u, ·ir '>, ..,,6w'Oz:as 

<· ,. > O'!;na.o .. za ftinik:o-j'onal: d.w.ulinio~ okre-B+ony na produkcie. 

\i >< V 1 ~ pelniaJ.q.oy dWia w~nki: , I 

1B ) dla k:azdeg~ elame.ntu f"()':r:-0 p:~testrz:eni V istniej e ta·ki 
t:unkc jonal: liniowy .1. Ci!iogZy re·~ '\/ 1 

, .z~e < o': .~! '), '-:-j: Q 
j 
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- 24. -

(;8 ') 'na -~ ·t111lkntD.Dah lim..•erso .1 _ .~ego rt'*'O 
pnestr~ .Vy1 ~~:.e ~ el,:ement 'WEV . , e · 

-< '11: 1f1>· # () . 
P~:ka - .cia warnnld tw flmika.~l ~~ ,~ · -~ · _·7 

· .,..,~:ba:j,1l :z ~ah P,~ch .r.o~,, -·a : m._anoti;i:ciie ~ek:. 

· (B.j_ ~ll'itii& . :z 1irle~&enn H8liaa Etimaaha fp.trr-:. tm.aaek _1 • 7. . · 
· · ·atr.. 19 I, ~ (8''1- •&St o~·s·q. . _ · · · _· 

· · apt·e b,y,~ ~s6.We J,1rsa ~Ui$c j.a. n-~ . E ·1 r beyd!Ji Olwoma· . 

. _pr:.z<es~z:mdiimii ... iekta~~ ·il!a!d · ~ s~ po.lem srka.lar6w -I< , 
om~ <: .1 ·) n:i'eVh · ·o~clde· · .. ~c'j;O'.Ja£em d.rtnic;ncym /'o · wart o:$
Eliaob 1r K I ~~;)~eym ~_(B-). , (5?. , Jr!ilre maba s~·ar

. m;ula.a¢ w _ :r·arm1 e -rkll'Ct~Jatne ~ ! . 

(B.,) ze Ztiikaa1a ~ . .-e~~ I'?' = -o cna. P~ ec E. £ ·1 do.1r.~ 
,so (E F 1f.Tllika _ ec = o 

/B ')· ~e #ikailia ~ ·e. fc) ~ d ci:ta pewne:go /c E F 1 ·a()lrolne-. l- i • J 

so, e E E 1fS'Ilika fe _:;:. o. 

I'6w:illtY ·•6:.-o:as ·' ·. a~ prs.es-:tr.z.e:nie w:~kt-arciwe E , T=" I s;,ys tem.: 
. ·-1 £ jJ <.:: • ~ : > } ) t-w'~ par~ d:ualDIJb lDib .z.e 154 a.b:bo ·dualne ; 

' sa.p~j.-eJQY ~ p~ ~mbo.l_.em ( £_, F)_ • 
Dla kat.de..j P?rY dua;t.ne·j i:st-ai-ej-e mrt.uralnte ad.W-z.orowani:e 

-'h '~e•strz-~i F 1r ~za-..trz,en-1 E" ~lie:~ini-DiUl\De ..,. sp:o·s·6;b · ll!a""! 

·.steypuj·~oy·: 

. I . 

. O.a:~isoie ' t·o_~ od.wz:ar.mralli-e jarl liniDWe; a ·z ·~~ku 

( B1 
1 

) .lrY'n:ilm , t!e ·.3.est ono r6zn:~rt:a's,crl ~e 1 wob.e-c t:ergo F . DJo:Z- · 

·na uto·t ·aarni6 ·/j,st i£amn~fic:zna ) z p:od.i;lr~estr~~ 
pr.westr~en.i E.;,.. • Analo:gic:znie mo-zna p.o:mz.~e, ~e dz.i~.ki w-m:1m
.kt*i ( 13:d, E-matna. .'~to·z~ami¢' / _je.st isomorficzna/' .z pod~·e-
~trz.eni:li . pr.z,erlrzeni F Jf . • • 

http://rcin.org.pl



- )!5 .:. -; . 

.I 
· Par~ d~ln.4 ·y. a.zoz;eg61n.osai st~ pa,ra V 1 1/ z f.:tm-

kcjonalem _slwuliDl.ou~ .G: ·~ v>, t,J-.~ V'Y-{{~v~· <· ~ ·>]) 
Parl:} ~.~~ -~~~ natural±!§ par!i d.ulu.g,. 

Hieqh ('£)F)" h~azie pa~ d-ua~; katdemu eie·ment·mri 

f£ F"' adpo:wia(l~· p"6lnmr• · qkr·e:si~na w~Snr:a 
f( €) ~ l< -e~ f '7/ 

Na.jsl:aberza t-opolo~a _, pr~ kt6re~ :n~yst;i:ie te poln:orm:y · 

S·~ c1~£.e ;, nSZYlJ~QIY s.l:ab~ t.op:ol~g.ifi. '!" E ~esJ.oq p;r~--- prs.a

· str.z.en F' 1 c;l'Zn&CZ~ J~ o(E.,F) • . Oe~yY·ie.cie, j .est t .o ~-~ · 

niez naj-sla;b~za topolo.gia, p:r-zy lrt6rej w:s·~t.kie f'lUlka,j ona.l, 
<!.. .. :.1 tJ, gdzie Tf. j;: ~ Oi:¥le. ., 

Pod . .z.biory pq·11Jtaa1 

{ ec ~ :· s¥,/< · e.~ tz·>.f ~ 1 t . 
. . - ~~ ~~ 1\rt. 

sta~e-lfi.El ba.~~ /dom:~ni.~ty·c.lh/ . ot.oa.zeJi .ll&:!.'at 1f ttlp01Q.g.1 6 (E.~ F) • 
OozJyi$~ie pr·ze·1$t1:"zen ~ WY,:POS$ZOJm w topologit S(/=.;F) je.st 
prze:strze:ni!l lo~a.lnie 1ey·pukl.4 i HausdoT:ff'·a, ptf1l1i.~wa;t zap-ewnia 
t_~ .astat,nil:l wla·sn,o.s .6 warunek (B/) , kt6:ry je'St ro•JroAZ!ey' •
ru.nko~ (i3) 1 1ra:ro.nk~i (h J ~ lPakt ten wyniJ:~ . z 'bri~rdseaia '\ .1. 

i WniOBkU 1 ,4:., przy C:z;ym s> dl~ j~ ,J_.t, H .. ' _. (l wyst~p~jlil<C~ Wte 

W'zo·r~<e /5/ §1 1r :po1eytszych · s·for~2:ow.an.i:ach m:o,zne -~~·s-t.ip.i6 

pr·z.ez 1, bo:wi61f1' 

jest r6:rncrwazne 

~ -;:: 1 .. !, ' ._ .. , fl, 

. Pr~es.trz en /tp·pulogi.az·qie/ sprz~.tona z ~rz.e.st!"~eniJl £ 
wyposazo.n~ • ·t opolo.&i fi 6'(E.~ .C ) sawi.era OOJ:!Y'Wit·oie prratstrz.en 

....:. t r::- # -
f- ' zn.@ '-r ") f- , . ' .., 

Pokat.~lAY_, .Ze pr-z'e.strz•~ .£. a17~e ·'by6 lliiot":~io~ /je-st 
. izomorlio2n~/ s prze.s·t·r~eni.~ F • I' ty~ o1elu u<to..;·o.dnisy le

mat. 
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UliU:f -- ~•1.• J"f!t:jll fc.-ft~ ..... tn . 8-~t :rtmke·jon~l-ami DB:d p:-:Z1!·S~$
ni4- £ , ·t'G ·albo ·'fc j,eri litLio:•' kooib:i_naa.j~ f,UJ.ikojo~lo• f1 "'"; 

· ; .} ftt. f •11,.0 iatni:.ej>e: taki e.lemettt €:. E: £ ~ . Z'·e f:. (e;,j:Z 1 i Q (e.):: C 

. dl.a j-s t ~- ··.)fl.. 

!Jot·dl) .• l;e-.,; .u.u·i~j;s-$ania o-g6lJH18ci roaatan pr.liyjmij.l:cy, ze 

.fi; .... ~ · fn .• :~ :liil:i~o ·_ ~i-~leinzmi twUtaa·a.nsJ:~ nad E: • ~cnr6d 
Pft'z~pr.owad~:tmy iMUkoy 3.211 s .. l/la ,n:: Q 1 ema.t . j.e~ p~a•d.:zi,W'y • 
l~dh - 1~ b~clsie _ prawd.~i~ dla rt- .:1 • Pal1iew:az fulll0cjana1: · 

. f~· dla kud:~go i ·=d,.tr· · · 1 rz nie j'e--st ·k.omh±naoj-~ lin1o~~ =ttm-

lco- j.on~l:ow ~-~ •. . J 1-i--f; ft~'.J • e.(., fn. , to !1& mo-ciy · zalozeni.a i:rtd:tl.k-

.oy~.J;te.go 1Eit'iliej§ tatie elementy el t ~e ~ (~·)= c 2 ~j 
'· · f._· { e;:) =· i . .. D.1a ·dowolnego el,.mentu e E E ma~y 

n . . . ..;. . - ~ 

e - ~ ~- c e) e "'. E N = 0 ~z: · ( i c 1 J 
t:1 . L3f . 

. zat~m, ·albo is~eje t .aki 6leme·t.t ec ~ N, ze t .(e._) : 1 
(tJ. -t·cec)=O · dl:&. )~1., ···· ~ · n) ,. al'b:o ·f:((3)=C dl& dowolrre-

go €f N ,. :r t .,m oat.atn:un p~eypadktl dla ~-€ E: mamy 
n - n 

{: (eL = ~ -~· (e) fe (€._r w- L ~t f. ce_; 
. t,:f - <.!! I . 

i wo-b:e.c tego · 

· _maS~! 2 .2 .• Jezeli (.-> ... J 1- '11 a~ linio:wo n_iez'Aleznym"i ~t1Z:lkcjo
n.alal:n1 nad prz&.st~l!len+-~ E , to w pr~strz.eni E istniej4 t ·a-

kie elem:~nty . e:., ... f?n , ze 1: re-._ J-= ·i i ·. ( (~· i;.:.(:: dla i ~/ 
? -; 1., !l ' ... ~ ~ .,· J -::: ·"; .z) ' • ' " f1.. 

SAJUB:RDZJ&I 2.1. · li.ieoh (i! ,F j b~d.tie par'l duar.ln~, . ~o F jeat 
przestrz~ni' sprtut~ott~ /topologi~zn1•/ z prt!e-'Strzt!n1rt E ·117.P<>

:sazo~ .- · topolog1et o (~; !="} • 
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Df)W'OO ~ . Jf.:ha'tih f ~.cin.e- :.tlm.ko.~;tmal<em ·li.nio.-.m i .ciswrl,.y.m :nad · 

F-.te:~ E WFp1lJ:Ko!J4 w t:op:o.l;Q!":t:.~ 6.(€_,F) • Zat:.• 
./. ft:eJ:J~ct.< 1'sr.a ~ at:o.=:enu pes.t:atd 

tl* { e ~ &}'fl<e~ ft·> !~ 1 f · ·· · ·. 
f,£.t~T1 . ' . . 

~~ • ~J '•• Jf.n e f: /00 f .oiWb. w tnp,o~~g~ ts(E) F J. / • 
. :to:b:ec t;e.p ua .Jna:O;y ~-mi 2..1 • "f .al o;o f jev.t · k~'C:~'4 .. ·li:tli.· :ru:ndto:j.a•~ f; ~ .. ., J fr& ... aa:hO .ilVbl:he:~>e ·MC. e·l .emmilt; .eo FE, 

.~ . fte_ )..;. d. ' Q, <. .e().;, fi:> = u ~b. i ~ ~J ..... f2 • A:l;e i.'O. .~ 
~-~0:S:6, g¢8£ e6.f:: U ; ·~ ! f{RJ ~ , sliJt',em 

.=f =- z ·j,· ft · E F 
I ~:::::[ 

z dr.u.gie:j ' str.m:r;y k-a.Z'd7 elme!r.t pn!Qt~'i 'F j•es:t ci~<g-
(.y ,., t:opo.lo5li 6(£..~F) , wvo:b;e:c~_ taeo pra~r-.n s:p~-s~t~~ /t.o-

. po.l'o:~i.e/ · E 
1 

.s. przsestrz,en.:t~ fi lF.f.P:O:sae~ w tte:piOlo·g.j..~ 6 ( E,; F11 

. j!etS't i:d::entyC'..,z,na z F , o•o . sa1Jr.t'a£ti p:c*a·:aa:c. " 

~Gi&: 2c&." lti.e.ah £ b·~.d..rla lo-.ln:i:.e ~ ~e·Ertn~~ a 
iE I . n~-;o;p b~~e prz:e~:Z~ S:jlr~:l,~ /t:O:.p'O l .Q:g.ic-;zro e/ 

· · ·z p;r.ze:B'tr.·zteni~ E • :Rfmfi. (E ~ E. ) j.l8.fkt na:t.u:r,al:nlt · pe:rElo .d:u.t.l~ , 
pr.'Zez 6"(£~£ J t.r~na.o·mi~f -lobl.m;e W:YP~ trepole:g.i·~ w E ' 1 

. . • . I 

przy k±6Te~ ~~s:.tr.De~ ap.r--.oa~ /to:.p·ol.~g,icsi.e/. li .E j-.es~ 

przes tr~an E . .. , 
. .Nie:oh . (£.) F) ~d:zi:e dmil-n~t: paq.; kaMa 1 o&lnd.e ~P'~la 

t ,opnlo;g:i.a • pr·%.~strz:en:i E , p~ kt.6'rej }m:'Z:eri;r-ze>Jl s~q,~:ofl$ 
/17o,pal:OiiP-c.-zn:be/ E; · r; pPme~~ ./£ j:e~ islom~~n1Zml . tr pr.e

str~ij··p . ' b~i,~ tiSf.S& W}:'Ol9'0 zso·g $ dll&lnttSO~§ I 

~i.§<dg . E :1 F • - .. 

s ·ui.exd,-1'\,enie '. 2 .. 1. da_je -~as~ p'r.ey~ta:d ta+ki~,j to;rolo
gii • · px-z:e.stn:em · E · , J<e-s:t t'o na.j.~ab.s£<.t!l !; top:Ol.Ogii Zg1)'d.

~b z · du-a..ln&S:e.~ mi q:d.,ey £;. i F ·• Poni.-ew&t ta to-p.'0,1.osi-a 

S( £~ 'r='} jest t;a;p.o~·C};g):.~ &ws.~~~a:, rl·~. 11B:!IF:S'tk1e i.rme t ·O:}J.C

l.Q:gie .z.gadn.e z du:alno·sa:1:~ mi~£Y E 1 F ·~ r:•nie:t t:o.p:o~O'g:t.a~ 
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.-111; ·~~· .~~-·~~ • . --:.~~(-~ -:-r~ ·~~~ 
.. :g~¢11~. ~lt' ••• ..-.mr~· -·•4 ~:~~ihjf$.J;;~r!:~ . .... ~· 01! -~a- -~ 

.· · 1· . .,,..A,it '~~-... ·!s·· ~'T-~-~~- ~~~ ·£ .· ~~f ·• :.;.~.: M~tti:. :&.....8 P . .a~ ~v . . ~~ .. - ~if , .. . ~.~~ ··-····-'~'-

. ---~(:;1., · ..... -~6.--·· *~·f. :6";c.t,~F.) • ~-· ·-~· 
:k±:~ .j~~· ~~$t :--.t..~. . . . '··' ·;·. . . ~ - ·. .. . , ~ 

· :IJ~·kd,• . -~ .Gt-;,P} :~~~ ~~~ii'·1-. d. ·.~ · ~~:; 

:.-;~~-~~ 
. l)~. ~e:6 ·tr ~ ~--~~--- • ·~ ..• ~ :~ ~~ 

-:eiic~ ·~t&s.r :E· 1 ,~ • 1R~@n._, . ~-· ··~n~~lZe .A .pdb!a.~ ;A 
·w. ~it~-1 ·t_r ~ t~ • &..;,Ji.t14~a~~ A(.~) · plQ&lb;~::e3!u.' A 

• ~..;;.fi.-i.oli1...-"""· " . ..r.r ~ . t--~. 'l!f,...,..,;.l-,~. :w- . ,_.,~, .• "t:\\ -4<~ . ...,.~~ <iiiii.>t-.... .o · 
• :~~~~- ~~~~--r ·J . · • . ,.-~~Iii . -Vt~EJ~·~ · ..... --~g~ ~~~ 

.o4 ~-6\i~1 '\;'([)F) • · . .. -.~ ~ . '"'$. c. A C~)~ •. , . -
lf;Ledb: e t/ -A _, ~ ~•· ~~ -~ ... 1.--~• ~~Qe .0~Jiljl;y 
i l:1;.r.l.;t.~ ~B:~ ·t ·E. E -~,. ·~e. . 

<~ ;~_> ~ <(,~<~7 -~ { ~~~ fr :~~-tt(-- :_ :~~A -} 

~~ loS1tm:i·e~' O''?e , ·tie I <~.., ~ 1 t~ l· 4o ~ . · <tla ~~-A . -: 
N;i,eah u =- ~ lQ ~E· ~ I <l.~>-1-£ e J . . ~t!:st ·~·c aee!~~ · ·•. tt~!Uo:-: 
.gi.i ~ · .till=') -!fE• ~~,. a -~"'t\J ~ ·-~~e -~ A , ~ 

. be· ce::~t:-.nt e·'- 'A~·) • •· ~-up .. A(~) cA_ ,. • 1?&J~a·· tt~.: 

~·-~&~~·~~ .Gtr3ty.:q.y ~~· ·~ lifiie bit-M -~S. -~ ·m.l:~Gls~4 ~-
~ t i 'F ... --~ .--'~' '11l'fi~· '1- :~ ~3,.~~ ~0:~~ 
21$~ ·1 011-~ ..f:'~&: ~y Bi•eai ~'1~· ~ ,€ ·F . * ··~.a ;Wltf~gq 
£\+F ., ,a ~~lid n.ile :mamm ~- ~tt~~~ ~0ltc :.:.A~ A~€~~. 
~'b~m • ~•&1: ~&lr:t • ~- ~~ . -A c~Qt,} · .• ~·-litt:mo · At~\ 
Il!*~ ··~~ ·s--~·~ cl:o~eya• l ·~ . ·- ~-~~ar•1:t.\ ·•·· 

'I • . .. • ... 

..n.9flJt .. As, •• . ~• ~,Ql~e· J ·ri;e -~~3 1*.-1:~ V ~ paa- · 
~~ '~'l;t ·a.~· flO - ~~tty/ ~ :rt~&t Qnqt~~~ 
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- -a-

. - . 
-. -~- ~l.t;e· ,~-~ v 

. ~ ' 'T\I..o-..C.A ,;f.,,.;.~. ---.t-... .n~ ~ ~- ~-"1- .. , ....,_........,:...A_._ 7'riri"a-
~i ~ -~ ·~~;.><~ ....... _ ,, • ..,..~, ~ ~-... tp:' · ·· :~ 

. -
2 ... :;,. . ~-~--a. ~ ., ,.,.,.. ~ ·J~ ~ ~-

~~--~- :-~~-~~~1-·,·~:--~~ : 
-~~-~~~ ··• p..~ ~~~~ t-4.~ z ~ -~· . 
. t -~--·~-- 1.;J .• ,~- l&~ :~ •• . 

• . . I , 

sm_~!~~~·Yl!tF\I:A~;;J~ ~~~ V ~.waie ~ l."•*'f1•-~-
""" , A ·--~...._ " J~,l;il~ "'·"' -~.~-- . z· _... - ..-..>&.-~"' £.LIW ~ m'"'"'~- ·~« ·- . lL -...., -~~ -~-~~ ~- . ..1\'-'lf~\.I.~~~,~~C~w..a.'-' 

l~i' r.'*~~ s A .. ·~. j,;S!t~:je ~te~im,a · 
~UDa/1{, d~~V · ~ ~~· z · 'i·:m~-- -z.A __ 

-~d ~- -•~e~· :~ ~~ .•·, di~*·_~.- . · 
: ttZAe--i :t· • j .; .:l ~ .,.4 • · . . 

·p~~- · -~~--~~ 7t m~~~ -
· ]a ft~L<el ~ A ;1: . .$· ..-~ -..~t.e~\ .V , , 
. rpy -~ "Z 4··-~·~~ · ;.s~· ~~ /Jmr,. ab'. 

4-4/-~~~~ ~~&~~- ~:c~ dt .... ,.~ _j~~ 
ni=e- dt~ ~ .n~. ~-~.-k ~ -.1~ .• ~ :Slit:G~O.C • · j~.-
. . . . . . ... . ~ . . . . 
W'ilLm ~:tQ.~.m.,. · a ~~~e · · 

_mom ~ .. ..4 .. . ~ A l .B -~· r~ ~ m~
·ad . w -~,~ell'i lt~.~~ , -~e~ V ; ~~·1-'1 A j •e'.Sft ~ ~h~.... . 

r.a stw-~Tty111., :UO• :L:S~ej- .ds.,dmiii~~ M))Spa-a~~~,. .-.e1~ 

-. ZC ~aJ~ ·z:~Oai A 1_ ..8 • 
·z -~ wa:OSb .o~~-= 

-.;tn5Ji. - ~-- -~·· !fire.~ A ~ -B ,b~ m~~:~ •~. ~~ 
lid. ·w- -~mrl l.n-.J~ml-if: --~~~-V ' • . a:.ete:ll A J,~"'t- Sb.!:o~:em 
a;a,~1~~" ·,. .13 ~~ .~:;;r ~ -#~ .ii~~-D• dlGmOOll='-~· lllL:pifl"i- -

~,.~.- :~~o:ma -8. ~~~:la~~ -,endaa ·. ,z~.. • . · · 

~A ~~ · JD~~eiir t:o~~~,-~ pr.mS~em 
w.·e.kt:orBW!e:j V ., a :Je - thmiltmf.~~ h.'i.psr;pZa&-zr.o~ -~~U'i~ . 
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:-.±~ :Pr~W•J•rd~~J . joe~@ . Pk:t ·u.. ·:z:n±~ .A· 1 ·:~ .~ ... 
p;'P.d~~ · ~4 --~-era :~_ .• , ~~~ . .- tta~'klf\~WCh · P·~--~~ 

--~ . .O~:on --~~a:-a'q.~ 3(, • ~ ~·-C;- fli_~sa-::· 
1 -:a~ a:~~,~~-~ '}{· -~. ni.p~J~:~c~ J!2!-

:~!!:~ _·a ·.puukt.-~ --~~- ~,~ -~em --e~ecia ..... · ·.. · · 
~ -Z'. ~~ ·f11lltri!f4J..~ .. J. eni"~ 2-.,4.· ~iz~Q;~!.S.W -

st~~.c:v -.m••.=· 
B.Xg5!i~K . 2_.6-. 'Ji:kaab..A} ,b~e ~ ~~.,~~- .o ·td.,~ 
w:I$~-- -~ -:p~~ · ~~i.e· -~ ·v .. "-OiSt$. ~4i 
-- ·B:F~,. k-'t14T!V --.1~ d:e A .,· jfest · .ta;~a. ~t~ p.O!d- ·. 

parcrle. .. 
. Dt.6~ . ""¥(;)" . . ~ ~e:~t- t~~~. I 

~:p.o_~Q j".!!~- pQ,j<~;cd.:e · p~ ~~cr~e._ .;._,. 

--- J. -~ -:~lpB!!i«r?_pri'e . ~--p ~b)-o:mt A .- ~~ 
s~ ·wtek:t:I:}~EJ!Wlej :t;Gtptil.~C!Zine:j \1 ,. 

-~--~ ·.~z.'Bi.~ A ~ 'S·it~ ~sa:t &J.,p~i.:O:Z';ll.e.1RfJf
·~Ef;tr~· :Zbi:n~ A. , g;~ d!~ pr&s;t;a _pm;;~~~c:a ~sez 

-p.alf:t 1ft; ~ . :Be -~~1.aem A try~~o ·j,e~ pnkt -~.p.6J:ey I~ 

~~ U /, al:b~~ ~~ :tlfS~OJ:• ~-c~~k f'11.f .. 1L.f.] . , .. ~ergo ·•~-
~-e -~"~- -~ . ..,U .. 1Wrs~~~fi! fnn~ -P~ ·~~ A .na:ey
"'II&Dcy'· . al:b.sbr.a;ia:~'ie ·~-~i. 

· O.c1~~$ai.e, ~e ~Li'Y p'll\IJ1rt :w:·~~~~- ~1?'1 D'!m1 A jes.t 

~go p.lZr.tikt-,em. &}.8.trbra;i.c:r~ie •e~~m, ts a~ n e jes-t 

t;o wari"·" ~·ey~~~m i'.t$;gO s:-~ _p.U;nutt_y ·oonink:tii ~~e:go . ZiaA'I'-

te~o w JYI"'.&.•trseni -.ektc;n-·0-w.ej tapbl.tt.g{~e. j V o 1r.ymim~ n:i.~ 
mni .ej.;~~m .n;i.i: 2 • ) 

J.e.t.eli P,~ .. u jfe:$"t -~O;'frol.np pn:n'lr$em .alge·~a.i.c'Ztt:ie . wmr- . 

~:tr.Zll'Y.m., a .v j-:f.ii!S'·t QO\lFOlnF.m ~kiiem a.l8S'~aio~nie b.r-~~eg~~ 
·pod:~b:i·emn wypli'klego .1 .Qtomkni.tit·E;!lgo A w prZes~z.eni lfektaro.ej 

t-.op:al:agicmme.j V , ·t.o r& ,.elrt ~, e:d::t;J.,iln ·z ~cm&ow ad.~ ~·~e:J 
L .przeC'ht:r~tJie:~ przez . p:nnkt u .i zr • · D9tFad · t.e:g~ ta,rt,u ni.e ~ 
j~es·t ~'tl:ny • 
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ZS.uw.a;Zymy j·eszo.~e, z·e ·j eteli .. wn~t:rz.e znio:r..u. A jeet . .llie·

puste, t .C kazdy pttnld: zbio.:ru A 3-est :a-lgebnie-znie wewn·~tr·zny 
w·ted.y i ~tylko ·.,tedy,. gd-y je:st wewn~o;;r-zny, ora.z jest alg-ebra.;. 

ictau£1 · ·brzegowy .wt.ed) ·1 tylko riedy~ _gdy jest br·zego·wy. ·· 

. It& 2:~ot.:czen~e pods-my kon'sE!kw·e.nej~ w·nio$ku 2 •. 5., ktor-4 · 

.sformulujemy w pa:stac:l.. nast.~puj~c·ego wniosktl. 

WNIO'SE'K 2 ~ 7 •. W lokaln;.e wypukl:ej pr:Zestr·zeni. 'v dow·ol.ny a/om~ 
ki:li~ty wyp:ukl:y - pO.dz·bi61:' j .est cz~s:aift. W'Sp6ln~ w-S%iystkich _unrie

ra j ij.c:vc·b go · p61:prze-strze.ni domkni~tycrh. 
N~ podsta:Vrie t9g·o wniosku la'bro jes:t juz ·zauw:aeyc, z.e 

kazdy domkni~ty pcdzbio! wypukly jest sla_bo domkni~ty w -y 
/ pa:r .. Wni.ose-k 2 .. 3 .. etr .. 28/ .. 

·Niech P b~d.zie do.wol:r:rym pcdzbiorem prze$-trzeni . we.kto

rowej . i t ·opologieznej ·v- .. Ci~-t;is-6 wsp6lna -..szystkia.h, zaw:l.era

j~oycl). _Jiodzbi6-r p do~i~tych zbioTOY yY:puklyoh jest na.j - . 

mn{ ejs·zym d.omkni£::t:n:n z-bi~e.m W'ypUk.lym, kt6cy ozna,cza si~ przez 

· CO P 1 ncsi nazw~ wypukl:ego do·mknj,~cia zbioru. P • Ociz·;v.:W.:.s

oie coP jest domkni.~c.iere po'wlo:ki wypuklej cc P zbio:.-.u P ' t 

ale. nie ·;ie·st wypuklt:t pow.l:ok,. domkn::..~cia f5 , be . co Pc cc ~ ;-
' Z wnioE:k:tl. 2 .~ dla p:'".ie-st.rzeni wektorowyc.h ti:no:rm:owarzych 

wjn:L.ka twierC.z.enie, zwan:e le.matem. MA.ZURJ:.. 
/ 

LE.~ V.Zt1Rli... Niech -v b:t;dzie p:rzestrzeni.~ wektorow~ un-o+mo- -

wan~ ~ ' . ..u.,.,5r. .,. ;. ciq.ei;.em sl:abo .zbieznym do elemen-c:u .U • 
· 'S6w~ zas i.stnieje ci~g wypu.ki:ych ko·m:6inacji liniowych 1 r ... •·n ~ •. r-~t-~ 

p·oe:taci 

o ... ' :::::_ ... r : -=: I :;;:;;: t~ 
( ,,. 

kt6ry jest -zbiezn:v wed'lu..g n .ormy do elementu .;..L. .. 

DOWdD. Dl~ dowo l n·e.j liczby natu.:raln~ j r~. c ~ u naJ.ezy d .. o sla-

beg o damknie;.~1a .zbiorc.' ~ !_ . ..... ~~ ·, a wi~c tym ba:r:iziej do 

http://rcin.org.pl



- 3'2-

00 . 

alab.aao (l~~eia cc V { u.~} , J:rt.O-re jest idel;l.:cyo~ne z wy-
p . o-r· . ' 

. -~l;rm sl~bym d·o~1~-~iem z·b~ara. n t u.;} • lia mocy wnioa~ 
. A="·· .. . 

2.~ wypu.k1;e sl:abe domkiii~ei"e tego zbioru jest j_ego wypuld:ym 
. . . . . . . ~ 

·/mooeym, tJ~n .. wedl:u-g no·rrey/ domkni~.oieii1 ,. t-zn.. U. ~ to U t u.d} 
. . - . . . . ~':''1'\. 

dla ciqwa~ego · n E IN • Str4d wi~c ptotxla j.~ wybiera c 
• . Qc>• • . • 

C'\i'n E c.o ~~ t u.,} t~k, by byl $pe£·niony wa....--une'k 
A£.'' . 

3-• . PttlfKqJE I!POIQ..E 

.Nieoh V b:~d~e p;~zestrzeniq. wektor~-.. B~d.Ej,em.Y r6zw·a~ 
za6 OQ;..-z.orowania podzb.~or6w A p:r-z·estrz:eni v· y ro·zszerZQ'Ilf.i . 

pro.st'~ r~eoeywi.st.~ ·IR= 1R u {- oo} v \ oo "\ • • 
• J . 

Olffii'SLENtj 3 .1 .• aieoh A b.~·dzie wypn.kl:y.m pofr~hiorem " prze

st·r~eni .. ,V,. i · nieoh F hf}d:~ie ~d.Yrz-orowaniem podzhioru /:..... ·w iR , 
tzn. 'F ~ I\~ ,!1 .. :Punkcja _ F . na~yw:a si4l TiYPm:I.A, gdy dla do

rolnyall elemen.t61r .u. i 'tT. podzbioru A · jest pra.wd-ziwa nier6w-
. no-66~ 

.. 

;3 .. 1. / F ( "'- .u. .... ·: 1 - ;;..., \7' ) ~ o".. ~- ( L' .. } . ..... r 1 - .n F ~ 'lJ-) 

dla wazelkiah ·d. i:. (o,-1 J ·' p:!'.24Y w.ar.J.n~,. z·e ..Pra,wr.a stTon_a. tej nie;

r6wnooSo i jest d..obrze okreslcma /ma ·s·ens!/,. 

' Oozywisoie ·ten ostat:ni · warun.elt je:et spe~nio!ly za.y;sze po-
za preypadkiem, gdy . 

· STwiERDZENI:E · 3.1. Je.zel:i- :f'tlnkcja F: P. __,_. iR j~st lrYPUki:a., t .e 

jest pra:wdzi'•a nierow.no~o: 

/3.2./ . 
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~~ ' tk ·"d; . ~-~- A 1~~$· 
-~ .. ...:. ~-:;., .... ~':·~> ~ ...... ~ ~-- 1~ ·-. • 

. "':i. . • . 

I" d..:. .• :=~· . ,. ~- .•• ,.,,ilqa.·, .. ~ ·~- ~- ~rd • 

·i~\.~ -G~~- J·- ---~1 -- ... · ·_-: .·- · ... 
---~-~ ... . ~ 'j~ ~----:J· -· i· 

l - ~~v: · · r-c~~ -a:} 

-t .v- - ~ v : · r( "",- ~ · Q. 1 
.d.la ~~ .CiL I€. R --ail W$Pdb''! 

. , 

~- ~~ ~~~~:t-- 'Z ,~~ 3 1. , 
. . , - - \ 

!fliA .J .•. 1;-~ ~- EJ~~ 1-~ :~~/!..brQ-- aap~1 
' 

ptti)~~ .-ej;i ~~ • -•iOllilmt.e -~~ .z-. ~At-~-· 
. / . - - ' ; - . 
.d;.• j.;;t;_ r~-~ ~ ,"~ mm:Qm"N ~. & ~ •~a~'l · ·~m-

p;erp~.a~;jt ·q ~a:-. ~~ ap je.ts:t .ldRWl;t:ll:l~a e11:p,~ · 

p~jla~"PF ~ 'cu.)·=~ .• F ~tact -l!)~ ·~J - _._.__ 

~-
1 • . . lr\ I l • • 

RJ~- ~~-:~ - ~ - ~ -~~~ _j;:: Y- IK., zhi:dr ~~,A 

. { '0- €:. v : . t ( '&) <. \X) . }. 

~ .(i:zi?ei!-"trn ·n• · -~~- ~ ~,.,_ ~ ~J..em· &a F 
0 .. 0'~~ &z:ie~ · e'!t~t:Yw.ma-~~·1 'WTPd.l•.i j.:es:t 

mbiore~L W'Y'P.~ 

- ~~7 a ~:e- ~j;± maett-a~~ - J~j·~ 
-j~· ~~ ± &C I • ~· --.~ p~p~.; ~t. ii.•-

·•~ ~if ·M·d~--~ ~- j:i ~~ .~1l.evcti • prodJJ!ftlio ... 
~~ -'v~ . .,a. ~16 ~ ian r.crz:s·urz~-n na. -
prz . .,~ V . l:~:sa!a t ». o~• dill ·w ttas"t~u~q ·spo

s6b: ~ra.ll A jtadt · p~~ w V , a F ·:. A·-R , ttO. roz.
a:zsr.z:e£1• F ~e:j 1 F:" .cbim1e . l;e•::t .. ~.are.: . · 
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,_., 
.Oc:~i;sqi.e. rozszsrzenie F ·j :est wypukl~ :runkcrj~ rtedy 

1 tyl~· ·rie.:~y, gdy r- j .est ·ftmkcjfil ~pukl·lt . okres'loJ.'l'i- na p.o·d-r! 

zbiorze wy~lym A • . . 
' D.z:i(}ki tak -ra.z:sze:rz.cr.ny.m :tunk:e.j.om mo.:Z.:na zagadnieni.e b$

d:an1.&L pd.d:Z:b:ia·rbw wypukl:y.ch w datt.e j prz~strz-eni •e~r,OYe.j \f 
·s..prowadzi6 do 

Tst.Otnie ; dla 

t'v okr-e·sl~ 

ba:dmda pew.nych · :funkc j.i · nmite;ryc:znyoh wyp.urzyc-h. 

dowolll!.ego pa-dZ'h.:Loru A IJX26S.U"J~.tmi -Wterkt:o~rowe j 
ftm~.;l:q imiY'kato.rcrtu~ .z:bi.ar.U A -rz-orem: 

= 0 ~E. A 
. \f . 3 lY ------- XA (~l ~ ~l 

= 0\> y'/-A. 
Za~~a.Z~, ·.Z:.e flmkcj,a "fA . · j .e;si; wypukla wted:y 1 tylko 

wted;y, giJ,y . podzb:±6r A jest wypuk£y ·w \r . Zatem bada6 wy

puk£~6 p·o.d:z·b:i,oru A przestrzeni ·y aZ:nactza to s·a .m.o oo bad&c 

1 :wypuklo.s6 tm:tkoj·i in:d.ykatorow,ej J.- A pod~b.io:ru. A • 
1ia .specj:aln~ nwag~ ~as1:uguj,~ jes:z;az:e :funkcj.e -.ypttJQ:e., 

kt.6re p.rzyj.muj.&~- wart:oe,6- oo •• ozna je: la.two op.is:a:6; a mia-

l:towic1e, je·ze~i fu:nkc-j:a wyp.uk1:a F przyj;mnje d).a u.. w:arto.s6 
r ( u)=- 00 , t .o albo . !="' ( .L.l +d..'\..~)= - ~ d1a d-)' 0 1 p:ew-: 

nego ... elementu . '\7- C= V , alb-o "tez preyj.muje 011a ~ o.dcinku 

_ J LL . ~ + d.o "& [ f Wart·o S6- oc . ~ ~la U. -t- o..,V' ' - fr~ln~ 1f&r-

toa6., ~ ·na p.az01rtalej _cz·~.sci p:6lpTostej u+ o..\J- . dla d..) cLo 

- wartoac+ 00 e . 

. A:b:y -'II'YLJtC'eyc w niekt6rych rcrswaZania.ah t.ego ty-pu ftmir

cj·e wyp.ttkl.e wpr·owadtimy poj~.c.ie ftmk:Q;Ji gp~uk.a:e.i wlas.c.iwej, 

.hanolrlaie :ftmkcja wyp:uk£a r· na:zywa l!J.i~ WUSC:l:lnl., gdy nie 

przyjmuje •arto.Sc:i-· oo . i nie j·est tot:sam:osciowo r6:w:na + oc;> • 

Q!RES-L:ENJ.E 3. J • . Jlad.:!g k:re&em :funkc j:i r .: -v-----.10' R na:eywamy 
zbi6r. ·. 
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• I . 

e~.r = { ·c~}a.) ~~ Vx IR" ~- -r-('\'-:} ~ 0..} 

Qft,GA ; .. 2. Po,;g~fll:dowo 11'6Wi¥_, ,Da.d.Y,kre&._ :tunkoJ.i r _lest po.d-

ZJbi:"6.r plHI.ktmr ·.uo;c·~ kart-e~janaJtj.e,go v-~ 1R -~ r.t6re ln.~t 
~naci• va·ese~~ -~~~. F •. o:a~aci-e_ :r.zu~ ~k:re:su _rimk- · .. . 
cj.i r -~··t .j~ dzi~d'Z~ ef~ .• d.om" !="" , t .mr.. . . 

· p:~ ( epi. F)= .dom, I=" 

P·o~~aie ~~kr~·sa ~;yt l;uar«zo p~~t-a~ · w dal870'h . 

Jbadaldao~ :wl:azm.o~ci :ta:J,lkcji ·"q"pUl;,lJ'<eh. 
- ' ~ 

BT•IlmJl'ZUii! 3. 3:-. ia:m:cj.a· j:" : ~v~ :[{ ·: ~rew~t WI'~ ried7 . 
- - . -
1 tylko wt:e.dy, gd;y .j .e 3 ~kre•a · ~et z:b~r- ·qpu:ktym. 

D()W:dD.· tiee~h . F b~~· · ~cj1'l ·1f7P:~'&l-., -maar pl>Ea·- '6.,. h 

~z s ~ ( u.JO-) 1 ("}..b) •a.a1:y odoinek nal.e- do epil='. 

Zat.em a·t~d ., ze . 

' - F ~-c u} a. ) E- ep'- . (~,b-) E. ep~ t-
atamy ~trzpat6,, i.i. dla 

~ ( .u. Jo..') + C -i- ~)· ("' ; t:>) E. e~\. F. 
Ist.o:t.ni·e -z ~pll:kiol§·c-i F _mamy · 

F ('Au. + (A-·~) '\9-) ~ ),. F" ( u.\ + (. 1- ") ~ ( 'trJ 

a p·ani.e.-iraz F ( u.) ~ a.i F (\9-) -~ b- wd.tto . ot·:t'2;jimuj.emy 

F ( A u. + ( 1- A )\9- ) ;S" 1\. 0- + ("- A ~ Cr 

fltB tem Punkt ( AU. + ( +- A)'\}) .A Q - "if i.. +- j ) .lT 1~£;»0·Z¥J.U). 
. · V IR . ltarte·z~antr.kiego .x ~ 1Uille2ff do madwy~e,su :t.unicji F. , o.zyli 

J C u.> o.) . t ( ~ - ].:) <.:01- , b-) ~ ep~ F 

eo naleza:i:o l>o~a.a. 

Dmr.till ' w d:r\r~ "tran:th ~eoh nadW7krea e·pi I=" 

pulcl.:y, t'zn. · wraz lt ptlllktami 

b~dz:i e w:y-
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( u... .J 0..) L ( \:9- J ~) 

gd,zi·e 
Fe~) L b- L. 00 _F ( .u.) L o.....?. OQ 

o·wli 
1

_ 

.· (~~, + ( ~-- f\ ) 'C" 

.a . -~~c 

dla J ws·ze.lk;t&h . 

00 ? 0.. . // r-( u.). 

' I 

a w<~c:.o · i w s~cs.e.~o.ltto scsi o·t~·j ~-

( n:) - ~ c ~ u.- + ( -1 - ?, ) f,J") . ~ . ?- F cu. 1 -+ ' -' - . j F ( ~~;: 

noW:~~.e. d~ C:Zi~:s·e dow:Q'ttU mo·Zie b.y6 prZ~e:pra..acizo·ne, -8d:a u. 1 

~ E dam !=="" .·., .. bn1.eJit mam· f j:aJc·o prcje·k.oj,a na V zl1.ia.ru w;y._ .--. . ' -
p~~go . e-pi t- .j-as:t z:bi.or~ -wypnklym. D1a z:akanoz.enia do~p--
du · Jl!il:b~~ r 'Ofs.atye prey-p.d·ek, gp;i F ( u.)=- oo lub : ·-v-, =- ..:. 0o • 

'I t~:i::m px:eypad:!Ql muez.y p~~e-js·6 CJ:o graniey w. ni~r6:tr:u.osci ( ;:[ 
i wo.~e·o o.ze:go ro1r.11i~·z i w .tyD! · pxeypadku nitn!6-wao.s6 {.Er) b~.azl. _e 
p:r&Wdzi'lfa·, ao .aaiaza~p wy-~~6 .• 

P:o~ n~Z.~j j1e:s.zoz.e wyniki s ·tandardowyah op.eraej_i Yiy-

. konyw~·cyc:h nad · :ftmka J:a:mi wypuklymi. W. ~:ni.lai ty oh ap.e:rac j i · 
motna b~dzi-e . Z&~lilZYO, it zbi6r ·fuiik~j.i ·-lr.ypukO;ah stano1r'i · ai.h.o
z·e-k .1fY;pukl:y. Wyn-ilci t ·e motna wyrazi6 w nas~pu;i~c~~ :post:aoi·: 

• . I 

S.T·WIERIJZENIE .3 .• 4.. /i/ J.e.Z.eli F t"\f--4. ~-\ · :j-est tunkcj~ ·~p~
l~, to dla la:lzclej l~czb.:v d~datAie.j ~ :frmkej·a ·(',F. jest :tuUkoj-!l 

J' 
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wy~~~· . ..J 
/iil J·en'li r:V~t\· 1 G:V~,R~ . fmu:c.j&.O. 

wypukl:rm, to r +·G jat· ~m.s ~j·- ~- /p~ c:eym 

pr%iY'l-~3·emy a:1a Feu.)=- .G'( ~)==i::oo cF + G)l\.1.)= CXJ ./. 
· / iii/ Jez~ll {~}~fi ;Joes~t r:o~ wypulych :tlmk~:i oU.es.lo- . 

·~ych na V o w&rt:o.Sci·a.oh w fH ., to plmkt:ow} kres. FnlY ~-:
c j.l t ·e-j rt»d~ 1'117 . 

. F = ... I 
'v ------

jest f.~Ojl$ 111JP~-.. 

:nowd)).. Dmr15'd o~~t~ai ·111, /~1 Ml. t~~ln.e • .lbJ ~c as~.$.6 

/iii/ Z&ll:~&ZY'JDN; z~ - n8 m:ocy riw-i.er~ .3 .• 3 . ! .la dmr-o~negO' 

Lt:: I na~.krea trpd r~ j·~8't .z;biorem Jf3'1lul;ly.m, .a z okre-slenia . \ . 

OKRE'SLENIE 3 .-.4. Nie-dh A b4dzi.e p:Qdzbi.o~em wypUi.:vm · pr .. trze.
. ni V , a F : A ~ iR .. :Punk~ J a ~ . . n:azywa.-a~ sc itl.e wypnt-l;", 

· gdy -~·.est ona lfJYPUkla i d1a d01ro1nw .. ch e1.e;m.~nt6w ·v.-··,'lr zf.yioru A ' 
t aki.c·h., z:~ · u.. '+ ,..._.... , o.rcz (\ E · J o, 1 [ , .. j .elS~ praw.O:Z:iw. ni e:rofm:l'Ot-6 

- , 

OWAG-.! 3. 3. Z powyt~~-&go · okreel-e:ttia w;y.ni.lm, it katda tqntk:c.ja 

Scisle· ,Y_p.tikia j .'Mt>t :funkCj·q wypukh\ W Siens.ie okr;asl.eni.a 1 • 

lo b~c t'ego _·ws.zystkie stwlerdztenrta, kt&.re ~te'j zu'St.a:ly _sf'O~ 

mulowane 1 u:d-owq:dnio~e -Sfi prawdziw:e nmtatis mutandi.s . dla ·:t·un

kb j.1. -s.ci.s;le . ·. pukl:ych • 
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. . 4~ -~-P~P~CUGW no;tmr RPiBXcn .cWU 
• - • . - • -. · . • ·· . If • . : • -. . 

neon v ·b~.e przes-ttem~t- ·1-'D:k&J.rl-e. w.y~~· llo·araey
.. -·IUS' &rle lUaS.Y -~m:lkelJ;i .o~esloJWeh ~ V e wart·aS.aia4h 'fi ~ · ; 

~~ :tun<ko·l;i p61cit~y.cth. • Y . -cmwz · ~.~.j p.p.4.klae~ ~ -~cje 
·c:i@e.. · 

' . 
. I 

., -~ :4.1 .• ·:!Imkcj;a F·; \f ~JR t~J&zpa ·~ ~:0.1c~a 
- -~e. ~ ·v -- { pc: aG. Yl , .. sdY. -ala · ctaw~ne:;t lia~by r~ec.zY..i
.r~j~ o.:·_E -~ .-Z:hi6~ · . 

f'\} E V -~ . . ' • 

j.u:t .. -d~~~ --• y .. 

F (v-) ~ o.} .&amludfltY 1r . V ,. 
' 

.. /1:1/ . \f<u. E .Y 

Eft, .. ·~&'ifnG~rie • 

. IJQQll ... · Z.:L~N' .Z:e -~est ·e~~,~niOJV ~- /i/. Po.ka~~ -•- t .e 
~ i1JUU:i.:ku:;te /i.i/.

1 
Za£6. --w ~ c.el\lt ze de' zaaho:dn /11/, 

t:.Dn..~ -~~eJ!.e tavki j!i ement. u. ~ ·v ; ile 

. · .lirm F (".J') < . "F c~ 1 
. • '\S,-+ u. 

.5t:lld / 1fY;n1ka · 1·a1i:n'ien~.e t:a~k.iergo a:i.~ \9-~--,. ii. . ," ze 
in~m! . s .l Oley . dJ.a 

I 

'if £'> o _;! ~ - .i V "'-)" N 

' lf1.e:cth ·% +.£ <; · F' { .tt) • l&mr.aZamy, !be c'i-g ..r.., ... " ,· •~ ,1\J;,.~-· _ j:est 
c:i~giem -e~&:nen-:taw ~biaru 
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~a -kt6T,ag~ ~lement. U: j~s.t p~ ~piMJ:ia., k:t'Qry.· n'll..e nai.e-

ZY' d·o J;lie.~Q ., bE .. . . 

·.~ + ·£< Fen) 
j 

-•t:eB1. s:ta.J:l.o:d.· ·ito ·.&pr.aeo·mrCl~ z fl.,(, .nac: ·CfZ:&go ·/1/ _1mpUJtU~e 

/U./. . . 1 . . 

-~~- w 4~ s·~rmfft. frdd /ti/ .~lo .. /1// jres:t n•~o:hm1:a!l!iti0-
•• ne.eh f:.l:~~ . ~ ~ y b~dne ~ sbpi~a 'sid.:oru . . ·. . 

.\ { r3"c -\r ; ·F (..,_);.so: _.a..} ,. ·()c:~~sui',e 1~ie.j ·e ~~ o~ e~emen-
tt6:w ~""' ~J> ~i:,o'rD.., Z1~ r..~#. ii. 1 · !1:9..:,.,.~ U:. , ·$dY 'If\.-- oo , , •-

t ·• • ·~ /ii./ IDia~JllN' 

tC u..) ~lim f:" (V-""- \ 
tn.- OC> 

a ·p~on.:te!Wd Fe~ .... )~ a... , n~.o st~d ot.r.zw-muj et~y, u aleJDie·~t 
u:· e { ~ ~ Y . - ~ ~ ('\9-) ~- 0.} . , c:o koilocey aomd .• 

M:Al.GA 4.1. F:r:zyp.'aDU.llaliiJ3T, z.e. f~cja F: -v-IR na;zywa s~~ 
p.6.~o,i.~g~a .~:6:t'ni e . na V , f#J:.'W :r~o j ,a- F · j rest v.0':2 o~e;la .,d~l'J.-

/ 

ni.e. 

mzYKUD 1 •. }\WJ.kej-a :l:ndyk~ -~- 'l-A pn:d:.zbi.oru A · p~s'tne
tt! \ ( j.es:i p.6.l:c·:t~gia .dol.nie na Y ·wtedy 1 .t,-lko ·wt:ed:y, gdy A 
j•es·t ~io:ram ciommi:~~ym 1r V . ' 
J::nado,gi.o~~~ ~·j~ X A js:s·t p·62·.ci~~-a g6:rni.e wt·edy 1 tylko 
Y-t.edy , gdar A ' j~s-t ~b'i.ore<m ot•a:rtym w ~\r . · . 
]!WIEruiZS~E 4t.1. l'tmkc.ja F! y__..jR · je:st p.61o:1 dqlnie na 

V rie:4y .1. tyl.lm wtta.dy, gdy ~-e j -na·d~kres ~est do·m~ty w 

V )(, 1R t • 

lrGW'cJD. &kre:S.laQcy"· :funkc j~ promooni o.s·El "-~') · -v ~ fR- IR. w-:z'orem 

\(' C->-, Q) '""7 F('lu.)- o.. , J,es·t o·o~~i~ta ~t~~j~oa r :6wn-o.-· 
W·&ZJ:io~·6: 
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-~~ :F jJ>est pn£ci~ d:sl.nl:~ .#& Y ~ 1 t,'~o 
rtq., .gtt; :ttm.~j;a 'f ~ 1..-t p6}e~a d~ - Y x rR 

~a:ll7,- .,_ . cna . -Te R -ni.Or 

l (11.9--, o..) ; (.{>('\9-JO..)~ --r} 

~ -za~e¢-.F ~J:l F .~~--~ 
_fR. o t1" . w· 11•~• ~J-.-ld-m Y )( · R • Za-teia • l= 
!es't . doaktti-f:~ • · V]< R · -~ :l . vue ~, g4:y di:6x 

f <."';_clJ : ~'lo7JC1.) ~ ~ } . ~ dJolli!kJrf..-~ W' Yx. rR 
_P&l~Jde ·om_.~~ -~olmt?.L~Olh :rO~nti~ ~ 

· n-=1 .do.wcu tw.-1 e~rdz:etti'a. · 

Vf,A.G,A . 4 .. ?.. z wyz~j prS'e&stawi.cmyeh wl~c.i t:t:mkcji pd~ 

q;C:n da.lni.e- weynJ,-.,. u puD;ktDIIJ!Y £res ~ fttnkcj.i p6-l'c.i.~ 

lll"ah dalni.e DB pr~ V ~ ~Ej'~ po.J:q·iq.g£1l do.lni;e 

DB V • 
llQW"O·d 't:e:j ~ jest -amUoigie~ Elo dOTOdu swi.&r.~ 

nia )-.-4.. /iii/. 

O~IE 4 ~ 2. Heah F :, V ___,... ~ . ~:dzie d.ow·o.ll:Ul ftmkc j :fl 

lllWSll';10.-Zml- ~ !Jaj;rl~'ksza Z w;a·z.ysi;;ki.oh -:funkaji. p'6:.l.Ci.l:}g.}:ych dal

nie, kt6re n1 e prz;ewyta.za ~ 1mrt cr-S:c,i t.D;J~k:aj:i !=' , n.o-si na~ 
p62:ai!lgi:e.j dolni.e :t'e'g.D.larya.eji :fttn.kcj·i F 1 o.~Q·Z.am¥ j;" 

. sym-bolem r •. 
WNIO'SBK 4-.1. Dla dowoln:ego e·Le~ ~ pra~st.rzei:rl. Y jest

prawdzi wa·. row.na-S:e 

· Dow6d tago wnioslm jes-t oc:zJ~Wisty. 

nrosEi 4-.2. -Kie·ch F = v~ IR a F rleC'h b-~.d.zi.e p~6l:ci~~ 
l:q. dol.nie I regtllaxj'zacj·q :tunkc;j:i r e 1'6-trc·zas ~ prawd..zi~\Fe 
rcnrno•aoi 
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/1/ 

/11/ . F ~ ... ~ ) = lim ·{:" (u...) 
ll.:-:""' !!)>· 

n.Owon-. z ·:falkt.u., :StZ !="' me pr~M:yZ.s• ~lll1ikc~. i F 1 j.e.n· j :ej 

1'61:-n .~¥"14 a·olm..e re·gulary n.c ~~ ~Diika, te 

epi F 

F --r--
t~ . 'E>p i. . :=; ep" ~ , 

Z'a•atymy; -z:e t:bi6r epi j:" jest nadlrwkr·es:em.' Ist·otnie-, 

nieol:t i. u., a.) E epi !=" 1 wq;;y:e.zae istn:ieJe ciJw; ( u.", 0-v) .f. 

e.pi ~ , k-b.6TY jest z;biezJ.tt -dq C u..,C:; • Jret.eli b> o. , tn o.v ~ b· 

dl& peltil·e.go p·odcit:tgU., a st~a na mooN" F ( u...,.)£' ~ otreyam-. 
~ emy \, ~ -- . b ) e ~p·i r. ' ltlobe·o C$e.g;o ( u., \s. E epi r. . CZt}sC 

ffSp6lna ~-Pi F z p-rostEl ! . .,~ ~ i\ · , albo j.es.t z.l;l.!orem p:a.a;~tym., 
. / 

~Iho p6£pxo .. stJq. i-u-~; " ~l: ; Ot:l ) • Zatem kl.adElc • pierwszym pr:!:y-

f"~d:~ ~.:.v- = co . ; a 1r drugim Gl'tY)=- a._ , oi!r·z!muj-einy tttnko j ~ · 

t; v~ h< t dla kt.:Srej epi G = e;pi !=" _. o-ozywis.aie, G jes-t 

p<ilci~.gla dolnie i G~ ~ , - n.adta · G ~ · F, tzn. 

e.o w polct.cz.eniu & r·e_lacj~ /x/ d:aj e /1/. li6~Vm:o·sc /~·i/ jest 

~6wnowatn-a 1 I rowno'S ci /i/ ~ oo koilo..sy dt?w6d w:trios;icu. 

Wynika t'o z ro.zum:.owania prz-e.dstawione:go w dowo:dzie ·stwier
. d:ze-nis. 4.1 • 
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Dla :t:tmkcji wypl1k1:ych; u w.zgJ:4du na w£asno'6 ich nad
wykre-s6• /par. atwierdzenie ) .• 3.;,- wyllika -w.i:li...oaek. 

niOSEK 4. 3. KaZda ~llllkc~a · :wypukl:a p6.£a'.itilg2:a dolliie ua V 
ja,st rOwli'iu p62ei~ dolnie w s£abe~ topo1o,g1i tO N)Y~} . 

I .- . . 
na V • · 

Do•od j -est oczY.,.iaty, wy.nika on £ wl11.o! ku 2.3.· 1 'lmi..o:ei 

Je.Zeli fwiko~a wypu.kla ~).ea-t po~oiwl.a do1nie i przyjDm; 

je W_l~rtt)SO- . oo /lde j e st Yl.asoi•a/_ YOWQZS:S j :Ht p~i.a. 

STI'IERD!EliTE 4.2. ~cj:a _F -p:6.lc.1,.gl.a dolld.:e, ~lela przyj 

muj'_E}ea •art:os6- oo ;~ie. przyj;muj e warlo:s.ci s·konczonyo:h. 
' . 

:oo•an. Za£6z·.my, · ze i .stniej.e element D... E Y ; dla · kt6re!g·o jefl 
!=' ( u. :· t 1R • Obie:rzmy Ci. efR tak,- by ~ < . Fe :G..) 1 c~ .. o.. ), 

mog£o by6 soisle odzie.lo·ne od na.dwykreati ep:i . !=' ' /jeat on . wy-. 
pukly 1 dalmkni,~ty/. To O·zn&ozs., ze istnieje taki funkojo·nal ~ 

linio.wy i oj,.~gl:y o:ra·z lta:&ba (3 "=-IR ·, se 
I . 

jest: 
L ( u..) : {3. 0.. 

I 

D:adEt-C u.s U.. 1 o..• F<. rr.l otrzymujemy 8( F<. ~- o. ) ::> . a , czyl-

r..-;;- c. • ·t .obec· tego dzie4o str·o-ny wytej napisanej n:ieJ;"6Y-1 
nosoi maa:y 

- / c..<-

co pr()waclz;1. do sprzec·z-no6ci £ za1:ozenie.a, gd-yt. . pra-wa si;rpna 

tej nier6,nos.oi jest zawsze skoliezono, $ przeciez F przyjmu-~ 
~e wartos-6- o<.:. • 

tJdowodnimy podstawowy lemat dla ba~ania C'i~g£ osoi f.~·-4 
c j i wypuk1:yoh. 
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p.!!. 4._1 • ..t8Z.ell· w ~ o:tac.z~u el~ u .. eY fttn:l£-. 

·CJ.IIi JJYPnk-la . F . .}esi; ogra.nio~ona, · to jest oaa ciilgl;a • u. •. 

lJOWd.D.. N:i e $1mi-e.j .a'D:j·-Ji<C o,.g6_1Jio!8a.i ro~ nia&emw p,rzy j~, 
.it- u.=- o 1 .. F ( u..\= o • Ni.e.o.h "J"' ~d&iia Qtoo~eni,em -J;'era o 

.. kt6X'YJZ1 t~·~a F j.est OJ~anic·z~., t.zn. 

F ( 1\T ) ..:: o.. < t:-o 

cna ws-z.e lki.ch 1\5- . c ftY. 
Po.16:Z:.my ~v.r= tt)" n-'l)' .' w:thr:c:zas _u.IV j e:st sy.metry-c;zlcylm- o-to-

o;z e-.ni em z.e:ra; ~iec.h t: E: ( o, -! ) 
. fi ~ 

• l et'ell ~ E.. f. · u..; tn na m-ocy wy-

pD.ki:.o.s:c:i .funk:o·j 1 . !=" ~ 

~ ·'\. r * F e~)~ (A -£.) F( o) · -+- E F c ~) · ~ £ ':l--E. / 
t 

-~E. \} F" , ~ \.~J~ 
~ . 

( ~- ~ ) F ( o) t ~(-~)~-~a_ 

gdyz z wypuk:£·o.s ·ci !=" 1 ·wusnot:ci F (o)= o ~est - ~t:.. l)... ) ~ F\ t~-.") 
a stl:ld i z wypuklo·S.O.i otr·zymu·jemy FC-!\.,.·)= f: ( r (-t) _;- CA -€)c) 
··* _ FC-'*) + ( ~ - t:) ~ ( c) 6ra.z .ni.erowno.s-6 ·ost:atnil:};. Zat~ ma.my 

l F (\:· ll ~ c a.. 

dla dowo.lnyoh ~ z oto-cz:enia '2. tLr, co oznac-m w];a,anie O:il:l-g

losc F w u.- .. 

J ~st _ j e.s zc.ze pra1wdzi:Jf\e 
. . ?\ 

S.TWIEnn·z:em 4.3. lfi.e·oh F!Y -II\. - b~d-zie :t:llirltoj~ wypukl.ct. 

N:aste:_puj~ce 1Ui~nk:i s·~ · r6wnow-azne: 

/1/ istnieje niepust7. otwarty pod:z'lrl..6r cY , na kt6rym :f.u:nk-

cja F jest ogranicz.ona z g6ry stu~ lic:~b~ cl .:; ff~,. 
i nie jest ·..; oz sam:osciowo r6w·na- oo 

/i,i/ fu:nkcja I=' je·st wlascilNl i ci4g£a w · 1m~trzu sw-ojej e~ek~ 
tywnej dz.ie·d.ziny, kt·6ra jest z:biorem niepustym. 
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oowdll. : z ..• al;'IQ:llku. /~1/ wyn:Lka 'lrBr:un:ek /f./' geyt F (.;)~- 00 

:i · · :· r=c >~;f= oo / ·bo w2.asc11r.a/ o:r~z int dom F= ~.:.;. : R~) < .c>o } 

.z~b.i.6r awarly '/bo ~ ·Oi~~ ;W i~dom F I. 
rl~eh ·'Q~,Q£ie S';J:Je:itnio:.QY warn.nek /1/ ilob.ee _1:;.ego & C.:: 

· in:t.d.om F , ar.az ~e.eh LL ~ .cr i F (I.J,..)>- Q'C) · • . Js p;odste·•~e 
iema tu 4 • 1 • :ftitnka j.a F j~est o·il:lgL'a _w u : 1 ·C)p·anic.~O)la w ot o
e~eniu ~ wo&.ec tego j;&st wJ:a.scilta40 · J}l£ doYf:o.lD;e:go · .e.l .em:~l}t.u 

"'""'e. intdo.m E iet.nieje ·taka · iiaz:oa s n~:•za- c;td . j .e4,ilasci, 
· ze w- = ...._ + g(:·•- u..) . j -est r6wniet eleme1;lte:m int.Q:o·m F 
Prz·e~s.ztalc.ani~ ho.mot-etyazn:e ">-~ h .. ,_.\ .. '~- ~=' S' r,.~.;.. - .~) + . "-.1.7 

0 !Sro.dku ... u..~ i . z lfS p 6 L o·z:fnniki em p.od.o hi enn-.a 6 = A - :; - i 

p;-ze·ks2;talc.a ~ na . ....... , a podzbi6r & -.no o:W~rly po.d,.z.-oi6r 

zaYieraj.~cy ru_c-·; • . Dla dO'irolneg.o ele.mentu ~ e h.(&) mamy na p~.Q. 

stawi e Yypu.klo~ci fu~cji _F nie·r6>1fJl~sc · 

gdyZ. 
F l !:l :; 

wobec o&eg.o 

i= .' - ' or:::::.. I \., w! • . J -

Sttt--d wynika, te k,azdy e ;L eme,nt ~ "=- int-dom F · kt6.ry 

jest · r6wni ez element.em otocz;enia h. \,_:7) , ~ 't~ ·~~sn:osc.; iz 
:runkeja F je~s .t o:granie~a.na l.ie.z.b~ skpncz·o·JUl, a ·wi~c z;ra ~:o,cy 
l :ematu 4. :funkoja F jes·t ·cititgl:a , • ·::r. , ·eo lroilezy d.ow-6-d.. 

I przypadkach szc.r;·eg6l·nyo-h mo.t:na uzyslrac m•.c:nie.j :a:n try-

niki. . 

WNIOS'EK 4.4. ilunkcja f= wyp:ukl:a i wlasciwa okre-slona na p:rze~ 
str.zeni skonczenie wymiarowe.;l \ - jest ci~g.£a w wn~trzu swej 
ci·zied'Z~~· elektywnej. 

DQWGI: . N.~ ecb -intdom F b(idzie zbiorem niepu.styzr., wobec tego 
1s·tnieje •n -r '. a:finic.znie. niezaleznych element6w u: 

-
tj ,:; t . "- 'fL T -1 ', 'r~ s cu-.. c\'') a Z 0-kreSleniS Wypuk} OSCi Lat.-O jest ZBU1f8Zy0 f . 

http://rcin.org.pl



. . - -4.5 · -

:it F .3 ~t .og~arnio:z:on-a ~ g6ry lioz'l;>~ ~ F (..u..;.) 
. • i • . , -'\ '5.i.ii.n..;.~ 

. z.Q.~ -~T2ie 

~ rv- e-v .: M+.ol 

~ (\: = ~ } . 
. , • La ... 

co ;~t ·oilczy .. kow=6d. 

lrnTo·smc 4-.:s •. iue!ch F betd~ie f:tulkc~&i •ypD!kl.ll 1· •~a-'Oilf"l 
okr~~lt~n~ _n:a p:;-·~·e:s-tr:zen.i unor~G1rlane.j V . . Na·s-t~ptlj~o .e ..-.rnn-· 

ki s·Cl r.P-wn.o-.a.Z.U~: 

/i/ i•t:ni~j~ l!l:1.&Jl1;lfJty ot"artN podzbj..6r9 ~a kt6r)t'm !U:Jlkoja 
~ F j:~s-t OifB:"U~ o.z oz;ta · ~ g6 ry ; 

/ii/ ~mt~m. F * <t- 1 r j-est ~unk-q ~-~ ~-~:J..ni e re.~l~rnie . 
·c~~g~a ,na i;Ym zlliQ.rze .. 

DOW:OD• :Oczy·1dEfc.~e z -.arunko. /~i/ Wr.t.ti~ /i/. /a~:ent~oja 
analogio.zna - ~t.r;l;~t~s -~uiiand~s - Q.o

1 
~r~m.enta-e.;ji .w ·dqw·odzie 

stwJ,. ~ciEe·nia 4. . , gdy Iii/ /" I i./ i . 
,Nie~ch b~d.zie , spelnim:~.y wa~k /i/, •q.wqza-s F jest 

cic:,i~;ta w in:tdom F /na . m:q·~~ s·:twierq:~~nia 4- /. ·_Wybierz·mi 
.u.. != intdom i= . i ro~a~y kUll'! ·}. Cu- · tr) = i rt.t:. :: U ~ - v.. g ~ "~"' \ 

w prze·$t,t?i~· \ / • N·a m:op:y oj,J:tg£os-oi F w -~ i.~tnieje ta·ka 

licz'b:a . "fc.> o , ie 

- co < ,r,.\.. ~ F c.~) ~ M ..::: <X> . 

i :a.i~c.h (J: E. ~ u... J S 

oc,zywisc~e G ..:.c) = C. i }la kllli ~( o ) 't'.-.,. ) G J ept ograni-

c.zona z ~6ry lie~b~ .M- '1"1'\. · , ·2 . ~iE;·c na mooy le.matu 4 mamy 
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·J:eb&l~i I~ ·o- -~ rr.-.-r . .. , . ~ ·;;.G.Csu ·-.:1:~ ~ -= f3...,_-;;:;. 

€- c$(0) ""o-:-.,..) ~ . £·=1»--- -g..:v(lf".-1\'") 1. ' ~~tmW' .118 · ·ID.'C)-

·· .CO" '~j •JdGm'e,oj nerblm~ 

~ 4-•1)V o. ·€ . i](~j ~o--r} ) 1. F(~)-- ·Feu.) I~ ~-=~ u~-V-il 
J.~~i V- ~ ~.(LL) rr) ··f U ~da:inek .[i:;.)'ii3-] C . 'J1 ( l.L~)',-) 
·~i.e~~ ,_. ·r·~ .~a~ii?i "lf1:,S:S ~~;v .eLeaeutaw 

.u. ~= 1\J" . ) ~ , • • • .., u_ " ! .u.,.,..-= 'U-:-

""'bik ._'Qy I~ U..J-:- JJ.-(-t<~ ·I~ i-t'.- .,r ' 

k ~•o:cw /4 .• 1 ~1 .-~ 

d:la ·. d'- ;.J .• •. ) ·"t\,.- -!. 

lloda.;t;pe S.-tran:am:i I 4.~ ./ dl.a L& J\ J ••• > IV\- ~. otreymuj-eJDN' 

l okalny lfS:t!lm&k LI~:r:A: . 

V ;;:;)~ ~ ~cu.)~) ~ J FCi\3-)- FCKJ:")IJL ~~'it? II n1_,_:U.Il 

oo k:ano:.ey dowad... · 

'fNrO'~K 4-.B. Kazda :tunkoja p.61:c.iat8'1:·a .d:o.lni,e i ~wy·puk£a crkr.~ · 

lana na pr&est.rz.eni b:e.az~lo:Jwie.~ c:ey Jaarmaha j<eat ci..t!lg:bl ·• _ p:~nlr

. ta.c-.h wew:n~trznych swre.j ~:fe]ct;ywne~ . ·cizadrll:ty. 

no.ro.n ... tie;oh u... -.· intdam · ~ /z zad:ammia· veil :z:hi6.r .j:est ni,e-
. I . ~ 

j:m;sty I . 1lie z:Dlli.j;~ jS".za ~D cr,g61.no·ho:1 razn£a:n mo.Z.~y prey ji.-6 
u...= c /pr·zez przeJillQli.ttcie/. !li.e:ah · ~ Flo) • Zb.16r e.--
- t u.s-Y> F<~l-< c..} j .•e:ri diamkni.~~ lp·occ:i.,@£-asc do~na/ i wy-ptlkly. 

Z.h16r . C. · ~est wchl.aniaj.~cy, gdyt oha'iltc:ie :ttmkcj.i f= do do~o.l-

nej prorlej L-=> [c .-~J , kt.Or.e o~azamy FL_ , j-e·st ;ttmkcj.lt 

,ci~lq. na . L 11' otoe-zeni.u e.l'em·e:trfu 0 /rua 11J:O:OY ·li'JliO:sku 4.4./. 
'is-tot.n:ie ,niech ..,_. b~dzie 'dolroliJ,y:m element-:em Y · , wob·e.c t .ego .na 
m.o·oy ci.~losci 1= 1 , -do dCJYalnej lic:z'by &o 1stn1.ej·e R >O , 

. L 
z-e 
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. F c c) - E < F (* ) -:: ~ \D) + E 

·l;li.e·cb. wi~ E b~dzie takie, •~ F t CJ);- t <- a.. 

stEi-d mamy 

co nale~al:o p·oka:z·a6. Zatem _"e ! -E jes;t Df!etZkEh a wi~.c dto-

c.z.e.ni.M 0, a . wi~·c t'wlkcja I=' · je·st o.graniczona na C l:i.cz.b!i c.. 

111oheic te·go .j·et?.t o1~g£a w 0 ., a wi~~ na· mp·c;y stwie.rdzenia 4-.3 
j es·t c.i~g£·a w wn~ trzu s~We j e:t ektywn .. e j d,zi e.d·ziny , o o kono r;y 

. d.t*6d. 

5 .• PUNKTO'lfE lO:U~SY GOB.D CliGLY"CH F.UliXCJI APINICZNYCH 

• Ni.ec.h \ . . b:~dzi.e prze·strz:enitt loltal.Die wypuklq. .. 

OlmESLENI;E 5.1 .• Fun-koj~ &finic·znll c.i~lli na przestrz·e'ni 
.na.zywamy . funkcj~ p·o·staC.i 

gdzie Ll ·) oi~lY flfnkcjona2: liniowy ~.d - ,. 

OKRESLENIE 5.2. Z'b.i6r tUnkcji F~-v~R , z kt6ryc-:t .. katda 
je.st p~kt.o·w;vm ·kres,em· g6rnym tunk .. cji afinic·zny·ch i oi~glyoh 

n£leztt-cych do pewnej ro.dzin.v ozna.czamy przez r C\1 I • 

Przez -~ ,--:V ) oz~aczamy podzbi6r · [' /V ) , kt6~ego ele

meritami sq funkcje nie -=-·own.e tozsamosciowq .... ex) sni -- oc:,) 

Z tego -Okreslenia· or~z Stwierdze·nia 3. 3. 1 ty;ierdzenia 

. 4,1. otrzymujemy 
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. ' RIOSEK 5.1 • Ka~da :!wikcja. 

l:a- .t:olnie na '\/ • 
. , 

STn:EnZHIE 5 .. 1. llast~puj~JO.e w:arunki a~ r6wn.ow:azne: 

111 F . ~ rC\,.) 
/11/ r . i~st •Y:Pukla i p.61:ci~g1:a dolrll;e okre:s1'ona na "'v'" 

. o w.arto~cia.ch · w R , przY" t~zym," g;dy F przyj"muje wartcrs6- DO , 

tO j ·eS't cma tOZS~moScioW~ rona- ' DO. • 

· :00'1(}]) .• :Przyjill1emy, ze d.U. pttatej rod:ziny fugkaji Uiniom._vch 

1 · ci~glych pUnkt.o,wy kr~& g6:rny j-est r6trny toz.samo.i~fC~l'>lVO ~ oc: 
fax cle~initiwne/. _St~d wit;c, _jezeli t"o.dzina jest niep.usta, 

w-6wcza-s F nie mote bJC tazsamasciow_o r6wna.- 00 • Zatem w:aru-

nek /1/ poCii{.ga 1'l8 S'Ob~ w:arunek /ii/. \ _ 
lfieah teraz · != · b.~d.zie tu:nkc j~ Jtypukl:q., p6l.c.i~gl(} doln1e 

i nie ·przyJmtlje wartoSci- oo ~ Jezeli f"= · oa , to r: jest 

pu:nktowym kres.e.m g6r~ym ro.dziny wszystkich !unkc.j 1 afinicz

nych 1 ci~glych o·krealanych na -v- o ltartoa·ciach ,.. IR. 
Jezeli F *- ~ 1 nie preyjmuje wart.o.s·ci- co , to wobec t-eg.o 

1st·nieje i:L c- \ :' i takie a.. , ze 0:. < F f il ) .. :Pakazemy, Zce 

istnieje tu:nkcja afinie:zna i ci~gla na \ r 1
, ki;:6ra nie prz.e

ley'z.az-a wart.osci :runkcji F a w punkcie U.. przyj.muje wartos6 

po5redn14 p·omi_E;dzy 'CL a . i=' ( U. ) , to zak®c·zy dow6.d t .wier-dzeni a ... 

· Istot:ni&t element c u: , ~ J nie nalez~ a.o d~kn:i~eg~ 1 wypukl'·e-

go nadwykresu epi F , wobec tego na m·oc;y ·.-niasku 2 .. 5. ·m:otna 

zbio-ry epi f: i · { ( i:t ,O..\} scis1e rozd~ieiic hip~rpl:asz.czyz~ 
:n~ }t w przestrzeni \ / >< !R danej r6wnaniem.: 

gdzi.e L :funkcj onal: li~io.wy i c.i~gly nad przest;rzen~ \ F • a 

d- , p 'E R ... 6~czas zachodZ:~ nier6wn.os ci: 

L( U.. ) + ci Ci.· < G 
I 
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J ·eZ:eli F (ta:) < oo mo.telZG' poloeyc··w /5.3 .'f )..)...:: u. 
i .o..~ F ("o.J · 1_ l.lfe~§O z /5 .2. ./ etrz~jeJZG' tiC. I= C. t:iJ- ~)> ·o · 

. sttfd. uianzy ci-> c • Dzi.ell:IP · wi-~c _istro~mi /5 .2. ./ i . /5. 3 ./ 

ctr~j~ 

tym sp·o.sobe~ sko~sT.r.u~i.s•y putrz·ebJU~: dls d.OW!Odu :funkc.j~ 
afini.c~ ·1 . c i"g£~, kt6re j w:ykres:em j e:&·t ~ •' W priypadn, 
gd.-y · ·t-/u.)= oo · .-.; to alb-o ~~- o ./wteily ·P~N pcnryzs;z~ . 

·rozmnowanie ~- kanstruk.c-ja wytD-agan:e;i !uukoJi: /jes·~ prz.~prowa
dzona/ ·al bo 01.. .= 0 • 'I· -;ym -osbt.1:lia prznalEtu., niextS·w·n·o·sci 

/5.2..G/ 1 /5.3./.' .skazn:j~.: ~-e. funkcja a.:tinio~ 1 c.i~la .. 

(?- - L(: :: . j·efrt wi~ka-za od· sera dla JJ-= u.. .. i mniejlJ.za o:d z.-e-
'ra w d.om F -. w t:&ki s~. sp'O·s-6.b ~ak popr:ze·dniox/ - komt~jemy · 
t.~.nltcj~ a~inic·znEt 1· eiC!g1~ rx- :"V''.l: ) , kt6.ra ilie pn;ewyz'S-zs 

wartoSci r- .•.. N~:st~nie dla· d.Owolu:e·go 6 > -c :run:koj.a -af+nio~-
n·a i c'iqg!a -o- · ~IT, (: ~ + c ( ~ - u. ... ·) ) , o·o £a tw-o jest zauwa--
.zyc, rt'rw.niert nie. prz·ekrao.z~ -.arto-tci F , ' 1Ji0b'eo ·te:g1), aby lJyl 

spe:2:niony dodatkowy warunek, · ;>-ostawiony na pooz~tku -dow·od·u 

d;l.a fuil-kcji atiniczn.ej i ci~g!e j, · d.obie*-a.my tak stal~ . c ·by .. 
/ ' 

by!o 

/5.5. i 

o..o koficzy 9 ow6:d tw.ierd~enia. 

x/ komrtruko~a :funk.cji a!ini.cznej 'n' ( · J..: ~ przebiega t-ak,..Sa-
mo, jak :funk_eji ( P/cJ.) - 1 .. . 1/ ,.,j , o'Q.ieraj(\'o np. ta.k 
rr,, - by r ( Il.d < e.i::: .... i \J 
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- ·5o -

z po'prse.d~ah ronraZaE. wyld)a, U .ope~c~.a brania ~
towe.go kres.u g6~g~ m.e· lfTprowadZ$ po~ r(V) • 

S!WIEirnZENIE :6.1 • · ILech b~~ll ~i'le :t~Q je F :'V ~ R 
. G:·v ~ R .. · IU~ptl.j~e- •arunki stt ·r6nowatn:e: 

/i/ ~-: j~s:t p~owy.ra - ~~1!!.,_ g6~ fukoj~ ~ini:ozny:Gh · 

1 oi~~icll ~~- prz:ewjts:zaj~cyeh •as4d.zi·e na V wa~t9:s
e:i ~~c-ji I='" 

/11:/ Q jeat najrl~.ks~ minorant4 'flmkc-J.i F nald-lla~· ·do 10{) . \ . 

I DOWOD.. z Wartl~ /1/ .., 

:v ~ !\)" .;._· ----

.. 1 n1eah 

v ~rv-----
Pczy.-1~cis G E rc"lr) ' jak 1 r6wniez H E I'CV) 1 jest ." 

·:G~ . H 
z drugiej suony kat.da min:crrantE) ai'inio;~:aa ·1. ci~gla . 

. ftz:nkc j 1 H 3 est :twlkc ~ z ~ r ('\f-) . 1 . o·;.eyrls c i e . n1e prz.e kra~ 
· cza wartosci r .. Zgodnie z okresleniem taka · minoranta ni,e. 

prz-ewyzs·za ws~dzi.e na V ~rt:psci ·G • -Zat·em funko j e H i · G · 
mailil- tak:~ saq rnd.zill~ minarant a~inic.zeyoh 1 .o11llogl:yo·h, a po..;. 

niewaz o.b.1.e ilal.ez~ d.o . f(V) zatem '1Jll1B'Z1Jl bye 1dentyczne, za

tem G= H. , ... c~ . naletal:o p.okaza.6. 

OWSLENIE, 6 !1. -JI~kcja G majzt..Oa wla,sno·66 /i/ c-sy tez ' /ii/ 
n~:.:yw£ . s1' r . reguiary.sa.oj:ll tlmk:cj1 ~ .• . 

Dowod 'tego wnioska. wynilra z ro~watan · przedsi.a~1qnych 
1r dowodzie rlwierdzena 6.1 •. 
. I 
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~WJ]!)lDZEtiTJ 6 ~-2..~ N'i.e.ch b~.dzie • d&.m.a ~Ja F ~'..{-- IR i G 
j-ej r~ re:gulary~·ac_j.. J:e:Zeli 1-stni:e~~ :tuuko .;);$ -~~:titi.c·zna 

· i c~;ta nie, prz·ewy:is zaj,q.~ •a4dzi~ w V •rt·oi;ci t: · , t:'O 

, epl. G = EO e~·~- F 

~ -

JJC:JW:'~ -~· H3..e·ch lf b.~ie ~J!' ~at3rni.omDi i ciEJg~~' ltt6:ra ~na 
·v . ne p;rz•ei:racsa warl.o&:ot I=' -. •• ~Ft zs~yc,_ .za dom.:.. 

kmi~ty wypuk2y .zhi.Ga- ~-e-p! F ,j;est -~~&em •ypllk:l.eJ . 

i ·p6.l:cil!l1gif!j d·olllie :tm:ikcji H · /p:or e' •nis&eik: ·2 . 7 • .;~ · Po;n~&.wu 
do.lni e :ftm'ko j 1 . . 

ept ~, c co €pi. f c .Q.p~ f 
wro.beo t:e-go ot.rzymu:j emar 

\L)~~~r: 
\ 

zat-e:m H E: r (V). 'lfiech G- b.~d,zi.e r- re-gtilary·~a,_aj4- :r1mkcj.i 

!='" , ,t .o -~·,e j n;aclwykre:s. e·pi G ~;est Z.biorem wypuklym i dum,.. 

lmit;tym ora.z 
. ' 
co tp i. F c ep i. G 

'Co -e.pl. I= c e~l. G 

-epL . H c -epi G 

G L H 
c:z.yli G= H ' co nalezalo p-okaza6. 

m.o~Ei 6.2. Jez:eli A c: \ T , t:o r' -re.gtilaryzacj~ tlinkej; 
. in'd:y.katorow:e,j ·y .... A zbiar.tl · ·A je.st funkeja ind~katorowa dom

kni·Ei:e.i'a wypukl e.j p:olfl oki z:b.i OTU A ' t·~n. ,:... cc: A 

~-wi.t:}.z-.&!C p:o·mi.~ dzy 1'- r-e gv;la r;-za.c .t~ G 1 re·g:u.l~ry za~ j It 
Jr6lci4gl~ dolni~ ·;:= :fU'lrlt.aji . S ~ V ~ IR. wy.ra;ta nast~puj~

. ce stwt.erdzenie, kt.or-e bezpcrsr'ednio wynika z -ll'niosko. 4.2. 
1 Stwi erdzenia -6 • 2. 

' 
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Sft!lmDDNIE . 6.1J .__ lfi&eh b;~·d-. ~e fmlke.j~a F:"'· ~ R o~ 
:Jej D- r•~al:7~3:a G • _J;owaaa.a: 

/1/ I 

w 4alS'zym ei~gu. b~d:zi-euw aUctac, .z·e pr·z.e-str·z:enie •ek-

toro:we \/ 1 .-v* stap..o.lri~ par~ d:u~ z tor~ . difb.li.~.~ (' ?· ~ 
k:t6::na · Q!C::·Q'Wi.s·oi·e s:p~a sa~~ 1 ( eA) -, ca .. ) • Pr<Zels.t.rzn1,.e- · 

· w..e~ar'mF·eV 1 \r~ '. s.~ ·_ "JlOSa.*one .w a.l$'be tapalo;gi;e ?.(V)V'/ 
1 G C\t;Y ) · . adpaw:1:e.d¢.o., Y.obe·~ · O:Z'ei'go IRl a.D~ pr~es=t:r·zen1ami 

.. toP'olog!a.zny.mi Hllu.5clorf':fa /p.or. ctr •. .25-2:i ).Ol}talnie ··1F.Y.P~llli 
R·o.~azmy f~j~ F : -v lR • Jfiacih 'u.~ ~ v-.k 

~ ~ G R , t :o :t.c:Dko j.a· ~ilti c.zna . i c::i4g.la 

~'J-~ U- <~i ~> - d- E fR 

nie przewyzs.za •·fr.~.~d:z.i·e • V wartoaci F ·· wt·eey .1 , tylko wte.O.y, 
gdy 

-
cJ.~ < ¢t) .).4> . ~ F C ~) 

t .zn. g'ay 

11.2~1 ~ ~ ~- C < tt, ~> F c~)) 
;.;._t:V 

O.znaczmy praw~ s·tro~~ t .e;j ni-ere•.no:s·ci prze-z J:""* ( U-*) 

-· * · . F ( u*") = FCu.))· . 
I' 

I 
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6 

. ~~:euie llfi.no:rs:~t - &1inj.o~oh i · .oi~-ch daneJ ~-
-cji P ~ V--:...- jf · p:r:e.wactu .d~ - o.k;resl'finia .'aoiFe~ f:DHcJi · 

I=" -~ = v* R 
Gfi!SJiD!II ~1, 1_. · I:ie:oh F ;_ -.{ ----IR , 1rac .... 1rmr /7 ~J ./ 
otre:Bl~ f.~~ ~ · p~estrzeni · y .-x ·a · •rl:a8ei8ch • .ii[ , :rt6-

. ~ o:.z::oa;e~~ ~-z r* 1 -~ :eumm~- •IJX-Z'~·=- ~ ~-~-

D'.&•6·a te.j -~ j .ei!l·t :aa~o.w 1 .. ~ z. ·eue8leia- J •. z. · 
.. z U!&gi 7 .1 • 1ty.irl.G, _u ~J',a F ~ . •t· pmlkt.oWJ!JD kr~e

aem gtiu-- r.~ .~c.j:i a~1n±amlW4h ~ 1 -~c~;~ :i:mleaon
· me.~ e~:n1;,aat1/ cbded~~ ~-~~ ..-n _-,:- • s-¥ ·~-':e 
· YylJ.ika.~ it _ ~~ e rtV*) . 4a. do.w<Qlne~ ~J1 f~V~ -~ , 
t~n. -F*· 1:~t ~- i ilo~o'i.,. !iol_nia na v~ . 

. P~ j:DIIlJ-w, ·Zle !d.W FE 0o , V.O .ntr;c:~JM~ ~os J=" = ¢ 
i' w•o.be;o t :&.Bo r* j est t~:t.a:a5mo~lc1o.o r~- tx:~ •· 

I 
I 

lf.NIO:Sfi 7.1. &lil pra\W!~_ a;at-~~~:e relBCJ•:: 

11/ 

/1i/ 

F
. Jt 

l~ - ' 
, ""\ L 
leI · 
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dla :down.l:n~~ racl~ {Ft}t.e1 ·. ~e:·i -~Sl~ch - --V; -
\):v) c~J=:·)*'(u~) = :Ar_ * ( u*/;A) ' ' 
d,~ ~Qiw;olneJ lic·z:tw. d~~tni eJ ( ! ) .A ; _ . 

' (' . \~ - - r-* .(VI r + o;.} = f- - d.. 
• .. dja tt~.o.lli~.j li~by. r~en~·ste~ oL. · _; .· 

( 'It) (F: )*_( .. (!";) -.-' 'F."~\~~) + <;.. u*) ~ 
• • ._ • . . I . 

·gd:E1e d. ·a;s~aa ll~J~:ro.-~ li.C!~ ~ze.()'~i•:t~ ·a Fc~.. ( -lk) = F''t i..L- d. ) . · 

t:.w.ri... ~ o:mac:aa ~j,~ .s ~&almi;rom .a-~~ent:em , o q._ • · ·- · 
D-~ ty·c:th ~1-.~~:DOliaf; ~., i'.lrbtFe -i: 1f.Yiiika~~t- z Gikr:esl erria 

./7 .3/ · emu ua.-n•i kr.ua . .;Qrneg-a., , Po~ d:la _ir,r~~dt£:• w-lalJ

no.aai·. I 1.11/ ; z o.a~- stej .rU.eri1ms,kC1i ./ij./ · ·IIBJBM' • mon-v.'~ ' r: . ~;;r·• . - . . . " . . ......,.:r'H~ - .r i 
naS.'t-ctlpll,j-~§ :ai~n:o1St6 ·. ~ , · .. : 

\ * . I. 1)~ ' 
rA ~ . ~.. L~t r- L . 

~ - . 
( . i.mt F~ .) { lf ) = . ~u.p ( < u*) l~)- - C~~t F.i ) ( u.·) }= .~ ( < lf u..)+.~ - ~)<!4l 
\ 1. 1: I · · .u. eY . 1.. e.I · · u. w."\j 1 1-rl · tl 

, sue ~-we ( < u.~ l U> - ~="t C Lt) J 

u.EV t e- 1 ..:.. 

~ej zau••aty.my, z;e dJ.a diJlw·oln~ lfBkatnika i ~I rmw 
• I . ~ 

.. ·. < · u.* ~ ~ -Fi (~) ~ ~ c<~~J L:->- r.~·( u.) ) 
, . · . G ·~~ _ . 6 

(lla w-s.&.elkie.ge · 'l"" E Y , -~t-iid. jt!lst . 
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'; 

a.. :MHca 'llllJSP!lzpou1 DIOIMoS~ ~ ftl'UnYCB 

Prze:pr-..au.·~~o ro~a .s poprse.dnieiP pa~ dla 

~11 spr~ d<laho~ dO ~J<:o~ :tlmkoai <Dnw;•OJM~ . 
(F" ) , kt~ ozna;OZaJil3' prsez F · , z funkoj-. t:' 0r~ · • 
Oo~saie unkoja • ~pr~ona. J:""** .._z. iunkcj• ~ _, ~at r9wniet 
okrea'loa· .na \r 11 p:rz7~:m~:e_ wartoa·td IR qodnie •• ~rea . -

l a·.11 _. F~~c u)· =· A-Up .. C< ""~ Y> - t=- * C -M-~)) 
. ' "-,."t(iV")#- . J 

. . F· ~* -~'V' 
l.atwo jest .sauwaty6, te · E: I l . ) w:abe.o "te&Q mot~ pr6- . 

:.b0.·&-6 po~.6 tunkcdf: F z tUD'koj~ podw6_~a1a apr&~OD-- ~~~. 
~est prawdziwe nast~puj~ce st:wier4senie. 

STWIERDZIDIE 8 '.1 • . ~iech !="' b~dz.i.e f~o~· oEreiloq n:_ V 
\ o. warto.Saia.ah 1r 1ft -~ 'l~.ozu ~nkoj~- dwusprz,to~ ~ ... tun
kcj~ p j ·eet j -ej r- rep~·taO~i'• 1f, 8:SC,MiOlnc6o1,. j~ez.eli 
F ~ r .lV) ·to . ~~ F . . . . - -_ 

nowdn. Zgodnie ~ o,krei§l.eniem r- rePJ.arysa~j. tuaoji F j~st ,..-- . ... 
ana · pu.l)k:tGwym kr~a ... m g6r~m u .Q'rtkioh llinorant cil(gl:;rch 1 . . •fl-

n~~-~nyoh' hnko~i -,. Oozyyisoie ·m.o&-emy ogran1o.r;;v6 s.ic:· ·ao na~wie:k~ 
s.eych miuo~an"t f~:eji F , tzn. , do fualto~i pos-~aoi . · ·· · 

/8.2/ 
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Pl:mk:towy- kr-es ~~ tmah tun~a ji /por. •z6r /~:· .1/ I j esi: w~a.~ 
~· ftt1-JrlcoJ4 F · , eo -.~L-o ·~o•ie.se. 
·--~~ lle cUa !ankcJ-1 cltmaJ¢•~~0b ·~~· ko~.str.acru.6 .t.lm-. . . F~ *·-v:.. -. . 
kQ.j.e s ·u-±Jii ·,a.p-.,ttqne, t; •• ·Ua :· ~1·'\ me£na •esl1.6 
nona 

1&.. 3/ "'* . · (F" .. t ' ( ""'\ = ~ (< o", 'IT> ~ r-.;.1 '11')l 
·, . . ~0T . 

... ·. ~':~if · . 
h.Ultil~h; -~ n14 ···~~iil, . ktcm• ·a.~c:__, · ~·z;u i-

Jes~ -~ llaB~~jifC\8 

. . r-.( ~ 

· 't!UBTIZ!l'ii! :a .~z. ·Ilia doY.o!nej :tunikcj:1 r ~ \, ~ 1'1\ 
·r6wnoe6 

, . 
/8 .• 4/ 

·n:•all.. Ptm±-..ra·t F-~ j.ftt . r -:-· r~~ao 14.· :eun'kc j .i r -: ., •o
be.c. tas,o m&JV nieri)wno:$6 

'c:-**....::: r , - r 

wabe:o ·o.z,es.a ·~ mo.ey w:£asntH~o·i /11/ z . pL-.grab_ 7 ~eho'dzi ni:e-
r6cn.o·l;:6 

1/8.5/ 

·- /. . 
. Z .~l.ej stron·y na aooy ··ekre"sle.nia /8.1/~ dla d:owolnego el,emen-
tu Cll- umy 

< nJ-~\ O$. -:"" ~~ ( '-"~ .) ~ . J=" ~ ~ '1;.'1 ) 

OZYli 
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· S~-.d ~'J' .·z· .ni'tlro1rnali.<Ci.4 /8,...5{ a::trs~l;.emv /a .4/ ~1:1" t~ 
·-~edHuia. . . . 

l>o.•;6·4 "t·~ Wtni.a•iku w · i~ ~~~ ~--t -~ • d:Owo-

/ · ~· •~1·04~~-~ - ~.1.:; ·-t:~ ~• ~ ··~:on~ ~-t ~
. . f1Y 1 ~:"t -~ • .skrfi1..eabl /8.1/. · 

· !.~~:ss-e •ta--a&a!: Olp~a-Q:~:i . •pr.s~ia 1 eparacJ 1 . P~-3~ 

nco l!lp~e:m±a. p~·~· d:e -·t:uu~·-·· pa~~-·· . . . . 

~E!UE s .. 1. s~ZtlieJd,a ._ lU .. ..-J.~• je!:na:maCq -aipe-
~i·~~-sa ~-m±~!ir r 01) 1 ·P (:V¥) •. -.a~, *• :tlmUCcJ • -F~ ~[:f 
1 G t. r CV ·) -r , ·re:la ~i iw'Oila~-Bci, 1 lu kr-Gtlto • ._ w- &a-

· 1st:aic1 , g.d:;y 
. , . 

1 G= F~ 
I 

UJ'-~ 8.1.. !\lmkQje t.azsa~U,.c'io.o ri11311e ± ex:> na -\{ 1 :;: o0 na -V~ 
.a~ ~dP-:iedirdD 1r Cka'it!>~tt;a&rc:~ I"JfflJ!r• at:r •. 5; I. hd;am t~a.~• 

F E- ro cv) wt~'di 1 'tylko wv.etl;J' - r E.. r:-r cV*) ' C!&Tli .. 

s;p%z~i.i:r1 :e '-ta1a lr:&j._emni .• ·)e-.b~~ o:dp:ow!eda;ltasc lti~d• 
·r; CV)1 re (Y"*) • 

. PltZH:U.Il "8.1 • Nieeb A b.tl~e d!osa.lrcy:m ptad.r:bionm p:rB•trz:eni 

. v I ' ~ "XA ., .• . ~0-~- md?kato.rn ... /~rrr. s·tr.34 I. R:o:zwaz-

. my 'iun~~ ~ ··llr~~ ·x: s :t.lm~~ XA , t:s·n. . · · · 

'!* ~ ~ . r * . \ "' · ~ :u- -~ XA C ~) == Al:f. I(< v ) 'V-> - XA ~ ru-) J 
. . . llJ.--Ey . ' . 

Oo~ris.aie •111 

x-: (1\S-~) .- ~ < v~,rv-> 
f\J.EA · 
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. 1- 58~ 

1 :wrobe·o 't~so '\!~ .. j-eet ~a~ .,.~ pOiDiW!~ d:altde or~·s. 
f'. A · · -..r-7t 

.do.dat.nic ~ .ednar.o·~ a pr••'nrs'~ v • 
~$c-J;a ;c: n:a•.i :U~Rrfl fAA!ko j .i padjli ·eg;;a.i1&~j -~bi6~ 6. .. ~-
1r:Cil j ·est . :~¢ /po:r . .. Wniu.ek S.:.1 .. • /, ·t·e ·sb1_.A 1. t:b1~c.cA 
.a~ taki•· ... ._ :r'O.Dkojt . jtact.pieraJ3·~4· Is.t-etni:e, · ·-~o.ja 1' nA
j .·•t r- r.Plar.T8aJ4 :r~a·J;i'jA , -.robec t .ego u mO.~ 
s.twi.erds~na s-.. 1 • ..,- . 

I . 
*~ . 

. · fA. = ·j;· ro ·A 

· a s~ 1 SV.ierd:nnia 8.~2. strzy!auj,;&IQ' 

cx: A = Y': 
o.e traleml.o p~6. 

PJZYnAJ) ·s ... 2. lf:i:~.ab V- bt}d.tie . pr'Dsii~·zeni'" uno~, .j:a,i:o 
. . · ~ ~ . . . 

jmz:es:trZ:eil V .PrZF jlm1j:my p!rz:e&:trsd to-p.o.~o~gic~,e . s prz4~_(J!l§. 
~rze;z I! • 1: a,t:naaW ·n~~ w prJ~estrZ;e·ni. V , a ~~e;z h • II*-
n~ 1F p~rs·e;s·tr!m~- \l-,)f. Prw~strBatt1e 1f 1 v~.~ tapo.la:gi.ami . 
r:· r-v\ T'i: ) 1-c I (V,..y)f\f' A 1 , o 1 .. . ) v \) ) . ; ·o~P()W. ed:ni.o stamd1ri4 natm-al~ part; 

dua.lll§.. . 

N.leoh .\.{) E: fo(!R)b~dz.ie tlmkaj~- parzy.st"' a lp'* - .n1eo·h b,Eifrzi-e 

r,mkc.j;~ ·Spl"·z~z:an't z tf' • · oaq.1lfl:ci..e ~ -* - rQW!l.ier~ nal.,e£,- dio 

f,; ( ~1.) .. ~eslamy aast.Cfpu11J0!e ~eie ·· 

V 3 V' F c 1\J-) ~ ~ c Jl ~il ~ . , 
_V,.~ . ~'" ~ G c '\:71 ~ lf\il wi!*) 

ltui.~Q j e · ~ 1 G. talc okre,slrtD~ ··~ . ·• 4wo.:t~'t;o.:&c.1. . 
r- " /\V) · 0 - r:-. (\1*) . l•tot·ni-e, r E l C' i " c I 0 \ v . na moey Stwi erdz~nia 5.1. 

cn"B Geesl.enia 5.2,. Zat-em p·o:z'Ost~3'.e wyosa6., t .e · ~ = · G • 
I ty~ .oelu zan.wazyzQ., z·.e F~ = G . 
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co k~c-~ d·ow.6:d • 

. _mtA,GJ. 8 ... 2·. z,aloi;e . .rdit' ~ tUnk.cja lf jerl parzysta je•t iato~t·r . 

b.i:nr:Lem 
I 

r -K r IH ~. \ - d ) ~ ( llr-J*Il \ - l o * ( .,I. n ~ ~ I' .) r \. _v .J -:_. \ 1\ . - ! ~ ) - I\ z. \.1 II ~ • 
. . 

~ .I 

gd.z:le :r:u.nkoje lf~ L. • 1,2 s.~ • dwoilt'GJaci o:clpowiedni~o z .ti l· 

kcja1mi · 

R - ~· ·-t . 'i-i (-i:) = fU tl) 

IR 
r oo 1:.~ 0 

:;3 
I \.f>z(t.)= "'[: ' 

\fl-t- ) )J:- ?:: 0 -
. \ 
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I 

./ 

.!J"AGA 8,}~ · Zal:.deni.e a ~ej'i ~ :mosma ulald6 1r ..DUt.~j~ 
trpoa&b: 41a c)tJ.wa:il:Jle,so 'Y:'n. '> o fin.kc ~ 

R -?J· t ~ ~ (i:) -:-. ~t .· 

os:iJlsa ·~m..- • ~-±:e _1:. -o- .o -

r~ta a~ld.a ·t,~n ·~·~· .• 

UUSJ '9 ... 4. n~ p ora:z · . p "* E . ( : 1.;, oo ) . 1 ape~ .. -- . 

~.enk 

.latlfo )ut ·~llrbt6., lte -~e j.a 
1 '{>* (t) = ·ltlpf· f? . D&l!tr&li . ~d 
o.i. Stl¢ ~·z;Da j.a ~CJ.M:dne, ·.U 

F c 'L9.) -= .J.11!\911 p . p 
1 

G (~1'~=-?il~nt 

l!'il fllinlco,j;.-1 VPllkl:l'!llti. i' a-pr.z-~:t:o;~'f ~ . 
. I 

9. smm.omc:zx:ouuota 

lfieah v aUa(UI~ Pr»~~tr·nfl . lek&lJne 1f:Yp.ukl~ i v~ 
·przeatrzen z ni4 t.Gf.PQlo.gia:mi.e ~ s·p~z-cm-., a <• ) ·> - natu-
r~ d::wuliniawfl fsrm~ na V X V . . . . ... 

crmsLE!riE 9-•1. !l~e~;h F b~d~i:e ~ttnkalGil &llt:resla:l~ DiB V- o ~sr-
tos.ciaah ·-. iR. " tml. ~ ~ V----+ R . •O.imy t. S:e funk.o.J.a 
e:iitgl:a i .afinie:Ria L. ~ V ¢e pr.sewy . .ts ·s~j~:oa .F jest darkbl-d-

na w e.le:menc 1-e .LL ~ \1- , gdy L u.) = F ( .u..) . . , przy C'Z7.JB 
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~j:a F cD:a e-1~ · J)"HY~-~· 1rlar'ta;86 · ak016.rc·~ a L llll 

p:&aiia:C 

/9,1/ 
l (-u-)= < l.L~ 1 \}- u:> , + != l~)= 

. =·< u..~,~ . + F (u..) - < ~*) J...L> 

O!Q:.G:l 9~1. ~ Abg ~)a .a~±m..cs:ma i -o.1.~ LC..·) . · JU..e ·pl::Nw;ya

.azd.a ~cJ.1. . f: , ·'td.ma · z.a\ChodR(; ·ti.--eriatGB6 ·F (».~ ~ L(~) 
dla - -..z'elki.Oh . ~ E: V , b ·n .• 

i · , F-(~). ~ <· u!'") v-....., u> + F ().>..) 

~z,.a; ·:aa m0l07 /fJ.1/ 'd:Jm,o -..c ·v ~ E:·v · · 
·< u.~} u..> -- F (u.)~ - < u.*)~- -F'CI\}') 

-~·•• ~ko.j oQa2 lJ.. * wild . .en bye tU: ""~, b5 

< u. ~~ . u.>. - F ( u.) ..!._ ~ * ( u.4'.) 

'tisn.. ·1-( o-) . <:::: , u.:~ ,o.:r> - F ~ ( U.. ~). 

a ·Wi~O 'Q WZ:Q!l!Z-e /9 .. 1/ atala ~ (}..}--) --:• < U..*) l.L> 

· Oc·vwi.eei.e 111~. b 011.15r~ · prsez taki ~brcb,o :fnDkn.J ~:a u..*, 
by by1:a pr&lr.~i.wa pS.WA•a r6w-Do,8·a.· 

~~I:E 9 .•.. 2~ ~~- F :V ~ jK.. naqw;a sa., SiJl"b~.tni..o·z-. . 
:b,&lBa ~ e:l.tHI'f!llno:Le u. .~:; V . ; je_&eLi tst:nbj:e :f~.j·a L(·) 

a·:finioz~, ·c.iu.Ea 1 .ni.epr•e·wy~a.j, ... F o:ru dokZ&.daa w, • 
el.e~&n:o:i;~ .u... • ~j ~ · u:~ wy-.~e:z:a~~ ftmiko.j,(t ~ l·) DOai 

naB§ . tm~gpa.dl.~.nta futrka.)t :1 F w eltme.no::i.e · u.. • Z~bi6·r 'llla;SS'tl"tlki,ch 

au bgr.ad.Len'tO. tlmke j'i F w e.l e~Rnai:e .t..L naeywa s i.~t ~SUIE:6B:i.D-•g 

~!fkeji F 1 eznao:u •1-t: F2• _'d ~ ( u.) , • J -ezeli flutlm~ F 
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ne -~'~at aubrcitld a.¢kriea!Da w al·em·enoi-e ~ t.o ~c.zas pd.s z·emy 
"d·F(IJ.)= ~- • . 

·USBK ·g_., .• l'an:kcj.Oll&l: Ll~ E oi="(u.'} lft:edY >i t ,yiko ri·ed;y, 

.Bd7 _, F( ~) j!eat .• :t~one -ora.z 
- . v~Ev 

. " 

: .. ' ' 
~G,l .9.2 .• _J.u.e.li :r~cjta i.(··} . c~a- a~±niosu ~ie - p~a_..,-.._ 

s;i;a ~U:Jlkaj·~ F ' t:c. . r6~1:at I rle p~~lfZ& . ~iej r- .re'gti.1J l'7-
·•C,j .i I=" ~. J:ueli . LC.- ). j!e. ... t d·c)El!~ w elemieno·ie ·u.. , t-ztt • 

. LC LJ-.) = F ( u.) 'lr61ta~ •o·bero .ui--er6w.n.asa:1 ·l(o..) ~ --F~-¥(-tL"~ F(kJ..'l 
- . \ - -Jt.~ . I 

· otr.zymu:j'eJf.V L(.u:.. J = F ·( -u..). 
· Z p:o·~Z:sse:j llW&'gi _...., Da:at~u~o;y wnio~tsk:-: 

' . 

Rta5EK 9 .• z. /'1/ J.ezcU1 C> F (u.)=f cp: 
/11/ J:e-z.eli F G u.-)=F~(· u.·; , 'bo ·c ~L ).;.) = ~ !='~ .1.J..) 

• !II. 

z okr=e-~leriia . 9 •. 2. i ·•noaku 9 ·1 • otrz.y:muj·-81· j-es-.zri:z;e w:at-
ny w agadni eniach o:p.tyma~i:za.o ji 1rni,as.ek:" 

a.h&-olutne,. tm .• 

F ( u.) = .· ·'YY\i-r._ !=' (rv-~ 
~E..._.f' 

-.tedy 1 ·tylko w:teliy; .gd7 o e '0 FCu-}. 
· P·o~ .Gbar.&kt'eey~o-j .~ su:b.gradie·ntu za pom.o.o·a, :rlmlfcji 

s¢"~~:.t.ony oh .•. 

' ' 

S1!1timmzEXB .9.1 .• Jlie-oh F :."V ~fR , a · F~ b.ff·dzie fllmkcl 'fl
1 

a p·uuoq, ~· F • Wi6wa·zaa . J.i ~ e. ~-F (.)J...) wtedy 1~ tylko -wted7, 
-gd;s 

http://rcin.org.pl
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llED. "J;~·C'Z110J&e ~ /g .•. )/ WfJ·~ z. ~ 9 .1. i. non 
- /9 . .-2./. D"G!lFM .dorta.t .&Q:saa·t\ei wa·mnld. /9-.l/ -~ ~ r.o~ 

·• ~lizi.e ~l..1 ;· i.at.Gtnie,~ ••~ ./9.3/ wr:rlkla9 it. fliDk:c.3ta. 
. \ . . ' 

a;r1ni:D·~ 1 ~i-~a . 
' I 

. . < t;. '* i <> -+ F ( u..') - < ~ ~ I U.> • 

ni.e pr,~ssa ~1 F , po~ zach:o&zi r6.n:o•6 · /9 .2./, 
E&S ~-- . ltl adDS, ... e.lGencie . U... E -v- . , 0<0 k.Pit~q d.Orid .• 

DmJOD. Nt. aocy oikresleni.a 7; 1 i •sr.oru /7 ~ 3/ lllellllY 

r. 1t ( u..i'r ) - < LL * I \} > ~ - F: ( 1\}) 

·. 

. dl.a -... z.-el~i.c;:h rv-E\T .• lebe:o t:6go lf'E!dlug St:wri.erdz.en:ia 9-.1 

1 .-~.ar.u /9. 3l Sllb:r6mi.o.z&: a F ( u.) mo·zma za-piqc w s:po:.ob 
I . . 

·nas-t~J»UJilioy 

, r ~ v-~· ""' , c } ·. ~ F c J.J..) = t u.~ . E · : F c u. *) - < u..* J LL> ~ ·-r }..t..) 
\ 

~-c.~se:ie, p-alili.e•.az F * E: _ r'(V"") .', w.i~o '"d·FC 1.J.-) na m.o~ 
ey te:g:o p·rz:erdstR'ie.uia /p.or. •t·w:ierdz..enie 5.1/ j ·e-at wyp·ukly 

1 domknitlty_, o.o .kono·~ Q:olw6d. 

-wm:oSE>K 9. s. Dla' dowo.lDJej fu:nkoj,i r: -y---:-+- R 
II 

dlziwa i .Dtpl.ika o ~;a . 

/9.-4/ 
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·J:•ell : ·F e r 0/) 
. . 

:, t-o · ,.,t- p&Yn±wa·. l!la&f~pt;tJ:'tca ~-
i . , . 

·, pda. h~a-.:t f"*·* ~ -F . na,.doftl:ne_j · ~~,F :v--~. :1(. 
-~~ -~,, jei'..e,ll u.:~ E.. -~l=(li1-) t;o · ·•1ie7. /'!J-~Jt ·~· 

. aJ~_. •. · ~1 . .m. /.8 •. 1/ :r.mm.:1 , ~QZ.cmaj~.je$~ p~- n:~ · . . .·. . .. ,. ., . . 

riwnQ-'8.6·: · · 

.. ·. -~: '*"" (u..) +- F* ( JJ.:~} ~ < ~:*, ~> 

~•~ ld~o ua -mso.y- s'tlri.~as.m.a 9- •. 1 G$r~JaUj~ 

u. . E- ~I=' * ( u.:"-) ~ 

. . STWtimrZBIE 9 .2 •· I:ie,ah F ::V---+ IR b4drl.e w;rpn]Ell\ ~jlt a:~cm- . 
- - t!~e- 1 · oi'B~~ -dl:a . -eltmaittu _.LL ·E- -y- · • •~QS · dF(I\>L)# cp 
dla 1\} <: td ~ r:- ; w s·zc:~egaln01aioi . )F 4= cp 

nowdn., Poni·nat -~c ja r: J·eri skric.zm 1 .ci.'lgl:a dla u. e. V , 
'tftob~o. t-~go j e:lft ogram'Q:Z-Ol!U&_ ~ g.6:ry a P'~ ast~i.u ~lemt!Jl
tu u._ . ~ Zatem. j ·est ana., na .mecy Stl(ierdse.~a 4.3, ai&a;g1a 1 sk:an-

azo:ma dJ;a d.Bwolaeg.~. eJ.:eaenta ~ na.let'loetego -do iltt:dom ~ • 

Wa b~o t:&g~· ..,-y$"taro:zy p o;tcaza6., · ~ d:l=' ()...)..) + p .. • Vm o:el~ A-

. uw:~tl'mY, .te nactliykres epi f='". j ·.est lrY-~illy.m _pod.zb:iort!ll w p.rohl£-:- , 
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··e.ii.v)( 'IR. _. , -l~-· - .. J: ~t ~. ~1ro • . o~~ . 
. e± -~~J:i . :j:' .,. el....a~e. · u.. · ~-., , U · ~-tr.z·· ~ e.¢F"" . 
~ n$&.~te;., l.Fb~i.-:e; .... ch & ' -~: ·~ o:t~ 

!l'LSIIl · .U. , -• ~ ~~ F 1.efi .. mpari.c:mma s 'flsr8 ·~ 
C E: ·tit ' .• ~~. *•!!! cr,t~ea:i;a sa~:ba- ad.~ 

·• -lt.l. ~.~· F /IJ!Qr.t: a;~~1::e IJ: .• 3/. O;CQW.i:aa.i• ·ei6r · 
. & )( ( .c.·, QC?) · · -~t. OitWart.,_. J):a:tilm:eem w ~~-V '1- . \\{ · · sa-

---~ ··~~· epL F .·. -~--~ F =/= cp· .• : . I 

. . . _:Pam~~ : (w..,F\~)·) .JJSJ..- ·d£0 ~ ~~~ 
·II¢ 'I=" . ,.· ·ablee -., ~ ·*•• . ~ .z.ti!6r 3~ea:.~ . .· 
. {.( ~,.J:(b-)}_ ·, · . w VY._ ·tR .,axi-z ~4 F .,_.. ra·~elic ~ 
·• -osam 2.4 ki:~·~.-.. ':1 ·1 ~ _jrert· lit:p.~~~ 
~--~·eraj~ epi 1=" ·• }Jmlb:i• ~~ia (u..) ·F(~)) 
1 je~ ~ ~ ~t~ ·p•t•d 

- . . \i. =. ·-(. ~~\ o.) fV )( tR : < · ~~~~>. + ~ o.:= p ~ 
~e ·. u~ e .. V* . ,_·ol ' , f ~ -€ {R .Pa:st p·~ -~ .u.* · , 
~- ~ 6(_ , p . ni.e .... ~~i.e .~----.. ~.J.uliH u.,.. i s:ta- . 
~- ot: ~ - .~ ' •4 sa:~· -~~~~mi =.J.aaj:aa: - ' 

v (~JO...) E ep~ 1="" <( .u.*,~> +· d.cf.. ":!!.. p 
omf.Z ,· 

< ' . u.~ j u.> + Cl F (,u..) F. -
. ~-e~, a ol = o ., w&w:c:sa• ~. u.*.~- -~- ~Od}~ 

. ·.~ld.all ~ = . ~ F . , . a ·..-tre. u.1'- l!l a, gdyt <l'Oil != 3ter.b.. 

oW.esdem .LL • . .. .b~ t.ep · aX.. "7 o 1 d'Zi .el~t~o atro.Dalld p:rzie 

cL 01Qdwi.:e· Wl,VSlej nap'.Laa:De r11la:o.J·e otrZYJIUIII1 

V~e ~F . t ·-.. - <u.fcL 1 v-> ·~ · · F(AA) 

t ·. -- <::: u.7d.- ) . M.>. == .. ,:::-. (~) 
·ady;t W 8lSCI~g6l.Jlo&n1 . 0. = .f='(w. l . ·z.t~em skonstru-liBJD¥ 
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- &6 -

:t~·ka.~~ ~i~iaZ.~ ai~dl me p:aew;ysZ&ih!Je§ ~ i .clb\lQadnfll 

• u. , kt6" -. pa~ 
t--. 

L(~) == ~ < u.. 7oL "'~ ('j- > 
O~~i ~c±e . v~ Ev . , . .:J'•st · 

zate·m - -u.,.d. ·E ~c) F(.JJ.)f ~· 
. mowo:dn16' • . 

fYd 
L(~) :c F(l\9} i lildte . L(M-) := ~(~), ,. 

oF (u...~- 4::- cf ' , .Oli) mil:~at.o · .: 

./ . - . . 
Q-pi·~jlfl.O s1.~ na 'IJ"b1f·i~rdzeniu :g .2 0 po.k&Zemy ~aki ·za.cnod~i 

D'~liJBS~ mi.Ef.d:Zy BU:.br6bn:i.o.Bbwal.Jitt.aa.1.4 a r6:ztaic.zke11r&llro:~ci;fi :om-
kQ :1-.yp;~yah.. ~ 

. Przyp,qum~my p.aJ~ei.e po.e:hodil.e_j ftu)kcj.i • . ~~~~~ .kierumca. 
~ ' 0 

aru · po'c:ho;dn'l G.l~UI .• 

o:lr.RESI.mE 9 ._;}~ Niac:h F b~dzie ;:a:n.~ajrll OtkreS:l.o·~ 'DIA v . 0 war;... . 
to:ercii&ah • i[ • Gra:ni.c,~, · gdy 'A ___,. -r o ' · iio:ra'zu ' 

/9 • .6/ 

, , ; r 
\1. ~s.. E v 

r ! , 

r . \. .u- 0 

n.?-\ = <, . u .. :* ,AJ- > ) ~ 

to m6:w~acy, t •e flmkcoj ,a F" j ea-t ;ro.t:niaEikowa.lna w s;ens,ie G:AT.:&AUX 

1f elemenoi.e . w.. . ' a JJ..* na~ywamy po·Qho:dn4 G.lTEA~ f:Wika.j:i F 
w e! el!ienoie · u... 1 ozna.~zamy 

. 
.. ~\ 

C ' I 

' \ 

'
'· \ l,;... l = 

- I . 

tJlA(a 9.3. Jeze~i istni.eje poc:hoclna ·GAT:EA'!JI :tunkoj1 ~ -' t.o ~-e,s·t 
ona j 'edn.oznacn~;·na. ; mot'li~ jli} zap.i-sa6 ·1fiZ~fH! o-- • ,o 

/9.10/ 
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PrqpaidH:, gd.y ·:tmtk¢~,a F ~eat lry'pwua :~ut ·•z:as·e,g61nie 
~ t b.~iell W tym przy-padk:tl ilora·S romd.COQ .d.l& dctlliOlnych 

u.. · 1 ~ j :e,at :tli.Dkoj,. llliemalej.IJl.c'~ pa~t.r.ll .A • . 
Iato"t:nie-, n ·e.oh·. 0 .I[ p.. ~ (\. ~ .&.. . ; z wyp$lo'Bo.i flmkcJi F 
wyn-J.ka ari.·~;pu3~ ·nierame$6 

F c w-.- ;>-~) = F c c1~ -If) u_ + -tt ~~+ ~u.)) -::::-

~ (1- f)FCu.) -r .. tFc~*~'\.9-) 
skl¢ mamy 

FCu.+ _f."'v-) -FCo-) ...:::::-: ~(u.* j\~) - FCu.J 
~ . . • ·A • 

di-a · /!- $ ~ ' ' • . . Zatem, gdy .. (.--"? -t 0 - ~, to iloru: · r~.nic01J.f 
:ttmk.o ji .wyp;Uikl~e j F ma a-w.·a_-ae . granicr~, ktura m"Ot.e hy·6 niew~ .j
o·t•a, t'zn. mote bye r6wna .±: oo • Po'ka.Zemy, ie r6~a~.iomcbw-al-r 

' ' ' 

· n:os6 w s .en,si,e GATEAUX _:tunk-~j.i v~lyc-h ;~,g-t r6W~DnW!aJm& takiej 

8'ubr6zirl.¢'Z'kowaln;cs·ai tych :tu.nikcj 1, w ·kto:reJ ea·br.&mi.czka - j -est 

z:bj_ orem .· j:e dnoel em.e:nt-awym .. 

STWlERDZENIE 9 .• 3. Nj.,e·o:h. F b:fi,dS1~ . :Omkoj.,. wypukl·' o 'tAn"tosciach 

• m ..• 'Jetel1 F je:lrt r6~n+o.zko.walna 1t' S·etmie GATEAUX y Ll '-v ' 
I • . , 

t ·o j-e,st ana r6Wnie:t subr6-tn1.o zko.al.n.a w u. , przy o eym 
/ 

dF(~) = f F' Cu.!} 

Odw.ro-t;:nie, j<et;e.li • elem.enoi'e ·u.· E V . :tunkcja · wypn.kLa_ 

je•t skoncz-.ona 1 ci~gla or&z je.j subr~tnio.zka je:a-t . Z'b.iorem jed- · 
no-elemer:Jtmrym, to ~koja r= ~etst r.6zn1o~kowalna ·w seons,ie G.A

TUUX 1r u. oraz 

. I 

D.OWOD .• Jezeli F jeri ~6.Znic:zkowalna • sen:sie GATEAUX • el en- · 

cie u.e:V · , to .. oc:iWw1,c1e F\.u.) E:. _'OF(u...) • Istotrrl..e, Je-
zeli . 1\.9. E Y ,., f vr == ~ u.. , to · 
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.F ( AJ--t-w) 

a wi~o . F \ u.) Eo!= (0..) .- z drugi.ej •tr~, jet.e.li u...~e.cF(u..) ; 
-to dl~ ,dowolnych w e\f. · "' 1 ~ ""7 CD , !DUlY 

!=" \. U- ~ ~ VJ) '- J; (u .. ) ~ ~ < ).;...* \N> 
. . I 

Dziel~ st:rorJ&mi pr~a:Z· 'i' 1 przech.odS\·C do ~anioy, ad'7 
I • I . . 

.f.-~·+o , otrz,muj·emy 

' . , 
< t=: t~) 1 \tJ>-=-:- < U.~ 'N/ 

a . at.~ (. 

y < 1- i(}J..) ...;. u...,..J 'N > ~ 0 
o-o •obeo do11"'6lno·a§c·i e.leme.ntu IN E -.,J. . .mamy 

' r- ' . . 
ll..~ = f"" \ ( .u.) 

·. Aby _'Wykaza6 .dr.ug2l oz~sc ·stwierdzenia zauwaey.y, ze z fiY
p,ukloaoi :t'wtkoji F dla ao~olnego elea.e~tu \9. €V mairJ.7 1 • 

· s-8.ns geometeyozny te~ nier6wn.oao1 .P~lega na tym presta • pro.-.,. , ~ 

aukcie v 'l- 11"\ 

· cf ~.· · t u.~ ~"' 
1 

r: c ..,.. ·~ ~· (. r · c).>_; '1..•J) : 1 E- ~} 
nie pr·zeoina wn~~ nad.wykre:au api ·t=" • · wi~Jdo·mo jt!Bt /p·or • 

. dow6a ~t..,ierazenla · 9.2, s. 64:/, z-e inte.pi F . jes't aiepustt·• . 
ot~arty.m .pod:zoiorem p:rod~ulttu V '!'- \R , gdyz funkcja · F je,a t 

·oeypuk2a, ._ .skono~ona i- oi~gca. Wobeo t .ego !Ja~ooy tw1.erdze.nia · 

ffAHNA.:.BA.NACHA: ist.nieJe-t~ dom.kni~t~ hipe.rpla-szozyzna X ~-
.,.. · . r~jl:}_cia prost4 £ i ' :rozl~tozna ~~ intep_i .t=' .. · . ~ . 
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. • 

-ac:ey,;iioie., lawo j·e~t uu.wa:t76,. it.~ j:6st wykr.etliell 

:tunkcJi a:uBle_j· 1 a.t'inia·~me;i, ~P~lr¥-*••3',-h·~ F i dioklad
a~j " -el~:e UL • ~bee teg'O., it :f.lmrko~a F. w ~: ma jedyJJ7 .· 

aubgra.rl:ien t ).;l~ , .ktery oeQ:w.i8:o1.e *Y Dl&csa llL _ , a p:ani.ewat tsL 
zarl.era ot ,. wi~o F.'c~·, l\)-) = < ~~u>· . Tya •p,aa-obem poaza- : 

. ) . I 

lismy, z.e !Ul!liknja i= ... ·~t!at r6Z:.ni.czk:en.l.Da ,._ •:•ns~e i..G.A.!E.UJX 

... elt~m~tno:ie u.. ~ y . a J~·~ p1Q!Chc!idna je·at d1ma -fn'l'lilrcj o!latell u.~ 
' . I -r--. 

ao kcmoz,y dow6·d. · · . 
Pooamy ~SIZ.c:z·e ahE:a-kt. r.yz--ao j-, . :tun1Ec 3,~ -_,..pu.Uych .rot~ os

kowa.l.tt¥·ah w · "'ea.i e . G.A:tEAUX. · 

Sqtw:rimnzulJ . 9 .,4. lfieeh F b:4d·zi.e' :tumccJ.Il r6mic~lc011J&lnll ..; · sen-

• sie ~!EAU.X w ·abs:arZie ~plrltlyil . A prse~a:trz.em V ·o ..-t~-'-
~·ia.ch ~ IR. • li~11::~p.uj ato~ •arunki $!1l r61rll-oa.zne · . 

/9.11/ F 
• I 

/9.121 \-/ u. ~~ .f: A 
\ ' 

. . 

\ ,. 

D'OW:OD. Z p~,-p-r~ed:nie·so- st:rlerdz:e.nia 9.3 wynika iiliplikscj.a /9.11/ 
. I ' ::::::;>. /9.12/ •· D01r6d w drug~ stron~ pol ega . D1i wy-korzys"!;an~u wy-

. pnkl~:Sa:i .ab•Z:a.ru A i nf er6Ynoso1 /9.12/. Pol.o:Zymy w liierO.-
~ ~o~o.i /9.12/ ~<&.. . • 1J-. - a ( .t- ~ l .u. + ·~ '\).- ,. ~ f. .( o l .A\ 

zamiast u... , .. wab·ec te.go strzyma·my 

/9.15/ != c l~) ~ !="( u.., +~C u.- .v..'; ) + ~ <::::' F1 
( }J.. ;- ~ \V-_-u.)) ) U..- U:> 

. I . 
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dla wa n-J.ki.ah l.L u.. E A • ' 
. \ -· 

Analogi.o·znie ilami 
. . ' . , - I 

/9.t6/ · r:- (v-) ~ F(u..+ ~c.u- u..)) + c ..\- .c...)~ F ( .u.+~cv.-u.J) ,'\9- '5> 

llniR'lC /9 ~ 15/ y-·rsa-z (.A - ~) 
·a·troDallli otrzy•j·•:v 

. .~-

' a /9.1.6/- prs.ei" ~ 1 dodaj~o 

~ ./9 .• 17/ . F (- (,.{ ... C.)~ -+ ~u-) 6. .(A-C.) F~) + ~- f {~) /. 
' . . 

co kono~y cio..r6d r6~ao1 /9 .11/ 1 f-9 .12./ • . 
~6,d r61mO.a~:oli~1 /9. :13/- 1 /9.14/, t:zn • 1r ·pr·zypa¢ku 

Sc.is·le~ ,Ypukl.a.soi, opiU'a s1.~ na jaas:nosn.ia~ funk:-oj.l. acial.e · 
. Wypukly.~h 1 ana~ogieZDY.c.b ~ara:taniaea, 3~ wyzej. zauwatymy_ 

tylko; .&e dla :rtmkdji F -soiS.J..e wyp:Ukle.j maJQY _ 

F ( J.J- + 0 C ~- JJ..)) .( ( A- "tJ r l4) ~ ~ ~ F( '\Jl..) 
I 

dla \. 1\9--E- A 1 LL ~ ttJ- 1 C.. E ( 0 , A) 1 
, p o:nad't.o w nast ~p- . 

stwie 1Qrpu.klua1 :tunkcj'i F · otrzymuj..,- · 

zatem kareys.taJ-14-0 Z wyzej wypis.anych nier6WliO'SOi dowo:dzi 

prawO:ziwosci r&wnDwUinosoi /9.13/ 1 /9.14-/ ana~ogiOJsn:ie jak • 

w pr.zypa~u popr·se.dniDt, oo kono:zy. do.w6d stwierdzenia. 

Na zakonczenie pedamy --~~z:ek mi.~-dzy wypuklosc:iil gl:adkie j 
I 

- - 0 • • • • ~ • 

STWIERDZE.Nll 9. 5. Nlech F _: V 
ko,raln~ w sens"ie G.!TEA.Ul: • podzbitn•ze wypuklym A przes .. zeni 
V • W6wo·zas -tunk:oj.a F jest wypukla ·m A wtady· 1 t:ylko wt-e

dy, gdy j ej pocll~~ GATEAUX F.t · jest mo.notonioznym crp:erat.orea 
dziala~~tcym . ~ y .. v *, tzn. 
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<. FICu.i tnj_- lJ._>··. -t- F· c ~J ~ FC~) 

< F CttJ.-) , ~-:-- ~) - ~· F (f\..\.)~ \ ·· Fc~) 

dlodaj-4ic s-t~oaa:mi ~:b:i:e ·v.e n:i.e-r6w6B~'il·cn 'otrzy>anje:qr /9 ~ 18/. 

lii-eoh F. P:~i~ .:flm-koj·li r~.Znio~'kOW!al..m.1l. w a·enaie -GATEAUX 

w .z:bio~ _,.pu~lym A . , a j .e.j pachG.ctaa_ G.ld!EADX ni:e-.ch s:pce1:nia 

.•a~ /9. fS/~ tzn • b'-~dzi.e · op,eratt»ram m:cmot"Cmi.O:Znym. Wowcza~s 

funkoi)1& j rOIDQC?:!l:LQ.&Jl 4> d:Ulil 1U!IoreD1 

jes·t -r¢.Z.nio·zk.cnml..na 1 j-e.J .poohll':dDa v1::a.ta s:i .~ w l!l·PO's6·'b nast~jltl- . 

j :&tcy: 

. . 

z ni.eromo.ecii /9.18/ w:rn1ka., . z,e \.{> '( · ) j .e•t ·fu.nlc.cjft niemalej.~-
• ~t sa·t<em t'lm:koja p.omo.o·nie~a '{> · ~--t Yypn.<][U na [0,1] 

w. szozeg-elnGI§•o;i lr~.:~:O ~ 

dla kaz.deg;o 

nos.c' 

\0 · r ' ' ~ ( A- "'c ) \.0
1 
lu' + C. ( n_ <.:-' J . \ '- ~ J -. -· .... I 't' 

~ ~ [ O, 1] ·' ~.oz.ywie·o.ie s·~· otrzymuj eDZN liie.r6w:-

!= ( ( A -1 )· IJ._ ~ '?:: '\j. \ L c A - ~) F ( _1.>..) + ~ F (lLQ..) 

zatem flmkoja F j :e:st wypu.kl'a~ co kOliczy d:01r6.d. 
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-n. - · 

· •" 9-.,4,. ·.s.w.i:~ .. , .• 1, :g .• 4., '9--:5 -hkaJlll3:••--•• ~ 
~~66-~otj:i .. ~C'll .jwt uaplti.elil.l:em ri.bd.a,~ 

' ~~ ' . .. . . . . •, '. . . - . .. ., . \~ . . . . . ' · . . : 

t:1 ' Ett8';! ·~~~Q!_VIA·Jin">A · 1-v • .. · w> !;:~'~~~ - :~/ . 

' ' · 

:R~ P'~-- -~~1&:, :t~J)~- -~ -~t. 
~tmo.-:t· j~ait ---1.-:i.,e • -d~n • ~ ~~a.. . 

:z:. -~~s.terda ~~:cdd- liJ:tsr. ~~~e 9.-e.'Z/ he'~~ ' · . 
.L--A·-"- -.Clroe~ -~--·-l.m""' · '_._,.1· ---.:l--.-_,;.t.,.,;; 1./ . ts;l."'~ ~-u..L~ ~~~· -~---~l:i!;L~.U"*'"• . '• ' . . . ~ . ' ' . . 

~;!. :-fiQ~·-1. '~· J==-v~u ., r.~c .• -~-. 
_ ., ··~E.o __ : ·~·~ail~ ~- 'Y 3!es~ --&z,i~W.a ~8:6 ·: · 

/Hl.1/ 

. s;mnmmzm~ 1 (} ~2n. •i.ee F '1 · G ~ V ~ ER · •. ~-~s w cm-
•olll'Yil "eJ~-e~aeaa"i.e ~"V ~es·t- pa•·d·~ r.e1ac.)a.: 

/1fJ .. 2/ · ()(F. +J G) (J.;..) ::r>· , o Fl~) · + d GC.~) : 
\ 

liwerti:,, -~<¢dy ral.c:j!~/1·0 .•. a/ ~~·. s:L~ rillf~d~., . ·r~J.t-
_str~p nasti~e ~~:t>tf:~d.llt!-n~... ... - -, 

' 
81rtDmnZEJiiJ ~ .e .• ; .• J&iell · :t~-~~ F 1 G Dais,. c1o reV} 
·i na.dt.~ :lrtn:lle~(e . e.l ~t ~ E: &~JBI F r\ &Om G , w kt:6:ry.m 
np. ~ ~:a•t oi.atgla, t .o .. 

/10.3/ v u._.€: v 
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DOW-dD.~ Poka . .Ze~, te ;fest pxa,wdzi.we zaw-ierani.e pr>!l.&c.111"l'l..e w s'to-

~unku .do /10.2/, tzlh katity· '!u.nk.oj'Onal u. ~ .E.' C)( F -t G)( ).;-) 

mot-na przedsta.Jri6 w po:s"ta·o~ s.u'JI..v ~f + u.f , gdzie u.t ~ d \= (.1.1-) 
i Ji. ~~- E.. o'G ( JJ.. ) • I ty-.m celu Z&;l,w.Z:y-my' .Ze ::fllnk.o~ e \= 1 G 
p:reyj~j·~ a.kono·zone warto·a·oi dla • ele:m.e.ntu u.. ~v 1 WttJbec t ,e

go mcmy · 

Rozwaz my ,"YPuk1:e podzbiory 1r /p~edukoie -y- 'f.: tP. 

C).= \ ( r~ ,.a. ) : .F 1\J-) - < u~ , n..~ -- ~? ~ F (u.) L 0-) 

Cs:. = { \ t\9. o..) : 
. 1 

.o.... ~ G c.~) - Gc!lj-; J 

z nie:r6wnct6.o1 /10.4-/ wynika, ze poclzbiary c~ 1 c2. m,o.g~ 

miec j·edyni:e w·sp6lne p-q:n·kty hrseg.ow.e. Pqdzb16r C ,~ j e·st .na·dwy

kree:em :!ankcj.i F(. ) '-~ u..~·. /1" - F( J.A...) + < u!"
1
u.(, kt6ra jest .yq

puk£~ i oi~gla 'If' , elem·enoile iJ: ~ I ·Gbec tego po·dz·bi.6-r C ~ jest 

wypukiy o w:oE:t'rzu niepaatym /par,; daw·6d s:twierdzenia 9.2/ t za-

' tem int C. i Cl mQ.t .na roza z.ielic na lrl&ey 'Yr.li O's.ku 2.Q.. hiperpl.~sz

o zy·zn~ ~ • Podobnia~ j .ak w dawOidzie atwierdE.eni.a. 9.2., motna 

p·o}au;ac , ze hip·erplaszczyz~- ~ nie jest '*pio~· i W!Obec t .e
go je·st ona wykree:em i'u.nko.ji at.inicz·nej i ci~l:ej poataci 

1/ :; Qs.. 
, -\ r~ 

gdzi e r\,}"* E:. 1/ 
I 

i 

·< v"* trv-> + c>. 

c)l E.\R 

. Ro~dm ·eienie podZ'bio.r6w CA i c2. wyraz.a si~ .na-st~puj·Ej,c~ 
relaoj~ . 

' . 
(.; ~ u..) - G ~~) d < 1' ::,.}-P ~ol ~ FC{I~~ J-: < JJ..--¥.- .~- IJ.-) - t ( u..j v '-Y- t;\.'- . 

• na&~o " te j relacji l\:9-= u- o"trzymujemy 

_ / / ~ . 
~ =- ~- (\..'-' I JJ.-/ 

' . 
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' ' 

oraz 
\ I. -'-r VI\.?- .€ v , 

- ~ 
1L 4- ·=- bY 

~ I • 

~e keitotar dow~ • 

.5& ~~O:ItO$eni.e l"G:ZWaZaD z:badamy s:p.br6zniczkDY-alno~c :fnn

kcji z1:C!).Z,one.j /s.uperju;usy·~,ji :futt~~~ J. 
/ . . ~ 

\ 
RIEllDZDIE Hl.1. _lfieo.h Y 1 W b~d~ pr.z:estrzeni.fmi ·lo;DJ.n_;,e 
t.op ·ol.~gie:znym:i~ .$l v't' .1 w.:v.- - przer.;rze·n.iami to.polo.gi.czni e 

s,prs~~~.mi z .pr~estr,z.eni.ami: v i w· o.dp·mriedni.o. I Nie.a:h -' 

b~dz::i.e . adw~ar&unit!ln li.nf~w.ym i ci~l:ym przestrzeni V w pr-z~ 
str.zen W . , t;zn. · A: V---+ W . , a F ~ .f·tul.kc ~~ nal e·zFlO.Ei do 

r (w) . , 
1:6woz:as :fUko)a · Fe; 1\ nalezy do -·· f"''-.V) , . n~dto 1 jezeli 

i:st:niej e ei·e.ment '/\ iL E. W , w kt6rym :fun-kc~ F _jes-t · skon-
o:z-o.ha i o..i -;wsl:a, t!3 dla w.~Z-.elkioh elem..ent6w u.&-V j .e.st pra•
dz·iwa -r6w.nr.u~c 

/19.5/ o( fe 1\) ( U- J =-· 
\ 

. -¥- . 
gdz:i·e 1\ jest od.-.zopowa:c:~e.:m ep-rzt:.tony;m z odw!i·o,.rowan~em 1\ 
i azial:a z p~·rirz~ni. ·w~ :w pr~estrzen V* . 

) ~ 
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·- ?!'- : 

l 

Vll6-EY i <~_..,.,A~ -Au.>' + ( f• ~I(~)~ (f "A)\o.>-) 
. kQ:~~ ·~ ~~-- ~~a--~~- .-K-l!¢'Jt ·~:&
P6rcn<~;lS Alt.!i. ~ ,_., ·~~- pP,-111 

V~.r;t:V' .. 
1 

< 1\:tr~r· vt*·; ~ /\- ~~ + ( f:cA) (lA-) .:::- ( fo/\) (tU-) 

li · ~~~ -~P,, u 

1\~'W:tJ. E; .. ~.(~c/\_)(w_) 
- ' 

~~~ ~s;t·):~,. · .$. l~ ~~~ -~.t~,.a ~el:$10~• 

-· 
/1\0, .. ~, 

~- ~.-'* t:- -:..ere./\\-~ ) -.-4• -·-kl-- 'C u ,.. , J \_)..).. , _ -~'" · ... ~ 

/H1. 7/ Vn.9-_EV ) < .)J..~~~ - u.,)' + ./ F=- b ;\) ( J.;.-) ~ ( \=c/\ )~1\>-J 
• ._, • f • • 

. . . 

~~ .p:o.Q.~-~--jl:~~ ;.,_ 1/Jli~ llu-1..~·/ ·• p,~o:-&~:cie ' .. 
w )( QR . all;~ - .llJil$-·4~ -·~;$~~: . C})- 'f . ( /\ r~ ) < ~ . ~. L!-) , T ( F ~- A J ().)..) ') ! ~ ·6': '-Jr} 

~ . ' . . 

~~;&!&lie$ -~'i.t~~~ /1'0.71 -~~"' • pndpr£e:s-tn.eil 
Q . 1 ~~~ ,..,M\,~ F .ifli.il~'l,;,.o. ... ~ f ~~~~:nr~ ~c .fo __ , q;..o. · u1tJ1t.:t, - .. . 61-

..~ ~-.l .. ._'~"'' ~ ;A.~~ - -~ ---. »ill~~- p; .. .Y' -.p~ 

- ~ l...J,..oc.-e s· ~-~" ~ ·""~ _....; . .,...~~-- • ·"'" .r t · ·n , .c.- _ .. ,. ll\<;;, ;.lli!flv!',l~ - ~ ...,-~~ -~~-~tq'll@o ~~~ ~ r • ,l;"on..:&;~~ 

~~-· ·f jiefri ~-- ~- ~iro~ !L ~~--~ ·• e,l~-aiie 
.A. 0.. E. ~ . ' W!ttbie.n ~- ~---- ~1 ~ ~-lit :a'b~· lli~$lp;\l~ . . 

~..m ... ~¢98?. ~-te~~e ~~~~--- ;t ~~ifOB <? 1 ~or»
LJiO$lDte .z. ~ ~!1. F • -~ p:~~ '/~~- ~G.: swiHr.d;~qr1-~ 
g...,'4j, bie -:lt n--i'e J.e$t "·;p~o:n~ 1 j.-.=t. ~-- ~~j1_ ·at.1.1ld.o.~
n·ej 1 c:;L¥;~e:a akJ:t.e:tl ~id - W ·o -~~t :w .r\i dllme~ &ZOMm 
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=-- ~- . 

--~ - ~ Cf w:~ . ~'- tJ:L i \R . · .• ·!"~-· ~~~ .1\:. .. 
--e~c:P~~~ -~ . 
VVf-eW J . <~~)Au> . +~ ·~: <· ~,:~~~> +· (F- _o· A)C~) 

15. ~~~ ~ --~..6· cL ,_ ... -~c-eu- ---· . 

Z .~tU /ffldW···---, ~ ~i'--= · Ay.'W"'". ' P.Qlid..~ 
~-~ ;{L ~-- r-~.._ ~ . 1• • f" , e~ .1:9· 
~ ~ . . 

Yw ~- W l <'W'l'- 1 ~>-~.~(f~A~.) ~ .F(w) . 

o~li 

w-'JC e: (uF) c A i.Jw) 

Z"a·ve~, z -"t:·j a.t,a,t.D,;:It.ej ~elaroji :L· ta~,., z.e 
o:tr~.t~ 

u.~ ==- ;\'1( \N"' E (1\v.oF) (/\L-) · 

!Wid~ 

o C F '!) A) ( u..) · C ((\ ~C>v) ( ;\ ).)... ) 
,ao kono·:;y dow.O.d. 
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tl~ -,..~w.a -~ s.e~UJ~ ._ r.-;u..-..• t~WB 

p~- ~----~ -Z ..... 4IJ:Id·--- ~~-
dr.Qj:i ~jl ~1 ~· ~--e --~--. ~-~ 
~Pllti-:& ~1ei! -~·1, i"tt-• 
. lfilie$ Y -b¢'Ziie ~-1/ ~~"'- iP.IJ'4QEli!' II DOr-

• fl·li ' e - d.i.e~ ~;~ ~- pQtc'btmna 
prm~•-trurd v . 
~ ttt~-~ F ~- .• t: o ~ioi.acll.w ~ • 
~adal: 

. ';) 

/11 .1/ F: ~--... 1i j • .t ~' Wlbift'4r-• 1 ~:~ duln~e • 

-- Z.~ ra-eec"hDri·er4fl -.n·tfd ·Nt;;'jii ~o~d F , tj • .,_... 

aa~ beu d.uin:9 F •-~ . , OQli lt.o:clJ!r 

/11..2/. d.. = ~ F(~-) 
!\.}tt: 

:na.olll¥ tak1 eiaeeut _u.. E: 't: , ie 

111 .3/ - F ( u) = ~ F(v-) 
1\.).~1: 

~ raaf.i~'J..- ~l•m minWza·o~i /11-.2/ 
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- ?.8 -

,aY, ~.=:.~=~y~ 
e;~J;~ lr~-

.. 
11·-t .. s-/ . :~ = ~ -~_(~) 

-~Y 

j;8if.t ~---~~~ /11~/, 11.-. •. ~~~ 1 •Jor~w ~ 
ri ··w. J ... - ~ • ..,_.-.;t;.Je;l •• ~;~. . • • . ~L . I'~~ .... . ~."''/"'""'~ - ~·'i"iJ~ 

.g&. ·~:t;·P.~flo Pit~ '~~,. 13a. •. ~-~~ aQJ -~.,±~ 
• • • • • . )liJ:~ .. ~.. / ·1'1. •!"l"/ -~"(·~· ;· -~.--;k.-.....;.,.4,, ~ •. .,;.,O!i;,n,avd.-~ .• .. ~,, .,., . ,...,.....,.,.;. 

. -~~~~ . .c. ' ~-~tlr' ~~ .... ~ ·~~ ~elJ[~~ J;ll:.~ 

QJP-14'•.6· ·w •1tl•Bl~b -~~~ 

{ u.. € v ~ 1?" (4) ~ ~} 
~ . ~r 

-~hiQJto 1'«tt1 p~_. F ~ ·~~~ 1 pr~l:IJ!ta dtnl:i1:118 ·• v . , 
jllst ··v:pr~t~;r ..... i -~~~~ • -~ t·~'$". -·•1~-.e- . 1:.2 i -~·~e- · 
nie 4-.'1 / . · 

Pi;J:d~ Jl•·•a:~e ---~lY' ·~-ek ~~B.~Jt~Y . ii!!tJJii,~a 
;t"'a._iff-'~ ~ar~~~- -un::haj...•o.J:i 1 ~-1 .,zl. 

· --l~!Jii81~J:.- . ll" .1 -<t 2!.~)1 ~~ _.,..}>;~~: ---~~~e /t1.t/ 
o ;tij¢$c.j ·i F • ji.ti--be~i -~e:.$lta.~s5e· p~ttlli.Q:lo ~ p-..~~ V j;e:~ 
o.,~~!laatzy , ;r.~b )JI•:ti . tu~ii~J>.~ ;rF ;Y~t tru~a, t$n. · 

/t 1 .&/ ~ 1=' li\SL<) ~ eK) 

l~u-ti-T-

1'\:J-" t> 

t .o ,--~~1.-e.p::L<e I t1 . ;-;.; ~- q·a n-~~ • ~ j :e¢t;,a 1! ... -i'Uat;.~e. bpl,.ff- · 

••:tt• to 3!etst -j.~cb$-e, je.e.£1. ~:QD¥ia~- ~ j;&t't •n~a&l-e · wp~a aa 
e • 
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. DOJ<}D. Niech { "'1\'1.}-n£\fi bt=:,dzle Qi.~iem .m1nimiz~J-4tt;Yit dla ~agadni~
,hia /11 .2/ r tZ11. takim c.itt6i-em .el.emen-t61r o-.-... p:odzbj:.oru t: , ~ 

• I 

.gdEie 

cl = trnt \= (_ ~ ) 
f\1.:€-e 

Zau•a.taiiJY t ~.e ' d~ ·E[-oo:,~} • c~ ~~~1 ~(i It( ,jnt o;granic.z.o
cy • V , wy.ni• ta b~dt · z p~czon:o'B.ci pQd;zbio.m , t: , l;Jijdt· 

tet, gdy nie jest o.n o,grAnicz~ z ka~cytyw:no·s:ai /11 .6/ i os

ranicz~n~sci z g017 p,i:Jt~{\1JC-~1tnelti ·• ··Za.tem z ciil,ga · t '\},,.SI\'I..rc IW 

mo.Z
1

~ 'lfyjf¢ · podc1!lg {tt}...__}il.fir~ al.abo s:bi•ez~ w V d·o a1eun~ 
}...l. £ c .• . . . 

Z wnio.aku 4·3 wyttika., ze f1mkc;Ja F j.e·at r6WJU,.ez p.6.l- · 

ai .~:la dolrri~ w ela bej t:a:pal.ogii ( '00/,V"fo) u 'L , 1r·ob-e.o 

111.7/ · F ". ~) ~ .lVW\. 'F (.1\.9-""\r.) = 
~1(-"1 00 " 

Stq..d .u... uest ro~'fi·ii:za:ni.ez . RP..O.nie:ai~ /11.2/ 1 d. ..jr:.'_o.a , 

gdy.Z :run~c js. i: je·st Yl~.S;ciwa /p·or. sa£o·t ·erle 11 .1/. 

Jez.e_i 1atniejll}· dwa r-ozwi.~~a u. 1 U.. zagad:nienta, t:v. 
- ' u. "T" 1: )/ L.. jest r 6'wniez · r'DDi~niem t .ega sgadnienia na ,•o-

cy st·wier¢..zenia ~ 1 .1. Jezeli :ftmkQj.a 'F jre:st s.oisle lJ'Ypn}d& 

to '~'t' );._1 2.. . ni.e je·st ro,zwi'lo.u.niem, gciyt ' 

roo r i+,£).;.. .<C._ t f (].)..J + t t(MJ -=, CA. 

Za-rcm '!f tym przy-padkti ist~ie i·e tyl.ko j ,edno. rozrl,za-nie 'zagad-
nie.nia / 1 'i .2/. 

PRZYKUIJ 11 & 1.. ·Niech. ~( .. ) .. ) _ b~,dzie symriryC'Z'n~, oiil-81~, d:iu

liniGW:f!l. :tarmf?t e:kreslplE;il. na v ~V 1 k~ae.roytywn~., t ·zn .. 

/11.8/ 
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' 111.9/ v ·.g C\JI- __ .........,. -Fcl\1..) ~- ~c~ ,ct.~)__; 1<. )_ t~-> f tR . 
. \ 

. /11 .1 0/ - l= Cu.) = iM.t ,F.(~) 
I<J.(:-v-

Fakt . teri j:est wn·! oskiem .z Twd.erdzenia 11 .1. Isto·n:Le ·, "1-

sts:.rc!!y tylko po~ka~a.c $:c:Lsl, ·wypukr.o·sc fmakc,j'i , . ' 

ara.z ka~ayty-wnos.6 /por~ / 11.6// ~tt.n:kcji F na V . Z n1er6w
:Qose'i / 11.8/ mamy dla ciowolny·'fl element6w 'lJ.- 1 \t-1. prze.st:rz:eni 

V ni.er6wnos6 

C i\ ft>-- \·,d· ~ ~ a._ (~~ W 
1 

t0:--- ~ ) :: 0...~~ .~ Z. o. (.~\S . !W) t- ~( W ~) 
/ , 

o..,·.( w \I: ' ~ t / 

Zatem dla '?-. E Co t.A mamy 
cl.. · .. ~. -;- · ~ x- ~ vr ·\ ·ru. + ( --\- '1 ) w 

I 

.-r 

+ -r _ .A. - \ .. "\ ~ ) O.. l ~ \\)... 

eo !:apewnia j~z ·scislil· wypuklesc :rttnkc.; j .·i F .. 
Ko:arcytyw:nosc funkc-ji F=' otr-~y.muj. emy z nas·t~·puj.'tcych osza~owan 
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o..CI\9 t~)- 2 <.. l:.~> ~ c \t~lli- 2 IILi!-¥.11~11 

· li k~h .,ynilli:a ~~c 

. ~(~)ill! t c ~~r.- ~ IL~:) 
ssap~~ifttta /1 ·1 ,.J~/ • 

. - . 
Jli!·. t:1 . .&s= W ~-" s;d~ t~ c.{ .. \ · ) j -et o?.atr-etlm:tfl .n:a 
p.OO:Zhi~ ~ proil*'b\i. v~v , tl) . nier6wm:($-c 

111 .e./ ~oh.a ~.e~i.e ~-;e1.' 

~zte C j<es.t thi . .Qaa ~U:m dukn,:tlft,:-. i o·F.a•n1orz-o~,rn . 

6-o:hwal~~- ~~i.e ~uri~a I 11 ~21 zakl ~ 
dia1'iO o -*o.l'- F ·niet)JQ •iEie-e~, n~ .• -1~1 ·\= jest r.ft..tnirtzko-

~' C't!Y tf6t ~--t-al• Y poi$t~i SU~J tfulkc.Jl r6'tb1~ 
~ln:$:j 1 n1er.6•1lr1-cz0.-alme:j. 

I 

~- 1 '~·,&r Wi~e:b F b~1Z:l.e tD._nllO .~i ~ ww-pukli ... .ci:wl:i. 
· p:Ql.O:i~-h-. doln:i.e n.a W'YP\t'k"~m 1 di*ni~t~m p:o:dzbj. o~-z~ -r:: prz-t .... 
strilamV .. · 
J-e:'kli :fQo j(Q F . jsli't . r~i.o:Z"kmirfllna 1t' S;$1l'S i e r•ti,UI .. e 
i j.~.j pox.\rhodt¥1 j;e;~ a~-.g.la w C: , t>o dla }j... € -e na•·t~pn~oe 

N'tlmki &Ji r:Own,-a.atne : 

. ''· 
\_J.. ) U- - - ~ est rozwi~za;c.iem ~a.gad.ui.enia /11. 2/ 

~i:J < ~'.(~) l~- ;.....) ~ 0 

J ~~ ~) < t= \:~ ) . ~~ - u.) ~ (J 

~ fiS-~L 

~ t&. ("'= 'f 
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DO_ &n. ;6'1.~~ u.. -~ r tra1r.?t.,..-ni:'*_ -~~~_:a .. /'ft.2;/: ,. ~~-
t : · cna · ln! ran u. ~-v- · 1 ·o e. cs l..t1 -ot%~•3_,. · 

~ \.~) ~ f c c ""-e.) v.. + ~,..) 
c.o matD . z .· :Pi:sab. • ~c-i 

~ ( w...-+ r. \,1\9.-- ·~ 1 ) .- F l.u.:) ~ 0 

D-zie-l~ 11. zd~Oirnotd ~ ~ 1 pr-.eh.~ da· ~.57., :#4 
't\ ~ -t 0 . .,. '( U) ;. , · -1t:t:iie. . · · .U~-<~~ 1;e Gi.l ~ c.r~ \ •. 

-~"'~' n.i . relt b:.l{~ie -~J:~M' u..u~ ~~) _ .1. -~- ~~Q, .q . 
Dq-~{nU--e z. ~, . /")'fJYl:.·• ~ . 9 • J/ -~ 

F·Cf\9..)- F l~)- + (~((A-~) -~ -i- ~~) - \=\~I ) 
I • 

pzz,~~- .e da· ~ay • ·tie.J Di~~ci., P,t ~ -?'t" 0 - O't1"~-· 
muj.eJV . 

~ ll:~ UfOO~ (i.l_) 

t: ("'") ~ FC. ~) ~ -\.l 

Zat• u... j..est t"o-~am 2:a~,.e.n:t I 11' .2/. 'b• a:p:o:s.o·belJl. w:y:-
Jcaz-alitmy +"~-o.lt~o~ ~tm~ (i.) ~z ( L)..)'" . . ' 

ty,-kaZ:.R.Ii t..-.z -~ne. -zn.c:5:0 warunk6v \;t) a:r~ ~~~ ) 

Na~;pj..e-rw .z--~~- a iltO'~Y' ~ia g .• 5, z'A! po.c.h'l)~ 
·-i \ r* ~ • .., "'--'-" t t-: ~- 'f .,. ae~o o·pe.:ma~o~ ~O~ou-.~:J~.~o.a.£~m., $n,. ~ 

N:Le:ch b:~~ie s:~niany wan;nek ~ ~) • Utam d:.~-~ sno
. nam( l.D . arat: /11.111 otr~ymuj·•y ~~!..) , a ~,:o : (;~)~\JJ:~)'. 

· ll-o:w.Q:d ·• dru:gl\ str'ont::, t'Z\11. ~~t ):::;a..lt~) 1 api~ s·di.f: na 
ct~l-~·oi p:crob..o.dl:l\e,~ t=' · w C . • · 

N.iaah ··zatem ~ speb:t.a -.aru:nek (_k~~) • K~adi¥J oJ.=(.t-1_) U.'T-tw 
, gd~ie 'N t ~ , a· ~ E: ( o ,A-) w u.\~ ~) otta•-zpuj:e. 
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~ / rl r ( ) . ' . "- ....__ o· (\ -' r \ . .{.:.. <\· u: ~ 0- ·W J } • \N ·- J.;.... / ~ . 

1 11 .. 1:~v · < 1=·l ( u..+ 0\. \N- l.J.. ~ ~ ') · VJ-- )..N 1 ~ o 
. I . 

•-n j ;•t · ~~y-~. ,. it 18Jfe. ,~,~ t~j rui~-r-68-~:o:&c.i j:e:tft· po ... 
. ah"P.d"mi ~kcJ1 

' ' i . - . . ' . 

Pncth·adii:a _ ta., til). .• . : . . 'f l1:) = < \=" ( M..+ ·0:c:-w- v...) )) ~ ..... l>..J . 
. J;:ett· · ~ko)i o~bt ~:te~~ ~ , -m:«e:c ~~ pr·~o~~o * ~-
ro-•n.creni / t1. f 2../ ~-c ~lld..cy, g:&y · 1\~ *a. otr~~'u.J.any (r.\) ~ 
o.o kona:ey · o..a,.6t. • 

~: 11_ ;~~- · _W .J:irV:~lad.zA.e 11. 1 ~-cj,a· F jecat r.6t-.ni~z~•lna 
· 1 j,e.j _p,aoho-B::cia 1¢$ rwta-6 

. V ;, os,. ~ / ' F' (~) . -~7"" =:: 0 ~- - oJl\SL · ) -- .< L · "> \ 
. . , . \ J_ - ~ '- \ ' . l I j 

' Zatem · el fil!ll'.eC't M- -~ V s.~..-.j, rn21r-1.~~:e :sa~i.e.nie 
./11 . tot W.t-e!ei~ 1 trlko· ·..tady, gey s~~ j :e.-ri ?ft.e . .n z ·rllll-

:\t!6w 

(11. f3/ a.:( · )J.. \~~ lJ.t) - < ,L e.s.--.. ( .. ~> ~ 0 ~ !'S-~v 

/ 11 .14/ a_(~ ~,.., 1>-}- < )... [\)...- ~> ~ 0 - \f tJ_t;;;\[ 
. ) ' . . 

~~~-- r11-··i ." if':Len:ti t= ~ F~ + F~ . , p~: ~B;m 'F" . 11 -f .r. 
S:~ :r.il*l8~mi ·,wpu;l· :i:y;~, fi.6l.'Ci•-y-=r! . tl.o·lillti.~ ·1 · wi\a-.~. ~a -t: . 
-.du .id..e:ch :funk.¢j$ 'F.( ~ne ~-a.z:n:.to;~Xl4 • · ~ GA~I$1AUX, 
':tt:Of~e-J . p,o:C'hO'~ f.:.~,' ~ ~~'~ - - C • 'J~rtas dlJi •.\J.-~ L na
~~- -.l!l!tnki. a~ rQiw.no.am.e; 
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Q) 

GLt) <FA\~\ \l\;~-- ~ -+ f.~(~)-- F,_(J;.;..) ~ 0 
~ . 

\J.~e;y 

~~Ev 

mfWfr Ifi:.e;e.oh )..~.. tl~'ie r.~~ ~~ /11 . .2/ ~e 
"b-.~ dl• d'faiJl'D.frgo - ~:h..-111;;\l r~ E 'C 1 C. E:.-(01;.) .... 

F l )II..) .._· f:" ( (A-t) ).J.. + e.~) . 

sltP..,v d -z~~i ..,.tt~~$!Q:i ~j;i , ;t . , ~~eav ~~ 

Be.\.)..) + r~ ClJ...)-. F,.. lc>.-); ) )..L--\: ~ '\)..>+cA-l: )~:t.l~}+ 1r~.liti-· ~ 

lct6ra po 1tpa.~~aDb PW-~ pGS~ 

0 ~ ~(!'U\ ) - t=~ Cu..) + f ( F-t ().!..+ ~(.~-~) ) - F.~C;.r.)) 

P.rk&4~~~ b ~~), gt%1 ~>-"7·-t C • (Ita!~-~~ 
n:&k ( l. i. ) .. · ~GJ-..a,l~ ·•i:.~c, -be ~,).) ~(i 0 . Q;O.~e, ~ise® 
b:ti:d!lie -s:~ .~k c;.~) • z .-.-~~;taaa::L t~e-i1 F .. . __, 
/ p:or. &o:w&a &~-~ 11 ~/ ~rtt.-~3 ~e 

"' 
~~l~)- Ell~) ..... < 1=~\).J..!{~-- . IV-)~ 0 V ~€'C 

kt'Qoz:a dodaml ·~ d:o (. ~l) · .e..)e 

t:{ ~) - f(.;.;..) ~ c ~ ~ ~ -c· 
. .... 

i p;Go~)e., • 1J... ~ll't rnJMd~- -~~ /1'1 .z./ . -~'&lie 
~n~Q- '-.a:r.uJlk6.w Q) Gm'liL~ ( L~) ;t..,-t ~u;i.~ . . 

A·~ ud'Q111Q!bi:6 l:"~W:~G.i6 ~- (~J.) asz(~;.~) Ji&-

&'blipu'j:~ patto:brtl-e J&~ w · doira@~~~ $~£~ 't-1 .• 2 ... ltieoh btr 
.;. .c '1.-"· ,\.. ... ) . . ...,_,,_,. r 1 uz ..... e ~Pt!b.s.w;..IJt1!J1 1ifll'ri1D'Af.a; ~J. • Z ~~Jd.a~Jt.~ r-J\ ~., it 
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· .. QI .. ~lt k · . -®ds-~ -~'i ~ ll,~ i ~#6. -W' ._... 

~ f~i) -~;--- . ~- - • (~~ • ·~- {\,~)~iLJ.) • 
. • . ·•~ -e:~ ·~F1 -m/~ • . :- ·· · . .. . ·_.:.' ... . · 1.1..2/ 

- ~ · . ·-'$~ }t~-4 t.~1 

il .... .alb·~~~ *d'f .~-
@U.) .; _ k").~f\9.':(.-'t-)~--'t~W w. {N~) ~ 

.C. < ~.41 (·.l·i-~ 1 .lJ... -7" ~w \ 1 Vii- ld..J + t:2 . C u-1.1 ·~ "t}wr- +~~~) ~ o· 

ki:~ ·~ ~~i \*2 ..... 

· t\ < F..:' C Cl_: ~ \~ + · ·1 ~ 1 ~·--.b..> : · +. ~ t!t(w) --· ~ t-~(b.) ~ '0 

lllm~- ··~· ·~· O.'t.a-d ~if ...... ~- 1 ~ 
r-~~~~ -~ %;1~· ·~ ;~. ,_,. ft. ~c~ • .Q ~ - ·~~~; 
Eilz··.$1 - e-.._.~ ~- · :t:4~ , ~-(._iA.) , gb· ~~ ~-

lllil. X:t.rih ~ ,~'«1!3 ~- -~· .~~ 
. t14· ' 

M,~~- · ~It\ _JL .... ....J...'I. Y 'IMialliWP;.,I,>illi -~_,.!1:-a Dl'll"'t~l .. UOC . . · asabnxluit . SJ~ ·~ · · ·~: ,...--~~- llH<f~ .. • · · . : · . ,..... . 

-~ ......,...:?) -- · · · f I "1t " ~.ifl . ~-ifio ~if.~ . -~~' -4-_'ii..,.. :ab:~ ~ ·~ ·'i.·· • J , . <& "'X' ......... ~¥!!" ~~~"'""'-. ~g;~ :.· ... ... 

1 ~··_· ~l:ta ·• T s.~~ • I "At..-~ ~ i r.C'f)/. 
...... ·,F• FA + .,.{=1 I -- ... 

. ·FA (•)- w ~- '!... lt/1- t;~ CC\i) = <.t \.U. .) . 

~- ';[, . ~ -~ • ··-'**"'l &trifJ., ...... 9. F.~ ~~
$9'$1£1-:e ·q~ i ~ •bd:•~· • w_.:. ~~ ·• \[ .. 
.- *'.liP; · -~-~; ~ ~ e r~cv) ., .... j•t o.r-
·--·" .. --. . ~"....,,..,_ .~ ... ~~. ,.#~·-~m*>t!i:ioo. _ ,c. ·a;t ·-;~ot.o ~·-'If ( j$)"1:-. ..;il ~~)) ~~ ... ~~~ - · ~~~~ - ~ v, 

:-\, r ,_J rm .lnilllrill:r ,~ ... ~-·~"""-· ":"""'~~-:! . , .~ v '· ~·~ :~ ., ~ -~~ ~-"'~ - · . . 

f~~) ~ t ~~-~~~11 + (ttl*) + d.- . 

. _F£~)~ f ~1~,-~~f ~ - t ·ij~~~l1 + -1- li~i~ - .rd-

-~ .~ ~ bar~ ~cJ:l, F , t?tm_- .• ¥(~)~ ·CillO ~ ,. 
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·-. ~ ·•~~~eD1ia 't-1-;~ ~i.«~e e:l~ · u....e-Y. -~ ~ 
ry ~~mid ~-itf.-.;d;;(!t --~~ /t1· .~-21 jlf,);a ~kc:j:1 

t:.n .. lt.cluus•t-j.e ~1~ . ~ , • ~ .~~ja ··r: Jtl'eyj~~~ ~ 
'b:a$C ri. * . ., ~ -~~ d«1J.,.., .a Y . _. 

h'~i~ 1~3~-!Fb.~· ~a';Jia 

~1"'. . ~ .u.. _, .a .-. .. _· ·~ sa::~ ~ ~f~Et ~-~~ 

·~ - ~-- lt; ... ~ ·~ i .twUh --~., - ,,cV :g~ ~ ~ --
~ 

/'11.,. ·1-'5/ c u.-~1~-..:..J..l.-) + t.f (~ )'- ~liJ..) .. b \!- -~~y 

/11.1'4/ c~--4,~- ~> + ttl~) - ~l~) ~ C) \f c...t.G-~t 

~' ~ ·Frw r~et) ~3.1 ~ ' crkr~la 
IU.l .,.orp 

y g ~ - •' ' .... . ~ f:: \[ ' 

.¢~e J:oL .~en ~ ~n;i,~ /1'1 .~/ 41a ~:a~ 
Fe~ }~f'~-~~F+·~1, ·~..._, ·~al:lam ?-"tt.~q; 1 I&V-

. · -~ .iJbr'i.alir'illt!v · · IJ} ,.._ .,., · ..__ ··Ato...-.-.....o.--.,(, "" .._..._... ·- .... "" 
-...: . .....,=i(;; , jill~·ii'lf· ~- .. • 4"~ lt~~"""'e vlil ~· ~-

·1$6 ·• .as.tutt.~ :&~b -

... ~~-*· .·tt--x~ . ·' t:=.. ·P.Y L.f je:"t ~-~~ 
~-~ -~ 1:.! ~ ·1 ~1~.t:esn-.:, •·:afJB· ~o-

. ~ ~~~~ '~~ ~. ·s5rli9l~~. -~if.M2t'..,_ 
1!1Pie:.S ~ ·· •· -•--;; ~ ~~~-~®.-. •l.esa:ttu 
·'l. $. _!: , ~ .. ~ ·--~~D ~ /p~. ·s11il&t~4a~e 11 ~11~ #¥ 

. . ' 
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