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WYKŁAD PRAKTYCZNY 
podnoszenia do potęg, wyciągania pierwiastków, 

postępów i logarytmów. 

R O Z D Z I A Ł 1. 
O podnoszeniu do potęg i wyciąganiu pierwiastków 

w ogólności. 

1. Potęgą jakiój liczby zowie się iloczyn powstały z wie-
lokrotnego j e j przez siebie rozmnożenia , czyli z wielokrotnego 
za czynnik je j wzięcia. Potęga ta, teni jes t wyższą, im większą 
ilość razy liczba dana j ako czynnik ma być braną: np. druga 
potęga z 7, czyli V = 7.7 = 49; trzecia potęga z 7, czyli 
7 3 = 7.7.7 = 343; czwarta potęga z 7, czyli 7 ł = 7 . 7 . 7 . 7 = 2401;i t. d . 

Sama liczba będąca czynnikiem, z której właśnie ki lkakrotne-
go mnożenia przez siebie powstała dana potęga, s tanowi ])ier-
wiasteh potęgi. Wielkość pierwiastku również pod ług tego się 
oznaczy, jak wielką ilość razy daną liczbę bierzemy za czynnik, 
aby otrzymać potęgę podaną; 7*/;. 7 jest pierwiastkiem drugićj po-
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lęgi z 49, gdyż 7.7 = 49; podobnież 7 jest pierwiastkiem trzeciej 
potęgi z 343; jest pierwiastkiem 4tćj potęgi z 2401 i t. d. Zamiast 
wypisywania, że 7 jes t pierwiastkiem 2gićj, 3ciej} 4tej potęgi z liczb 
odpowiednich powyżój podanych , zwykle tylko zamieszczamy, 

7 = } / 4 9 ; 7 = 0 4 3 ; 7 = | / 2 4 0 1 -

Liczba dająca poznać, ile razy inną liczbę za czynnik bierzemy, 
aby trzecia liczba j ako iloczyn, czyli potęga była otrzymaną, zo-
wie się wykładnikiem. Pod ług tego w wyrażeniu 7 a = 3 4 3 , k tóre 
wskazu je , że 7 podniesione do potęgi trzeciój równa się 343, liczba 
3 4 3 z 7 ; l i czba7 je s t pierwiastkiem;3zaś wykładni-

3 

kiem. Przy wyrażeniu 7 = } / 3 4 3 oznaczającem, że 7 jes t pier-
wiastkiem trzeciej potęgi z 343, podobnież liczba 343 jest po tę-
gą, 7 pierwiastkiem a 3 wykładnikiem pierwiastku, dla różnicy 
od wykładnika w poprzednim razie użytego, a który był właści-
wie wykładnikiem potęgi. 

2. Drugą potęgę w praktycznym użyciu, zwykle zowią 
kwadratem, t rzecią zaś po tęgę sześcianem: s tąd i pierwiastek 
drugiej potęgi nazywa się pierwiastkiem kwadratowym^ pierwia-
stek trzccićj potęgi pierwiastkiem sześciennym. I tak 100 jest 
kwadra tem z 10; 6 4 j e s t sześcianem z 4 ; 9 j e s t pierwiastkiem kwa-
dra towym z 81-, 8 jes t pierwiastkiem sześciennym z 512. 

Przy pierwiastku kwadra towym, wykładnik nigdy się nie pi-

sze, jako odpowiada jący najniższemu z pierwiastków, który przez 

rachunek dochodzić potrzeba; pierwiastkiem bowiem pierwszćj 

potęgi z jakie j liczby, jest taż sama dana liczba. S t ą d zamiast pi-

sania ) 2 / 1 0 0 = 10 ,p i szemy tylko J / l 0 0 = 1 0 . 
3. Sześć pierwszych potęg z dziesięciu pierwszych liczb, 

obe jmuje następna tablica; potęgi tylko z 1 są opuszczone, j ako 
wszystkie równe jedności . 
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T a b l i c a i p o t ę g . 

1-sza po-
tęga 

2-ga 3-cia 4-ta 5-ta 6-ta 

2 4 8 16 32 64 

3 9 27 81 243 729 

4 16 64 256 1024 4096] 

5 * 25 125 625 3125 15625 

6 36 
i 

216 1296 7776 46656 

7 49 343 2401 16S07 117649 

8 64 512 4096 32768 

i 

262144 

1 

9 81 729 6561 59049 531441 

10 100 1000 10000 100000 1000000' 
i 

Z tej tablicy już się okazuje, że każda potęga z 10 składu się 
z 1 i tylu zer, ile wykładnik ma jedności-, np 10 = 1 0 0 0 ; 10 = 
100000 i t. d. 

4. Gdyby wszystkie wykładniki były całkowite, podnosze-
nie do potęg oznaczałoby powtarzane mnożenie liczby samej przez 
się tak, iżby la liczba tyle razy wziętą była za czynnik, ile wykła-
dnik wskazuje . Lecz gdy wykładniki mogą być jeszcze ułomko-
we i odjemne, poprzednie przeto określenie ogólniejszym być 
musi, aby właśnie obejmowało razem wszystkie te przypadki. 

Chcąc liczbę a podnieść do potęgi m, potrzeba z liczby a przez 
mnoŻ£nie lub dzielenie tak wypadek utworzyć, jak powstało m 
z jednośc i przez dodawanie lub odciąganie. Ze zaś mnożenie jest 
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działaniem bezpośrednio wyższem od dodawania , a dzielenie bez-
pośrednio wyższem od odciągania, aby zatem liczbę a podnieść 
do potęgi m; potrzeba z a przez bezpośrednio wyższe działanie 
wypadek tak utworzyć, jak m z jedności utworzono. 

a. Gdy wykładnik jest ilością całkowitą dodatnią. 

Dajmy że chcemy podnieść 5 do potęgi trzecićj, czyli do sze-
ścianu. W tym celu potrzeba z 5 przez bezpośrednio wyższe dzia-
łanie, wypadek tak utworzyć, j ak 3 powsta ło z jedności . Że zaś 
3 powsta je z jedności przez t rzykrotne tejże jednośc i ze znakiem 
więcćj zamieszczenie, to jes t 3— 1 + 1 + 1, zatem 5 ' u tworzy się 
z 5, t rzykrotnie tę liczbę jako mnożnik, czyli j ako czynnik umie-
szczając, to jes t 5 = 5 . 5 . 5 = 125. 

Jeżeli więc wykładnik jes t liczbą całkowitą dodatnią , wów-
czas podnoszenie do potęg zależy tylko na wzięciu pierwiastku 
za czynnik tyle razy, ile wykładnik jednośc i obe jmuje . 

b. Gdy wykładnik jest ułomkiem dodatnim, np w wyrażeniu 
2/ 

6 4 / 3 , gd zie 64 do potęgi % podnieść potrzeba; wówczas z 64 
przez bezpośrednio wyższe działanie, wypadek tak się tworzy , 
jak 2/j z jednośc i u tworzonem było. Ze zaś 2/3 z jedności powsta-
je , dzieląc jedność na trzy równe ilości dodać się mające i j e d n ą 
z nich dwukrotn ie j ako liczbę do dodania zamieszczając: aby 
więc 64 podnieść do potęgi 2/3, potrzeba 64 rozłożyć na 3 równe 
czynniki, i j eden z nich dwukrotnie j ako czynnik zamieścić. Roz-
k łada jąc 64 na trzy równe czynniki, czyli wyc iąga jąc pierwiastek 
t rzeciej potęgi z 64, wypada 4, gdyż 6 4 = 4 . 4 . 4 , albo 

64 = | / 6 4 . | / 6 4 . J/184. 

Umieszczając zaś j eden z nich dwukro tn ie j ako czynnik, będzie 

4 . 4 = 16,a lbo 0 4 . J / l 3 4 = ( ^ 6 4 ) L 16;stąd 64 ^ 16. 

Aby więc 64 podnieść do potęgi potrzeba z 64 wyciągnąć pier-
wiastek śześcienny, to jest pierwiastek potęgi wskazanćj przez 
mianownik, i podnieść ten pierwiastek do kwadra tu , czyli do po-
tęgi wskazanej przez licznik. 

Podobnież chcąc 625 podnieść do potęgi s/4, potrzeba z 625 
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wyciągnąć pierwiastek czwartej potęgi, który równa się 5, i ten 
pierwiastek podnieść do sześcianu; będzie zatem 

Stąd zarazem wypada , że aby liczbę jaką podnieść do potęgi 
%, Vsy %tej i t. d. pot rzeba wyciągnąć pierwiastek potęgi 2g>ej, 
Sciej, 4 lej i t . d. np. 

W ogóle podnosząc a do potęgi Vm, powinniśmy a rozłożyć na 
m równych czynn ików i wz i ąć j eden z tych czynników; musi-
my zatem taką liczbę wynaleść, któraby m razy wzięta za czynnik, 

m  x/m m 

wydała na iloczyn fljtaką liczbą jes t \/a: s tąd a = ] / a . 

c. Gdy wykładnik jest zerem, gdy np. a do potęgi 0 podnieść 
żądamy, wówczas z a przez bezpośrednio wyższe działanie, tak 
wypadek tworzymy, jak 0 z jedności u tworzono . Ze zaś 0 two-
rzy się z jednośc i , b iorąc raz tę j edność jako liczbę do dodania, 
drugi raz j ako liczbę do odjęc ia , to jes t 1—1 = 0: aby więc a 
podnieść do potęgi 0, pot rzeba zamieścić raz a j ako czynnik, 

drugi raz j ako dzielnik; będzie więc a° — ~ = 1. S tąd każda li-

czba wzięta j ako war tość dla a, podniesiona do potęgi zero ró-

wna się jedności) np 

d. Gdy wykładnik' jest liczbą całkowitą odjemną np. gdy 
3 

m a m y ! , czyli gdy 7 do potęgi — 3 podnieść żądamy; w ó w c z a s 
z 7 przez bezpośrednio wyższe działanie tak tworzymy wypadek 
jak — 3 z jednośc i u tworzono . Ze z a ś — 3 z jednośc i pows ta je , 
b io rąc tę j edność po 3 razy j ako liczbę do odjęcia , albo gdy j ą 
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umieścimy raz jako liczbę do dodania , a 4 razy jako liczbę do 

odjęcia, do utworzenia zatem 7 * potrzeba 7 umieścić raz j ako 
czynnik, a 4 razy j ako dzielnik: st;jd 

- i 7 1 i 
7 ~ 7.7.7.7 = T 7 T = 

= i m , w ogóle a — _ L m 
a 

e. wykładnik jest ułomkiem odjemnym, np. w w y r a ż e -

mu 81 , wówczas z 8 1 przez bezpośrednio wyższe działanie wy-
padek podobnie tworzymy, jak — 3/4 z jedności u tworzono. 
Ze zaś — % powsta je z jednośc i , rozk łada jąc j edność na 4 ró-
wne liczby do dodania, i j e d n ą z nich po trzy razy biorąc j ako 
liczbę do odjęcia: albo raz jako liczbę do dodania, a 4 razy ja-
ko liczbę doodjęc ia ; dla utworzenia więc 81, p o t r z e b a 81 na 4 
równe czynniki rozłożyć, to jest 81 = 3 .3 .3 .3 i j eden z nich raz 
jako czynnik a 4 razy jako dzielnik zamieścić: będzie więc: 

3 1 i 1 
Q 1 _ 

~~ 3.3.3.3 3 .3 .3 ~ 3 3 ~ 8 1
3 / 4 

1 

w ogóle a — ~ 

Z dwóch ostatnich uwag d) i e) wynika: Że każda potęga 
<z wykładnikiem odjemnym, równa się jedności podzielonej przez 
tęi samą potęgę z wykładnikiem dodatnim. I tak 

1 1 o - 7 3 1 i 
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5. Jakkolwiek przez poprzednie uwagi różnica po tęg co 
do ich wykładników wyjaśnioną została, przy dalszem j ednak 
arytmetycznem tylko roztrząsaniu działań, jakim te potęgi pod-
dane być mogą, ograniczemy się jedynie na potęgach o wykła-
dnikach całkowitych dodatnich. 

6. Dodawanie i odciąganie poięg wykonanem tylko być 
może, gdy potęgi dane, chociaż z różnemi są społczynnikami, lecz 
są j ednakowe , i odnoszą się do jednego pierwiastku. Różne bo-
wiem potęgi co do wykładników jednego nawet pierwiastku, są 
tak różnego między sobą gatunku, jak potęgi rozmaitych pier-
wias tków. 

» 
4 2 

I tak chcąc np. do 5 . 3 dodać 7 . 3 lub od jąć , gdy właściwe 
wypadki tych potęg wyszukane nie będą, dodawanie i odciąga-
nie na pros tem tylko oznaczeniu ograniczyć się musi, gdyż 34 i 
3 2 są wyrażenia zupełnie od siebie różne; będzie zatem: 

5 . 3 + 7 . 3 2 

5 . 3 — 7 . 3 2 

Przeciwnie gdy potęgi są j ednakowe , dodawanie i odciąganie 
natychmiast uskutecznia się na spółczynnikach, j ako wskazują -
cych, ile razy potęgi dane są wzięte jako ilości do dodania, lub 
j ako ilości do odjęcia . 

* 7 . 3*+ 5 . 3 — 2 . 3 = 1 0 . 3 

« 2 2 2 2 
8 . 3 — 9 . 3 + 5 . 3 = 4.3 

8 . 5 — 7 . 5 + 3.5 — 4 . 5 = 0 

Toż samo prawidło zas tosowywa się do dodawania i odciągania 

ilości pierwiastkowych. 
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7. Mnożenie potęg o jednym pierwiastku uskutecznia się, 
podnosząc ten wspólny pierwiastek do potęgi wskazanej przez 
summę wykładników. 

Mając np 34 rozmnożyć przez 35 , gdy w pierwszym czynniku 
3 jes t 4 razy, w drugim 5 razy, j ako czynnik powtórzone , w ilo-

4 5 4 
czynie zatem toz samo 3 będzie 9 razy czynnikiem: stąd 3 . 3 = 3 . 

3 2 4 9 m n m+n 
. Podobnież 5. 5. 5 = 5 ; w ogóle a . a — a 

Potęgi z tym samym wykładnikiem mnożą się przez siebie, 
podnosząc iloczyn ich pierwiastków do potęgi wskazanej przez 
wykładnik; np. 

4 ? 3 5 = ( 4 . 2 5 ) 3
= 1 0 0 s = 1000000 

m m / \ 7/i 

a . b = yabJ . 

Stąd zarazem wypada, że chcąc podnieść iloczyn do jakiej po-
tęgi, potrzeba każdy z jego czynników podnieść do tejże potęgi 
i wypadki przez siebie rozmnożyć. 

W każdym z tych razów społczynniki oznaczające liczbę po-
tęg do siebie dodanych, mnożą się przez siebie, np. 

_ 5 3 5 3 
7.3 X 4 . 2 = 2 8 . 3 . 2 . 

8. Ilości pierwiastkowe o jednakowym wykładniku co do 
pierwiastku mnożą się przez siebie, gdy pierwiastek wykładni-
kiem oznaczony wyciąga się z iloczynu ilości objętych znakami 
pierwiastkowemu np. 

J /7 . J / 5 = J / 3 5 

Daleko mniej jest pracy wyciągnąć pierwiastek z 35, niż osóbno 
z 7 i z 5, i wypadki stąd powstałe przez siebie rozmnożyć. 

Stąd nadto wynika, że z iloczynu wyciąga się pierwiastek, 
wyciągając go osob?io z każdego w nim czynnika. Zasada ta ko-
rzystnie się zastosowywa w razie, gdy ilość pod znakiem pier-
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wiastkowym będąca, na dwa czynniki rozkłada się, z których ła-
two pierwiastek wyciągnięty być może. np. 

J / 5 1 8 4 = J / 6 4 7 8 1 = J / 6 4 . J / 8 1 = 8 . 9 = 72 

J / 3 4 3 . 7 2 9 = J / 343 . J / 7 2 9 = 7.9 = 63 

9. Dzielenie potęg o jednakowym pierwiastku uskutecznia 
się, podnosząc wspólny ten pierwiastek do potęgi, której wykła-
dnik równa się wykładnikowi dzielnej, mniej wykładnikiem dziel-
nika. np. OS 

3 » : 3 2 = % r = 3 6 

79 
TT9, . ^S __ _ 

7 5 ' 
m V 

a 

w ogóle —- — a • 
a 

Jeżeli bowiem iloraz rozmnożony przez dzielnik, wyda je dziel-
ną, i jeżeli przy tymże samym pierwiastku wykładnik dzielnej 
równa się wykładnikowi dzielnika więcćj wykładnikiem ilorazu, 
przeto wykładnik ilorazu równać się będzie wykładnikowi dziel-
nej , mniej wykładnikiem dzielnika. 

Społczynniki poprzedzające potęgi do dzielenia podane 
dzielą się przez siebie; np. 

35. 65 : 5. 62 = 7. 6*. 
10. Dzielenie ilości pierwiastkowych mających jednakowe 

wykładniki pierwiastkowe, odbywa się wyciągając tak wska-
zany pierwiastek z ilorazu ilości będących pod znakami pier-
wiastkowemu 

K 5 9 I lak — oznacza właściwie, że pierwiastek kwadra towy 

wyciągnięty z 59 , podzielić potrzeba przez pierwiastek również 
wyciągnięty z 32: Jatwićj jest jednak • wyciągnąć go tylko z 

59 

1,84375 = j^- , tem bardziej , że w obu ra7ach jeden jest wy-

padek. 

159 
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11. Ułomek podnosi się do potęgi, podnosząc tak licznik 
jak mianownik do tejże potęgi, np. 

(— V = — — = J L - 9 

\ 4 / 4 ' 4 42 Ig 

( » ) ' = i ! = 
\ 4 / 43 

27 

gT 
rp m 

w ogóle ( — . 0 \ b ) b>» 

Stąd zarazem wynika, że potęgi o jednym wykładniku dzielą się 
przez siebie, gdy iloraz z ich pierwiastkom podnosi się do potęgi 
przez wykładnik wskazanej. 

Użycie którejkolwiek z tych dwóch zasad zależy jedynie od 
dogodnośc i rachunku. 

/ 1 2 5 \ 3 . . . 

I t a k np. mając f — \ , łatwiej jest otrzymać wypadek po-

dług drugiej zasady, 

) = 5 - 125.] 
2 5 / 

nie zaś podług pierwszej; 

/ 1 2 5 \ 3 _ 1253 1953125 _ 

12. Z ułomku wyciąga się pierwiastek, wyciągając go 
osobno z licznika i mianownika, i dzieląc pierwszy przez drugi. 

Zasada ta jednak zas tosowywa się wtedy tylko, gdy licznik 
i mianownik są takiemi wielkościami, z których łatwo pierwia-
stek wyciągnięty być może. np. 

1 / 3 6 _ J / 3 6 = _ 6 
V 49 ~~ J / 4 9 ~ 7 

podobn ież j / | r = ^ r 

http://rcin.org.pl



11 

w innym razie, lepiej jest wyciągnąć pierwiastek z ilorazu ilości 
objętych znakiem pierwiastkowym, ńp. 

| / | = yt,84375. 

13- Dana potęga podnosi się do innej potęgi, podnosząc 
pierwiastek dopotęgi wskazanej przez iloczyn wykładników, np. 

^ = 32° ; w ogóle a . 

Z danej potęgi wyciąga się pierwiastek, dzieląc wykładnik 
potęgi przez wykładnik pierwiastku. 

Mając np. z 51 J wyciągnąć pierwiastek sześcienny, potrzeba 
512 nra trzy równe czynniki rozłożyć, i wziąć z nich jeden. Że zaś 
51 2 składa się z 12 czynników, z których każdy równa się 5, trzy 
więc żądane równe czynniki wypadną , biorąc 5 4 za każdy z nich*, 
będzie przeto: 

12 4 4 4 , 3r 12 4 

5 = 5 . 5 . 5 ; s tąd \ / h = h . 

podobnież J / 7 2 8 = 1 ; J / 2™ = 2°. n J2 
w ogóle yam = aa 

14, Ilość pierwiastkowa podnosi się do potęgi, podnosząc 
samą ilość znakiem pierwiastkowym objętą do tejże potęgi, 
i z wypadku wyciągając pierwiastek podany, np. 

( v $ y = j / i ) . j / i ) . j / s = j / i ) , 5 . 5 . 5 . = j ^ 4 

/" m \ 1* m
 r r i •• 

w ogóle = y a 

Z ilości pierwiastkowej wyciąga się pierwiastek, wyciągając 
z ilości będącej pod znakiem pierwiastkowym pierwiastek potę-
gi, wskazanej przez iloczyn wykładników, np. 

J / ' J / 6 4 = 0 4 
m n m n 

w ogóle [ / « = y y a. 
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15. Im wyższą jest potęga jakiej liczby, która jest mniej-
szą od jedności, tern niższą jest jej wartość. 

1 tak np. j e s t mniejsze od , gdyż 

( 4 - ) ' 
3 3 _ 9 

4 ' ~ ~ ~16 

Podobnież ^ jest mniejsze od ^ - r - ) gdyż 

/ 3 y 3 3 3 27 . , 

) = = " 6 4 - l t - d -

Odwrotnie: im wyższą jest potęga jakiej liczby, która jest wię-
kszą ad jedności, tem wyższą jest jej wartość np. 

52 = 25; 5 = 125. i t. d. 

16. Gdy wykładnik potęgi, do której mamy podnieść ja-
ką liczbę, daje się rozłożyć na dwa następne czynniki, 2 i 3, 
wówczas żądana potęga otrzymuje się., podnosząc następnie da-
ną liczbę do kwadratu i do sześcianu, potem mnożąc przez sie-
bie wypadki. I tak: 

24 = 2 a x 2 2 = ( 2 2 ) 2 = 4 2 = 1 6 . 
2® = 2 3 X 2 3 = ( 2 3 ) 2 = 8 2 = 6 4 . 
2 8 = 2 3 X 2 3 X * 2 2 = ( 2 3 ) 2 X 2 2 = 8 2 X 2 2 = 6 4 X 4 = 250. 

'29 = 2 3 X 2 ' X 2 3 = ( 2 3 ) 3 = 8 3 = 5 1 2 . 
3H=34x3 łx3*=(32)2x(32)2x33=92x92X33= 

= 8 1 x 8 1 x 2 7 = 1 7 7 1 4 7 i t. d. 

17. Jeżeli wykładnik pierwiastku mającego się wyciągnąć 
zawiera tylko czynniki 2 i 3, wówczas jakikolwiek jest len pier-
wiastek otrzymać go można przez samo wyciąganie pierwiastku 
kwadratowego i sześciennego. 

I tak gdy podług (14), 

m ti 6 3 

J / a = J / J / a , albo np. J / 6 4 = J / J / 6 4 , 
chcąc zatem z 64 wyciągnąć pierwiastek 6tńi potęgi, weźmiemy 
naprzód pierwiastek kwadratowy, którym będzie 8 = 23, i potem 
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z tego wypadku wyciągniemy pierwiastek sześcienny; stąd pier-
wiastek żądany będzie 2. 

Podobnież J / 1 2 9 6 = J / | / 1296 = J / 3 6 = 6. 

Pierwiastek przeto 4^'j potęgi o t rzymuje się przez dwa nastę-
pne wyciągania pierwiastku kwadra towego . 

Pierwiastek 6tej potęgi przez dwa następne wyciągania, je-
dno pierwiastku kwadra towego , drugie sześciennego. 

Pierwiastek 8 e j potęgi przez trzy następne wyciągania pier-
wiastku kwadra towego . 

Pierwiastek 9^'j potęgi przez dwa następne wyciągania pier-
wiastku sześciennego. 

Pierwiastek 11 potęgi przez trzy następne wyciągania, z któ-
rych dwa pierwiastku kwadra towego , a j edno pierwiastku sze-
ściennego i t. d. 

18. W ogóle, zna jomość podnoszenia do kwadra tu i sze-
ścianu, na k tórć j tu ograniczemy się, równie jak zna jomość wy-
ciągania pierwiastków im odpowiednich, posłużyć może do otrzy-
mania wypadku, przy wielu innych potęgach i pierwiastkach 
wyższych. Osobne w tym celu sposoby nie są praktyczne, tem 
więcej że same działania,do których się s tosują , jak później zoba-
czymy, przez logarytmy znacznie się ułatwiają . 
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R O Z D Z I A Ł 11. 

O podnoszeniu do kwadratu. 

19. Kwadratem czyli drugą potęgą jakiej liczby, jest ilo-
czyn lej liczby przez nią samą. Stąd kwadra ty dziewięciu liczb 
pierwszych obejmuje tabliczka Pytagoresa. 1 tak 

liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ma ją 
kwadra ty 1, 4, 9, 10, 25, 36 , 49, 64, 81 

względem których, za pierwiastki kwadratowe uważają się. 

Kwadraty liczb wielocyfrowych podobnież przez mnożenie 
tych liczb przez się otrzymać można. Aby jednak z tych kwa-
dratów powrócić do ich pierwias tków, czyli poznać sposób wy-
ciągania pierwiastku kwadra towego , potrzeba zastanowić się nad 
składem kwadratu , czyli nad częściami, k tóre wchodzą w j e g o 
wyrażenie. 

20. Kwadrat zliczby dwucyfrowej, czyli złożonej z dzie-
siątków i jedności, składa się z trzech oddzielnych części; to jest: 
1° z kwadratu dziesiątków, 2° z podwójnego iloczynu dziesiątków 
przez jedności; 3° z kwadratu jedności. 

Mamy bowiem 

15a = (10 + 5 ) s = (10 + 5) (10 + 5 ) = 
10 . 10 4- 10 . 5 + 10 . 5 -f 5 . 5 = 

= 1 0 : + 2 . 10 . 5 -f 5 J = 225. 
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Podobnież w ogóle 

{a+bf = (a+b) (a+b) = ' 
— aa + ab + ab -f- bb = 
= « 2 + 2 ab + b-i 

Ostatnie dwie części całkowitego kwadratu 2ab - f bczyli 
lab -f- bb, można wyrazić przez (2a + b)b, b iorąc wspólny 
c z y n n i k i za nawias; będzie zatem 

{a+by = « 2 + (2 a+b)b. 
Podobnież ( 10 + 5 ) 2 = 102 + 2 . 1 0 . 5 + 5 2 = 

= 102 + (2 .10 + 5 )5 
Stąd zamiast poprzedniego składa kwadr atu ztrzech oddziel-

nych części, można wziąć dwie tylko następne-. 1° Kwadrat z dzie-
siątków.^ Iloczyn z dziesiątków podwojonych i z jedności, przez 
jedności. 

21. Gdy l iczba wie locyfrowa, zawsze jako złożona z dzie-
siątków i jedności uważaną być może, skoro oprócz ostatniej 
j e j cyfry z p rawć j s trony, wszystkie inne jako składające dzie-
siątki się wezmą, stąd skład kwadra tu liczby wielocyfrowej jes t 
podobny jak liczby dwucyf rowe j . I tak: 

1332 = (150 + 3) 2 = 1502 + (2 .150 + 3 ) 3 
Kwadrat przeto z 153 obe jmować będzie: 1° kwadra t z 150 
jedności , czyli z 15 dziesiątków, a który tem się różni od kwadra-
tu z 15 jednośc i , znalezionego w poprzednim przykładzie, iż 
w tymże samym wypadku 225, już nie jedności lecz sta przed-
stawia. Kwadrat bowiem z dziesiątków, czyli iloczyn z dziesiąt-
ków przez dziesiątki, sta zawierać musi. 2° Iloczyn z dziesiątków 
podwojonych i z jedności przez jedności , a który wydaje j edno-
ści: to jest 303 . 3 = 909 j ednośe iom. Jedności te dodane do 
225 set , czyli do 22500 jedności , da ją na kwadrat żądany 
23409 . 

Gdyby war tość 1502 z poprzedniego przykładu niebyła wia-
domą, utworzylibyśmy ją następnie: 

1502 = ( 1 0 0 + 5 0 ) 2 = 1 0 0 2 + ( 2 . 1 0 0 + 50)50 
Wstawia jąc tę war tość w skład kwadratu z 153, będzie 
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Podobnież znaleźlibyśmy że 

W ogóle przeto skład kwadratu z liczby wielocyfrowej jest na-
stępujący. 1° Kwadrat z części pierwszej. 2°Iloczyn z części pier-
wszej podwojonej i z części drugiej, przez część drugą. 3° Iloczyn 
z części pierwszej i drugiej podwojonych i z części trzeciej, przez 
część trzecią. 4° Iloczyn z części pierwszej, drugiej i trzeciej po-
dwojonych i z części czwartej, przez część czwartą i t. d. 

Przy rozwijaniu tylko podobnego kwadra tu , gdy zwykle ze-
ra uzupełniające osobne jego części są opuszczane, potrzeba do-
brze uważać na porządek cyfer już przez siebie już przez inne 
mnożonych, aby przy podpisywaniu iloczynów cząstkowych stąd 
wypadłych, jednych pod drugiemi, nie omylić się względem 
miejsca, jakie za jmować winny. 

2 2 . P R Z Y K Ł A D Y . 

1. Podnieść do kwadratu liczbę 45. 

Kwadrat z 4 dziesiątków, czyli iloczyn z dziesiątków przez 
dziesiątki wydaje sta; stąd 4 2 = 1 6 . . s tom. Dwie kropki po 16 
zamiast zer zamieszczone, wskazu ją miejsce do zapełnienia 
przez inne cyfry. Iloczyn z dziesiątków podwojonych i z samych 
jedności przez jedności wyda je jedności , stąd 8 5 . 5 = 4 2 5 jedno-
ściom; dla tego też dwie ostatnie cyfry tej liczby zajęły miejsce 
pod kropkami, przy pierwszym iloczynie położonemi. Summa 
dwóch iloczynów 2025 jes t kwadra tem z liczby 45. 
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2. Znaleźć kwadrat z 546. 

Każdy następny z iloczynów cząstkowych, kwadra t całkowi-
ty składających, jest co do porządku swych cyfer o dwa miejsca 
niższy niż poprzedni. I t ak , pierwszy iloczyn 25 oznacza 25 dzie-
siątków tysięcy, gdyż kwadrat z set daje na wypadek dzie-
siątki tysięcy. Drugi iloczyn 416 sk ładają sta, o dwa miejsca niż-
sze co do porządku niż dziesiątki tysięcy: ten iloczyn bowiem 
wypada z rozmnożenia 104 dziesiątków przez 4 dziesiątki. Trzeci 
iloczyn zawiera 6 5 1 6 jedności , j ako wypadek z mnożenia 1086 
jedności przez 6 jedności . 

3. Znaleźć kwadrat z liczby 2345. 

W ostatnim przykładzie z przyczyny trudności oznaczania 
zbyt wysokiego porządku niektórych cyfer, już danych, już z mno* 

3 
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#enia wypadłych, lepiej jes l podać tylko wartość porządkową, 
każdej cyfry szczegółowo wziętej , w potędze z 10. Wartość ta 
łatwo się znajdzie dla każdej cyfry objętej w danej liczbie, obli-
czając tylko liczbę cyfer po niej następujących, i podnosząc 1 0 
do potęgi przez tę liczbę wskazanej (3). 

I lak w danej liczbie 129140163 cyfra najwyższego po rządku 
1, mająca po sobie 8 innych cyfer , ma war tość p o r z ą d k o w ą 
1 0 8 = 100000000, czyli 1 z ośmiu zerami: w kwadracie więc bę-
dzie taż war tość 1016, czyli że pierwsza cyfra wypadłego kwa-
dratu 17 s l e miejsce za jmować winna. Każdy następny iloczyn 
cząstkowy o 2 miejsca c o d o porządku cyfer, będzie niższy. Jakoż 
war tość cyfer drugi iloczyn wydających j e s t 107, sam więc ilo-
czyn 1 0 u . Wartość cyfer 3 c i iloczyn przez mnożenie tworzących 
jes t 106, sarn więc iloczyn będzie 1012 i t. d. 

Jeżeli jeszcze kwadrat całkowity w przykładzie otrzymany, po-
dzielimy na rzędy dwucyfrowe od ręki prawej do lewej, spostrze-
żemy,że t} le w nim rzędów wypadniecie jest cyfer w p i e r w i a s t k u j ą 
każdem bowiem przybraniem nowej cyfry pierwiastku, o dwa 
miejsca w kwadracie dalej się posuwamy. Pierwszy rzęd tylko 
obe jmuje j edną cyfrę, jako odpowiednią kwadratowi z 1, będącś j 
p ierwszą cyfrą pierwiastku: gdyby tą cyfrą było 3 z nas tępną 
wyższą od 3 ,a lbo 4,'5, i t. d . już by ten rząd dwie cyfry w sobie 
zawierał . 

W dwóch pierwszych rzędach 166, objęty jest kwadra t z dwóch 
pierwszych cyfer pierwiastku, to jest 122 = 144. Podobnież 
wt rzech pierwszych rzędach 16677, zna jdu je się kwadrat z 3 pier-
wszych cyfer pierwiastku, czyli 1 2 9 2 = 16641 i t. d. Hóżnice zacho-
dzące stąd powstają , że dalsze części całkowitego kwadratu , albo 
zawiera ją cyfry podobnego p o r z ą d k u jak części poprzednie , albo 
zwiększają te części przy swojem dodaniu. Nadto z uwagi w j a -
kich rzędach kwadratu części odpowiednie pierwiastku się mie-
szczą, wnosimy wpros t to, co z poprzedniego uważania porzą-
dku cyfer przez siebie mnożonych, już się okazało, że cyfry koń-
czące rzędy kwadra tu , co do wartości swej miejscowej są kwa-
dratami względem podobnejże wartości cyfer kończących odpo-
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wiednie im części pierwiastku. I tak poczyna jąc od ręki lewój, 
war tość miejscowa cyfer kończących rzędy kwadra tu , jest 

gdy cyfer pierwiastku jes t 

Jako przykłady podnoszenia do kwadra tu mogą jeszcze *iu-
ćyć następne. 

23. Gdy dwie liczby jednością od siebie się różnią, ich kwa-
draty różnić się będą o liczbę daną mniejszą,podwojoną i zwiększo-
ną jednością. I tak niech będą liczby dane 4 i 5, czyli 4 i 4 4- 1. 

to jest , liczbie mniejszśj 4, p o d w o j o n e j i zwiększonej jednością . 
S tąd zarazem wynika, że różnica dwóch kwadratów następnych 
tern jest większa, im pierwiastki tych kwadratów są większe. 
Różnica ta bowiem zależy co do swej wielkości od liczby mniej-
szej; im ta jest wyższą, tem war tość różnicy s ta je się większą . 
I tak różnica kwadra tów z 5 i 6 jest większa, niż różnica kwa-
dra tów z 4 i 5; pierwsza bowiem = 2 , 5 + 1 = 11, gdy druga 
równa się 2 . 4 + 1 = 9. 

24. Podnoszenie do kwadratu liczb dziesiętnych jes t po-
dobne jak liczb całkowitych, skoro tylko war tość porządkowa 
cyfer, każdy iloczyn cząstkowy przez mnożenie wydających, jes t 
wskazaną. Kwadrat ułomku dziesiętnego obejmuje zawsze dwa 
razy tyle cyfer dziesiętnych, He sam ułomek. 
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1. Podnieść do kwadratu ułomek dziesiętny 1 ,9459. 

War tość całego ułomku danego jest w dziesięcio-tysięcznych, 
. . . . 1 

c z y l i taka, jak najniższćj w n i m cyfry dziesiętnej, to jest war-
tość przeto kwadratu , podobnież jak i najniższój j ego cyfry, bę-

1 
dzie co do porządku ^ , S t ą d całkowity kwadrat , obe jmować 
będzie oprócz liczby całkowitej , 8 cyfer dziesiętnych. 

2. Podnieść do kwadratu ułomek dziesiętny 0 .12345. 

25. Przykłady podane wskazu ją tylko, że ułomki dziesię-
tne w podobnym sposobie jak liczby całkowite do kwadratu pod-
nosić można; rzadko jednak używają tego sposobu , zwykle za-
miast tych u łomków, biorą liczby całkowite po zniesieniu prze-
cinka z nich wypadłe, i po podniesieniu ich do kwadratu , w wy-
padku odcinają na dziesiętne, dwa razy tyle cyfer, ile ich ułomki 
dane obejmowały. 

I tak np. po znalezieniu że 
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26. Kwadrat z ulom/tu zwyczajnego równa się kwadrato-
wi z licznika, podzielonemu przez kwadrat z mianownika. Dwa 
więc wyrazy ułomku oddzielnie do kwadra tu podnieść potrze-
ba. np. 

Przy ułomkach, których licznik i mianownik są wielocyfro-
we, skraca się działanie, zamieniając je na jprzód na ułomki dzie-
siętne i te dopiero do kwadra tu podnosząc . 
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R O Z D Z I A Ł 111. 

O wyciąganiu pierwiastku kwadratowego. 

27. Wyciągnąć pierwiastek kwadra towy z jakićj liczby, 
jest to wynaleźć inną liczbę, któraby rozmnożona przez siebie 
samą, czyli podniesiona do kwadratu, wydała liczbę daną. 

Gdy kwadrat z jakiej liczby, jako iloczyn je j samej przez się, 
obejmuje zawsze, albo dwa razy tyle cyfer ile sama liczba, albo 
o jedną mniej, stąd z widoku danego kwadratu , łatwo jest po-
znać, ile cyfer zawierać będzie liczba z której powstał , czyli je-
go pierwiastek. Łatwićj to jeszcze wyprowadzi się pamiętając, że 
kwadratami liczb 

1 , 10 , 100, 1000, 10000, i t. d. 
są 1 , 100, 10000. 1000000, 100000000, i t. d. 

Stąd kwadraty złożone: 
1° Z 1 lub 2 cyfer ,odpowiadają pierwiastkowi jednocyfrowemu. 
2° Z 3 lub 4 cyfer mają za pierwiastek liczbę dwucyfrową. 
3° Z 5 lub 6 cyfer mają w pierwiastku 3 cyfry i t. d. 

Dzieląc przeto liczbę podaną do wyciągnięcia z niej pierwia-
stku kwadratowego, na rzędy dwu-cyfrowe od strony prawej ku 
lewej, jakkolwiek rzęd ostatni, z lewej strony pozostały, dwie 
lub jedną cyfrę obejmować może,zawsze liczba rzędów wypadła 
będzie takaż sama, jak ilość cyfer w pierwiastku kwadratowym 
otrzymać się mającym. 
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28. Nie po t rzebu jemy podawać sposobu do wyszukania 
pierwiastku kwadra towego z j edne j cyfry złożonego, jaki wynika 
przy wyciąganiu go z liczb całkowitych mniejszych od 100, gdyż 
skoro ten pierwiastek jest liczbą całkowitą , już z tabliczki do 
mnożenia jes t dobrze znajomy; np. ) / 49 = 7; J / 8 1 = 9. Idzie 
więc naprzód o poznanie sposobu jakim się otrzymuje pierwia-
stek kwadra towy z dwóch cyfer złożony. 

Niech będzie kwadra t dany 7569. Pierwiastek jemu odpo-
wiedni, jako z liczby mniejszej od 10000, która jest kwadra tem 
z 100,a większćj od 100, która jest kwadra tem 10, będzie mniej-
szy od 100 a większy od 10: składać się przeto będzie z dwóch 
cyfer, to jest z dziesiątków i jedności . Oznaczając dziesiątki przez 
a , a j ednośc i przez b, będzie 

(a 4- b)2=a2+la b + = a*+(2a+b )b = 7569 
Zaczynamy od wyszukania cyfry a, czyli dziesiątków, gdyż 

te dziesiątki i przy utworzeniu kwadratu podanego, naprzód do 
kwadra tu podniesione były. 

Wiedząc że kwadra t z dziesiątków wyda je najmniej sta, cy-
fry zatem ten kwadra t sk ładające muszą się zna jdować w stach 
i tysiącach danej liczby 7569, czyli w rzędzie pierwszym je j cy-
fer od lewej strony, jaki właśnie wynika z podziału liczby danej 
na rzędy dwucyfrowe (22) . Oprócz tego kwadratu z dziesiątków, 
rzęd powyższy 75 set przedstawiający, może także obe jmować 
sta pochodzące«i z innych części kwadra tu . Uważa jąc teraz jaki 
jes t pierwiastek, który podniesiony do kwadratu najwięcćj się 
zbliża do 75, zna jdujemy że nim jest 8, gdyż 8 2 = 6 4 . Cyfra 9 
•wzięta za ten pierwiastek wydałaby kwadra t 81, większy od 75. 
Pierwszą przeto cyfrą pierwiastku dziesiątki oznaczającą jest 8. 
Ze zaś wyciąganie pierwiastków jest działaniem zupełnie odwro-
tnem podnoszeniu do potęg, przy wyciąganiu zatem pierwiastku 
kwadra towego musimy jedno po drugim odciągać to, cośmy do-
dali przy podnoszeniu do kwadra tu . W7 tym celu odciągamy na-
przód od 75 liczbę 64 = 82 , czyli kwadra t z dziesiątków. 

Dla wynalezienia jedności pierwiastku, obok reszty 11 kła-
dziemy dwie najbliższe cyfry danego kwadratu , czyli drugi jego 
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rzęd dwucyfrowy, stąd powstanie liczba 1169. W całej tej licz-
bie złożonćj z 1169 jedności , mieści się druga część kwadra tu , 
jedności także obejmująca ( 2 « + A ) b, czyli iloczyn z dziesiąt-
ków podwojonych i z jedności , przez jedności . Że zaś ta część 
kwadra tu na dwie inne rozdzielić się może, to jest na 1ab-\-b*, 
czyli na iloczyn z podwojonych dziesiątków przez jedności , i na 
kwadrat z jedności, stąd iloczyn jako najmnić j z dziesiątków 
składać się mogący w samych dziesiątkach liczby 1169 objętym być 
musi. Jeżeli przeto 9, ostatnią cyfrę tej liczby, k ropką od innych 
oddzielimy, trzy pierwsze cyfry 119 jako dziesiątki, obe jmą 2ab, 
czyli iloczyn z podwojonych dziesiątków przez jedności . Dzieląc 
zatem te 119, to jest 2ab przez p o d w o j o n e dziesiątki 2a, z dzie-
siątków już zna jomych łatwo wyprowadzić się mogące, czyli przez 
2 . 8 = 1 6 , otrzymamy b=l na szukane jedności . 

Dla przekonania się, że ostatnia cyfra 7 na jednośc i p ie r -
wiastku wynaleziona,jest dokładną, p i s zemyją obok 16, czyli obok 
podwojonych dziesiątków, zwiększając je tem samem o te j edno-
ści; stąd powsta je liczba 1 6 7 = 160-f-7 = 2 a - f b , czyli summa 
dziesiątków podwojonych i jedności . Mnożąc tę s u m m ę l 6 7 przez 
7, czyli 2a-\-b przez b, wypadnie 1169 = (20-|-Z>)/>; czyli iloczyn 
z dziesiątków podwojonych i z jednośc i przez jedności . O d d a l a -
j ąc ten iloczyn od samej / e liczby 1169, która właśnie d rugą część 
kwadratu stanowić winna, nic nie pozosta je , co dowodzi , iż 87 
jes t pierwiastkiem kwadra towym liczby 7569. Gdyby zaś to osta-
tnie odciągnięcie nie mogło się uskutecznić, cyfra na jedności 
pierwiastku znaleziona, byłaby za wielką, zmniejszyć j ą zatem 
potrzeba. 

Działanie samo wyciągania pierwiastku kwadra towego z li-
czby 7569 następnie się przedstawi . 

J / 7 5 . 6 9 = 8 7 
8 . 8 = 6 4 2 . 8 = 1 6 

1 1 6 .9 . 1 1 6 : 16 = 7 
167 . 7 — 11 6 9 

n u // 
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Podobnież się postąpi przy wyciąganiu pierwiastku kwadra-
towego z liczby 841. 

Dzieląc 44 dziesiątków reszty przez 4, czyli przez podwojo-
ne dziesiątki pierwiastku, właściwie na iloraz wypada 11; nigdy 
jednak nad 9 więcej się w nim nie pisze; jeżeli ta cyfra okaże się 
za małą, to stąd wyniknie, że i poprzednia za mała użytą była. 

29. Każda liczba jako kwadra t podaną być może, nie każ-
da jednak jes t kwadratem zupełnym, czyli takim, któryby miał za 
pierwiastek inną liczbę całkowitą. Sposób jednak podany do wy-
ciągania pierwiastku służy i w tym przypadku, skoro tylko idzie 
o oznaczenie części całkowitej tegoż pierwiastku np. 

Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z liczby 1287. 

Po zastosowaniu podobnego jak wyżej sposobu, zna jdujemy 35 
na pierwiastek a 62 na resztę: to okazuje , że pierwiastek kwadra to-
wy z liczby 1289 przypada pomiędzy 35 i 36; b iorąc 36, kwadra t 
z tej liczby wypadłby większy niż liczba dana, g d y ż 3 6 2 = 1296. 
S t ąd pierwiastek żądany jes t większym od 35, o pewny tylko uła-
mek: 35 zatem jest częścią całkowitą tego pierwiastku, czyli pier-
wiastkiem największego kwadratu objętego w danej liczbie. 

30. Każda reszta, czy to ostatnia, po wyciągnięciu części 
ca łkowite j pierwiastku pozostała, czy też w ciągu samego dzia-
łania ot rzymywana, powinna być zawsze mniejsza, niż podwojo-
ny pierwiastek już znaleziony, zwiększony jednością. Taka 

4 
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bowiem jest war tość różnicy dwóch zupełnych kwadra tów, j eden 
po drugim następujących, czyli co do pierwiastku o j e d n o ś ć 
się różniących (30) . Jeżeli więc powyższa reszta jes t równa, al-
bo wiyksza od tejże różnicy, pierwiastek znaleziony o j edność 
lub więcej zwiększyć potrzeba. 

31, Zastanówmy się teraz nad sposobem wyciągania pier-
wiastku t rzycyfrowego. 

Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z liczby 413449 . 

Trzy rzędy dwucyfrowe objęte w danćj liczbie wskazu ją , iż 
pierwiastek je j odpowiedni z trzech cyfer się sk łada . 

Jakakolwiek jednak jest liczba tych cyfer, zawsze pierwiastek 
uważać można jako złożony z dziesiątków i jedności . Ze zaś kwa-
drat z dziesiątków najmniej sta obe jmować winien, dwie więc 
ostatnie cyfry danćj liczby, jako mniejsze co do porządku od set , 
do utworzenia dziesiątków pierwiastku wchodzić nie mogą . Szu-
kać ich potrzeba w liczbie 4134 , wyc iąga jąc z niej pierwiastek 
sposobem wy /ć j podanym i uważa jąc wypadłe 64 za dziesiątki 
pierwiastku żądanego. 

Obok reszty 38, po oznaczeniu dziesiątków pierwiastku po-
zostałej , umieszczamy dwie ostatnie cyfry liczby danej ; liczba 
stąd powstała 3849, obe jmuje p o d w ó j n y iloczyn z 64 dziesiątków 
pierwiastku przez jedności znaleźć się mające i kwadra t z jednośc i . 
Gdy jednak iloczyn,jako dziesiątki najmniej zawierający,w dziesiąt-
kach liczby 3849 objęty być musi, s tąd oddzielając k ropką osta-
tnią je j cyfrę 9, i dzieląc pozostałą 384 przez podwojone dziesiąt-
ki, czyli przez 128, iloraz 3 da nam jedności szukane. 

Jakoż umieszczając te 3 jednośc i obok 128, czyli obok po-
dwojonych dziesiątków i mnożąc liczbę stąd otrzymaną 1283 
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przez 3 jedności , iloczyn wypadły odciągnięty od 3849 żadnej re-
szty nie pozostawi . 

32. Jeżeli dany kwadrat jes t 7 lub 8 cyfrowy, pierwiastek 
jego 4 cyfer obe jmować będzie. Trzy pierwsze cyfry o t rzymają 
się podobnie jak w poprzednim przykładzie, oddzie la jąc dwie 
ostatnie cyfry z danej liczby, i na pozostałych działanie odbywa-
jąc . Trzy te cyfry tak otrzymane uważa ją się za dziesiątki pier-
wiastku: jednośc i więc tylko szukać pot rzeba . W tym celu do re-
szty dopisują się dwie ostatnie cyfry danej liczby, naprzód oddzie-
lone. W liczbie stąd powstałćj po odcięciu ostatniej j e j cyfry, mie-
ści się iloczyn z podwojonych dziesiątków przez jedności : dzie-
ląc więc tę liczbę przez podwojone dziesiątki, zna jdą się jednośc i . 

P o d ł u g t e g o wnosimy, że jakakolwiek jest liczba cyfer w pier-
wiastku otrzymać się mającym, zawsze przy jego wyciąganiu je-
dno i toż samo prawidło się zas tosowywa. .Zawsze pierwsza cy-
f ra pierwiastku będzie pierwiastkiem na jwiększego kwadra tu 
obję tego w pierwszym rzędzie danej liczby. Każda zaś następna 
cyfra wypadnie z podzielenia przez podwojone dziesiątki pier-
wias tku, już znalezione, reszty z odpowiednim następnym rzę-
dem połączonćj , po odcięciu ostatnićj j e j cyfry. Dziesiątki tylko 
k tóre podwa jać potrzeba, obe jmować mogą jedną , dwie trzy.. . . 
cyfer pierwiastku, podług tego jak się wynajdu je druga , trze-
cia, czwarta. . . . j ego cyfra. Jeśli w końcu tych wszystkich działań 
nie pozos ta je żadna reszta, liczba dana była kwadratem zupełnym: 
w przeciwnym razie nie jest podobnym kwadra tem, pierwiastek 
j ednak znaleziony jest pierwiastkiem z największego kwadratu 
objętego w tej liczbie, albo co na j edno wychodz i ł e ś / częścią cał-
kowitą pierwiastku kwadratowego z tej liczby. 

33. Przykłady następne wyciągania pierwiastków wielo-
cyfrowych, wskażą nie tylko samo działanie, ale i różne sposoby 
j ego przedstawiania. 
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I . Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z liczby 5 8 5 8 3 7 1 6 

Sposób pierwszy. 

Sposób drugi. 

Sposób trzeci. 

Pierwszy sposób przez samo swe przedstawienie, dostatecznie 
działanie wyjaśnia. 

W drugim sposobie, liczby pod 7654 , czyli pod wypadkiem 
z wyciągania pierwiastku zamieszczone, bez ostatnich swych cy-
fer wzięte, da ją następne dzielniki 14, 152 i 1530, służące do 
wyszukania również następnych po sobie cyfer pierwiastku. Też 
same zaś liczby całkowicie, czyli z ostalniemi już cyframi wzięte^ 
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przedstawiają mnożne, które przez te ostatnie cyfry rozmnożyć po-
trzeba, aby u tworzyć iloczyny cząs tkowe, od reszt im odpowie-
dnich odciągnąć się mające . 

Trzeci sposób w tem tylko różni się od drugiegp, iż nie 
przedstawia wyżćj wspomnionych i loczynów cząs tkowych, ale 
wpros t wypadłe z ich odciągnięcia reszty. , • * 

2. Wyciągnąc pierwiastek kwadratowy z 17698849. 

W c i ą g u działania po dopisaniu trzeciego rzędu obok reszty 
drugićj , nie można było podzielić dziesiątków liczby stąd wy-
padłe j , przez podwójny pierwiastek już znaleziony, czyli liczby 
58 przez 84; za iloraz więc s tanowiący trzecią cyfrę pierwiastku 
piszemy 0, i zniżając rzęd następny, działanie dalej odbywamy. 

3. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z liczby 841S702. 

Liczba dana nie jest kwadra tem zupełnym, gdyż pierwia-
stek je j przypada pomiędzy 2901 i 2902: biorąc więc 2901, ró-
żnić się będzie od prawdziwego o mniej niż jedność Reszta po-
została 2901, chociaż, równa samemu pierwiastkowi, nie jest za 
wielką, dopiero byłaby taką, gdyby przewyższała dwa razy wzię-
ty pierwiastek znaleziony (30) . 
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4. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z 39505376. 

2 9 : 2 daje 9 na drugą cyfrę pierwiastku. 
340 : 38 daje 8 na trzecią cyfrę . 
3015 : 396 daje 7 na 4 tą cyfrę. 
23847 : 3974 daje 6 na 5tą, czyli ostatnią cyfrę pierwiastku. 

5. Wyciągnąć pierwiastek kwadr, z 22876792454961 
przedstawiając działanie w sposobie najkrótszym. 

»t tt tt t« 

34. Z uwagi na kwadra ty dziesięciu liczb pierwszych cał-
kowitych, idących od 1 do 10, wnosimy, że pomiędzy liczbami 
całkowitemi jedno i dwucyf rowemi , zna jdu je się 9 tylko tak ich , 
k t ó r e ś kwadratami zup elnemi innych liczb całkowitych ( 1 9 ) . 
Wszystkie pozostałe, jeżeli za kwadra ty są wzięte, ma ją za pier-
wiastek kwadratowy liczbę całkowitą zwiększoną ułomkiem. 
Najczęściej z samego nawet widoku , tak tych liczb jak i innych 
ilekolwiek cyfer obejmujących, łatwo poznać można, która z nich 
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nie jest kwadratem zupełnym: główniejsze w tym względzie zna-
ki są następne. ' 

1°. Gdy liczba będąc parzystą, nie daje się podzielić przez 4. 
Wszelka bowiem liczba parzysta dzieli się przez 2, j e j więc 
kwadra t dzielić się powinien przez 2 " = 4 . 

2°. Gdy będąc nieparzystą, zmniejszona o jedność, nie dzie-
li się przez 4. Kwadraty bowiem^ zupełne liczb następnych po 
sobie, różnią się o podwojoną liczbę mniejszą, zwiększoną o je-
dność; ta zaś p o d w o j o n a mniejsza, jako zawsze parzysta dzieli się 
przez 4. 

3°. Gdy będąc podzielną przez 3 lub 5 , nie jest podziel-
ną przez 9 l u b przez 25. I tak liczba 144, czyli kwadrat 12 
dzielić się daje przez 3 i 3 2 = 9. Podobnież 225 = 152 dzie-
li się przez 5 i 25. Liczby zaś 12 i 15, jakkolwiek podzielne przez 
3 i przez 5,'ale gdy się nie dzielą przez 9 i 25, nie są kwadratami 
zupelnemi. 

4°. Gdy się kończy liczbą nie parzystą zer lub cyfer dzie-
siętnych. Każda bowiem liczba kończąca się zerami, albo cyframi 
dziesiętnemi, w swym kwadracie ma podwójną ich ilość, czyli 
obejmu je zawsze liczbę parzystą zer, lub cyfer dziesiętnych. S t ąd 
liczby 14000, i 14,4 nie mogą być kwadratami zupełnemi. 

5°. Gdy się kończy jedną z następnych cyfer, 2, 3, 7, 8. 
Wszystkie bowiem kwadraty z jedności , jakie dana liczba obejmo-
wać może, kończą się na te same cyfry, co kwadraty 9 liczb pier-
wszych, to jes t na 1, 4, 5, 6, 9, a te na mocy składu kwadra tu , 
przez inne jego części zmienione być nie mogą. 

6°. Jeżeli mając 5 za ostatnią cyfrę, nie ma 2 za przedosta-
tnią. Własność ta kwadra tów niezupełnych wynika z samego 
składu kwadratu z liczby dwu lub więcej cyfrowej . Dwie 
ostatnie cyfry zupełnego kwadra tu przedstawiają tylko kwa-
drat z jedności , czyli jak tu kwadra t z 5: podwójny bowiem ilo-
czyn z dziesiątków przez jedności , czyli co na jedno wycho-
dzi, iloczyn z dziesiątków przez podwojone jedności , to jest przez 
2 . 5 = 1 0 , zawsze tylko z set składać się będzie, nie powiększy 
zatem liczby dziesiątków z kwadratu jednośc i powstałych. Stąd 
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liczba 345, nie może być kwadra tem zupełnym, gdyż chociaż ma 
cyfrę 5 za jedności , za dziesiątki nie ma 2. 

35. Liczba całkowita nie będąca kwadratem zupełnym innej 
liczby całkowitej, nie może być kwadratem nawet łiczby ułomko-
wi ej dokładnej, czyli że jej pierwiastek w ułomku nawet dokła-
dnie oznaczyć się nie daje. 

Gdyby bowiem ułomek dokładny JL mógł być uważany za 

pierwiastek kwadra towy jak ie j liczby całkowitćj , wówczas kwa-

drat tego ułomku = ^ byłby równym tej liczbie całko-

wite j . Tym czasem to jes t n iepodobna, gdyż przypuszczając że 

ułomek jest przyprowadzony do na jpros tszego swego wyra-

żenią, w kwadracie z niego wypadłym — wyrazy a2 i Z»2 nie mo« 

gą mieć innych wspólnych dzielników, jak te k tóre są dla wyra-
zów a i b. Ze zaś te ostatnie są liczbami pierwszemi pomiędzy 

a2 

sobą, s tąd a 2 i b2 muszą być takiemi. Ułomek przeto j e s 1 po-
tt 

dobnie nieprzywiedlnym, jak ułomek — z którego pows ta ł , nie 

może być przeto równym liczbie całkowitćj . S tąd liczba całko-
wita j ako kwadra t u łomku uważaną być nie może. 

36 . Pierwiastki kwadra tów niezupełnych, j ako w żadnej 
liczbie dokładnie oznaczyć się nie da jące , zowiąs ię niewspółmier-
ne. Można je jednak otrzymać, o tyle zbliżone do prawdziwych, 
ile potrzeba rachunku wymaga . Stopień przybliżenia pierwia-
stku zwykle oznaczają w ułomku dziesiętnym. Ze zaś ułomki 
dziesiętne 

0,1 • ; 0 .01 ; 0 , 0 0 1 i t. d. 
ma ją kwadra ty 0,01, 0 ,0001 , 0 ,000001. i t. d. 

czyli liczby podwójną ilość cyfer dziesiętnych o b e j m u j ą c e , s tąd 
aby pierwiastek z jakiej liczby był przybliżony do p rawdz iwego 
w częściach swych dziesiętnych, setnych, tysiącznych, i t. d. czę-
ści te zawierać winien. Musi być przeto wyciągany z kwadra tu 
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obe jmującego w sobie części setne, dziesięcio-tysiączne, milio-
nowe i t. d. jakie właśnie z pomnożenia pierwszych przez siebie 
pows ta j ą . To zaś nastąpi, gdy do liczby danej całkowitej , z któ-
rej pierwiastek kwadra towy wyciągnąć mamy, dopiszemy dwa 
razy tyle zer, ile cyfer dziesiętnych w pierwiastku jest żądanych. 
Przez to bowiem dopisanie np. 2, 4, 6, i t. d. zer, rozdzielamy 
liczbę daną na części setne, dziesięcio-tysiączne, milionowe i t . d. 
Po wyciągnięciu potem pierwiastku zwyczajnym sposobem, z li-
czby tak uzupełnionej zerami, oddzielamy przecinkiem w pier-
wiastku otrzymanym dwa razy mniej cyfer na dziesiętne, niż zer 
przypisano do liczby danej . 

Uważa jąc nawet, ze przez powyższe dopisanie 2, 4, 6 i t. d. 
zer do liczby danćj , nie rozdzielamy j e j na części niższe, ale zwię-
kszamy sto, dziesięć tysięcy, milion i t. d. razy, i przy tem przy-
puszczeniu podobnie jak wprzód działać będzie potrzeba, gdyż 
pierwiastek z liczby tak zwiększonej wypadły, będzie 10, 100 
1000 i t. d. razy większy od szukanego. Dzieląc go przeto przez 
10, 100, 1000, i t. d. otrzymamy pierwiastek przybliżony w czę-
ściach dziesiętnych, se tnych , tysiącznych i t. d . jedności głó-
wne j . 

37 . Przykłady wyciągania pierwiastku kwadratowego 
przybliżonego. 

1. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z liczby 28, zprzy-
. . i bliżeniem o mniej niz ^ . 

W tym celu przypisujemy do liczby 28 zer cztery, przez co 
j ą zamieniamy na 280000 dziesięciotysięcznych, których pierwia-

stek wyda setne, g d y ż ^ X 100* 100 — 10000 
j / 2 8 . 0 0 . 0 0 529 

5 . 5 = 2 5 2 . 5 == 10 
3 0 : 1 0 = 2 

2 . 5 2 = 104 
9 6 0 : 1 0 4 = 9 . 

3 0 .0 
102 . 2 = 2 0 4 

9 6 0 .0 
1049 . 9 = 9 4 4 1 

1 5 9 
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Pierwiastek wypadły jest 529 setnych, czyli 5 ,29 ; że zaś 

z przyczyny pozostałe j reszty 159, uważa się j a k o objęty po-

między 5 ,29 i 5 ,30, biorąc więc za ten pierwiastek 5,29, uwa-

żamy go j ako przybliżony na mniej n i ż^ i - . Nie oznaczając sto-

pnia przybliżenia, można działanie wyciągania pierwiastku pro-

wadzić bez końca, podobnie jak i w dzieleniu, gdy dzielna przez 

dzielnik nie jes t podzielną. 

2. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z 7 z przybliżeniem 
. . . . 1 

o mnie? niz -—-. 
J 1000 

Zamiast dopisywania 6 zer do liczby danćj, w ciągu działa-
nia je przydajemy; przy każdej z trzech reszt następnych, j a k o 
nowy rzęd po dwa zera zamieszcza jąc . 

Pierwiastek otrzymany jes t 2645 tysiącznych, czyli 2 ,645 
1 

z przybliżeniem o prawie . . 

3. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy przybliżony z 43, 
któryby w sobie zawierał 6 cyfer dziesiętnych 
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7 0 : 12 daje 5 na 2i:ą cyfrę p ie rwias tku . «. 
750 : 130 daje 5 na 3oią cyfrę. 
9750 : 1310 daje 7 na 4tą cyfrę. 
57510 : 13114 daje 4 na 5 tą cyfrę. 
505240 : 131148 daje 3 na 6s tą cyfrę. 
11179510 : 1311486 daje 8 na 7mą, czyli ostatnią cyfrę pier-

wiastku. 
6876156 jest resztą ostatnią działania. 

W pierwiastku otrzymanym 6,557438 odcięliśmy 6 cyfer na dzie-
siętne, gdyż wciągu jego wyciągania uważaliśmy liczbę daną, ja-
ko po łączoną z 12 zerami. Części przeto w pierwiastku wypadły 
milionowe i dla tego ten pierwiastek o mniej niż j edną miliono-
w ą część różni się od p rawdz iwego . 

38. Wyciąganie pierwiastku kwadra towego przybliżonego 
właściwie na tem polega, że naprzód liczbę daną mnożymy i dzie-
limy przez kwadrat z liczby oznaczającej stopień żądany przybli-
żenia, czyli przez kwadra t z mianownika ułomku wyrażającego 
toż przybliżenie. Po tej dopiero zamianie liczby danej na ułomek 
równy jć j co do wartości , wyciągamy z niego pierwiastek, wyciąga-
jąc go osobno z licznika i mianownika. 

I tak w przykładzie 1, gdzie szło o wyciąganie pierwiastku \ 
z 28 z przybliżeniem o — prawie, gdy 

39 . Sposób powyższy działania służy i wtenczas, gdy sto-
pień przybliżenia pierwiastku otrzymać się mającego w ułomku 
zwyczajnym jest żądany. I takgdyw/?. wyciągnąć chcemy pierwia-

1 
stek z 29 z przybliżeniem o mniej niż ~ . 
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z przybliżeniem o — p r a w i e . War tość ta bowiem przypada 

. , 80 . 81 . . , » -t /* 
pomiędzy — i -—.Bio rąc więc j eden z tych ułomków za [ / 2 9 , 11) 15 

i 
nie popełniamy błędu na-— prawie , gdyż pierwiastek z 29 mniej 

i D 
się różni od każdego z tych u łomków, jak te ułomki pomiędzy sobą. 

Podobnież gdy wyciągamy np. pierwiastek kwadr , z 59 z przy-

bliżeniem o — prawie: będzie 

2891 
Znajdziemy bowiem, źe 59, czyli co na j edno wychodzi • 4<J • 

mieści się pomiędzy kwadratami u łomków — i — • 

40. Przy wyciąganiu pierwiastku kwadratowego z liczb 
dziesiętnych,potrzeba naprzód uczynić parzystą, ilość cyfer dzie-
siętnych w nich objętych, już to przypisując j edno lub więcćj 
zer, już znosząc z p rawe j s t rony j e d n ą lub kilka cyfer dziesię-
tnych,s tosownie do stopnia przybliżenia, jaki nadać chcemy pier-
wiastkowi, potem wyciągać się mającemu. 

I t a k , aby otrzymać pierwiastek kwadra towy z 3 ,456 z przy-

bliżeniem o mniej niż • , szukamy pierwiastku z liczby 

3 ,456000, która dwa razy tyle cyfer dziesiętnych obe jmuje , ile 
ich żądamy w pierwiastku. Wyciągamy przeto ten pierwiastek 

3456000 . 1859 , o s f t 

2 loooooo a k t o r y r ó w n a T)00~ = 1 > 8 5 9 ' 
Podobnież chcąc oznaczyć pierwiastek z 0 ,58284 zbliżony o 

mniej niż znosiemy ostatnią cyfrę 4, gdyż pozostała dopiero 
ilość cyfer będzie p o d w ó j n ą względem tej, jaką w pierwiastku 
ot rzymać mamy. Szukamy przeto pierwiastku z liczby 0 ,5828 , 

i* 5&28 * , , , , . 76 
c z y l ł z Toooo" a k t o r y M z i e ioo = ° > i 6 -
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41. Gdy więcej niż polowa cyfer pierwiastku kwadrato-
wego jest już znalezioną, następne cyfry łatwo się wy najdą, 
z przybliżeniem o jedność prawie, przez proste dzielenie; to 
jest dzieląc ostatnią cyfrę z przypisanemi cyframi liczby danej, 
które jeszcze do działania nie były użyte, przez podwojony pier-
wiastek już wyszukany, biorąc jego cyfry podług właściwej ich 
wartości porządkowej. 

Przypuśćmy, że z liczby całkowitćj N ma j ąc wyciągnąć pier-
wiastek kwadra towy, z 7 cyfer złożony, 4 pierwsze już znaleźli-
śmy zwyczajnym sposobem, 3 zaś ostatnie do wyszukania pozo-
s ta ją . Część wiadomą pierwiastku weźmy za jego dziesiątki, i ozna-
czmy przez a , część zaś niewiadomą znaleźć się mającą , a któ-
ra jako złożona z jedności się uważa, oznaczmy przez x. S tąd 
liczba dana N j ako kwadra t całego tego pierwiastku mieć będzie 
następną war tość . 

czyli ze różnica pomiędzy liczbą daną N, a kwadra tem z części 
wiadomej pierwiastku a2, s tanowi resztę całkowitą sk ł ada jącą 
się z ostatniej reszty i z dopisanych do niej rzędów liczby danćj , 
jeszcze nie użytych, zatem będzie 

czyli ze x częsc niewiadoma pierwiastku, jest mniejszą od ilora-
zu wypadłego z podzielenia reszty całkowitej przez p o d w o j o n ą 
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» * * 

część wiadoma, o war tość — , która jak zobaczymy, j es t mniej-
szą od jedności . Część bowiem niewiadoma X podług założenia 
z 3 cyfer się składa, stąd X 2 najwięcćj ich 6 obe jmować może. 
Ze zaś część wiadoma a, j ako złożona z 4 pierwszych cyfer pier-
wiastku, przez wzgląd na ich war tość po rządkową właściwie 7 
cyfer obejmuje , przeto a?2 jest inniejszem od a , a tem bardziej od 

x2 

2a . Ułomek zatem -— jes t właściwym, czyli mniejszym od je-

dności . Biorąc przeto iloraz z reszty całkowite j przez p o d w o j o -

ną część wiadomą pierwiastku, o t rzymujemy część n iewiadomą, 

popełnia jąc błąd mniejszy od jedności . 
Na zastosowanie tego prawidła dajmy np. że chcemy wyna-

leźć pierwiastek kwadratowy z 8649928056778 , z przybliżeniem 
o jedność prawie. 

Po wyszukaniu przez zwyczajne wyciąganie 4p ie rwszych cy-
fer pierwiastku 2491, zna jdujemy 3 ostatnie cyfry 076, dopisując 
do reszty ostatniśj 447, trzy rzędy jeszcze nie użyte, złożone z cy-
fer 056778 i liczbę stąd powsta łą 447056778 dzieląc przez 
5882000 , czyli przez podwójny pierwiastek już otrzymany, uzupeł-
niony 3 i n a zerami, przez wzgląd na war tość p o r z ą d k o w ą j e g o 
cyfer. 

Podobne uproszczenie można także wprowadz ić przy wyciąga-
niu pierwiastku przybliżonego z ułomku dziesiętnego.I tak chcąc 
o t rzymać pierwiastek kwadra towy z 23857 ,638 z przybliżeniem 
na 0 ,00001 prawie, wyciągamy go z liczby 238576380000000; i 
po wyszukaniu 5 cyfer pierwszych pierwiastku, znajdziemy 3 in-
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ne przez prosie dzielenie. Pierwiastek całkowity tak wypadły, po 
odcięciu 5 cyfer na dziesiętne, będzie pierwiastkiem żądanym. 

42. Pierwiastek kwadratowy z ułomku zwyczajnego otrzymuje 
się dzieląc pierwiastek licznika przez pierwiastek mianownika. 
Pierwiastek bowiem tak otrzymany, rozmnożony przez siebie wy-
daje dany ułomek. 

Sposób ten jednak zastosowywa się wówczas tylko, gdy li-
cznik i mianownik są kwadratami zupełnemi. 

Jeżeli licznik tylko nie jest kwadratem zupełnym, wyciąga 
się z niego pierwiastek przybliżony, i ten się dzieli przez pier-
wiastek z mianownika. 

przybliżeniem o mnićj 

Jeżeli mianownik nie jest kwadratem zupełnym, jakikolwiett 
będzie licznik, wówczas zamiast wyciągania pierwiastku przy-
bliżonego z mianownika, dla większego ułatwienia mnożymy 
oba wyrazy danego ułomku przez jego mianownik. Tym sposo-
bem ułomek zamieni się na inny równy jemu co do wartości , a 
k tórego mianownik jest kwadra tem zupełnym. Z tym więc ułom-
kiem co do wyciągania pierwiastku postąpimy tak, jak w przy-
nadku noDrzednim nr). 

W razie, gdy mianownik chociaż nie jest kwadra tem zupeł-
nym, ale rozłożyć się daje na dwa czynniki, z których jeden jest 
kwadratem zupełnym, wówczas dla skrócenia roboty, mnożą się 
oba wyrazy ułomku przez ten czynnik, co uczyni mianownik 
kwadra tem zupełnym, np. 
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z przybliżeniem o — prawie. Podobnież 

Całość złączona z ułomkiem wprzód się zamienia na ułomek, 
nim wyciąganiu pierwiastku poddaną będzie. 

W każdym razie, a szczególniej gdy wyrazy ułomku nie są 
kwadratami zupełnemi, można skrócić wyciąganie pierwiastku 
kwadra towego, zamieniając wprzód ułomek podany na dziesię-
tny, obe jmujący w swojem wyrażeniu dwa razy tyle cyfer dzie-
siętnych, ile ich mieć chcemy w pierwiastku; i z tak zamienione-
go ułomku wyciągając pierwiastek sposobem podobnym, jak przy 
liczbach całych. 

, " g 
I tak gdy np. mamy wyciągnąć pierwiastek z — , przybliżo-

5 
iy o 0 ,001 prawie, zamieniamy naprzód — na ułomek dziesię-

ny. obejmujący 6 cyfer dziesiętnych, i z tego potem wyciągamy 
aierwiastek kwadra towy. Cały rachunek następnie się przedstawi. 

Pierwiastek przeto szukany jes t 0 ,845. 
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R O Z D Z I A Ł IV. 
O podnoszeniu do sześcianu. 

43. Sześcianem jakiej liczby zowie się iloczyn otrzyma-
ny z rozmnożenia tej liczby przez się tak, iżby trzy razy wzięta 
była za czynnik: że zaś kwadra t iest iloczynem liczby samej przez 
się, stąd aby podnieść daną liczbę do sześcianu, dosyć jest roz-
mnożyć j e j kwadra t przez nią samą. Chcąc jednak od lak otrzy-
manego sześcianu powrócić do jego pierwiastku, potrzeba po-
znać części tworzące ten sześcian. 

44. Gdy liczba jest dwucyfrowa, czyli z dziesiątków i je-
dności z łożona, ogólne j e j wyrażenie a + b , przy swem podnie-
sieniu do sześcianu następną przyjmie formę. 

Stosi i iac toż samo do sześcianu nr), z liczby 25, znajdziemy: 

S tąd się okazu je , że sześcian liczby dwu-cyfrowej składa się 
z A części następnych'. 1° Z sześcianu dziesiątków. 2° Z potrójne-

6 
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go iloczynu kwadratu z dziesiątków przez jedności. 3° Z potrój-
nego iloczynu dziesuglków przez kwadrat z jedności. 4° Z sześcia-
nu jedności. 

45. Skład powyższy sześcianu, celem łatwiejszego wyko-
nywania działań z niego wynikających, następne uproszczenie 
przyjąć jeszcze może: 

Uproszczenie to na poprzednim szczegółowym przykładzie, ró-
wnież widocznie sie okaże. 

Sześcian przeto liczby dwucyfrowej składa się tylko, z dwóch 
osobnych części. Pierwszą jest sześcian z dziesiątków. Do utwo-
rzenia drugićj części, potrzeba wziąć potrójny kwadrat z dzie-
siątków, dodać do niego iloczyn z dziesiątków potrojonych i z sa-
mych jedności przez jedności, i summe ztąd powstałą rozmno-
żyć przez jedności. 

Działanie dążące do otrzymania w tym sposobie sześcianu, 
następnie się odbywa. 

Opis temu działaniu odpowiedni , będzie następny: 
Do potrojonych dziesiątków dodawszy jedności, summę, stąd 

powstałą mnożymy przez jedności, i do potrojnego kwadratu 
z dziesiątków dodajemy. Tę drugą summę mnożąc znowu przez 
jedności i dodając do sześcianu z dziesiątków otrzymujemy sze-
ścian żądany z liczby dwucyfrowej. 

Stosu jąc to działanie do przykładu poprzedniego, w którym 
idzie o sześcian z liczby 25, 
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Podobnież gdy np. sześcian z 79 otrzymać chcemy; 

Części te szczegółowe sześcianu są tylko rozwinięciem całej 
j ego wartości obiętej w wyrażeniu 

46. Gdy liczba trzy lub więcej cyfrowa zawsze j ako zło-
żona z dziesiątków i jedności uważaną być może, s tąd skład sze-
ścianu jakie jkolwiek liczby jes t zawsze jednakowy. 

Dajmy np że chcemy podnieść do sześcianu liczbę 792. Za-
s tosowywamy zawsze wzór ogólny, 

War to ść 790 3 w całkowity sześcian z liczby 792 wchodzącą 
możemy albo wyprowadzić z poprzedniego przykładu, albo oso-
bno utworzyć. W pierwszym razie, sześcian z 790 jedności , czyli 
z 79 dziesiątków, różnić się będzie od sześcianu już otrzymanego 
z 7 9 jedności , iż w tymże samym wypadku, już nie jedności , lecz 
jednośc i tysięcy przedstawi. Sześcian bowiem z dziesiątków, ja-
ko iloczyn trzech równych czynników, najmniej jedności tysięcy 
obe jmować musi. W drugim zaś razie, aby utworzyć sześcian 
z 790, uważamy tę liczbę jako złożoną z 700 i 90, będzie zatem 

Wstawia j ąc tę war tość 7903, w całkowity skład sześcianu z 792 
będzie: 
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gdy dla skrócenia, wszczegó łowem poniżćj przedstawiania dzia-
łań dokonywanych, uczynimy 

Pod ług tego, działania wskazane, dążące do otrzymania sze-
ścianu z liczby 792, następnie się uskutecznią. 

47. Przy rozwijaniu poprzedniego kwadra tu , sposob skrocony 
został użyty do utworzenia 3.7903 , to jest potrójnego kwadratu 
z dziesiątków pierwiastku. Zwyczajny bowiem w tym celu spo-
sób, gdy dziesiątki pierwiastku z dwóch lub więcej cyfer się skła-
da ją , jest za długi i żmudny. 

Tworzymy tu 3.7902 , p r zyda jąc 902 do dwóch liczb 197100 
i 1667100, w ciągu rachunku już wynalezionych. Wiemy bo-
wiem że 

Taka właśnie jest war tość 3.7902 , gdyż jak wiadomo 
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Dla sprawdzenia wypadku, podnosimy zwyczajnym sposobem 
do kwadra tu 790, i kwadra t otrzymany przez 3 mnożymy. 

Sposób powyższy skrócony tworzenia pot ró jnego kwadra tu 
z dziesiątków pierwiastku, przy pomocy wartości już wiadomych, 
ogólnie przeds tawić można jak następuje: 

48. Przykłady następne wskażą różne sposoby przedsta-

wiania działań wykonywanych przy podnoszeniu do sześcianu. 

1. Podnieść do sześcianu liczbę 46. 

Sześcian z dziesiątków, j ako obe jmujący tysiące, jes t zawsze 
liczbą kończącą się trzema zerami; kwadra t z dzies ią tków, sta 
obejmujący, kończy się dwoma zerami: j ednćm zaś zerem ilo-
czyn z dziesiątków przez jednośc i . 

2. Podnieść do sześcianu liczbę 345. 
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3. Podnieść do sześcianu liczbę 3125. 
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Wypadek działania. 

Sposób krótszy. 

Wypadek działania. 

49. Biorąc pod uwagę wypadek działania z ostatniego 
przykładu, spost rzegamy, że z dodania dwóch pierwszych pozy-
cyj wypada 29791, czyli sześcian z 31: z dodania zaś trzech pier-
wszych pozycyj powsta je 30371328, czyli sześcian z 312. Dzie-
ląc przeto sześcian całkowity 30517578125 na rzędy trzy-cyfro-
we od ręki p rawej do lewej, znajdziemy: 1° Z e w pierwszym rzę-
dzie z lewej s t rony, który mniej jak trzy cyfry zawierać w sobie 
może, jes t objęty sześcian z cyfry pierwszej pierwiastku, najwyż-
szej co do porządku, to jest z 3. 2° Ze w dwóch pierwszych rzędach 
30517, zna jdu je się sześcian z dwóch pierwszych cyfer, czyli z 31. 
3U Ze w trzech pierwszych rzędach 30517578 jest sześcian z 3ch 
pierwszych cyfer, czyli z 312, podobnie, jak we wszystkich rzę-
dach mieści się całkowity sześcian żądany. 

Z rachunku nadto okazuje się, że każda ostatnia cyfra rzędu 
uważanego jest co do wartości mie j scowej sześcianem względem 
tejże war tości , w ostatniej cyfrze j e j odpowiednie j pierwiastku. 
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I tak cyfra O, kończąca rzęd pierwszy, ma war tość miejscową 
109, gdyż 109 jes t sześcianem z 103, która jes t wartością pier-
wszćj cyfry pierwiastku 3. Cyfra 7 kończąca rzęd drugi , ma war-
tość miejscową 10", będącą sześcianem względem 102, war tości 
cyfry drogiej w pierwiastku. Podobnież cyfry 8 i 5 kończące 
rzęd 3ci i 4ty, mają wartość mie jscową 103 i 10°, gdyż wartości 
cyfer im odpowiednich w pierwiastku są 101, i lU°. 

Jeżeli sześcian z p ierwszej cyfry pierwiastku odciągniemy 
od pierwszćgo rzędu, i do różnicy dopiszemy pierwszą cyfrę dru-
giego rzędu, liczba stąd powstała obejmie iloczyn z po t ró jnego 
kwadra tu cyfry pierwszćj przez d rugą : i tak 

30 517 578 125 
27 
" 3 5 

Liczba 35 obe jmuje 3.3*. 1 = 2 7 , czyli po t ró jny kwadra t z cyfry 
pierwszej 3, rozmnożony przez cyfrę d rugą 1. 

Ode jmu jąc od dwóch pierwszych rzędów, sześcian z dwóch 
pierwszych cyfer pierwiastku i do różnicy dopisu jąc pierwszą 
Kjyfrę 3go rzędu: 

3 0 517 5 7 8 125 
2 9 791 

726 5 
Liczba stąd powstała 7265 , o b e j m u j e 3 . 3 1 2 . 2 = 5 7 6 6 , to jes t 

po t ró jny kwadrat z dwóch pierwszych cyfer pierwiastku, roz-
mnożony przez cyfrę t rzecią. 

Podobnież 30 517 5 7 8 125 
30 371 328 

" 146 2 5 0 1 

W liczbie 1462501 jes t objęty 3.312 2 .5 = 1460160, to jest 
pot ró jny kwadrat z trzech pierwszych c y f e r pierwiastku,rozmnożo-
ny przez cyfrę czwartą . 

Uwagi te, jak później zobaczemy, są g łówną pods tawą na któ-
rej opiera się wyciąganie pierwiastku sześciennego, jako działa-
nie zupełnie odwro tne podnoszeniu do sześcianu. 
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50. Z przykładów poprzednich okazuje się, ze w ogóle, 
dla utworzenia sześcianu liczby wielocyfrowej, potrzeba: 1° Wziąć 
sześcian z części pierwszej. 2o Do potrójnego kwadratu z części 
pierwszej, dodać iloczyn z części pierwszej potrojonej i z samej 
części drugiej przez część drugą, i summę stąd wypadłą rozmno-
żyć przez część drugą. 3° Do potrójnego kwadratu z części 
pierwszej i drugiej dodać iloczyn z części pierwszej i drugiej 
potrojonych, i z samej części trzeciej, przez część trzecią, i sum-
mę stąd wypadłą pomnożyć przez część trzecią i t. d. np. 
ogorifiw 9IJi>' ! ' (••: •» J ,;.'< , )•., 

Podnieść do sześcianu liczbę 531441. 
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Wypadek działania. 

W wypadku działania, gdy pierwsza cyfra pierwiastku 5 , 
ma wartość mie jscową 105, j e j sześcian mieć będzie war tość 
10Ir>,będzie zatem 125 z dopisanemi 15 zerami. Trzy pierwsze zera, 
zapełnią właściwe cyfry, wypadłe przy wzięciu 2giej części całko-
witego sześcianu: trzy drugie zera zapełnią się przy wzięciu czę-
ści trzeciej sześcianu i t. d. 

51. Sześciany dwóch liczb całkowitych, po sobie nastę-
pnych,różnią się od siebie o potrójny iloczyn tychże liczb, zwię-
kszony jednością. Jeżeli bowiem j edną liczbę całkowitą oznaczy-
my przez a , a d rugą po niej następną, czyli o jedność większą, 
nrzez a A-1. wówczas 

Jeżeli przeto do sześcianu z 4, czyli do 64, dodamy pot ró jny ilo-
czyn z liczb 4 i 5, zwiększony jednoścrą , czyli 3 . 4 . 5 + 1 = 6 1 , 
otrzymamy sześcian z 5, który się równa 125 i t. d . S tąd zara-
zem wypada, że różnica dwóch sześcianów następnych lem jest 
większa, im pierwiastki im odpowiednie są większe. 

52. Podnoszenie do sześcianu liczb dziesiętnych jest podo-
bne jak liczb całkowitych. Zawsze sześcian ułomku dziesiętnego, 
jaho iloczyn trzech równych czynników, obejmować będzie trzy 
razy tyle cyfer dziesiętnych, ile ich jest w ułomku, np. 
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Podnieść do sześcianu 3,125. 

War tość ułomku danego podobna jak ostatnićj jego cyfry 
dziesiętnej, jest 3125 tysiącznych: w potędze zatem 10 wyrażona 

1 

jest — . Sześcian przeto tego ułomku będzie miał wartość po-

1 rządkową — » czyli całość z 9 cyframi dziesiętnemi. 
Po rozwiązaniu tego przykładu spostrzegamy, ze sześcian 

z liczby 3,125, otrzymany ze względem na porządek cyfer dzie-
siętnych objętych w tej liczbie, niczem się nie różni co do cyfer 
od sześcianu z liczby całkowitćj 3125,otrzymanego w przykładzio 
3cim (48) . S tąd wynika, że chcąc podnieść ułomek dziesiętny do 
sześcianu, (podobnież jak i do kwadra tu ) , lepiej jest uważać ten 
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ułomek jako liczbę całkowitą. Po otrzymaniu dopiero wypadku 
odciąć w nim potrzeba trzy razy tyle cyfer dziesiętnych, ile ich 
ułomek dany zawierał. 

Ilość cyfer do odcięcia okaże się również widocznie, gdy 
ułomek dziesiętny dany naprzód na zwyczajny zamieniemy, a po-
tem podniesiemy do sześcianu, pod ług prawidła ogólnego na 
podnoszenie u łomków zwyczajnych do potęg służącego (11) . 

Przy podnoszeniu do sześcianu ułomków zwyczajnych, któ-
rych licznik i mianownik są wielocyfrowemi, dla skrócenia robo-
ty, ułomki te na dziesiętne się zamieniają . 
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R O Z D Z I A Ł V. 

O wyciąganiu pierwiastku sześciennego. 

53. Pierwiastkiem sześciennym jakiej liczby jest inna licz-
ba, która podniesiona do sześcianu,czyli wziętatrzy razy za czyn-

nik, albo rozmnożona przez swój kwadra t , wydaje liczbę daną. 

I tak gdy dziewięć liczb pierwszych 

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 
podniesione do sześcianu wyda ją 

1 , 8 , 27 , 64 , 125 , 216 , 343 , 512 , 729, 
pierwsze więc 9 liczb są pierwiastkami sześciennemi 9ciu dru-
gich. Podobnież liczby 

1 , 10 , 100 , 1000 i t. d. 
są pierwiastkami sześciennemi liczb 

1 , 1000, 1000000 , 1000000000 i t. d. 
54. Z uwagi na poprzednie sześciany, i odpowiednie im 

pierwiastki wynika, że sześciany złożone 
1° z 1, 2 lub 3 cyfer, mają w swym pierwiastku sześć, j edną cyfrę. 
2" z4 , 5 lub 6 cyfer „ „ „ „ dwiecyf ry . 
3U z 7, 8 lub 9 cyfer „ „ „ trzy cyfry i t. d . 

S tąd zarazem wyprowadzamy następną g łówną zasadę, słu-
żącą do oznaczenia liczby cyfer w pierwiastku sześciennym. 
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Dzieląc liczbę daną na rzędy trzy-cyfrowe od ręki prawej ku 
lewej, liczba tych rzędów, z których ostatni z lewej strony jedną 
lub dwie cyfer obejmować może, wskaże zawsze ilość cyfer obję-
tych w pierwiastku sześciennym, z danej liczby wyciągnąć się 
mającym. 

Sposób wyszukania tych cyfer polega, już na samym składzie 
sześcianu z jakiejkolwiek liczby, już na dwóch zasadach w nau-
ce podnoszenia do sześcianu wskazanych (49 ) . 

1° Że w pierwszym rzędzie danej liczby z lewej s t rony zna j -
duje się sześcian z pierwszej cyfry pierwiastku, poczynając od 
na jwyższćj co do porządku; że w dwóch pierwszych rzędach 
jes t objęty sześcian z dwóch pierwszych cyfer pierwiastku; że 
w trzech pierwszych rzędach jes t sześcian z trzech pierwszych 
cyfer i t. d. 

2° Że po odjęciu sześcianu pierwszej cyfry pierwiastku od 
pierwszego rzędu, w reszcie pozostałej , z dopisaną pierwszą cy-
f rą drugiego rzędu, objęty jest iloczyn z pot ró jnego kwadra tu 
cyfry pierwszej przez drugą . Ze po odjęciu sześcianu z dwóch 
pierwszych cyfer pierwiastku, od dwóch pierwszych rzędów, w re-
szcie pozosta łe j , wziętej z pierwszą cyfrą trzeciego rzędu, znaj-
du je się iloczyn z po t ró jnego kwadratu dwóch pierwszych cyfer 
pierwiastku, przez trzecią cyfrę i t. d. 

55. Dajmy np.że mamy wyciągnąć pierwiastek sześcienny 
*zlVtlc!$y '13824. Wykonajmy naprzóiif działanie z późniejszem do-
piero j ego wyjaśnieniem. 

Z podziału na dwa rzędy danej liczby okazuje się, że j e j pier-
wiastek jest dwucyfrowy, czyli że obejmuje dziesiątki i j ednośc i ; 
cała przeto liczba jako sześcian uważana z następnych części się 
składa; ' i , 
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W pierwszym rzędzie te j liczby jest objęty sześcian z dziesiątków, 
który najmniej tysiące wydać może. Szukamy naprzód tych dzie-
s ią tków, czyli takiej cyfry, któraby podniesiona do sześcianu wy-
dała 13, lub liczbę bezpośrednio mniejszą. Tą cyfrą jest 2, gdyż 
2 3 = 8 : sześcian z 3 byłby 27 i nie dałby się od 13 odciągnąć . 

Reszta 5 połączona z drugim rzędem, daje l iczbę5824 obej-
mującą pozostałe części sześcianu z pierwiastku dwucyf rowego , 
k tórego już pierwsza cyfra, czyli dziesiątki są wiadome. Nadto 
w r e s z c i e tej , wziętćj tylko z pierwszą cyfrą drugiego r zędu , po 
oddzieleniu k ropką dwóch pozostałych, czyli w liczbie 58, j ako 
wstach,mieści się iloczyn z pot ró jnego kwadratu dziesiątków przez 
jedności , najmniej sta wydać mogący. Dzieląc przeto te 58, przez 
pot ró jny kwadrat z dziesiątków już znalezionych, czyli przez 
3 . 2 = 1 2 , o t rzymują się jednośc i , to jest 4. 

Dla sprawdzenia czy cyfra tak wypadła na jedności pierwia-
stku jest odpowiednią , i dla ukończenia zarazem działania, two-
rzymy osobno całą część drugą sześcianu liczby dwucyf rowej 24. 
pierwiastek sk ładające j . Tworzymy więc to, co oprócz sześcianu 
części pierwszej pierwiastku, w skład całego sześcianu wchodzi , a 
co razem wzięte jest zawarte w reszcie 5S24. W tym celu potro-
jone dziesiąłki 3 . 2 = 6 , zwiększamy 4 jednościami: liczbę 64 s tąd 
powstałą mnożymy przez 4 jedności ; iloczyn 359 doda jemy do 
pot ró jnego kwadratu z dziesiątków, czyli do 12 set: summę 1456, 
przez 4 jedności jeszcze rozmnożoną,odciągamy od 5824. Ponie-
waż żadna reszta nie pozostaje , wnosimy przeto, że 24 jes t pier-
wiastkiem sześciennym z liczby 13S24. 

56. W podobnym sposobie wszelkie przykłady wyszu-
kania pierwiastku sześciennego dwucyf rowego, rozwiązane być 
mogą . 

1. Wyciągnąć pierwiastek sześcienny z 103823. 

3 . 4 = 1 2 . 3 . 4 2 = 4 8 . . ] / ' T 6 ' J . P £ T = 47 
7 127 .7 = 889 4 * = 6 4 

127 5689" ~3~9~8.2 3 : 4 8 = 7 
3 9 8.2 3 = 5689 .7 
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Przy oznaczaniu drugiej cyfry pierwiastku, zawsze prawie wła-
ś c i w i e na iloraz wypadła, jest za wielką: poprzednio zatem przez 
próbę przekonać się t rzeba. I tak w powyższym przykładzie, 
dzieląc 398 przez 48, na iloraz wypada 8, lecz ta cyfra p r zy na-
s tępnem sprawdzeniu okaże się za wielką. 

3 . 4 = 1 2 . 3. 42 = ' 4 8 . . 5 8 2 4 . 8 = 4 6 5 9 2 . 
8 1 2 8 . 8 = 1 0 2 4 

128 "5824 

Ostateczny bowiem iloczyn 46592, od reszty połączonćj z dru-
gim rzędem, czyli od 39823 odciągnąć nie można. Stąd zamiast 
8, za jedności pierwiastku bierze się 7, i tę liczbę podobnemuż 
jak poprzednia sprawdzeniu się podda je . Tym sposobem okaże 

się, że 4 7 = 0 0 3 8 2 3 . 

2. Wyciągnąć pierwiastek sześcienny z liczby 47954 . 

3 . 3 = 9 . 3 . 3 2 = 2 7 . . J / 4 7.9 5 4 = 36 
6 9 6 . 6 = 5 7 6 _ 3 3 = 2 7 3 . 3 2 = 2 7 

96 3276 2 0 9.5 4 2 0 9 : 2 7 = 6 
1 9 6 5 6 = 3276.6 

1 2 9 8 

Jako wypadek tego działania ot rzymujemy 36 na pierwiastek, a 
1298 na resztę. To okazuje , iż liczba dana nie jest sześcianem 
zupełnym, czyli że je j pierwiastek w samej liczbie całkowitćj do-
kładnie oznaczonym być nie może. Przez ten jednak sposób 
otrzymujemy część całkowitą pierwiastku, czyli pierwiastek naj-
większego sześcianu w danej liczbie objętego. 

Co do reszty ostatniej 1298, ta podobnież jak wszystkie 
w ciągu działania wynikłe, winna być mniejsza, niż zwiększony 

jednością potrójny iloczyn pierwiastku znalezionego, przez pier-
wiastek o jedność większy(5l). Stąd liczba 1298 winna być mniej-
szą, niż 3 x 3 6 x ^ 7 + 1 = 3 9 9 7 , a która stanowi różnicę między 
sześcianami z 36 i 37: jakoż 

3 7 3 — 3 6 3 = 5 0 6 5 3 — 4 6 6 5 6 = 3 9 9 7 
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Skoro przeto pierwiastek znaleziony 36,uważa się za pierwiastek 
sześcienny iiczby 47954 , jest on przybliżony do prawdziwego o 
mniej niż j edność , czyli że się różni od niego tylko o pewny 
ułomek. 

57 . Sposób wyjaśniony co do wyciągania pierwiastku dwu-
cyf rowego, również się zas tosowywa,gdy pierwiastek sześcienny 
ma być trzy lub więcej cyfrowy. 

1 . Wyciągnąć pierwiastek sześcienny z 191102976. 

Z podziału danej liczby na trzy rzędy trzy-cyfrowe wynika, 
że j e j pierwiastek jest t rzycyfrowy. Zawsze jednak ten pierwia-
stek jako t^lko złożony z dziesiątkowi jedności uważany być może. 
Do utworzenia dziesiątków najmniej tysiące w sześcianie są po-
trzebne: trzy więc cyfry ostatnie danej liczby na wielkość tych 
dziesiątków nie wpływają . Z dwóch przeto pierwszych rzędów 
danej liczby, czyli z liczby 191102, w którćj dziesiątki pierwia-
s tku są objęte, wyciągamy naprzód pierwiastek wskazanym już 
sposobem, i wypadły 57 za dziesiątki pierwiastku szukanego uwa-
żamy. Dla wynalezienia jedności , do reszty 5909 po otrzymaniu 
dziesiątków pozostałej , dopisujemy pierwszą cyfrę 9 rzędu osta-
tn iego , ! liczbę stąd powstałą 59099 dzielimy przez potrójny kwa-
drat z dzies ią lkówpierwiastku, czyli przez 9747 = 3.572 . Kwadra t 
ten osobno oznaczamy, podobnieżskróconym sposobem, jak przy 
podnoszen iu do sześcianu (47) . 

Aby sprawdzić , że cyfra 6 na iloraz wypadła, jedności pier-
wiastku stanowi, bierzemy 3 . 5 7 = 1 7 1 , dopisujemy jedności 6 i 
l iczbę stąd powstałą 1716 mnożymy przez 6. Iloczyn 10296 do-
dajemy do 9747, jako pot ró jnego kwadratu z dziesiątków pier-

' 8 

http://rcin.org.pl



58! 

wiastku, i summę stąd wynikłą 984996, rozmnożoną przez 6, od-
ciągamy od 5909976 , czyli od reszty z całym rzędem ostatnim 
połączonej . Ponieważ żadna reszta nie pozosta je , liczba przeto 
dana jest sześcianem zupełnym, czyli że je j pierwiastek jest licz-
bą całkowitą 576. 

2. Wyciągnąć pierwiastek sześcienny z 14348907. 

63 : 12 da j e 4 na 2gą cyfrę pierwiastku, 5 byłoby za wiele. 
5249 : 1728 daje 3, na 3cią cyfrę pierwiastku. 

3. Wyciągnąć pierwiastek sześcienny z 91632508641. 

W trzech pierwszych rzędach danćj liczby jest objęty sześcian z 3 
pierwszych cyfer pierwiastku, które podług poprzedniego ozna-
czamy. Gdy jednak druga reszta z dołączoną pierwszą cyfrą rzędu 
najbliższego, czyli liczba 5075, nie daje się podzielić przez potrój-
ny kwadra t z dwóch pierwszych cyfer pierwiastku już znalezio-
nych, czyli przez 6075, za iloraz przeto a zatem i za trzecią cy-
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frę pierwiastku kładziemy zero. Zniżamy potem rzęd ostatni i 
liczbę stąd uformowaną, po odcięciu dwóch ostatnich je j cyfer, to 
jest liczbę 5075086, dzielimy przez potrójny kwadrat z trzech cy-
fer pierwiastku już znalezionych. Cyfra czwarta pierwiastku lak 
otrzymana, podda je się sprawdzeniu w podobnym sposobie jak 
przy innych cyfrach. Tym. sposobem znajdziemy 4508 na pier-
wiastek, i resztę 20644129, która zawsze jes t mniejsza niż różni-
ca sześcianów z liczb 4508 i 4509. Pierwiastek przeto 4508 jest 
przybliżony do prawdziwego o mniej niż j edność . 

4. Wyciągnąć pierwiastek sześcienny z 469640998917 . 

1266 : 147 daje -7 na 2gą cyfrę p ierwias tku, gdyż 8 za wiele. 
131079 : 17787 daje 7 na 3cią cyfrę. 
5435659 : 1811887 daje 3 na 4tą cyfrę pierwiastku. 

Pierwiastek przeto żądany jes t 7773. 

58. Jakakolwiek jest liczba cyfer w pierwiastku otrzymać się ma-
jącym, zawsze pierwsza cyfra będzie pierwiastkiem największe-
go sześcianu objętego w pierwszym rzędzie danój liczby. Każda 
następna cyfra pierwiastku otrzyma się,gdy liczbę sk ładającą się 
i odpowiedniej j e j reszty i z pierwszćj cyfry rzędu najbliższego, 
podzielimy przez potrójny kwadra t z cyfer pierwiastku już zna-
ezionych. np. 
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Wyciągnąć pierwiastek sześcienny z 76255974S49S7. 

59. Można jeszcze wyciągnąć pierwiastek sześcienny, spo-
sobem również ła twym,przy pomocy dwóch następnych wzorów, 
jednego na sześcian, drugiego na pot ró jny kwadra t z dziesiąt-
ków pierwiastku. 

{a-\-bY = a*+(Za*+Zab+t>2)b . . . . (45) 
3 ( 0 + / > ) 2 = 3fl2+6«Z> + 3£2 ( 47 ) 

Wyprowadzić tylko potrzeb? części sk łada jące potrójny kwa-
drat , z wartości objętych w drugićj części sześcianu, a któro 
wprzód się oznaczają, np. 

Wyciągnąć pierwiastek sześcienny z 41314084993. 
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Dzielniki następne s ą 2 7 = 3 . 3 2 ; 3 4 6 S = 3 . 3 4 2 i 357075=3 .345% 
w ogóle 3fl2, czyli potrójny kwadrat z dziesiątków, różny po-
dług tego, jak za dziesiątki a, bierze się jedna, dwie, lub trzy 
pierwszych cyfer pierwiastku już znalezionych. Obok tych dziel-
ników zamieszczone są ilorazy odpowiednie 4, 5, i 7 poddawane 
sprawdzeniu. Przy pierwszem sprawdzeniu, gdy <7=3 dziesiąt-
kom,Z> = 4 jednościom, aby utworzyć część drugą sześcianu od-
jąć się mającą , do dzielnika 3 t f 2 = 2 7 slom ( jak rachunek u do-
łu tćj liczby wskazuje) dodajemy 3«Z>=36 dziesiątkom, i Z>2= 16 
jednościom; summę stąd powstałą 3076 mnożymy przez b, czy-
li przez 4 jedności . Drugi zaś dzielnik 346S, czyli 3.342 tworzy-
my przez rachunek u góry, również z pierwszego dzielnika 3 f l 2 = 
27 stom, przydając do niego 6«Z /=72 dziesiątkom i 3Z>2=4S je-
dnościom. Zamieszczamy potem ten drugi.dzielnik w właściwem 
dla niego miejscu, i sposobem podobnym, u dołu tegoż dzielnika 
tworzymy część drugą sześcianu, u góry zaś trzeci dzielnik 
3 .345 2 =357075 , lecz już w przypuszczeniu że a=34 dziesiątkom, 
b = 5 jednościom. Ostatni ten dzielnik służy tylko do sprawdze-
nia cyfry 7, przez utworzenie części sześcianu odjąć się ma-
j<icćj. 

60. Za przykłady do wprawy w wyciąganiu pierwiastku sześ-
ciennego służyć mogą następne. 

] / 150094635296999121 = 531441 

J /59604644775390625 = 390625 

J / 3 2 9 7 7 3 4 0 2 1 8 4 3 2 = 32068 

i 3 / J / 9 6 3 2 5 9 3 7 3 3 7 6 • = 9876 

J / 6 7 3 3 7 3 0 9 7 1 2 5 = 8705 

J/^745058Ó59692382S 125 = 1953125 

61. Każda liczba całkowita nie jest sześcianem zupełnym 
innej liczby całkowitej, w dwóch następnych razach. 
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1° Gdy będąc podzielną przez jaki czynnik pierwszy, nie jest 
podzielną przez jego sześcian. W każdym bowiem sześcianie 
jes t objęty iloczyn zsześc ianów czynników jego pierwiastku ( 7 ) . 
Liczba przeto podzielną np. przez 2, lub przez 7, a niedzieląca się 
przez 8, lub przez 343 ,n ie jes t sześcianem zupełnym. S tąd zara-
zem wynika, że wszelka liczba parzysta, która się nie dzieli przez 
8, nie jest sześcianem zupełnym. 4 

2°. Gdy ilość zer lub dziesiętnych kończących jaką liczbę 
nie jest wielokrotną względem 3. Zawsze bowiem sześcian liczby 
kończącć j się zerami lub dziesiętnemi, obe jmuje ich trzy razy 
więcćj, j ako iloczyn wypadły z t rzykro tnego wzięcia te j liczby 
za czynnik. 

62. Pierwiastki sześcienne odpowiedn ie sześcianom nie-
zupełnym całkowitym,* nie tylko w liczbach całkowitych, ale i 
w u łomkowych dokładnie oznaczyć się nie da ją . Nigdy bowiem 
znaleźć nie można takiej liczby u ł o m k o w e j , k tóraby będąc z na-
tury swo je j nieprzywiedlna, rozmnożona po dwa razy p rzez sie-
bie, czyli podniesiona do sześcianu, wydała na wypadćk liczbę 
całkowitą . Dla tego pierwiastki te, j ako przez żadną liczbę do-
kładnie oznaczyć się n iedające , zowią się niewspółmierne. Mo-
żna jednak je otrzymać przybliżone i co do stopnia swego przy-
bliżenia zupełnie zależne od naszej woli. Przybliżenie zaś to sto-
sownie do natury najmniejszych cząs tek , w jakich nas tępuje , 
może być wyrażone w ułomku dziesiętnym, lub zwyczajnym. 

63. Przybliżenie pierwiastku sześciennnego w ułomku 
dziesiętnym jest najwięcćj używane. Aby je otrzymać, potrzeba 
do liczby danej całkowitej, dopisać trzy razy tyle zer, ile cyfer 
dziesiętnych jest żądanych w pierwiastku-, wyciągnąć potem pier-
wiastek z liczby stąd powstałej, i w wypadku otrzymanym od-
dziełić przecinkiem na dziesiętne łiczbę żądaną cyfer. 

Jeżeli bowiem w pierwiastku mają być cyfry dziesiętne, w sze-
ścianie j ako w iloczynie z trzech czynników równych temuż p ie r -
wiastkowi, po t ró jna ich ilość ob ję tą być musi. 1 tak 
liczby dziesiętne 0,1, 0 ,01, 0 , 0 0 1 i t. d . 
ma ją sześciany 0 ,001, 0 , 0 0 0 0 0 1 , 0 ,000000001 i t. d. 
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Aby więc pierwiastek sześcienny był wyrażony w częściach dzie-
siętnych, se tnych, tysiącznych i t. d. potrzeba żeby był wyciąga-
ny z sześcianu wyrażonego w tysiącznych, milionowych, biliono-
wych i t. d. co właśnie nastąpi, gdy do liczby danćj , j ako do sze-
ścianu, z którego pierwiastek wyciągać mamy, dopiszemy 3, 6, 
9 i t. d . zer. 

Gdybyśmy nawet przeciwnie uważali, że przez powyższe do-
pisanie 3, 6, 9 i t. d . zer,, liczba dana powiększa się tysiąc, mi-
lion, bilion i t . d. razy, pierwiastek sześcienny z niej wypadły bę-
dzie większy 10, 100, 1000 i t . d. razy. Po wyciągnieniu zatem 
tego pierwiastku, potrzeba go podzielić przez 1 0 , 1 0 0 , 1 0 0 0 i t . d . 
czyli odc iąć z p rawe j s trony przecinkiem 1,2 , 3 i t. d. , cyfer na 
dziesiętne. 

64. Przykłady wyciągania pierwiastku sześciennego przy-
bliżonego. 

1. Wyciągnąć z liczby 9 , pierwiastek sześcienny przy-
bliżony w pięciu cyfrach dziesiętnych, czyli z przybliżeniem na 
0,00001 prawie. 

Zamiast dopisywania za j ednym razem wszystkich 15 zer do 
liczby danej , p rzydajemy je po 3 do każde j z reszt następnych, 
czyli w miarę jak pos tęp działania wymaga zniżenia nowego rzędu. 
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2. Wyciągnąć z liczby 24 pierwiastek sześcienny przybli-
żony o bciu cyfrach dziesiętnych, wyrażony przelo w stutysię-
cznych, czyli z przybliżeniem na 0 ,00001 prawie. 

Stąd p 2 4 = 2 ,88449 z przybliżeniem na mniej niż 0 ,00001. 
Najczęściej pierwiastek sześcienny przybliżony w 3 lub 4 tyl-

ko cyfrach dziesiętnych o t rzymują . 
Za przykłady do wprawy służyć jeszcze mogą. 
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65. Wyciąganie pierwiastku sześciennego przybliżonego, 
można jeszcze uprościć przy pomocy dzielenia, podobnie jak wy-
ciąganie pierwiastku kwadra towego . W tym celu po wyszukaniu 
zwyczajnym sposobem, więcćj niż po łowy cyfer mających być 
objętych w pierwiastku, dla oznaczenia pozostałych dosyć jest 
podzielić resztę zupełną, przez pot ró jny kwadra t z cyfer pier-
wiastku już znalezionych. 

Oznacza jąc bowiem liczbę daną przez N, resztę zupełną przez 
li, część wiadomą pierwiastku sk łada jącą dziesiątki przez a, 
część zaś n iewiadomą składać mającą jedności przez x, i pa-' 
miętając na skład sześcianu, będziemy mieli: , 

N= (a - f x ) + 3 a2x+3 ax2 -f a?3 

stąd N-a*=Za2x+3ax2+x3 

' Łr al — x 4. — 4- £1 
T « 2 a 3 a 

N-a 3 x2 x3 

zatem % = - 7 1 77-
3a1 a 3a« 

Że zaś N — a3 = R, s tąd 
• R a?2 cc3 

~ a~ 3«2 

Część prze to niewiadoma pierwiastku równać się będzie ilo-
razowi wypadłemu z podzielenia reszty zupełnej przez pot ró jny 
kwadra t z części wiadomej , z przybliżeniem o mniej niż j edność , 
gdy ułomki zmniejszające ten iloraz, razem wzięte są mniejsze od 
jednośc i . Ten przypadek właśnie ma miejsce. Jeżeli bowiem li-
czbę wszystkich cyfer pierwiastku oznaczymy przez 2 n, wów-
czas na część a, jako więcćj niż po łowę ich zawierającą , przypa-
dnie cyfer n-\-\, na część a? zaś n—1. Gdy nadto a z przyczyny 
porządku swych cyfer, tyle ich obe jmuje ile całypierwiastek, czy-
li 2 n, i gdy a?2 najwięcej dwa razy tyle cyfer obe jmować może 
co x, zatem 2 n — 2 , s tąd a?2 ma 2 cyfry mniej niż a, ułomek prze-

xi 
to j ako 2 cyfry mniej w liczniku obejmujący, jes t zawsze mniej-

a 
1 • 

szy niż — . Że zaś 2gi ułomek —- jako równy — X r— jest 
J 10 0 3 a 2 J 3 a 3a J 

9 * 
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X2 

mniejszy o d — , stąd summa dwóch u łomków jest mniejsza od 

jedności . 
S tosu jąc wskazane prawidło do przykładu l?o (57) .po znalezieniu 
4 pierwszych cyfer pierwiastku 28S4, i reszty ostatnićj 12456896, 
uzupełniamy tę resztę 6 zerami, jak ie jeszcze nie weszły w dzia-
łanie. Dzielimy potem tę resztę tak uzupełnioną przez potrójny 
kwadra t z 2 3 S 4 s e t , równy 249523680000 , czyli przedos ta tn iemu 
dzielnikowi, przywiedzionemu do właściwej swej wartości , przez 
wzgląd na war tość miejscową cvfer gosk łada iacych . Stad bedzie 

Dwie więc ostatnie cyfry pierwiastku są 49, jak w przykładzie 
dokładnie rozwiązanym. 

Podobnież w przykładzie 5Ł5m (45 ) po znalezieniu 3 pier-
wszych cyfer pierwiastku 196 i reszty 96061, ot rzymamy dwie 
ostatnie cyfry 83, dzieląc resztę zupełną 960611S49S7 przez 
1 1524S0000, czyli przez 3 .19600 2 . Jakoż 

66. Jeżeli stopień przybliżenia pierwiastku sześciennego 
z jakiej liczby calkowitćj wyciągnąć się mającego , w ułomku zwy-
czajnym jest żądany, aby go otrzymać potrzeba naprzód daną 
liczbę rozmnożyć i podzielić przez sześcian z mianownika ułom-
ku poda jącego toź przybliżenie. Wyciąga jąc potem pierwiastek 
z ułomku stąd powsta łego , równego liczbie danej co do war to-
ści, wypadek znaleziony będzie pierwiastkiem szukanym. 

I tak chcąc np. wy ciągnąc pierwiastek sześcienny z 24, z przy-
bliżeniem na mniej niż — : gdy 
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, . . . , . . . 31 . 32 

Ze zas pierwiastek znaleziony przypada pomiędzy — i — 

biorąc więc będzie z przybliżeniem o mniej niż j - . 

Podobnież się postąpi, gdy np pierwiastek sześcienny z 57, zp rzy-

bliżeniem na mniej niż — wyciągać mamy; będzie 
15 

I '/STTTS1 1/192375 57 , „ 
V 57= | / — 5 , = j5 = i T = 3 / * 

z przybliżeniem o mniej niż —- . 

Ułomek oznaczający stopień przybliżenia zawsze ma j edność 

za licznik: to bowiem przybliżenie wszelkie inne za sobą prowa-

dzi. I tak chcąc pierwiastek z 57 znaleźć przybliżony na — , po-

przedni wypadek podajemy: skoro bowiem pierwiastek jest przy-
1 . . . . . . 4 

bliżony, na mniej niż — , t c m ba rdz ie j jes t na mniej niż — . 

Prawid ło służące do wyszukania pierwiastku z przybliżeniem 
w ułomku zwyczajnym, jest ogólnem, z niego bowiem wypro-
wadzić można sposób, jaki był użyty, do otrzymania pierwiastku 
z przybliżeniem w ułomku dziesiętnym. 

1 tak przy wyciąganiu p ierwias tku z 24 z przybliżeniem na 
0 ,00001 prawie (64) , mamy: 

3 I 3 /24.1000003 jij/24000000000000000 288449 _ o 
J / 2 4 = y 1 o o b u o ~ " 100000 IOOOOO -"'' 

67. Ułomek dziesiętny nie jest sześcianem, gdy liczba cy-
fer dziesiętnych w nim objętych, nie jes t wielokrotną względem 
trzech. Chcąc przeto wyciągnąć pierwiastek sześcienny z ułom-
ku dziesiętnego, potrzeba w nim naprzód uczynić liczbę cyfer 
dziesiętnych trzy razy większą od tej, jaką pierwiastek ma obej-
mowaćw razie potrzeby już dopisując zera, już znosząc niektó-
re z cyfer, gdy ich ilość jest za wielką. Wyciąganie zaś pierwia-
stku odbywa się potem bez względu na przecinek, jak na licz-
bach całkowitych; w wypadku tylko odcina się na dziesiętne trzy 
razy mniej cyfer, niż ich było w ułomku, z k tó rego właściwie pier-
wiastek wyciągano. 
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mniejszy o d — , stąd summa dwóch u łomków jest mniejsza od 

jedności . 
S tosu jąc wskazane prawidło do przykładu l?o(57) ,po znalezieniu 
4 pierwszych cyfer pierwiastku 2SS4, i reszty ostatnićj 12456896, 
uzupełniamy tę resztę 6 zerami, jak ie jeszcze nie weszły w dzia-
łanie. Dzielimy potem tę resztę tak uzupełnioną przez potrójny 
kwadra t z 2 S S 4 s e t , równy 249523680000 , czyli przedos ta tn iemu 
dzielnikowi, przywiedzionemu do właściwej swej wartości , przez 
wzgląd na war tość miejscową cyfer go składających. Stąd będzie 

12456S9600 2495236S 
99S07472 49 
247614SS0 

Dwie więc ostatnie cyfry pierwiastku są 49, jak w przykładzie 
dokładnie rozwiązanym. 

Podobnież w przykładzie 5Łym (45 ) po znalezieniu 3 pier-
wszych cyfer pierwiastku 196 i reszty 96061, ot rzymamy dwie 
ostatnie cyfry 83, dzieląc resztę zupełną 960611S49S7 przez 
1152480000, czyli przez 3 .19600 2 . Jakoż 

960614S49S7 I 1152480000 

9219S40000 j 83 

3863084987 
66. Jeżeli stopień przybliżenia pierwiastku sześciennego 

z jakiej liczby całkowitćj wyciągnąć się ma jącego, w ułomku zwy-
czajnym jest żądany, aby go o t rzymać potrzeba naprzód daną 
liczbę rozmnożyć i podzielić przez sześcian z mianownika ułom-
ku poda jącego toź przybliżenie. Wyciąga jąc potem pierwiastek 
z ułomku stąd powsta łego , równego liczbie danej co do war to-
ści, wypadek znaleziony będzie pierwiastkiem szukanym. 

I tak chcąc np. wy ciągnąć pierwiastek szescienny z 24, z przy-
bliżeniem na mniej niż — g d y 

, 24. 12 3 24.172S_ 41672 
1 ~ ~ 1 2 3 " — ~ 123 ~ ~ 123 

, I / 4 J 6 7 2 1 / 4 1 0 7 2 31 
s tąd j / 2 4 = J/ -j^r ~ 12 = i T 
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I tak aby otrzymać pierwiastek sześcienny z S , I 5 3 4 przybli-
żony o 0,001 prawie, po dopisania 5 zer, wyciąga się takowy 
z liczby całkowitej S153400000 z przybliżeniem o j edność pra-
wie. W wypadku 2012 odcina się 3 cyfer na dziesiętne, s tąd 
2 ,012 jest pierwiastkiem żądanym. 
Podobnież chcąc otrzymać pierwiastek sześcienny z 0 ,9S765432 
z przybliżeniem o 0,01 prawie ,znoszą się w d a n y m ułomku dwie 
Ostatnie cyfry i wyciąga się pierwiastek z liczby całkowitej 9S7654 . 
Wypadek 99 zamieszczony w kształcie 0,99, będzie pierwiast-
kiem szukanym. 

Z tych przykładów zarazem się okazuje , że przecinek oddziela-
jący całość, od części dziesiętnych, nigdy w pośród rzędu trzycy-
f rowego przypadać nie może, ale zawsze w miejscu podziału; dla 
tego często ułomek dziesiętny od przecinka na rzędy dzielić za-
czynają , tworząc liczbę r zędów 3 cyfrowych odpowiednią liczbie 
żądanych cyfer w pierwiastku. 

08. Pierwiastek sześcienny zulomku zwyczajnego wycią-
ga się, wyciąga jąc go osobno tak z licznika, jak z mianownika, 
gdy każdy z nich jest sześcianem zupełnym, np. 

| / 2 7 _ __ 3 . 1 3 / 3 4 3 _ 7 . I / 1 _ 1 
K 6 4 4 V 729 ~ 9 ' V 5 1 2 ~~ S ' 

Jeżeli licznik tylko nie jes t sześcianem zupełnym, wyciąga 
się z niego pierwiastek z przybliżeniem co do stopnia oznaczo-
nem, i ten pierwiastek dzieli się przez pierwiastek z mianowni-
ka. np. 

I ' Z 7 2 _ 4,21 _ 421 _ V 512 ~~ S ~~ 8 0 0 ~ ° ' 5 2 

. . . i . . . . c l 
z przybliżeniem o mniej niż — , a lem bardziej o mniej niż — 

Jeżeli żaden z wyrazów ułomku, albo tylko mianownik nie 
jest sześcianem zupełnym, w ó w c z a s ułomek dany zamienia się 
na inny, równy mu co do wartości , a k tóregoby mianownik był 
sześcianem zupełnym. W tym celu mnożą się oba wyrazy ułom-
ku przez kwadrat z mianownika. Wyciąga się potem pierwiastek 
przybliżony z licznika, i ten się dzieli przez pierwiastek z miano-
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wnika. Wypadek będzie pierwiastkiem u łomku , z s topniem przy-
bliżenia ła two oznaczyć Sie dainr.vm. ti.n. 

I I* c » . . . . . 1 z przybliżeniem o — prawie, a tem samem o mniej niz — . 

Podobnyż wypadek otrzyma się, zamieniając ułomek dany na 
dziesiętny, zamykający w sobie trzy razy tyle cyfer dziesiętnych, ile 
ich ma być w pierwiastku i wyciąga jąc z ułomku s tąd powstałego 
pierwiastek, podobnym sposobem j ak z liczb całych. I tak 

przybliżeniem o 0 ,01 prawie. 

Całość z ułamkiem połączona naprzód się zamienia na uło-
mek zwyczajny lub dziesiętny, poczem dopiero pierwiastek się 
wyciąga. .> 

Za przykłady do wprawy w wyciąganiu pierwiastku sześcien-
nego , z u łomków już dziesiętnych, już zwyczajnych, posłużyć mo-
gą nas tępne: 
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R O Z D Z I A Ł VI. 
O postępach r ó ż n i c o w y c h . 

69. Postęp// równie j ak s tosunki , z k tórych się sk łada ją , 
są albo różnicowe, albo ilorazowe. 

Postęp różnicowy jes t szeregiem liczb, z których każda prze-
wyższa poprzednią , lub jes t od niej niższą, o j edną stałą l iczbę 
zwaną wykładnikiem, postępu. I tak dwa szeregi liczb 

2 , 5 , 8 , 11, 14, 17, 2 0 . . . 
60, 55, 50, 45, 40, 35, 3 0 . . . . 

są postępami różnicowemi, gdyż w j ednym z nich każda liczba 
pos tęp sk łada jąca , czyli każdy jego wyraz, przewyższa poprze-
dni o stałą liczbę, czyli o wykładnik 3; w drugim zaś, każdy wy-
raz następny jes t niższym od poprzedniego o wykładnik 5. Pier-
wszy z tych pos tępów zowie się rosnącym, gdyż wyrazy jego idą 
ciągle j ednakowo się zwiększając; drugi malejącym, wyrazy bo-
wiem j ego ciągle j e d n a k o w o się zmniejszają . 

Dla oznaczenia, iż dwa poprzednie szeregi liczb sk łada ją po-
stępy różnicowe, piszą je w następnym sposobie : 

- f - 2 . 5 . 8 . 11 . 14 . 17 . 2 0 . . . 
4 - 60 . 5 5 . 50 . 4 5 . 40 . 35 . 3 0 . . . . 

Wyrażenie to jes t sk róconem względem następnego, właściwy 
skład postępów wskazu jącego . 
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2 . 5 = 5 . 8 = 8 . 11 = 1 1 . 1 4 . . . . 
60. 55 = 55 . 50 = 50 . 45 = 45 . 4 0 . . . . 

Postępy bowiem uważają się jako proporeye ciągle o więcej niż 
dwóch stosunkach, czyli jako szeregi s tosunków równych, tak 
ułożonych, iżby następnik jednego był razeYn poprzednikiem na-
stępnego stosunku. Dla lego wyrażenie skrócone postępu, jest 
podobne, jak w proporcyach ciągłych, i przy odczytaniu postę-
pów danych, podobnież się postępuje. I tak pierwszy np. po-
stęp odczytuje się następęie: 2 do 5, jak 5 do 8, jak S do 
11, jak 11 do M i t . d., to jes t że każdy wyraz postępu oprócz 
pierwszego i ostatniego, po dwa razy się powtarza. Każdy bo-
wiem z wyrazów pośrednich postępu, jest następnikiem wyra-
zu poprzedniego, a poprzednikiem względem wyrazu następne-
go, gdy przeciwnie wyraz pierwszy jest tylko poprzednikiem a 
ostatni następnikiem. Najczęściej jednak odczytując postęp da-
ny, wprost się mówi: niech będzie postęp różnicowy 2, 5, 7 i t. d. 

Jeden przykład postępu, może być zarazem wzorem postępu 
rosnącego i malejącego, jeżeli bowiem jego wyrazy, postępując 
od pierwszego do ostatniego powiększają się, to odwrotnie idąc 
od ostatniego do pierwszego zmniejszać się będą. Powiększanie 
się to i zmniejszanie się, może się ciągnąć nieskończenie: w skutku 
tylko zmniejszania się przez odejmowanie, po niżej zera, powsta-
ną jako wyrazy postępu, ilości odjemne. 

70. Zadanie 1. Mając pierwszy wyraz i wykładnik po-
stępu różnicowego, znaleźć inny wyraz, oznaczony tylko co do 
liczby porządkowej w postępie, bez potrzeby wyszukiwania wy-
razów pośrednich. 

Dajmy np. że w postępie rosnącym, którego pierwszym wy-
razem jest 72, a wykładnikiem 3, szukamy 15br° wyrazu. 

Z określenia postępu różnicowego wynika, że każdy z jego 
wyrazów równa się temu, który go poprzedza, zwiększonemu 
lub zmniejszonemu wykładnikiem, podług tego jak postęp jest 
rosnący lub malejący. Stąd w postępie danym rosnącym, 
2g* wyraz = 72 + 3. 
3ci wyraz = %mu + 3 = 7 2 + 3 + 3 = 72 + 2 x 3 
% wyraz = 3 » w + 3 = 7 2 + 2 x 3 + 3 = 72 + 3 x 3 . i t. d. 
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Jeżeli więc postęp różnicowy jest r o s n ą c y , k a / d j jego wyraz 
równa się pierwszemu zwiększonemu wykładnikiem, tyle razy 
wziętym, ile wyrazów poprzedza. 

Podług tego 15sty wyraz = 72- f 1 4 x 3 = 114 
W ogóle oznaczając pierwszy wyraz postępu przez o, wykładnik 
przez r, wyraz szukany, przypuszczony jako ostatni w postępie 
przez l, liczbę całkowitą wyrazów przez n, będzie w postępie 
rosnącym 

l=a-[-r(n—1) 

Jeśliby postęp dany miał być malejącym, wówczas 
Igi wyraz = 7 2 — 3 
3 ci „ = 2 w w — 3 = 7 2 — 3 - 3 = 7 2 — 2 x 3 
4 ty „ =3mu—3=72—2x3—3=72—3x3 i t. d. 

stąd \t)S/y „ = 7 2 — 1 4 x 3 = 30. 
W ogóle / = a—r (n—1) 

W postępie przeło różnicowym, każdy wyraz równa się pierwsze-
mu zwiększonemu, lub zmniejszonemu wykładnikiem, tyle razy 
wziętym, ile wyrazów poprzedza, a to podług tego jak postęp jest 
rosnący albo malejący, czyli w ogóle 

l — a ± r (n—1). 

Wzór ten służyć będzie do oznaczenia jakiegobądź wyrazu w po-
stępie, skoro tylko są wiadome pierwszy wyraz, wykładnik i li-
czba wyrazów objętych w postępie, wraz z szukanym jako osta-
tnim. 

W zastosowaniu może posłużyć przykład następny. 
Znaleźć wyraz 60ty w postępie różnicowym, którego pier-

wszym wyrazem jest 7 a wykładnik 9. 

Stosownie do poprzedniego wzoru, gdy zamiast a,r, n, wsta-
wiemy odpowiednie liczbowe wartości , i gdy / jako wyraz szu-
kany uważamy, będzie 

1=1 ±9 ( 6 0 — 1 ) = 7 ± 9 x 5 9 = 7 ± 531 
War tość przeto 60go wyrazu w postępie rosnącym jest 

7 + 531 = 538. W postępie zaś malejącym wartość ta jest od-
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j e m n ą , j a k o w y p a d a j ą c a z odjęc ia liczby większej od mniejszej , 
gdyż 7 — 5 3 1 = — 524 . 

Uwaga. Jeżeli w postępie rosnącym pierwszy wyraz jes t ze-
ro, w ó w c z a s wyraz j ak iko lwiek , równa się wykładn ikowi wzię-
temu tyle razy, ile wyrazów poprzedza ; w tym razie bowiem wzór 

1= a Ą- r ( n — 1 ) zamienia się na l—r ( n — 1 ) . 
71. Zadanie 2. Wprowadzić pomiędzy dwie liczby da-

ne. pewną ilość środków proporcyonalnych, czyli takich liczb, 
któreby z dwiema danemi tworzyły postęp różnicowy. 

Aby rozwiązać to zadanie po t rzeba znaleźć wykładnik; doda-
j ą c go bowiem do p ierwszego wyrazu , lub od niego o d e j m u j ą c , 
s tosownie do gatunku pos t ępu , zna jdz i emy wyraz drugi : d o d a j ą c 
lub o d e j m u j ą c od wyrazu 2go, o t r zymamy wyraz 3ci i t. d . W tym 
celu p o m o c n ą j e s t w a r t o ś ć znaleziona dla ostatniego wyrazu 
w postępie . I tak gdy w pos tęp ie rosnącym 

l— a Ą- r (n—1) 

s tąd l — a = r ( n — 1 ) 

dzieląc obie s t rony przez n — 1 , będzie 

' l — a 
T n— 1 

Podobnież w postępie male jącym, gdy 

l = a — r (n — 1) 

d o d a j ą c po obu s t ronach r(n— I ) , i po tem o d e j m u j ą c l, będzie 

r (n — \) — a — l 

. l 
s tąd r — 

n — 1 

Jeżeli j eszcze liczbę w y r a z ó w w p r o w a d z i ć się mających , ozna-
czymy przez m, liczba ta różnić się będzie od liczby całkowite j 
wyrazów o dwa wyrazy , j ako już dane: s tąd m -f 2 = n; w s t a . 
w i a j ą c to w w a r t o ś ć dla? ' , będzie 

W pos tęp ie ro snącym r = ~ = = ~ 

— M S 
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w postępie malejącym 

Wykładnik przeto postępu otrzymuje się, dzieląc różnicę mię-
iIzy wyrazamidanemi,albo przez liczbę całkowitą wyrazów zmniej-
szoną jednością, albo przez liczbę wyrazów wprowadzić się ma-
jących zwiększoną jednością. 

W zastosowaniu rozwiążmy trzy przykłady następne: 

1. Umieścić 20 środków proporcyonalnych pomiędzy liczba-
mi 4 i 67 . , 

Gdy pod ług zadania a — 4 , l — 67, m — 20, 

zatem 

Stąd postęp żądany będzie następny. 

4 - 4 . 7 . 10 . 13 67 

2. Wprowadzić 8 średnich wyrazów pomiędzy liczby 15 i 3. 

Stąd postęp żądany będzie 

3. Umieścic 9 środków proporcyonalnych pomiędzy 0 i 1. 

Jakakolwiek liczba ś rodków pomiędzy liczbami 0 a 1 będzie 
umieszczoną, 'zawsze wykładnik postępu stąd tworzącego się, ró-
wnać się będzie ułomkowi mającemu j edność za licznik, a za 
mianownik liczbę wyrazów umieścić się mających zwiększoną 
jednością (70) . I tak 

stąd pos tęp żądany będzie 
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Gdybyśmy pomiędzy 0 a I, a lbo pomiędzy dwie jakiekolwiek 

liczby różniące się od siebie jednośc ią , wprowadzi l i 91), 999 , 
9999 i t. d. średnich proporcyona lnych , wykładnik odpowie-
dni byłby 0 ,01 , 0,001, 0,0001 i t. d . S tąd zarazem wynika, że 
wszelki ułomek dziesiętny może być uważany jako środek pro-
porcyonalny wprowadzony pomiędzy liczby całkowite jednością 
się różniące, w liczbie odpowiednie j ga tunkowi ułomku, zmniej-
szonej j ednośc ią . 

72. Zadanie 3. Jeżeli pomiędzy dwa każde następne wy-
razy postępu różnicowego, wprowadzimy jednakową liczbę środ-
ków proporcyonalnych, wszystkie postępy cząstkowe tak utwo-
rzone złożą jeden i tenże sam postęp. 

I tak w postępie - i - 2 . 5 . 8 . 11 . 14 . . . 
wp rowadza j ąc po 4 środki proporcyonalne pomiędzy 2 i 5 , 5 i 8, 
8 i 11 i t. d. wykładniki każdemu z pos tępów cząstkowych od-
powiednie, będą następne 

Wszystkie te wykładniki są sobie równe, każdy bowiem z nich 
= %. Gdy nadto ostatni wyraz pierwszego postępu jes t pier-
wszym wyrazem 2go, ostatni wyraz 2go jest pierwszym 3go i t . d 
stąd zbiór tych wszystkich pos tępów cząstkowych utworzy je-
den i tenże sam postęp: jakoż 

73. Zadanie 4. W każdym postępie rożnicowym summa 
dwóch wyrazów, zarówno oddalonych od wyrazów skrajnych, ró-
wna się summie tychże skrajnych. # 

I tak w postępie 

Każde bowiem dwa wyrazy zarówno oddalone od wyrazów skraj-
nych, z temiż skra jnemi tworzą proporcyą ; i tak 
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Uwaga. Jeżeli liczba wyrazów w postępie różnicowym jest 
nieparzystą, wyraz środkowy równa się polowie summy wyra-
zów skrajnych. 

Wyraz ten bowiem jest średnim w proporcyi ciąglćj j aką for-
muje z dwoma wyrazami skra jnemi . I tak w danym postępie, ja-
ko mającym 9 wyrazów, będzie 

74. Zadanie 5. Summa wszystkich wyrazów postępu ró-
żnicowego, równa się połowie iloczynu wypadłego z rozmnożenia 
summy wyrazów skrajnych przez liczbę wyrazów. 

Dajmy np że szukamy summy wyrazów pos tępu 

jako zupełnie odwrotny względem pierwszego, wyda także po- . 
dobnąż summę wyrazów, czyli że summa tych dwóch postępów 
będzie podwó jną względem summy pierwszego. Oznacza jąc tę 
szczegółową summę przez S, i d o d a j ą c dwa postępy tak, aby wy-
raz pierwszy był dodany do p ierwszego, drugi do drugiego i t. d. 
hedziemv mieli 

Ze zaś summy cząs tkowe nawiasami oddzielone, j ako summy 
wyrazów z a r ó w n o oddalonych od wyrazów skra jnych , są sobie 
równe, czyli że (2 + 23) = (5 + 20) = ( 8 + 1 7 ) i t. d. można 
więc w miejscu wszystkich tych summ, wziąć jedną z nich ( 2 + 2 3 ) , 
powtórzoną tyle razy, ile jest wyrazów w postępie: będzie zatem 
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Ogólny przeto wzór 

da poznać s u m m ę wszystkich wyrazów w postępie różnicowym, 
bez potrzeby szczególowego ich dodawania , gdy wyraz pierwszy, 
ostatni, i liczba wyrazów w postępie są wiadome. 

Zastosowania. 1°. Znaleić summę wyrazów w każdym z 4 na• 
stępnych postępów. 

Stosu jąc wzór poprzedni na summę, znajdziemy 

2. Znaleźć summę wyrazów w postępie różnicowym, któ-
rego pierwszym wyrazem jest 7, ostatnim 538, a liczba wyra-
zów 60. 

75. Wypadki zadań powyższych co do postępów różnico-
wych, są źródłem wielu zas tósowań: szczególnićj zaś w tym 
względzie są ważne wypadki zadań [go i 5go, k tóre w następnych 
równaniach bvłv wyrażone 
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Przy ich pomocy łaiwo będzie rozwiązać lo ogólne zadanie: 
Z pięciu wielkości wchodzących w postęp różnicowy jako to: 
z pierwszego wyrazu a, ostatniego czyli ngo wyrazu I, wykła-
dnika r , liczby wyrazów n, i nakoniec z summy tychże wyrazów 
S, mając trzy którekolwiek wiadome, można zawsze dwie inne 
wyprowadzić. 

Jako zastosowania mogą służyć przykłady nas tępne: 
1. Znaleźć summę 100 pierwszych wyrazów w postępie 

różnicowym, złożonym z szeregu naturalnego liczb nieparzystych, 
i wskazać ogólne prawidło co do wartości tej summy, przy jakiej-
kolwieh bądź liczbie wyrazów. 

W postępie danym - 4 - 1 . 3 . 5 . 7 . 9 . . . . 
szukamy naprzód podług wzoru 1. wartości o s t a t n i e g o , czyli 
lOOgo wyrazu, gdy a= I, r—2, w = 1 0 0 ; s tąd 

Wstawiając tę wartość zamiast l, w wzór 2. na summę 

Podobnież byśmy znaleźli, że summa np. 15 pierwszych wyra-
zów danego postępu równa się 225, czyli 15'-; że summa 20 jego 
wyrazów równa się 20 2 i t, d. 

Aby ogólne stąd wyprowadzić prawidło , uważamy wyraz osta-
tni n^Y , j ako szczegółowo nieoznaczony, w postępie, k tó rego 
pierwszym wyrazem jest 1, a wykładnikiem 2, będzie zatem 

Summa przeto wyrazów w postępie różnicowym złożonym z sze-
regu liczb nieparzystych,poczynając od i,równa się kwadratowi 
z liczby wyrazów. 

2. Składając do Kassy Oszczędności w pierwszym tygo-
dniu 1 złoty, w drugim 3; w Zcim 5 i t. d. za każdym tygodniem 
następnym o 2 złl. więcej, ileż w rok się złoży. 
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Składki wnoszone tworzą postęp złożony z liczb nieparzystych, 

poczyna jąc od 1. Liczba wyrazów tego postępu jes t 52, stnd 
summa tych wyrazów, stosownie do poprzedniego prawidła win-
na być równą 5 2 2 = 2 7 0 4 . Jakoż dochodząc tej summy zwyczaj-
nym sposobem, zna jdujemy, że gdy 

1 = 1 + 2 ( 5 2 - 1 ) = 1 + 2 x 5 1 = 103. 

zatem fi = < l + l ° 3 ) 5 2
 = - 2704 . 

2 2 
3 . Ile uderzeń czyni zegar wybijając tylko godziny, a ile 

wybijając kwadranse i godziny-
W Iszym razie postęp + 1 . 2 . 3 . 4 . . . . 12 

Stąd S = ( ! + j2)12 = 13x0 = 78 

W 2girn razie postęp ~ 11 . 12 . 1 3 . 14 . . . 22 
Przy każdej bowiem godzinie zegar oprócz godziny wybija 4 
kwadranse ; nadlo osobno wybi ja jąc kwadranse , w ciągu godzi-
ny czyni 6 uderzeń. S tąd 

S = ( " + 2 2 ) 1 2 _ = 3 3 x 6 = - | 9 8 t 

2 
4. Przypuszczając ie ciało wolnie spadające przebiega 

w pierwszej sekundzie 15 V2 stop, w każdej zaś następnej o 31 
%top więcej, jak wielką drogę przebywa w minucie i jaką jest 
przestrzeń w ostatniej sekundzie przebyta. 

Postęp tworzący się z d róg szczegółowych w każdej następnej 
sekundzie przebytych, jest następny. 

-+- 15,5 . 46,5 . 77,5 

Liczba jego wyrazów jest 60. . War to ść GOgo wyrazu da poznać 
d rogę w ostatnićj sekundzie przebytą . 

/ = 15,5 + 3 1 X 5 9 = 1844,5 stop 
Summa zaś wyrazów postępu wskaże całą przestrzeń przebytą 
w ciągu 60 s e k u n d , czyli j edne j minuty. 

S = ( ' 5 . 5 + 1 8 4 4 , 5 ) 6 0 = 5 5 g ( ) u ^ 
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5. Przypuszczając że hula wyrzucona pionowo, potrzebo-
wała tyleż czasu do swego wzniesienia, ile do spadku, i że czas 
całkowity jej ruchu trwał 10 sekund, żądamy wiedzieć do jakiej 
wysokości się wzniosła. 

Czas podany 1 0 sekund zarówno rozdzielony na wznoszenie 
się i spadek kuli, daje na każde z nich 5 sekund. P rędkość 
kuli, i moc je j następnego za każdą sekundą zwiększania się po-
da je przykład poprzedni . W y s o k o ś ć zatem żądaną znajdziemy 
szuka jąc summy 5ciu wyrazów nas tępnego postępu 

- f - 15,5 . 46 ,5 . 77 ,5 . 108,5 . 139,5 

. Q (15 ,5 4 - 1 3 9 , 5 ) 5 „ f t 7 -
Summa la S = i — : — — == 387,5 s top. 

2 r 

6. Chcąc ustawić kule w 20 rzędów, tak aby w pierwszym 
było 5 , w 2tistym zaś 81, i zamierzając zachować jednakową ró-
żnicę w tych rzędach, co do liczby kul, jaka ta będzie różnica i 
ile kuł wszystkich razem się użyje. 

Wielkości wiadome są a = 5, ł = 81, n = 2 0 ; niewiadome zaś 
r i /S. W z ó r na wykładnik r , da różnicę rzędów, co do liczby kul. 

r — l ~ a _ 8 1 ~ 5 _ 7 6 — 4 

' ~ n—i ~ 2 0 — 1 ~ 19~ ~~ 

Summa zaś wyrazów postępu wskaże ilość całkowitą kul użytych. 

= ( 5 + 8 1 > 2 Q = 8 6 0 kul. 
2 

7. Linią na 64 cali długą podzielić na 8 części, jedna od 
drugiej zarówno większych, tak jednak, aby ostatnia część naj-
większa była długa na 15 cali. Jakąż powinna być część naj-
mniejsza, i o ile jedna część różni się od drugiej. 

Wielkości wiadome są: S= 64, 15, n— 8; n iewiadome 
zaś a \ r. Z równania na summę 

„ ia+l\n ., « 2S a = J — — L _ wynika ze a = . / 
2 n 

,. . 2 X 6 4 ł K . czyli ze a = — 15 = 1 
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Mając tak wynalezioną część na jmnie jszą linii, s tanowiącą wy-
raz pierwszy p o s t ę p u , wykładnik tegoż pos tępu , wskazujący ró-
żnicę, co do wielkości części z podzia łu wynikłych, znajdziemy 

. _ l ~ a — 1 5 ~ l _ 1 4 _ o 
T ~ n - 1 ~~ 8 — 1 — T 

Postęp prze to u tworzony przez nas tępne części linii, będzie 

- f - 1 . 3 . 5 . 7 . 9 . 11 . 13 . 15 
8. Sztab 1 6 rozmaitej długości, z których każda następu-

jąca różni się o tęż sarną długość od bezpośrednio ją poprzedza-
jącej, mają razem długości 86 stop, 8 cali; najkrótsza zaś z nich 
jest długa na 3 stop, 4 cali. Jak wielką jest najdłuższa, i jak 
wielką jest różnica pomiędzy każdemi dwiema najbliższemi co do 
długości sztabami. 

Wielkośc i w iadome są: & = S 6 ' , 8 " = 1 0 4 0 " ; a~3', 4 " = 4 0 " , 
n = 16. N iewiadome zaś / i r. Z równania na s u m m ę 

(a+l)n 2 S 
0 = - wynika że 1= — — a 

.. . , 2 X 1 0 4 0 ^ 
czyli ze / = — 4 0 = 90 cali, 

W z ó r na wyk ładn ik da różnicę między sz tabami 
l—a 9 0 - 40 5 0 

9 . Pewnej liczbie ubogich rozdano jałmużnę w następnym 
sposobie: pierwszy dostał 4 0 zlt. ostatni 18 zlt. jeden od drugie-
go o dwa złt. mniej. Ileż było ubogich i ile razem otrzymali. 

Wielkości w i a d o m e są 0 = 4 0 ; / = 18, r = 2 . Niewiadome zaś 
S i n. Ta równania na ostatni wyraz l = a — r(n—l) 

wypada r (n — 1 ) = a — l 
a — l a—l 

s t ad n— 1 = , za tem n = - f 1 1 7 r 

4 0 — 1 8 
czyli n = —-— +1 = 12 

S = ^ = = i i 0 + 1 8 H 2 = 3 4 S 2 1 L 

11 
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10. Mając zegarek który pospiesza po 14 minut na go-
dzinę, i który jui wskazuje 1 % godziny więcej niż powinien, ią • 
damy wiedzieć po wielu godzinach pospieszy o 12 godzin. 

Zegarek uważany od dokładnie idącego różni się w począ t -
kach co do wskazanego czasu o IV2 godziny, czyli o 90 minut: 
po pierwszój godzinie różnica ta j e s t 9 0 + 1 4 = 1 0 4 , po drugie j 
1 0 4 + 1 4 = 1 1 8 i t. d. po n iewiadomej liczbie godzin różnica jes t 
12 godzin, czyli 720 minut. S tąd w postępie 

1 0 4 . 118 720 
Potrzeba znaleźć liczbę wyrazów n, gdy tf=104,/=720, r = 1 4 . 

Z równania l — ( n — 1 ) 
t—a 

wyprowadzamy że n —— + 1 

7 2 0 - 1 0 4 „ 
czyli że n — •—^ + 1 = 4 5 godzin. 

Jakoż w tym razie / = 1 0 4 + 14 ( 4 5 — 1 ) = 720. 
11. Jaki był dochód każdoroczny osoby, dla której 2 1 0 0 

rubli na 10 lat przeznaczono, z warunkiem, aby każdego na-
stępnego roku o 20 rubli miała więcej niż poprzedniego. 

Dochody następne tej osoby tworzą pos tęp różnicowy, w któ-
rym wiadome są r = 2 0 , n=, 10, 5 — 2 1 0 0 ; niewiadome zaś a i /, 
z których ła two cały pos tęp się utworzy. 

. ( « + / ) « t 2 S Z równania o = — ^ wynika ze — = a - \ - l 
2» 71 

wstawiając za /, j ego war tość / = a + r (n—1) 
2 S będzie — = 2a-\-r(n—1) 

2 S 
s tąd 2 a = — r (n— 1) 

a S r(n— 1) __ 2100 _ 2 0 X 9 _ ^ 
~n 2 10

 r
 2 

zatem / = < z + r ( n — 1 ) = 1 2 0 + 2 0 x 9 = 3 0 0 . 

Dochody przeto postęp następny utworzą 

- i - 120 . 140 . 160 . 1 8 0 . . . . 300 . 
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R O Z D Z I A Ł VII, 
O P o s t ę p a c h i l o r a z o w y c h . 

76. Postępem ilorazowym albo geometrycznym zowie się 
szereg liczb, z których każda podzielona przez tę, która j ą po-
przedza, da je zawsze na iloraz j edną i tęż s amą liczbę. Iloraz ten 
stały jest wykładnikiem postępu, i pod ług tego jak j e s t większym 
lub mniejszym od jedności , pos tęp nazywa się rosnącym, albo 
malejącym. I tak dwa szeregi 

5 , 1 5 , 4 5 , 135 , 4 0 5 , 1 2 1 5 , 3 6 4 5 

f 1 6 , 8 , 4 , 2 , ' I , % , % 

są postępami ilorazowerni: pierwszy jes t rosnący, gdyż ma za 
wykładnik 3, liczbę większą od jedności : drugi jes t malejący, 
gdyż ma za wykładnik Va, liczbę mniejszą od jednośc i . Postępy 
te oznaczają się następnie. 

•H- 5 : 15 : 45 : 135 : 405 : 1215 : 3645 . 

•H- 1 6 : 8 : 4 : 2 : 1 : % : V« 
Odczy tu ją jo w podobnym sposobie jak postępy różn icowe. 

Znak który te postępy poprzedza , wskazu je , iż są również 
szeregami p roporcy j ciągłych. Każdy przeto ich wyraz jes t zara-
zem poprzednikiem i następnikiem, oprócz pierwszego, który jes t 
tylko poprzednikiem, i ostatniego, który jes t tylko następnikiem, 
w odpowiednich im s tosunkach. 
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W pos tęp ie r ó ż n i c o w y m , p ie rwszy wyraz może być ze ro , ni-

g d y zaś w postępie i lo razowym: wszys tk ie bowiem wyrazy po-
d o b n e ż b y wypad ły . Nadto w pos tęp ie r ó ż n i c o w y m po wyraz ie 
ze ro , m o g ą n a s t ę p o w a ć ilości o d j e m n e , k tórych nigdy nie ma 
w pos tęp ie i l o razowym. 

77. Zadanie 1. Mając pierwszy wyraz i wykładnik po-
stępu, oznaczyć wartość innego wyrazu, którego tylko liczba 
porządkowa jest podaną. 

D a j m y że s zukamy wyrazu 12s» w pos tęp ie i lo razowym, k t ó -
r e g o p i e rwszym wyrazem jes t 3, a wyk ładn ik 2 . 

Pon ieważ wykładnik pos tępu wynika z podzielenia każdego w y -
razu, przez wyraz bezpoś redn io g o p o p r z e d z a j ą c y , s t ąd każdy 
wyraz nas tępny tworzy się, m n o ż ą c p o p r z e d n i przez wyk ładn ik . 
I tak w danym pos tęp ie r o s n ą c y m 

Każdy przeto wyraz w postępie równa się pierwszemu rozmno -
żonemu przez wykładnik podniesiony do takiej potęgi, ile wyra-
zów poprzedza. P o d ł u g t ego 

P r a w i d ł o nie zmienia się wca le , przy oznaczaniu j a k i e g o k o l w i e k 
wyrazu w pos tępie ma le j ącym. 

I tak 12sty wyraz pos tępu, k t ó r e g o p ie rwszy wyraz j e s t 6 1 4 1 
a wyk ładn ik r ó w n a ć się będzie 

W ogóle o z n a c z a j ą c przez a wyraz p i e rwszy pos t ępu , przez q 
wykładn ik , p rzez l wyraz szukany , k t ó r e g o liczba p o r z ą d k o w a 
jes t w, w y p a d n i e w z ó r nas t ępny 

Za pomocą l ego w z o r u można zna leźć j ak iko lwiek wyraz p o s t ę p u , 
bez po t rzeby wyszukiwania w y r a z ó w , k t ó r e go p o p r z e d z a j ą . 
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Zastosowania . 1. Znaleźć wyraz 6sty w postępie rosnącym, 
którego pierwszym wyrazem jest 5 a wykładnik 4. 

2. Znaleźć wyraz 10ty w postępie malejącym, którego pier-
wszy wyraz 12, wykładnik %. 

Uwaga. Jeżeli wyraz pierwszy postępu jes t 1, każdy inny wy-
raz równa się wykładnikowi podniesionemu do takićj potęgi, czy-
li wziętemu tyle razy za czynnik, ile wyrazów poprzedza , np. 

78. Zadanie 2. Umieścić pomiędzy dwiema łiczbami da-
nemi, pewną łiczbę średnich geometrycznie proporcyonalnych. 

Dajmy np. że mamy umieścić 5 ś r o d k ó w pomiędzy liczbami 
2 i 1458, czyli że chcemy oznaczyć 5 takich liczb, któreby z dwie-
ma danemi, j ako skra jnemi , tworzyły postęp i lorazowy. 

Rozwiązanie zadania zależy na wyszukaniu wykładnika; mnożąc 
bowiem przez ten wykładnik, p ierwszy wyraz postępu, otrzyma-
my wyraz drugi: mnożąc drugi , otrzymamy trzeci i t. d . 

Oznaczmy ten wykładnik j ako niewiadomy przez x. Ponie-
waż wyraz ostatni postępu 1458, j ako wyraz 7>ny, ma nas tępną 
w a r t o ś ć 

Mając tak znaleziony wykładnik , ła two jes t u tworzyć żądany 
postęp. 

Podobnież i w postępie malejącym. Chcąc np. wprowadz ić 
3 średnie pomiędzy liczby 16 i 1, wyraz ostatni l , j a k o wyraz 5 'y 
w postępie , bedzie 
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Pos tęp przeto będzie następny 

W ogóle czy postęp jes t rosnący, lub malejący, zawsze z wzo-
ru na ostatni wvraz 

Wiadomo bowiem, że liczba ś r o d k ó w umieścić się mających, czyli 
rn, o dwa jes t mniejszą od liczby całkowite j wyrazów pos tępu , 
czyli od w; to jes t że n = m A - 2 , s tąd n — 1 = 1. 

Aby przeto wynaleźć wyldadnilt potrzebny przy umieszcza-
niu pew7iej liczby średnich geometryczriie proporcyonalnych po-

między dwiema liczbami danemi, 7ialeiy drugą z tych liczb po-
dzielić przez pierwszą i wyciągnąć z ilorazu pierwiastek potęgi 
wskazanej przez liczbę średnich umieścić się mających, zwiększo-
rui jednością. 

Przykłady j ako zastosowanie służyć mogące , dałyby p o w ó d 
do wyciągania p ierwias tków wyższej niż trzeciej potęgi , co zwy-
kle przy pomocy logarytmów naj ła twie j się uskutecznia. 

79. Zadanie 3. Jeżeli pomiędzy każde dwa następne wy-
razy postępu ilorazowego, wprowadzimy pewną lecz zawsze ró-
wną liczbę średnich geometrycznie proporcyonalnych, postępy 
cząstkowe tak powstałe, razem wzięte, utworzą jeden i tenże sam 
postęp. 

I tak w postępie i lorazowym 

chcąc wprowadz ić np. po 3 średnie proporcyonalne pomiędzy li-
czby 2 i 32, 32 i 512; 512 i 8192 i t. d. , wykładniki każdemu 
z pos tępów cząs tkowych odpowiednie , będą sobie równe . 
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Gdy nadto 32,wyraz ostatni p ierwszego postępu, jes t wyrazem pier-
wszym drugiego, gdy 512 wyraz ostatni 2s» postępu, jes t wyra-
zem l szym 3óro i t . d. , s tąd wszystkie te cząs tkowe postępy razem 
tworzą j eden i tenże sam postęp: j akoż 

80. Zadanie 4. W haidym postępie i/orazowym, iloczyn 
dwóch wyrazów jakichkolwiek, zarówno oddalonych od wyrazów 
skrajnych, równa się iloczynowi łuckie s/crami/ch. 

Równania te bowiem są wypadkiem p roporcy j , jakie z sobą 
tworzą wyrazy uważane postępu. 

Uwaga . Gdy liczba wyrazów postępu jest nieparzystą, wy-
raz środkowy równa się pierwiastkowi kwadratowemu z iloczy-
nu wyrazów skrajnych. 

I tak w poprzednim postępie wyraz ś rodkowy 

81. Zadanie 5. Iloczyn z wszystkich wyrazów postępu 
ilorazowego, równa się pierwiastkowi kwadratowemu z iloczynu 
wyrazów skrajnych, podniesionego do potęgi wskazanej przez 
liczbę wyrazów. 

I tak w postępie 1 : 3 : 9 : 27 : S I : 2 4 3 

oznaczając przez P iloczyn wyrazów, ten zwyczajnym sposobem 
wpros t wzięty, będzie 

s tąd znowu na iloczyn tych dwóch wartości wypadnie 
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czynników, może być wzięty jeden z nich, podniesiony do potęgi 
szóstćj; będzie zatem 

P1 — ( 1 x 2 4 3 ) 6 

stąd P = ] / ( 1X243 )6 
czyli w ogóle wyrażając, P = \/(al)n 

82. Zadanie 6. Summa wyrazów postępu ilorazowego 
otrzymuje się, odciągając wyraz pierwszy od iloczynu z ostatnie-
go wyrazu przez wykładnik, i dzieląc resztę przez wykładnik 
zmniejszony jednością. 

Niech będzie postęp 2 : 6 : IS : 54 : 162 : 486 : 1458 
Zastępując każdy wyraz postępu przez jego wartość (77) , będzie 

TT 2 : 2 X 3 : 2 X 32 : 2 X 33 : 2 X 34 : 2 X 3 5 : 2 X 3" 
Oznaczając summę wyrazów postępu przez S, będzie 

£ = 2 + 2 x 3 + 2 x 3 2 + 2 x 3 3 + 2 x 3 4 + 2 x 3 5 + 2 x 3 « 
Rozmnóżmy każdy wyraz równania przez wykładnik 3, będzie 

S x 3 = 2 x 3 + 2 x 3 2 + 2 x 3 3 + 2 x 3 4 + 2 x 3 5 + 2 x 3 8 + 2 x - 3 i 
Odciągnijmy pierwszą summę od drugiej , czyli summę jedno-

kro tną od t rzykrotnej , będzie 
S X 3 — S albo &(3 — 1 ) = 2 X 3 ' — 2 = 2 X 3 8 X 3 — 2 = 1 4 5 8 X 3 — 2 

Podzielmy obie strony przez 3—1, będzie 

fr= . 1 ± 5 8 X 3 - 2 = 2 1 8 6 
3 — 1 

Wzór zaś ogólny na summę wyrazów, pamiętając na oznaczenia 
poprzednio użyte, będzie 

S= l q ~~ a 

. q 

Zastosowania. 1°. Znaleźć summę wyrazóic postępu ilo-
razowego rosnącego, którego pierwszym wyrazem jest 5, osta-
tnim 640 a wykładnik 2. 

lq— a 6 4 0 x 2 — 5 
S = 1 «= — ^ = 1275. q—a 2—1 

Dla sprawdzenia rozwijamy sam postęp i bierzemy summę jego 
wyrazów zwyczajnym sposobem. 

S = 5 + 10 + 2 0 + 4 0 + 8 0 + 1 6 0 + 3 2 0 + 6 4 0 

.W' 
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2. Znaleźć summę siedmiu pierwszych wyrazów w postępie 

ilorazowym ~ 1 : 4 : 16 . . . . 

Wyraz Tmy ł—ttq~l — l x 4 " = 4096 

, _ lq—a 4 0 J > 6 x 4 — 1 
s tąd S = — — = — — 5461 . 

t q—a 4 — l 

S3. Jeżeli pierwszy wyraz pos tępu, wykładnik i liczba wy-
razów są podane, wówczas bez potrzeby oddzielnego wyszuki-
wania ostatniego wyrazu, można otrzymać summę wyrazów w po-
stępie, odejmując jedność od wykładnika podniesionego do potęgi 
wskazanej przez liczbę Wyrazów, resztę mnożąc przez pierwszy 
wyraz, a iloczyn dzieląc przez wykładnik zmniejszony jednością. 

Z wzoru bowiem na ostatni wyraz aq 

mnożąc obie strony przez q, wypada lq—aql 

Wstawia jąc tę war tość w równanie dla S, będzie 

g lq—a aqn—a a{qn— 1) 
— q—Y f l T q~Y 

Pierwsza jednak war to ść dla summy jes t częściej używaną. 
Pod ług tego w poprzednim przykładzie, summa 7 wyrazów 

w postępie ^ 1 : 4 : 1 6 . . . . będzie 

1 ^ 1 ( 4 7 — ] ) 163S3 

Podobnież chcąc znaleźć summę. wyrazów w postępie, kto* 
rego 1 szym wyrazem jest 2, wykładnik 2 a liczba wyrazów 8, 

będzie 
2 ( 2 8 — I ) 

S— — — 2 x 2 5 6 — 2 = 510 

84. Jeżeli postęp jest malejący, wówczas wzór zwyczajny 
na war tość summy wyrazów pos tępu, 

lq-a . . . a—lq 
o = ~ ~ zamieniają na o = - j 

aby uczynić dodatniemi oba wyrazy ułomku, s tanowiącego tę 
war tość . W tym bowiem razie wykładnik q j es t mniejszy od je-

12 
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dności , i wyraz ostatni l mniejszy od wyrazu pierwszego a. Z re« 
sztą ten wypadek wynika z podobnego jak wprzód rozumo-
wania. 

I tak niech będzie postęp malejący 

Rozmnóżmy wszystkie wyrazy tego postępu przez wykładnik 
%, czyli weźmy V* część tegoż postępu, będzie 

Odc iąga jąc summę zwyczajną wyrazów drugiego postępu od 
summy pierwszego , czyli '/4 summy od summy właściwej , po 
zniesieniu podobnych , lecz zprzec iwnemi znakami wyrazów, wy-

'1 3 
padnie 4 — n a ~ T summy właściwego postępu; to jes t 

Pod ług tego wypadek właściwy na summę w zadanym postępie 

Podobnież gdy chcemy np znaleźć summę 7 pierwszych wy-
razów postępu malejącego, k tórego pierwszy wyraz jest 16 a wy-
kładnik będzie 

85. Gdy postęp malejący jest nieskończony, czyli o nie-
skończenie wielkićj liczbie wyrazów, ostatni jego wyraz będąc 
nieskończenie małym, czyli mniejszym od wszelkiej ilości nazna-
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czyć się da jące j , może być uważany j ako równy zero . W tym 
prze to razie w a r t o ś ć dla summy wyrazów będzie 

Jest to granica do którć j summa wyrazów postępu tem więcćj 
się zbliża, im liczba wyrazów n s t a je się większą. Granica ta 
otrzymuje się przeto, dzieląc pierwszy wyraz postępu, przez 
prze wyżkę jedności nad wykładnik. I tak np. w pos tępach: 

S6. Każdy ułomek dziesiętny peryodyczny uważać można 
za postęp ilorazowy malejący nieskończony, ułomek więc zwy-
czajny równy jemu co do wartości będzie granicą summy wyra-
zów tego postępu, np. 
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Aby więc ułomek peryodyczny prosty zamienić na ułomek 
zwyczajny, potrzeba wziąć peryód za licznik, za mianownik zaś 
liczbę z łożoną z tylu dziewiątek, ile jes t cyfer dziesiętnych w tym 
peryodzie . 

Podobnież z nauki postępów się okazuje , że dla zamiany ułomku 
peryodycznego mieszanego na ułomek zwyczajny, potrzeba wziąć 
za licznik różnicę między częścią nieperyodyczną wziętą z peryo-
dem, a częścią samą nieperyodyczną, za mianownik zaś liczbę 
złożoną z tylu dziewiątek ile jest cyfer w peryodzie, z p r z y p i s a -
nemi tylu zerami, ile jest cyfer n ieperyodycznych. np. 
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R O Z D Z I A Ł VIII. 

O L o g a r y t m a c h . 

S7. Po równy wając wypadki odpowiednie w dwóch ro-
dzajach pos tępów, zna jdujemy że 

w postępie różnicowym, w postępie i lorazowym 

1 Wypadki te okazują , że co w postępie różnicowym otrzymu-
je się przez dodawanie , odciąganie, mnożenie i dzielenie, toż sa-
mo się oznacza w postępie i lorazowym za użyciem mnożenia, 
dzielenia, wynoszenia do po tęg i wyciągania pierwiastków. Działa-
nia więc t rudniejsze w postępie i lorazowym, odpowiada ją prost-
szym i łatwiejszym w postępie różnicowym. Uwagą tą zape-
wne kierowany Neper, sławny wynalazca logarytmów, pierwszy 
podał myśl uproszczenia rachunków arytmetycznych, zas tępując 
działania odbywane na wyrazach postępu i lorazowego, przez dzia-
łania inne na wyrazach postępu różnicowego. 

88. Logarytmy są to liczby postępu różnicowego, rozpoczyna-
jącego się od zera, a które porządkowo wzięte, odpowiadają in-
nym liczbom postępu ilorazow ego zaczynającego się od jedności. 
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I tak niech będą dwa postępy 

- H - 1 : 2 : 4 : 8 : 1 6 : 3 2 : 0 1 : 1 2 3 : 2 5 6 : 5 1 2 : 1024 : 2018 : 4090 
- + 0 . 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 10 . 11 . 12... 

Każdy wyraz postępu różnicowego, jest logarytmem odpo-
wiedniego mu co do miejsca wyrazu w postępie ilorazowym. I tak 
0 jest logarytmem 1; 1 jest logarytmem 2; 2 logarytmem 4 i t. d. 
czyli w ogóle, postęp ilorazowy przedstawia szereg liczb, różni-
cowy zaś szereg logarylmów im odpowiednich. 

Przy pomocy tych logarytmów, rachunek na liczbach postęp 
ilorazowy składających, znacznie uproszczonym się staje, gdyż 
1°. Mnożenie zamienia się na dodawanie . 2°. Dzielenie na odcią-
ganie. 3°. Wynoszenie do potęg na mnożenie. 4°. Wyciąganie 
pierwiastków na dzielenie. 

Cztery te główne własności logarytmów okażemy tu naprzód 
praktycznie na dwóch poprzednich postępach, a dopiero po bliż-
szem poznaniu nauki logarytmów, objaśniemy szczegółowo każ-
dą z nich, z przydaniem właściwych zastosowań. 

89. Dajmy naprzód że chcemy rozmnożyć przez siebie dwie 
liczby postępu ilorazowego, 16 i 64. Szukamy liczb im odpowie-
dnich w postępie różnicowym, czyli ich logarylmów, lakierni są 
4 i 6, dodajemy le logarytmy, i uważamy, jakiej liczbie w postę-
pie ilorazowym summa ich 10 odpowiada, znajdujemy 1024; liczba 
ta jest żądanym iloczynem, jakoż 1 6 x 6 4 = 1 0 2 4 . 

Wynajdźmy jeszcze w podobnym sposobie iloczyn trzech 
liczb 8, 16 i 32. Bierzemy ich logarytmy 3, 4, 5; tych summa 12 
odpowiada liczbie 4096, która jest iloczynem żądanym, jakoż 
8 x 1 6 x 3 2 = 4 0 9 6 . 

Iloczyn przeto liczb wziętych z postępu ilorazowego i sum-
ma logarytmów im odpowiednich, wziętych z postępu różnicowe-
go, są wyrazami odpo\viadającemi sobie w obu postępach, czyli 
że w ogóle, logarytmem iloczynu z ilukolwieh czynników, jest 
summa logarytmów wszystkich tych czynników. 

l o g . ( 1 6 x 6 4 ) = log. 1 6 + l o g . 64 
l o g . ( S x l 6 x 3 2 ) = log. S-fc-log. 1 6 + l o g . 32 
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W ogóle zatem, aby rozmnożyć przez siebie jakie liczby, do-
syć jest dodać logarytmy im odpowiednie , i wyszukać j ak ie j licz-
bie w postępie i lorazowym summa odpowiada . Liczba znalezio-
na będzie iloczynem szukanym. 

.2°. Aby podzielić 512 przez 8, szukamy logarytmów im 
odpowiednich, temi są 9 i 3; bierzemy ich różnicę 6, a liczba 64 
w postępie i lorazowym tej różnicy odpowiednia , jest ilorazem 

* 512 
szukanym, j akoż —- = 64. 

Iloraz przeto wypadły z podzielenia dwóch liczb i różnica lo-
garytmów im odpowiednich , są wyrazami odpowiada jącemi so-
bie w obu postępach, czyli że logarytmem ilorazu dwóch liczb, 
jest różnica ich logarytmów. 

512 
l°g- ~ — log:512—log.S 

Aby więc podzielić przez siebie dwie* liczby, potrzeba wziąć 
różnicę ich logarytmów i wyszukać w postępie ilorazowym li-
czby odpowiednie j tej różnicy, a która będzie ilorazem żądanym. 

3°. Dla otrzymania kwadratu z liczby 8, mnożymy logarytm 
je j odpowiedni 3 przez 2, czyli przez wykładnik kwadratu , a ilo-
czyn 6 odpowie w postępie i lorazowym liczbie, będącćj kwadra-
tem szukanym; tą liczbą jest 6 4 = 8 2 . 
> Podobnież jeżeli liczbę 8 do sześcianu podnieść zamierzamy, 
mnożymy logarytm j e j odpowiedni przez wykładnik sześcianu, 
czyli przez 3. Iloczyn 9 odpowiada w postępie i lorazowym licz-
bie 5 1 2 = 8 3 . 

W ogóle przeto wypadek z podniesienia do potęgi jakiej li-
czby i iloczyn z logarytmu odpowiedniego tej liczbie przez wy-
kładnik potęgi, są wyrazami odpowiada jącemi sobie w obu po-
stępach, czyli że logarytmem potęgi z jakiej liczby jest iloczyn 
z logarytmu tej liczby przez wykładnik potęgi. 

łog. 8 2 = 2 log. 8 
log. S 3 = 3 log. 8 

Aby więc podnieść j aką liczbę do pewnej potęgi, potrzeba 
rozmnożyć logarytm lej liczby przez wykładnik polęgi i wyszu-
kać jakie j l ic /bie w postępie i lorazowym iloczyn odpowiada. 
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4°. Chcąc z liczby 256 wyciągnąć pierwiastek kwadra towy, 
dzielimy je j logarytm 8 przez 2, czyli przez wykładnik pierwia-
s tku, iloraz 4 odpowie w postępie i lorazowym liczbie 16, będące j 
pierwiastkiem żądanym; jakoż [ / 2 5 6 = 1 6 . 

Podobnież aby znaleźć pierwiastek sześcienny z liczby 512 , 
dzielimy j e j logarytm 9 przez wykładnik pierwiastku, czyli przez 
3; iloraz 3 odpowiada w postępie i lorazowym liczbie S, będącćj 
pierwiastkiem szukanym. 

W ogóle przeto wypadek z wyciągnięcia pierwiastku jakiej-
kolwiek potęgi z jakiej liczby, i iloraz wypadły z podzielenia lo-
garytmu tej liczby przez wykładnik potęgi, są wyrazami odpo-
wiedniemi sobie w obu postępach, czyli że logarylmem pierwia-
stku jakiejkolwiek potęgi z jakiej liczby, jest iloraz z logarytmu 
tej liczby przez wykładnik pierwiastku. 

log. 256 
log j / 2 , ) 6 = 

3 y l o g . 5 1 2 
log. J / 5 1 2 = 3 

Aby przeto wyciągnąć pierwiastek jakiejkolwiek potęgi z ja-
kiej liczby, potrzeba podzielić logarytm tej liczby przez wy-
kładnik pierwiastku, i wyszukać w postępie ilorazowym liczby 
ilorazowi odpowiednie j , a która będzie pierwiastkiem żądanym. 

Własności te logarytmów do wszystkich liczb zastosowane 
być mogą. Później bowiem przekonamy się, że wszystkie licz-
by większe od jedności , uważać można jako składające j eden 
postęp i lorazowy, zaczynający się od jedności , i że logarytmy im 
odpowiednie wyszukane, złożą jeden postęp różnicowy zaczyna-
jący się od zera. 

90. Nie tylko dwa poprzednie postępy, ale wszelkie inne do 
układu logarytmów a zatem i do korzystnych rachunków logary-
tmowych posłużyć mogą, z tym jednak zawsze warunkiem, aby 
postęp i lorazowy rozpoczynał się od jednośc i i miał tej j ednośc i 
odpowiedni wyraz zero w postępie różnicowym. I tak np. powyź-
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sze uproszczenie działań arytmetycznych okazać również mo-
żna, przy pomocy dwóch postępów 

4 4 1 i 3 : 9 : 27 : SI : 243 : 729 : 2187 : 6561 : . . . 
4 - 0 . 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 

albo 4 1 ; 2 : 4 ; S : 16 ; 32 ; 64 : 12S : 2 5 6 : 
4 - 0 . 3 . 6 . 9 . 12 . 15 . 18 . 21 . 24 

albo 4 4 1 ; 3 : 9 : 27 : 81 ; 243 : 729 : 2187 : 6561 
4 - 0 . 3 . 6 . 9 . .18 . 15 . 18 . 21 . 24 . . . . 

Liczba nawet układów logarylmowych, równie j ak i samych 
pos tępów, które im da ją początek , może być nieograniczona; 
s tosownie j ednak do tego, jakie dwa postępy użyte zostały do 
każdego układu, jedna i taż sama liczba różne łogarytmy mieć 
może, oprócz jedności , która w każdym układzie ma sobie odpo-
wiedni logarytm zero. 

91. Dla utworzenia logarytm ów zwyczajnych, powszechnie 
używanych, wzięto dwa następne postępy, z których i lorazowy 
jest z wykładnikiem 10, różnicowy zaś składa się z szeregu liczb 
naturalnych. 

-H- 1 : 10 S 100 I 1000 S 10000 ; 100000 : 1000000: . . . 
4 - 0 . 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . . . 

W tym przeto układzie logarytmów, liczby postępu różnico-
wego 0, 1, 2, 3 . . . są logarytmami liczb odpowiednio wziętych 
w postępie i lorazowym 1, 10, 100, 1000, i t. d. 

Liczba postępu ilorazowego mająca sobie odpowiednią jedność 
w postępie różnicowym, czyli liczba której jedność jest logary-
tmem, zowie się zasadą logarytmów. S tąd liczba 10 będąca zasa-
dą zwyczajnego liczenia, jest zarazem zasadą układu logarytmów 
zwyczajnych, zwanych często logarytmami liriggsa, od nazwiska 
tego , który pierwszy ich tablice ułożył. ~ 

92. Dwa powyższe postępy przedłużyć jeszcze można w l e -
wa s t ronę, poniżej ich pierwszych wyrazów, czyli poniżej 1 i 0. 
W tym celu co do postępu i lorazowcgo, dzielimy przez 10 lak 1, 
jak ilorazy następnie otrzymane, pamięta jąc , że gdy każdy wyraz 
postępu jes t równy poprzedniemu rozmnożonemu przez wykła- . 
dnik, równa się więc lem samem następnemu podzielonemu przez 

13 
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wykładnik. W postępie zaś różnicowym odciągamy 1, naprzód 
odO, następnie zaś od reszt, j edna po drugić j wynikających. Sko-
ro bowiem każdy wyraz tego postępu, równa się poprzedniemu 
zwiększonemu wykładnikiem, równa się więc tem samem nastę-
pnemu zmniejszonemu tymże wykładnikiem. S tąd wypadną dwa 
nowe postępy, z których pierwszy i lorazowy w t rojakim sposo-
bie wyrażonym być może : 

: _ L . J - ; 1 : 1 0 : 1 0 0 : 1 0 0 0 . . . . . . . * • 1000 100 10 

albo -H- —, - A : — • 1 : 10 = 102 : 103 . . . 
* * 10ł 102 10 

alhp wreszcie w kształcie, w jakim zwykle przy logarytmach się 
przedstawia (4 ) . 

•H- 1 0 - 3 ; 1 0 - 2 : 1 0 - 1 : 10° : 10 ' : 102 : 103 

Pos tęp zaś różnicowy będzie: 
3 . __ 2 . — 1 . 0 . 1 . 2 . 3 

93 . Z uwagi na te dwa postępy wynika. 
a . Że wykładn ik postępu różnicowego jest logarytmem wy-

kładnika pos tępu i lorazowego, to jest : że 1 = log. 10. 
b. Ze wyrazy pos tępu różnicowego, czyli logarytmy, są wy-

kładnikami po tęg w wyrazach im odpowiednich pcs ' ępu ilora-
zowego, a k tóre przeds tawia ją liczby, co do swej wartości w róż-
nych potęgach 10 oznaczone. S tąd zarazem wypływa, że loga~ 
rytmem jakiejkolwiek liczby, jest Wykładnik potęgi, do której licz-
bę 10, czyli liczbę obraną za zasadę podnieść potrzeba, aby 
otrzymać liczbę odpowiadającą temuż logarytmowi. I tak 
log. 100 = 2 , gdyż 1 0 2 = 100; log. 1000 = 3 , gdyż 1 0 3 = 1 0 0 0 
log. 10000 = 4, gdyż 1 0 4 = 1 0 0 00 i t. d . 

log. 1 0 = 1, gdyż I 0 i = 10; log. 1 = 0, gdyż 1 0 ° = 1 

log. 0, 1 = — 1, gdyż 10 1 = log. V,0; = 0 ,1 

log. 0,0-1 = - 2, gdyż 1 0 - 2 = yI00 = 0 ,01 
log. 0 ,001 = — 3 , gdyż 1 0 ~ 3 = V,ooo = 0 ,001 

c. Że wyrazy zarówno oddalone od jedności , w części male-
j ą c e j i rosnące j postępu i lorazowego, mają też same logarytmy, 
wzięte tylko w części male jące j ze znakiem przeciwnym; i tak 
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log. ł/,o, albo log .10 ł = — 1, gdyż log. 1 0 = 1 . 

log. Vioo, albo log. lO 5 — — 2, gdyż log. 1 0 0 = 2 i t. d. 

Logarytmy przeto odpowiednie liczbom większym od j edno-
ści są dodatnie, a odpowiednie liczbom mniejszym od jedności , 
czyli u łomkom, są odjemne. S tąd zarazem wypływa, ze liczby od-
jemne nie mająlogarytmów. Jeśliby bowiem miały, ten musiałby 
być albo dodatni , albo od jemny; tym czasem te logarytmy odpo-
wiada ją zawsze liczbom dodatn im. 

d. Że przypuszczając , iż dwa postępy rozc iąga ją się nieskoń-
czenie w częściach ich rosnących, wypadn ie że logarytm ilości 
nieskończenie wielkiej, czyli większćj od wszelkiej ilości nazna-
czyć się da jącć j , jest sam nieskończenie wielkim, to jes t że 
log. 00 = QO . 

e. Że przypuszczając , iż dwa postępy rozc iąga ją się nieskoń-
czenie w swych częściach malejących, Jo j e s t że pos tęp i lorazo-
wy zbliża się ciągle do zera, różnicowy zaś do ilości od j emne j 
n ieskończonej , wówczas wypada , że logarytmem zera jes t ilość 
nieskończona od j emna , czyli log. 0 = — oo . 

94 . Gdy w układzie logary tmów zwyczajnych mającym li-
czbę 10 za zasadę, logarytmy liczb 1, 10, 1 0 0 , 1 0 0 0 , 1 0 0 0 0 i t. d . 
są odpowiednio wzięte . . . 0, 1, 2 , 3, 4, i t. d . 
przeto logarytmy liczb objętych pomiędzy 

1 a 10 p rzypada ją pomiędzy 0 a 1 
10 a 100 „ i „ 1 a 2 

100 a 1000 „ „ 2 a 3 
1000 a 10000 „ „ 3 a 4 i t. d . 

S tąd 1°. Liczby tylko złożono z jednośc i i z zer, ma ją licz-
by ca łkowi te za ich logarytmy. 

2°. Logary tmy wszystkich innych liczb sk łada ją się z czę-
ści całkowitćj zwanćj cechą, i z części u łomkowej , wyrażonej 
w ułomku dziesiętnym. I t a k liczby zawarte pomiędzy lOOa 1000 
ma ją za logarytm 2 więcćj ułomkiem dziesiętnym. 

3°. Cecha logarytmu jalńej liczby ma zawsze tyle jedności 
mniej jedną, ile jest cyfer w części całkowitej tej liczby. I tak loga-
rytmy liczb całkowitych jednocyf rowych ma ją za cechę 0 , czyli 
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że są w u ł o m k a dziesiętnym wyrażone ; logary łmy liczb dwucy -
f r o w y c h m a j ą za cechę 1; t r zycyf rowych mają .za cechę 2 i t . d . 
Dla t ego też liczba np 3234 ,67 , j a k o o b e j m u j ą c a 4 cyfry w części 
s w e j całkowitej, ma logarytm k tó rego cechą jes t 3. 

Odwro tn i e . Liczba danemu logarytmowi odpowiednia ma 
zawsze tyle cyfer więcej jedną, w części swej cał/rowitej, ile je-
dności obejmuje cecha jej logaryfmu. I tak logarytm 3 , 3 7 4 5 4 2 
o d p o w i a d a liczbie m a j ą c e j 4 cyfer w części swe j całko wi tć j , lo-
gary tm ten b o w i e m , j e s t zawar ty pomiędzy 3 i 4. k tóre są logaryt-
mami 1000 i 10000; podobnież logary tm 0 , 4 7 7 2 5 6 ma liczbę s o -
bie o d p o w i e d n i ą z łożoną z j e d n e j cyfry w części s w e j ca łkowi-
te j i t. d . 

P o d ł u g tego także wnieść po t rzeba , że cecha zawsze się ró-
wna wykładn ikowi potęgi z 10, k t ó r a oznacza wa r to ść mie j sco-
w ą cyfry na jwyższego p o r z ą d k u ob ję te j w danć j liczbie. 1 tak 

log. 2 3 4 5 ma cechę 3, gdyż w a r t o ś ć mie j scowa 2 jes t 10® 
log. 234 ,5 „ 2 , „ „ „ 10* 
log . 2 3 , 4 5 „ 1, „ „ „ 10 ' 
log . 2 , 3 1 5 „ 0, „ „ ' „ 10°. 

4°. W układzie nad to loga ry tmów zwycza jnych , znając lo-
garytm jakiej liczby, można otrzymać łatwo logarytm liczby 10 
100, 1000 . . . razy większej, dodając I , 2 , 3 . . . . jedności do 
jego cechy. 

Jakoż oznacza jąc w ogóle przez n liczbę daną , będz ie 
log. ( « X 10) = łog. n -f- log. 10 = log n -f- 1 
log. ( « X 100) = log. n - f log 100 = log. n - f 2 i t . d . 

O d w r o t n i e : Zlogarytmu liczby danej, otrzymuje się logarytm 
liczby 10, 100, 1000 . . . razy mniejszej, odejmując 1, 2, 3 . . . 
jedności od cechy. np. 

71 
log. — = log. 7i—log. 10 = log . n—I 

71 
log. -— = los;, n—los. 100 = log. 71— 2 i t. d. 

° 100 a o o 
Stąd wynika, że logarytmy np. l iczb 5 6 4 3 , 5 6 4 , 3 , 5 6 , 4 3 i 5 , 6 4 3 
m a j ą j e d n a k o w ą część dziesiętną i różnią się tylko cechą , k tó ra 
w p ie rwszym razie j es t 3 , w drug im 2, w 3cim 1, w 4tym 0* 
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W ogóle zatem, 1 o gary im liczby całkowitej z ułomkiem dziesiętny ai 
połączonej, jest oprócz cechy, lenie sam co logarytm liczby całko-
witej wziętej bez wzgłędu na przecinek. 

95. Użytek logarytmów byłby bardzo mały, gdyby się tylko 
ograniczał na logarytmacli liczb I , JO, 100, 1000 i t d. potrzeba 
j e również znaleźć dla liczb mieszczących się pomiędzy 1 i 1 0 , 1 0 
i 100, 100 i 1000 i t . d. czyli poznać sposoby, jakiemi tablice loga-
fylmowe, p o d a j ą c e ló£4rylmy wszystkich liczb całkowitych' utwo-
rzone zostały. Sposoby arytmetyczne mniej wprawdzie prakty-
czne, ale wskazu jące przynajmniej możność obliczenia podobnych 
logarytmow są następne. 

96. Przypuśćmy żeśmy wprowadzi l i pomiędzy liczby 1 i 
10, 10 i 100, 100 i 1000 . . . jednakową liczbę średnich geome-
trycznie proporcyonalnych, tak j e d n a k wielką, aby liczby całko-
wite pośrednie 2, 3, 4 . . . 9; 11, 12, 13 . . . 99; 101, 102 . . . 
199, były obję te pomiędzy temi ś redniemi ,a lbo różniły się od nie-
których z nich o ilość tak małą, iżby też liczby można było wziąć 
w miejsce samych średnich, najwięcej do nich zbliżonych. 

Przypuśćmy także, żeśmy zarazem wprowadzi l i pomiędzy 0 i 1, 
1 i 2, 2 i 3 . . . . j e d n a k o w ą jak poprzednia liczbę średnich ary t -
metycznie proporcyonalnych . Wyrazy nowego postępu różnico-
wego odpowiadać będą wyrazom nowego postępu i lorazowego, 
będą zatem ich logarytmami. 

Dajmy teraz, że z liczby ogromne j wyrazów tak powsta łych 
w obudwóch postępach, pozostawiamy tylko w postępie ilorazo-
wym liczby całkowite 1, 2, 3, 4, 5 . . . . w różnicowym, zaś licz-
by im odpowiednie . Te dwa gatunki liczb można będzie złożyć 
w dwie kolumny, z których w jedne j znajdzie się szereg wszystkich 
liczb całkowitych następnych,w drugiej zaś odpowiednio szereg ich 
logarytmów. Pierwsze razem wzięte nie utworzą wprawdzie po-
stępu i lorazowego, ale zawsze za jego wyrazy uważane być mo-
gą. Drugie, czyli logarytmy podobnież nie złożą całego postępu 
różnicowego, ale j ako j ego wyrazy odpowiadać będą porządko-
wo wzięte, liczbom pięrwszćj kolumny. 

Na zasadzie podobnego rozumowania , po jmujemy tylko mo-
żność istnienia tablic logarytmowych, obrachowanie ich jednak 
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w tym sposobie nie da się uskutecznić. Wprowadzen ie bowiem 
znacznćj liczby średnich geometrycznie p roporcyona lnych jes t 
nie podobne , j ako zależące na poprzednim wyszukaniu wykładni- . 

m+i 
I / 1 

ka p o d ł u g wzoru q = \ / — . Przy wprowadzen iu dwóch śre-
: . • a • • : . 'I 

dnich tylko pomiędzy dwa wyrazy postępu, np. pomiędzy 1 i 10, 
pot rzebaby już z wielkim s topniem przybliżenia wyciągnąć pier-
wiastek sześcienny z 10, a cóż dopiero gdy idzie o w p r o w a d z e -
nie lOuO i więcej podobnych średnich, jak to właśnie miejsce 
mieć musi , gdy liczby znalezione do liczb całkowitych w na j -
mniejszych swych cząstkach zbliżone być mają . 

97 . Rachunek prosty arytmetyczny wskazany przez same-
go Nepera, dozwala znaleźć po szczególe każdy Iogarytm żądany 
przez nas tępne wyciągania, już nie pierwiastku wyższej potęgi , 
j ak w poprzednim razie, lecz tylko pierwiastku k w a d r a t o w e g o . 

Da jmy np że chcemy znaleźć Iogarytm liczby 3. 
Ponieważ liczba 3 jest obję tą pomiędzy 1 10, czyli pomiędzy 

dwoma pierwszemi wyrazami postępu i lorazowego, wprowadza -
my więc pomiędzy te liczby j edną średnią geometrycznie propor-
cyonalną oznaczoną przez x, s tąd p roporcya ciągła 

1: x — x : 10 
zatem x = J / l X 10 = J / 1 0 = 3 , 1 6 2 2 7 7 . 

Podobnież wprowadzamy j e d n ą średnią arytmetyczną ?/, po-
między dwa pierwsze wyrazy postępu różnicowego 0 i 1, a k tóre 
są logarytmami 1 i 10. S tąd p roporcya ciągła 

0 . y = y . 1 
0 + 1 1 

zatem y = — — = y = 0 ,500000 

Średnia arytmetyczna tak wypadła jes t logarytmem średnie j 
geometrycznój , czyli że log. 3 ,162277 = 0 ,500000. 

Uważa jąc teraz że liczba 3, k tórć j chcemy znaleźć Iogarytm, 
j es t objęta pomiędzy 1 i 3 ,162277, szukamy n o w e j średniej geo-
metrycznój a?', pomiędzy temi dwiema liczbami, i n o w e j ś rednie j 
a ry tmetycznej y p o m i ę d z y 0, i 05 : s tąd 
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0 5 
x' = | / 3 , 1 6 2 2 7 7 . . = 1,778279; = = 0 ,25 

md 

przeto log. 1 ,778279 ±= 0 ,250000. 

Uważa jąc znowu liczbę 3 j ako obję tą pomiędzy 1 ,778279 i 
3 ,162277 , których już są znane logarytmy, szukamy jak wprzód 
średnie j geometrycznś j pomiędzy temi liczbami, równie jak loga-
rytmu tej ś rednie j pomiędzy odpowiedniemi im logarytmami 0 , 5 
i 0 ,25, będzie przeto 

j / ( 3 , 1 6 2 2 7 7 X 1,778279) = 2 , 3 7 1 3 7 j ako liczba, 
0 , 5 4 0 ,25 

^ = 0 ,375 j ako j e j logarytm. 

Ł a t w o po jmujemy, źe c iągnąc tak dalej wprowadzanie średniej 
geometrycznej , przyjdziemy wreszcie do liczby zupełnie równej 
3, przynajmnie j w granicach jakieśmy naprzód zakreślili, różnią-
cej się np. w 6 t e j cyfrze dziesiętnej. W tym celu 21 średnich wy-
szukać byśmy musieli, nimbyśmy przyszli do liczby 2 ,999999 róż-
niącej się tylko od 3 , o 0 ,000001, ak to ra zatem bez błędu prawie , 
za 3 wziętą być może . Średnia arytmetyczna wypadła 0 ,477121 
jako j e j odpowiednia , będzie logarytmem 3. 

W podobnym sjfosobie, dla oznaczenia logarytmów liczb obję-
tych pomiędzy 1, i 10, dosyć jest znaleźć logarytmy trzech liczb 
pierwszych 2, 3 i 7, a z tych inne się utworzą, mocą własności loga-
rytmów, dotąd jeszcze więcej praktycznie tylko wykazanych( 89) 

I lak log. 4 = l o g . 2 * = 2 log. 2 
log. 5 = l o g . = l o g . 10—log. 2. 
log. 6 = l o g . ( 2 X 3 ) = log. 2-I- log. 3. 
log. 8 = l o g . ( 2 x 4 ) = log. 2 + l o g . 4. 
log. 9 = l o g . 3 2 = 2 log. 3. !'[ 

Z logarytmów 10 liczb pierwszych już znalezionych, łatwo po-
dobnież się wyprowadzą , logarytmy liczb objętych pomiędzy 10 i 
100, 100 i 1000 i t: d. Zawsze jednak osobno szukać potrzeba 
logarytmów liczb pierwszych I I , 13 ,17 , 19 i t. d. jak wprzód lo-
gary tmów liczb 2, 3 i 7. Robota bardzo długa i pracowita, a je -
dnak przy j e j pomocy pierwsze tablice logarylmowe obrat howa-
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ne zostały. Później dopiero przez wyższy rachunek odkryto spo-
soby prędsze i dogodniejsze. 

98. Tablice logarylmowe z przyczyny mnós twa liczb nie 
mogą obe jmować logarytmów im wszystkich odpowiednich . Ta-
blice mniejsze poda ją zwykle logarytmy liczb całkowitych od l 
do 10000; większe od 1 do 10001)0 lub nieco wyżej. Wszystkie 
nadto rozróżniają się s tosownie do liczby cyfer, j aką w częściach 
dziesiętnych tychże logarytmów poda ją . W układzie bowiem lo-
gary tmów zwyczajnych, liczba 10 za zasadę wzięta, i j e j potęgi 
całkowite, ma ją tylko logarytmy całkowite: logarytmy zaś wszel-
kich innych liczb, j ako pośrednich pomiędzy temi potęgami z 10, 
są liczbami niewspółmiernemi, zbliżoncmi w ułomku dziesiętnym, 
i tern bardziej dokladnemi, im ten ułomek w większej liczbie cy-
fer jest wyrażony. Stąd tablice m»gą ich o b e j m o w a ć 5, 6, 7, 8 , 
a nawet 10; w praktycznem jednak użyciu sześc iocyfrowe są do-
stateczne; dla tego je tu załączamy, ogranicza jąc się na wyja-
śnieniu sposobu ich tylko użycia, gdyż ten bardzo łatwo do wszel-
kich innych tablic zastosowany być może. 

99. W tablicach tu załączonych z n a j d u j ą się logarytmy wszy-
stkich jiczb całkowitych od 1 do 10000. Na pierwszej icli s tronie 
są logarytmy wraz z cechami liczb od 1 do 100;'na następnych zaś, 
w pierwszej kolumnie oznaczonej przez N, liczby od 101 do 999 
włącznie; w drugićj zaś obok s to jące j oznaczonej przez 0, części 
dziesiętne odpowiednich im logarytmów. Cechy bowiem jako za-
wsze obe jmujące tyle jedności , mniej j edną , ile jest cyfer w całko-
witej części liczby (94) , zwykle się opuszcza ją we wszystkich ta-
blicach; nigdy to nawet nie może być przyczyną błędu, gdyż sam 
widok liczby, k tóre j logarytmu wyszukujemy, daje poznać jego 
cechę. 1 tak logaryimy liczb od 1 do 9 włącznie, mają 0 za cechę, 
logarytmy liczb od 10 do 99, ma ją 1 za cechę; podobnież liczby 
od 100 do 999 mają w swym logarytmie za cechę 2; od 1000 do 
9999 za cechę 3 i t. d. Mając przeto daną liczbę, poznajemy na-
tychmiast j aką jest cecha je j logarytmu, i szukamy tylko w tabli-
cach części dziesiętnej tegoż logarytmu, k tóra cechę, czyli część 
jego całkowitą uzupełnia. 

11 
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Gdy każdy logarytm ma dwie pierwsze cyfry dziesiętne wspól-
ne z wielu innemi, z tej przyczyny raz j e tylko zamieszczają przy 
na jp ie rwszym, od k tó r ego ta wspó lność się zaczyna. I tak dwie 
p ie rwsze cyfry 07 , części dziesiętnćj log. 118, n iepowtarza ją się 
przy log. 119 i log. 120, dla których są wspólne; podobnież dwie 
p ie rwsze cyfry OS, służą nie tylko dla log. 121, ale i dla dwóch 
następnych i t. d. S k o r o więc przy wyszukiwaniu logarytmu j a -
kiej liczby, w kolumnie 0 znajdziemy 4 tylko cyfry na część je-
go dziesiętną, te cyfry za ostatnie weźmiemy; za dwie pierwsze zaś 
t e ,k tóre obokna jb l i żć j nad miejscem próżnem są położone. I t a k 
log. 2S4 sk ładać będą nie tylko 4 cyfry 3318, w kolumnie 0 obok 
powyższć j liczby zna jdu jące się, ale i dwie pierwsze 45, nad miej-
scem próżnem s to jące , do których jeszcze cechę dołączyć potrze-
ba . S t ąd log. 2 8 4 = 2 , 4 5 3 3 1 8 . 

100. Przy pierwszym rzucie oka na tablice tu podane zda-
wałoby się, iż się kończą na logarytmie liczby 999; za pomocą je-
dnak kolumn oznaczonych przez 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, S, 9, rozcią-
ga j ą się istotnie do 10000. 1 tak liczby, k tóre są 10 razy większe 
od liczb 3cyfrowych objętych w tablicach, ma ją tęż samą część 
dziesiętną ich logarytmów. Kolumna przeto oznaczona przez 0, 
da je oprócz logarytmów liczb t rzycyfrowych, logarytmy liczb 10 
razy większych, j ak 1000, 1010, 1020, 1030, i t . d. aż do liczby 
10000, k tórć j logarytm składa się z samej tylko części całkowi-
tej 4 , czyli z cechy. 

Aby oznaczyć logarytmy liczb pośrednich czterocyfrowych 
jak 1001, 1002, 1003 i t. d. , 1 0 1 1 , 1 0 1 2 , 1 0 1 3 i t. d. , 1021 ,1022 , 
1023 i t . d^ pot rzeba użyć pomocy kolumn 1, 2, 3 . . . 9 . Kolu-
mna 1 służyć będzie do znalezienia logarytmów liczb 4-cyfrowych 
kończących się na 1. Kolumna 2 obe jmuje logarytmy odpowie-
dnie liczbom kończącym się na 2 i t. d. 

Chcącprze to mieć logarytm jakiej liczby 4 - c y f r o w e j , n p . 2827 
wyszukujemy naprzód w kolumnie N, liczby obe jmujące j 3 
pierwsze j e j cyfry, czwar te j zaś 7 wyżej , w pierwszym rzędzie 
poziomym. Potem posuwa jąc się zarazem tak w kolumnie pio-
nowej , gdzie stoi cyfra 7, j a la i w rzędzie poziomym, gdzie 3p ie r -

11 
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wsze cyfry 282 są zamieszczone, w m i e j s c u gdzie kolumna z rzę-
dem się przecina ją, znajdziemy 1326 na cztery ostatnio cyfry czę-
ści dziesiętnej logarytmu; dwie zaś pierwsze, j ako wspólne lo-
gary tmowi liczby złożonej z 3 pierwszych cyfer 282, obok tej 
liczby w kolumnie 0 są położone; s tąd log. 2 8 2 7 = 3 , 4 5 1 3 2 6 . 

Podobnież gdy idzie o log. 2847, wyszukujemy naprzód licz-
by 2S4, posuwamy potem palcem po rzędzie poziomym tę liczbę 
obe jmującym, dopóki nie natrafimy kolumny p ionowej oznaczo -
ne j przez 7, gdzie zna jdą się 4 ostatnie cyfry odpowiedn iego lo-
garytmu, to jest 4387: dwie zaś pierwsze 45 są w kolumnie 0 , j u ż 
nie obok liczby 284,a le nieco wyżćj z lewej s trony nad miejscem 
próżnem: s tąd log. 2 S 4 7 = = 3 , 4 5 4 3 8 1 

Jeżeli zamiast czterech ostatnich cyfer , znajdziemy trzy lub 
dwie tylko poprzedzone j edną lub dwiema grubszemi kropkami , 
wówczas za dwie pierwsze cyfry części dziesiętnej logarytmu, bio-
rą się cyfry, już nie wyżej nad miejscem próżnem s tojące , ale ni-
żej, i w miejscu każdej z k ropek pisze się 0. I tak znalazłszy, że 
log. 2 6 9 1 = 3 , 4 2 0 0 1 4 , przy log. 2692 spost rzegamy, że47««osta-
tniemi jego cyframi są • • 75, co wskazu je , iż za pierwsze dwie 
cyfry nie 42, ale 43 wziąść pot rzeba , za dwie kropki zaś dwa zera; 
przeto log. 2692 = 3 ,430075. Dla te jże przyczyny log. 2 6 9 3 = 
3 ,430236, gdyż ostatniemi j ego cyframi są • 236. Podobnież co 
do logarytmów liczb 2694, 2695 , 269,6 i 2697. Dwa zaś następne 
po nich logarytmy, chociaż mają 4 ostatnie cyfry zupełnie poda-
ne , ale jako wte j że kolumnie poz iomej , po poprzednich następu-
jące , co do dwóch pierwszych cyfer ulegną podobnejże zmianie: 
i tak log. 2 6 9 8 = 3 , 4 3 1 0 4 2 ; log. 2 6 9 9 = 3 , 4 3 1 2 0 3 . 

W innych tablicach, zwykle wszystkie cyfry zupełnie poda ją , 
gwiazdką tylko poprzedza ją te, k tóre się odnoszą do dwóch niż-
szych wspólnych cyfer. 

101. Mając tak wskazany sposób użycia tablic logarytmo-
wych, co do \$j$zukania logarytmu odpowiedniego liczbie obję-
te j w tablica ca ; potrzeba jeszcze prze j ść odwro tny przypadek, 
gdy idzie o wynalezienie liczby danemu logarylmowi odpowie-

I 
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dniej, skoro bez względu na jego cechę, część dziesiętna znajdu-
je się w tablicach. 

Wiadomo już (94 ) , że częśó dziesiętna logarytmu wpływa je-
dynie na różność cyfer objętych w liczbie jemu odpowiednie j , ce-
cha zaś tylko na ich wartość porządkową: stąd przy rozwiązy-
waniu podobnych zadań, szukamy tylko jakić j liczbie w tablicach 
część dziesiętna logarytmu odpowiada , i dopiero po znalezieniu 
te j liczby, oznaczamy war tość porządkową cyfer j ą sk ładających, 
przez wzgląd na cechę. Trzy następne przykłady naj lepiej to wy-
jaśnią. 

1°. Zna jdźmy np. liczbę odpowiednią logarytmowi 2 ,195900. 
Szukamy naprzód w kolumnie 0, dwóch pierwszych cyfer części 
dziesiętnćj logarytmu, czyli 19, pomiędzy cyframi odosobnione-
mi, to jes t próżne miejsce za jmującemi . Po ich znalezieniu, uwa-
żamy, czy w tejże kolumnie nie napotkamy 4 następnych cyfer; 
gdy ten przypadek tu właśnie zachodzi , liczbę więc obok s to jącą 
157 w kolumnie liczb, uważamy za liczbę żądaną. War tość tylko 
porządkową cyfer składających tę liczbę, z podanć j cechy ozna-
czyć potrzeba; która będąc 2, wskazuje że 3 cyfry są w części 
całkowitć j liczby, że zatem liczba 157 jes t odpowiednią logaryt-
mowi danemu. Gdyby cecha była 3, licżbę znalezioną 10 razy 
zwiększyćby należało, byłaby zatem 1570: podobnież wypadłaby 
15700, gdyby cecha była 4 i t. d . Dla tejże przyczyny liczba żą-
dana stałaby się 15, 7, lub 1,57, gdyby cecha była 1, lub 0. 

2°. Dajmyteraz , że logarytm dany jes t 1 ,757548. Po znalezieniu 
dwóch pierwszych dziesiętnych cyfer 75, odosobnionych w kolu-
mnie 0, dla wyszukania 4 ostatnich 7548, przebiegamy wszystkio 
kolumny cyfer logarytmowych,do których poprzednie j ako wspól-
ne się odnoszą . Znajdziemy je w kolumnie przez 2 oznaczonćj . 
S tąd cyfry 572 obok 7548 na linii poziomćj w kolumnie liczb 
s to jące , są t rzema pierwszemi cyframi liczby, danemu logarytmo-
wi odpowiednie j , 2 zaś ostatnią j e j cyfrą; ca^ feKie to liczbą jes t 
5722 . Że zaś cecha 1 wskazuje , że ta l i c z t ^ ^ B 2 tylko cyfry 
w części s w e j całkowitćj , s tąd liczbą s z u k a n ą ^ K 57,22. 

3U. Dajmy wreszcie że mamy wyszukać liczbę odpowiednią 

% 

http://rcin.org.pl



108! 

logarytmowi 0 ,521007. Znalazłszy dwie pierwsze cyfry 52 , czę-
ści dziesiętnej logarytmu, po przebiegnięciu niżej wszystkicłr ko-
lumn śc iągających się do tych cyfer , w żadnej z nich 4 ostatnich 
cyfer 1007 nieznajdujemy, ale widzimy je w linii bezpośrednio 
wyżej s to jącć j . Gdy jednak te cyfry, j ako nas tępujące po cyfrach 
z kropkami zamieszczonych, już nie odnoszą się do dwóch wspó l -
nych cyfer 51 , wyżśj zamieszczonych, alo do dwóch niższych 52 , 
s tąd cyfry na j ednć j linii poziomej wko lumnie liczb z niemi s to j ą -
ce 331, z dopisaną ostatnią cyfrą 9 zamieszczoną nad 1007, d a j ą 
na liczbę szukaną 3319. Trzeba j e j tylko porządek oznaczyć przez 
wzgląd na cechę 0; s tąd będzie 0 , 5 2 1 0 0 7 = l o g . 3 ,319. 

102. Wszelkie tablice logary tmowe nie tylko służą do wy-
szukania logarytmów liczb w nich objętych, ale i wszystkich in-
nych, tak całkowitych jak u łomkowych . W tym celu jednak po-
t rzeba bliżej poznać własności logary tmów, dotąd praktycznie 
tylko na postępach wykazane, a k tórych już ważność przy pomo-
cy tablic na przykładach ocenioną być może. 

103. Własność pierwsza. Logarytm iloczynu zilukofwiek 
czynników równa się summie logarytmów wszystkich tych czyn-
ników. 

Niech będą dwa postępy 
i lorazowy r r 1 : fl : b : c d . . . . 
różn icowy - f - 0 . log a . log b . log. c. log d. 
Dajmy że w postępie i lorazowym obraliśmy dwie liczby a i b, k tó-
rych chcemy ot rzymać iloczyn. W tym celu przybieramy jeszcze 
t rzecią liczbę c, k tóraby o tyle ś r o d k ó w była oddaloną od b, o 
ile pierwszy wyraz postępu 1, od a. S tąd cztery te wyrazy u two-
rzą p roporcyą i lorazową: tyle razy bowiem 1 jest mniejszym od 
a, ile razy b od C; będzie przeto 

1 : a = b : c, s tąd c = ab. 
W p o s t ę p i ^ | u i i c o w y m , p o d o b n i e ż zachodzi proporcyą róż-

nicowa, p o m i ^ ^ B o g a r y t m a m i odpowiedniemi 4 p o p r z e d n i m 
wyrazom p o s t ę f ^ f o raz owego , zatem 

0. log a = log b. log c. 
% 
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Stad 0 + l o g . c = log. aĄ- log b. 
czyli log. c = log. fl + log. b. 

Wstawiając za c, wartość wyżej znalezioną, będzie 
log. ab=log. a -f- log. b. 

Jeżeli jest trzy lub więcćj czynników, wówczas 
log abc = log. ob-\- log. c 

= log. a + log. Z> -ł-log. c. 
W ogól e log. abcd.... = log. «4- log . Z > l o g . c + I o g . d-\-.... 

Przez użycie więc logarytmów, mnożenie zamienia się na do* 
dawanie. Iloczyn z wielu liczb danych otrzymuje się, dodając lo-
garytmy tych liczb i wyszukując w tablicach, jakiej liczbie odpo-
wiada otrzymana summa logarytmów. 

Zastosowanie. Rozmnożyć 34 przez 83 za pomocą logarytmów. 
log. ( 3 4 x S 3 ) = log. 3 4 4 l o g . 83. 

; log. 3 4 = 1 , 5 3 1 4 7 9 
log. 8 3 = 1 , 9 1 0 0 7 8 

log. iloczynu = 3 ,450557 

W tablicach znajdujemy, że ten logarytm będący summą lo-
garytmów dwóch danych czynników,jest odpowiedni liczbie 2822, 
s tąd liczba ta jes t iloczynem żądanym, jakoż 3 4 x S 3 = 2822. 

Przykład ten służy tylko do okazania praktycznie pierwszej 
własności logarytmów; mnożenie bowiem liczb całkowitych ła-
twiej zwyczajnym sposobem się dokonywa. 

104. Własność poprzednia logarytmów zamieniająca mno-
żenie na samo dodawanie, ma miejsce tylko przy pierwotnem za-
łożeniu, że w postępie ilorazowym pierwszym wyrazem jest je-
dność , w różnicowym zaś zero (88). Przypuszczając bowiem inne 
pierwsze wyrazy, wypadek inny się okaże. Dajmy np. że w postę-
pie ilorazowym pierwszym wyrazem jes t k, w postępie zaś ró-
żnicowym log. k: wówczas w pierwszym z tych j jos tępów będzie 

k : a = b : c, stąd kc = al 
ab 

zatem c = —r 

W postępie zaś różnicowym będzie 

yy 

^ch post 

# 
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log k . log a log b . log c 
s tąd log. / f + l o g . c=rIog. a - f log. b 
log. c = l o g . a 4 - log . b—log . k 

albo log. = ' o g . a - f - Iog. b—log . Ar 

Pod ług tego summa logarytmów dwóch liczb wziętych z postępu 
i lorazowego, zmniejszona pierwszym wyrazem pos tępu różnico, 
wego , równa s ię logarytmowi ilorazu wypadłego z podzielenia ilo-
czynu liczb danych, przez pierwszy wyraz postępu i lorazowego. 
W przypadku więc roztrząsanym, aby mieć iloczyn żądany, potrze-
ba 1° w z i ą ć s u m m ę log&rylmów. 2° Odc iągnąć od tej summy pier-
wszy wyraz postępu różnicowego i wyszukać jakiej liczbie w po-
stępie i lorazowym reszta odpowiada 3°. Liczbę znalezioną roz-
mnożyć przez pierwszy wyraz pos tępu i lorazowego. Zamiast je-
dnego przeto dodawania logarytmów, zas tępującego miejsce mno-
żenia liczb, mielibyśmy w tym przypadku dodawanie , odciąganie 
i mnożenie. Założenie zatem, na którem samo określenie loga-
ry tmów się opiera, jes t konieczne. 

105. Własność druga . Logarytm ilorazu równa się różni-
cy między logaryłmem dzielnej a logarytmem dzielnika 

Wiedząc bowiem, że dzielna może być uważaną za iloczyn 
z dzielnika przez iloraz, wypada że 

log. dzielnej = log. dzielnika - f log. ilorazu 
s tąd log. ilorazu — log. dzielnej — log. dzielnika. 

1 tak np chcąc znaleźć 

log. -y- , uczyńmy = ą, s tąd a—bq 
a 

zatem log. a—log. b-\- log. q 
przeto log. ^ = l o g : a — l o g . b 

czyli log. — = l o g . a — l o g . b. 
a 

http://rcin.org.pl



n i 

Zas tosowanie . Podzielić 2S22 przez 8 3 za pomocą logarylmów. 
2822 

log. — = log. 2 8 2 2 - l o g . 83. 

log. 2 8 2 2 = 3 ,450557 
log. S3 = 1 ,919078 

log. ilorazu = 1 ,531479 = log. 34. 

106. Daleko ważniejszem jest zas tosowanie logarytmów 
do mnożenia i dzielenia, gdy jest danych wiele czynników i dziel-
ników; ułatwia bowiem znacznie robotę , dozwala jąc j ą uskute-
cznić za jednym razem. 

Znajdźmy np. wypadek za p o m o c ą logarytmów 
4 4 X 2 8 X 1 4 4 X 8 1 9 _ 

4 8 X 8 4 X 3 9 6 " x 

log. 44 = 1 , 6 4 3 4 5 3 log. 48 = 1 , 6 8 1 2 4 1 
log. 28 = 1 , 4 4 7 1 5 8 log. 84 = 1 , 9 2 4 2 7 9 
log. 1 4 4 = 2 , 1 5 8 3 6 2 log. 3 9 6 = 2 , 5 9 7 6 9 5 

log. 8 1 9 = 2 , 9 1 3 2 8 4 log. dzielnika = 6 , 2 0 3 2 1 5 
log .dzielnej = 8 , 1 6 2 2 5 7 
log. dzielnika = 6 , 2 0 3 2 1 5 
log. ilorazu = X 9 5 9 0 4 2 = log. 91 . 

107. Zamiast dwóch dodawań i j ednego odciągania loga-
r y t m ó w , można o t rzymać tenże sam wypadek przez j edno tylko 
dodawanie , używając dopełnień arytmetycznych, w miejsce lo-
gary lmów, k tóre odciągać t rzeba. 

Dopełnieniem arytmetycznem jakiego logarytmu zowie się 
przewyika 10 jedności nad ten Iogarytm. Otrzymać tę przewyż-
kę jes t ba rdzo ła two, dosyć jest bowiem odc iągnąć każdą cyfrę 
danego logarytmu od 9, oprócz pierwszój cyfry znaczącej z pra-
w e j s t rony, k tó rą się odciąga od 10, mniej zważa jąc na zera, ja -
kie kończyć mogą Iogarytm. Pod ług tego w poprzednim przy-
kładzie liczby 48, 84 , i 396, których logarytmy są 

1,681241, 1 ,924279, 2 ,597695 
mają za dopełnienia arytmetyczne swych logarytmów 

8 ,318759 . 8 ,075721, 7 ,402305 
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a które wpros t już z widoku samych logarytmów, już nawet przy 
ich dyktowaniu wypisać można. 

Własnością dopełnień j e s t , ii z a m i e n i a j ą o d c i ą g a n i a na do-

d a w a n i a . I tak w poprzednim przykładzie , zamiast wyna jdywa-
nia osobno, summy logarytmów dodać się i od j ąć się mających , 
i odciągnięcia summy drugiej od pierwszćj , doda jemy do loga-
ry tmów dodać się mających, dopełnienia tych logarytmów, które 
o d j ą ć było potrzeba, jak nas tępuje . 

log. 44 = 1 ,643453 
log. 28 = 1 ,447158 
log. 1 4 4 = 2 ,158362 
log. S I 9 = 2 , 9 1 3 2 8 4 

dop . log. 48 = 8 ,318759 
dop. log. 84 = 8 ,075721 
dop . log. 3 9 6 = 7 ,402305 

3 M 5 9 0 4 2 
3 1 , 9 5 9 0 4 2 - 3 0 = 1 , 9 5 9 0 4 2 = I o g . 91 . 

czyli że wypadek zmniejszony o tyle dz ies ią tków, ile dopełnień 
się użyło, s ta je się podobnym jak w pierwszym razie. W miejsce 
bowiem odciągnięcia summy trzecli logarytmów, dodaliśmy ich 
dopełnienia, summa znaleziona przeto jes t większa od reszty 
szukanej , nie tylko o te logarytmy, które o d j ą ć było potrzeba, ale 
o ich dopełnienia, czyli o tyle dz ies ią tków, ile użyto dopełnień. 
Toż samo wreszcie naocznie się okaże, p rzeds tawia jąc działanie 
dokonane w następnym sposobie , 
log a?= log . 44 + l o g . 2 8 + l o g . 1 4 4 + l o g . 8 1 9 + 

+ (10—log . 48) + ( 1 0 — l o g . 8 4 ) + (10—log . 3 9 6 ) — 3 0 
albo co na j edno wychodzi 
log. x = log. 44 + log. 28 + log. 144 + log. 8 1 9 + 

+ dop . log. 4 8 + dop. log. 8 4 + d o p . log. 3 9 6 — 3 0 . 

108. Własność trzecia. Logarytm pewnej potęgi jakiej 
liczby równa się logarytm owi tejże liczby, rozmnożonemu przez 
wykładnik potęgi. 

Jeżeli bowiem potęga jakie j liczby jes t iloczynem tylu czyn-
ników równych tej liczbie, ile jes t jedności w wykładniku potęgi , 
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stąd logarytm potęgi jakiej liczby, równa się logarytmowi tejże 
liczby, rozmnożonemu przez wykładnik potęgi; czyli że 

log. avlz=m log. a 
Dajmy bowiem że m = 5, s tąd 

ab=a . a . a. a . a 
log. a 5 = l o g . <2-f-log. tf-flog. 0 + l o g . a + log a 

czyli log. as=5 log. a 
Podobnież log. aH=8 log. a, i t. d. 

Podnoszenie przeto do potęg przy pomocy logarytmów za* 
mienia się na mnożenie. 

Zastosowanie. Znaleźć Ylstą potęgę z liczby 2. 
log. 2 I 2 = 1 2 log. 2 = 1 2 x 0 , 3 0 1 0 3 0 = 3 , 6 1 2 3 6 0 0 
stąd 2 l f = 4 0 9 6 . 

Uwaga 1°. Logarytmy liczb są wykładnikami potęg, do któ-
rych podnieść potrzeba zasadę logarytmów, jako ilość niezmienną, 
aby te liczby otrzymać (93) . 

1 tak w układzie zwyczajnym logarytmów, którego zasadą 
jest 10, jeżeli logarytmem liczby a, jest xy wtedy będzie 1 0 x — a . 
Jakoż przypuszczając że tak jes t istotnie, dowieść musimy że 
w tym razie £C=log. a. 

Mamy bowiem 1 0 T = a , stąd £P log. 1 0 = l o g a 
_ log. a log. a 

x ~ i ^ I T o = — = , o g -
Uwaga 2a. Mając tablice logarytmowe ułożone na pewnej 

zasadzie a, można z nich otrzymać inne o nowej zasadzie b. 
1 tak niech c będzie liczbą, której szukamy logarytmu w ukła-

dzie tablic, mającym b za zasadę: wówczas podług pierwszćj 
uwagi bx=c, b iorąc z obu stron logarytmy w układzie nam zna-
nym, będzie x log. Z>=log. c 

log. c 1 
s t ą d * = l o g r b = h s ' C X \o%l> 

Skoro przeto jest znajomy logarytm jakiej liczby w jednym 
układzie, dzieląc ten logarytm przez logarytm nowej zasady 
w tymże samym układzie, albo mnożąc przez czynnik ułomkowy 
mający jedność za licznik, a za mianownik logarytm nowej zasa-

15 
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d y , o t r z y m a m y l o g a r y t m danej l i c z b y w u k ł a d z i e odpowiednim 

tej nowej zasadzie. Czynnik ten u ł o m k o w y ^ b , zawsze j e -

d n a k o w y , zowie s\ęzamiennikiem ( le modu le ) j e d n e g o układu na 

drug i . 

P o d ł u g t ego , c h c ą c logary tmy z w y c z a j n e zamienić na inne , 
w układzie np. k t ó r e g o b y liczba 3 nie zaś 10 była zasadą , po t rzebaby 

1 1 

każdy z nich rozmnożyć przez — - ^ y ^ - j - c z y l i podzie-

lić przez log . 3 = 0 , 4 7 7 1 2 1 . 

109. W ł a s n o ś ć czwar ta . Logarytm pierwiastku pewnej 
potęgi z jakiej liczby, równa się logarytmowi tejże liczby podzie-
lonemu przez wykładnik pierwiastku. 

Liczba b o w i e m z k t ó r ć j p ie rwias tek w y c i ą g n ą ć mamy, może 
b y ć u w a ż a n ą , za po t ęgę tegoż p i e rwias tku , k tó r e j w ie lkość , czyli 
s topień jes t wskazany przez wykładn ik p i e rwias tku . L o g a r y t m 
więc te j liczby równa się l oga ry tmowi p ierwias tku r o z m n o ż o n e -
mu przez wyk ładn ik : a s t ą d logary tm p ie rwias tku r ó w n a ć s i ę b ę -
dzie l oga ry tmowi liczby podz ie lonemu przez wyk ładn ik : czyli że 

m log. b l og V » = ~ m 
Jakoż czyniąc } / b = X 

i p o d n o s z ą c obie s t rony do p o t ę g i m , b ę d z i e b=xm 

s t ąd log. b—m log. x 
l og . b ™ 

zatem ^ = log. X = log . yb 

Przez użycie p rze to l o g a r y t m ó w wyciąganie p i e rwias tków za-

mienia się na dzielenie. 
Zastosowanie. Znaleźć przy p o m o c y l o g a r y t m ó w p ie rwias tek 

12tej potęgi z liczby 4096 . 
„ , log. 4 0 9 6 

log. ] / 4 0 9 6 = ~ j 2 

log . 4 0 9 6 = 3 , 6 1 2 3 6 0 
' l o g . 4 0 9 6 3 , 6 1 2 3 6 0 0 „ l A 0 n 
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Ze zaś logarytmowi 0 ,301030 odpowiada liczba 2, s tąd la 

liczba jest pierwiastkiem 12t*j potęgi z 4096 . 

110. Przy zastosowaniach własności logarytmów do roz-
wiązywania przykładów, widzieliśmy, iż zawsze to rozwiązanie 
zacząć potrzeba od wynajdywania loga ry tmów,odpowiada jących 
l iczbom podanym w przykładzie, kończyć zaś na wynalezieniu 
liczby odpowiedn ić j logarytmowi otrzymanemu na ostatni wypa-
dek rachunku. Stąd wypływa konieczność poznania we wszy-
stkich przypadkach , sposobów rozwiązania dwóch zadań nastę-
pnych. 

1°. Jak mając daną liczbę wynaleźć w tablicach Iogarytm 
jej odpowiadający. 

2°. Jak mając dany Iogarytm znaleźć liczbę jemu odpo-
wiednią. 

Umiemy już rozwiązywać te zadania, gdy idzie o wyszuka-
nie logarytmu liczby objętój w naszych tablicach, równie jak o wy-
szukanie liczby odpowiednie j logarytmowi, k tórego część dziesię-
tna zna jdu je się w tychże tablicach. Potrzeba jeszcze umieć roz-
wiązać wszystkie inne przypadki , gdy liczba dana, albo Iogarytm 
nie zna jdu j ą się w tablicach. 

111. Zadanie 1. Mając daną liczbę jakąkolwiek, która nie 
znajduje się w tablicach, oznaczyć jej Iogarytm. 

Zadanie to s tosownie do różnicy liczby danój, rozwiążemy 
w 5 następnych przypadkach. 1° Gdy liczba dana jes t ' ca łkowi tą , 
lecz przechodzi granice naszych tablic. 2° Gdy liczba dana z ułom-
kiem zwyczajnym jes t połączoną . 3° Gdy liczba dana z ułomkiem 
dziesiętnym jes t z łączoną. 4" Gdy jest ułomkiem zwyczajnym, 
mniejszym od jedności . 5" Gdy jest podobnym ułomkiem dziesię-
tnym. 

112. Oznaczyć Iogarytm liczby całkowitej, przechodzącej 
granice tablic. 

a. Jeżeli liczba dana kończy się zerami, lecz ma tylko 4 pierwsze 
cyfry znaczące, Iogarytm jej w tablicach natychmiast się wynaj-
dzie. I tak jeżeli zamiast liczby 756$, mamy liczbę 756^00 , któ-
r e j Iogarytm \vyszukujemy, część dziesiętna lego logarytmu bę-
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dzie takaż sama, jak i logarytmu odpowiedniego pierwszej liczbie, 
to jest 878981; cecha tylko 5, gdyż liczba dana 756800 ma 6 cy-
fer całkowitych. Mamy bowiem 
log. 756S00 = log. ( 7 5 6 8 X 100) = log. 7 5 6 8 4 log. 100 

= 3 ,878981 + 2 = 5 , 8 7 8 9 8 1 . 
b. Jeżeli liczba dana ma więcćj niż 4 cyfer znaczących, ta-

blice nie przedstawią natychmiast j e j logarytmu, lecz można go 
wynaleźć przez następny rachunek. Dajmy że liczbą daną jes t 
12345. Oddzielamy w nićj przecinkiem 4 pierwsze cyfry z lewej 
s t rony, to jes t tyle, aby liczba z nich u tworzona , była najwyższą 
co do ilości cyfer z pomiędzy tych, których logarytm zna jdu je się 
w tablicach. Przez to otrzymamy liczbę 1234,5 mniejszą 10 razy 
od liczby danej 12345. Liczba ta 1234,5 jest pośrednią między 
liczbami 1234 i 1235, j e j więc logarytm jako także pośredni , ró-
wnać się będzie logarytmowi liczby 1234 zwiększonemu częścią 
różnicy pomiędzy log. 1234 i log. 1235. Szukajmy więc tych lo-
gary tmów wtabl icach iweźmy ich różnicę, bez względuna cechę, 

log. 1235 . . . . 091667 
log. 1234 . . . . 0 9 1 3 1 5 

Różnica tablicowa 352 
Znalazłszy tę różnicę powiadamy, jeżeli na jednos tkę różni-

cy pomiędzy liczbami 1234 i 1235, przypada 352 różnicy pomię-
dzy logarytmami, ileż na 0 ,5 różnicy pomiędzy liczbami 1234 i 
1234,5przypadnie różnicy pomiędzy ich logarytmami. Stąd pro-
porcyą 

1 : 352 = 0 ,5 : x 
przeto x = 3 5 2 x 0 , 5 = 176. 

Część więc różnicy tabl icowej przypadająca na różnicę mię-
dzy log. 1234,5 oznaczyć się mającym, a log. 1234 bezpośrednio 
mniejszym, objętym w tablicach, o t rzymuje się mnożąc różnicę 
tabl icową 352, przez część oddzieloną z p rawej strony liczby da -
nej, czyli przez 0,5. Tak otrzymana 176, dodana do części dzie-
siętnej log. 1234, czyli do 091315 , wyda na część dziesiętną 
log. 1234,5, a tem samem i log. 12345, liczbę 091491 . S tąd 

log. 12345 = 4 ,091491 . 
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W praktyce urządza ją zwykle cały ten raohunek w następnym 
sposobie . 

log. 12345 = log. 1 2 3 4 , 5 + 1 
log. 1 2 3 4 = 3 ,091315 ~ ~ 

Różnica tabl. 352. 
1 : 3 5 2 = 0 , 5 : x = 176 

» log. 1 2 3 4 , 5 = 3 ,091491 
Stąd log. 12345 = 4 ,091491. 

Jeżeliby liczba dana była 123456, wówczas przy szukaniu 
je j logarytmu, potrzeba różnicę tabl icową 352 pomnożyć przez 
0 ,56, czyli przez część oddzieloną z p rawej strony liczby dane j , 
wziętą w kształcie ułomku dziesiętnego. Z iloczynu stąd wypadłe-
go 197,12, biorą się tylko same cyfry całkowite 197, których po-
rządek jest podobny jak ostatniej cyfry wlogary tmach, i d o d a j ą c 
j e do log. 1234, wypada że 

log. 123456 = 5 ,091512 
Podobnież pos tępując przy szukaniu log. 1234567, i log. 12345678 
znajdziemy, że różnica logarytmów przydać się mająca jest j edna 
i taż sama 199, przeto log. 1234567 = 6 , 0 9 1 5 1 4 

log. 1 2 3 4 5 6 7 8 = 7 , 0 9 1 5 1 4 . 
S tąd widzimy, że przy użyciu tablic 6-cyfrowych, cyfra s iódma 

w liczbie dane j , mało wpływa na zmianę części dziesiętnej loga-
rytmu, a cyfra 8ma nie wpływa wcale, czyli że tablice logarytino-
we 6-cyfrowe do wyszukania tylko na jwięce j logarytmów liczb 
7 cyfrowych posłużyć mogą. 

113. We wszystkich prawie tablicach logarytmowych, różni-
ce tworzą osobną kolumnę, k tórą w naszych nie mogliśmy za-
mieścić bez ich zawikłania: przy malej j ednak wprawie można 
natychmiast wskazać te różnice, nie po t rzebując wypisywać lo-
gary tmów, pomiędzy któremi logarytm szukany jest objęty. 

Nadto w większych tablicach w kolumnie różnic, pod każdą 
z nich są zamieszczone iloczyny tych różnic przez 0,1, 0,2, 0 ,3, 
0 ,4 0 ,9 a które to iloczyny częściamiproporcyonalnemi 
zowią. I t a k jeśli mamy mnożyć różnicę logarytmów 352 , przez 
0,56,widzimy w kolumnie różnic, iż 3 5 2 X 0 5 = 1 7 6 , i żo 352 X 0 , 0 6 
= 2 1 , 1 ,s tąd 3 5 2 x 0 , 5 6 = 1 7 6 + 2 1 , 1 = 1 0 7 . 
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114. Przejdźmy jeszcze 3 przykłady następne wyszukiwa-
nia logarytmów. 

1. Wyszukać'log. 77777, log. 777777, i log. 7777777. 
Po odcięciu 4 pierwszych cyfer z lewej strony w liczbie 77777, ta 
zamieni się na 7777,7, a że 

log. 7 7 7 7 = 3 , S 9 0 8 1 2 - r 

log. 7 7 7 8 = 3 , 8 9 0 8 6 8 & D 

Stąd aby otrzymać log. 7777,7 potrzeba wziąć 0,7 części 
z różnicy 0,000056, to jest 0 ,000039 i przydać do 3,S90S12, 
przeto log. 7 7 7 7 , 7 = 3 , 8 9 0 8 5 1 , zatem log. 7 7 7 7 7 = 4 , 8 9 0 8 5 1 . 

Podobnież log. 7 7 7 7 , 7 7 = 3 , 8 9 0 8 1 2 + 0 , 7 7 x 0 , 0 0 0 0 5 6 
= 3 , 8 9 0 8 1 2 - j - 0 , 0 0 0 0 4 3 = 3 , 8 9 0 8 5 5 

stąd log. 7 7 7 7 7 7 = 5 , 8 9 0 8 5 5 
Nadto log. 7 7 7 7 , 7 7 7 = 3 , 8 9 0 8 1 2 + 0 , 7 7 7 x 0 , 0 0 0 0 5 6 

= 3 , 8 9 0 8 1 2 + 0 , 0 0 0 0 0 3 = 3 , 8 9 0 S 5 5 
stąd log. 7 7 7 7 7 7 7 = 6 , S 9 0 8 5 5 . 

Tu cyfra siódma 7 danej liczby, nie ma żadnego wpływu na 6 
pierwszych cyfer części dziesiętnej j e j logarytmu. 

2. Znaleit;log. 23456, log. 234567 i log. 2345678. 
Część dziesiętna logarytmu liczby z 4 pierwszych cyfer zło-

żonej , czyli log. 2345 jest 370143. Część dziesiętna logarytmu 
następnego liczby o j edność większej , ma za 4 ostatnie cyfry, 
w których tylko różnić się może ,0328 . Stąd różnica logarytmów 
będzie 0 3 2 8 — 0 1 4 3 = 1 8 5 . Części logarytmów dodać się mając,e 
będą 1 8 5 X 0 , 6 = 2 5 4 ; 1 8 5 x 0 , 0 7 = 2 6 7 ; 1 S 5 X O , 6 7 8 = 2 6 8 

stąd log. 2 3 4 5 6 = 4 , 3 7 0 2 5 4 
log. 2 3 4 5 6 7 = 5 , 3 7 0 2 6 7 

log. 2 3 4 5 6 7 8 = 6 , 3 7 0 2 6 8 . 

3. Wyszukać log. 98765, log. 987654, i log. 9S76543. 
Część dziesiętna log. 9S76 jest 994581; cztery zaś ostatnie 

cyfry następnej części dziesiętnej są 4625. Stąd różnica 
4 6 2 5 — 4 5 8 1 = 4 4 . Części przydać się mające są 
4 4 x 0 , 5 = 2 2 ; 4 4 x 0 , 5 4 = 2 4 ; 4 4 x 0 , 5 4 3 = 2 4 stąd 

log. 9 8 7 6 5 = 1 , 9 9 4 6 0 3 ; log. 9 S 7 6 5 4 = 5 , 9 9 4 6 0 5 
log. 9 8 7 6 5 4 3 = 6 , 9 9 4 6 0 5 , 
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115. Ze wszystkich tych p rzyk ładów okazuje się, że całe 
działanie wyszukania logarytmów liczb całkowitych, p rzechodzą-
cych granice naszych tablic, polega. 1° na uważaniu tych liczb za 
liczby 4-cyfrowe, połączone z ułomkiem dziesiętnym. W obu bo-
wiem razach, logarytmy mają j ednakową część dziesiętną, co do 
c 'echy tylko się różnią. 2° Na uważaniu liczb 4 cyfrowych lak wy-
padłych, za pośrednie pomiędzy liczbami calkowitemi najbliższe-
mi, objętemi w tablicach, i na szukaniu ich logarytmów po-
d ług tej ogólnej zasady, że różnice liczb są proporcjonalne do 
różnic ich logarytmów. Zasada ta wprawdzie nie jest zupełnie 
p rawdz iwą , poda je jednak znaczne przybliżenie, szczególniej 
w przypadku, gdy liczby uważane są wielkie, a różnice pomiędzy 
niemi mało znaczne. Dla tego przy użyciu tablic mnie j szych , ' do 
oznaczenia logarytmu liczby wielocyfrowej , koniecznie trzeba 
odciąć 4 pierwsze je j cyfry, czyli zamienić ją na4-cyf rową , a błąd 
przy powyższćj zasadzie popełniony, zaledwie wpłynie na wiel-
ko ść Ostej cyfry dziesiętnej, jak to na przykładach z samychże 
tablic wziętych przekonać się można. I tak np. gdy 

log. 1 0 0 0 = 3 , 0 0 0 0 0 0 a log. 1010 = 3 ,004321. 
S k o r o przeto liczba wzrasta o 10, czyli od 1000 do 1010, Io-

garytm 3 ,000000 wzrasta do 3,005321,czyl i o 4321, na Vio prze-
to część wzrostu liczby, przypada 432 na wzrost logarytmu; po-
dług tego log. 1001 = 3 ,000432 

log. 1002 = 3 ,000804 i t. d. 
Logarytmy te od dokładnych, odpowiednich tymże liczbom, w 6te j 
tylko cyfrze dziesiętnej się różnią. Różnica ta będzie mniejszą, a 
nawet żadną ,gdy l i czby4-cyf rowe większe, czyli bliższe 5 cyfro-
wych się wezmą. Przy użyciu tablic większych, gdy z liczb danych 
wielocyfrowych 5cyfer p ie rwszych oddzielić można, błąd dopiero 
zachodzi w 8 cyfrze dziesiętnćj. 

116. Oznaczyć Iogarytm liczby całkowitej z ułomkiem zwyczaj-
nym połączonej. 

Liczba dana złączona z ułomkiem zamienia się naprzód na 
ułomek. Ze zaś każdy ułomek uważać można za iloraz licznika 
przez mianownik, stąd różnica między logary tmem licznika a lo-
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garytmem mianownika, będzie logarytmem liczby całkowite j 
z ułomkiem połączonćj . np. 

43 
'Wynaleźć logarytm z liczby 37 — . 

5i) 

log. 37 ^ = l o g . 2 - f = log. 2 2 2 6 — l o g . 5 9 

Że zaś log. 2 2 2 6 = 3 , 3 4 7 5 2 5 
log. 59 = 1 , 7 7 0 8 5 2 

- Stąd log. 37 f - = 1 , 5 7 6 6 7 3 
Trafić się może, że zamieniając liczbę całą na ułomek, otrzy-

mamy na licznik liczbę większą od tabl icowej , wówczas j e j loga-
rytm wyszukać potrzeba sposobem już podanym (111) ; np. 

log. 1234 — = log. ~ = log 1 3 5 8 3 - l o g . 11 

log. 1 3 5 8 3 = log. 1358,3 + 1 

log. 1 3 5 8 = 3 , 1 3 2 9 0 0 . 
Różnica 319, s tąd 3 1 9 x 0 , 3 = 96 

log. 1 3 5 8 , 3 = 3 , 1 3 2 9 9 6 " 
zatem log. 1 3 5 8 3 = 4 , 1 3 2 9 9 6 
Że zaś log. 11 = 1 , 0 4 1 3 9 3 

stąd log. 1234 ~ = 3 , 0 9 1 6 0 3 

117. Oznaczyć logarytm liczby całkowitej z ułomkiem dzie-
siętnym połączonej. 

Pamięta jąc że logarytm liczby calkowitćj z ułomkiem dziesię-
tnym połączonej , jes t oprócz cechy tenże sam, co logarytm licz-
by całkowitćj z niego powstałej , bez względu na przecinek (94), 
szukamy więc części dziesiętnćj logarytmu odpowiedniego danej 
liczbie, uważanej j ako całkowite j , i nada jemy cechę o j e d n o ś ć 
mniejszą od ilości właściwej cyfer całkowitych, objętych w danej 
liczbie. 1 tak logarytmy liczb 623 ,4 , i 62 ,34 , i 6 ,234 co do czę-
ści dziesiętnej nie różnią się od log. 6234, tylko co do cechy; 
jakoż log. 6 2 3 4 , = 3 , 7 9 4 7 6 7 

log. 6 2 3 , 4 = 2 , 7 9 4 7 6 7 
log. 6 2 , 3 4 = 1 , 7 9 4 7 6 7 
log. 6 , 2 3 4 = 0 , 7 9 4 7 6 7 . 
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118. Oznaczyć logarytm ułomku właściwego. 
Logarytm ułomku właściwego, czyli mniejszego od jedności , 

jest zawsze ilością od jemną . Dla otrzymania go bowiem potrze-
ba od fogarytmu licznika od jąć logarytm mianownika. Że zaś to 
odciągjnie uskutecznić się nie mo ie , gdyż logarytm mianownika 
jest większy od logarytmu licznika, odwro tn ie przeto działanie 
to dokonywamy, odciągając od logarytmu mianownika logarytm 
lićznika, reszcie jednak dajemy znak od j emny . 

Pod ług tego np. ułomek właściwy ~ , w którym zatem licz-

cznik a j es t mniejszy od , mianownika b, będzie miał logarytm 
. a b 
log . T = - l o g . -

Wypadek ten wyprowadzimy także pamięta jąc , że 

1 / ,« tąd log.-£- = log. 1 — log. — 
o « # a 

= 0 — l o g . ~ = = — log. - i 
4 9 

Zastosowanie. Log. — = — log. — = — (log. 9—log.4) 

log. 9 = 0 ,954245 

log. 4 = 0 ,602060 
log. — = — 0 , 3 5 2 1 8 5 

9 
119. Można jeszcze dwoma innemi sposobami wyrazić lo-

garytmy ułomków mniejszych od jedności : raz je p rzeds tawia jąc 
j ako logarytmy dodatnie, lecz z cechą większą o 10 jedności , od 

jj, j aką mieć powinny; drugi raz jako logarytmy z cechą tylko 
Ą\lemną. 

Logarytm dodatni ułomku otrzymuje się,przydając do logaryt-
mu licznika, 10 jedności, i od tak zwiększonego odciągając loga-
rytm mianownika. Cecha tylko logarytmu dodatn iego tak wypa-
dłego, będzie za wielką o 10 jedności , które dla tego wyraźnie 
odznaczyć potrzeba. I tak gdy idzie o wyszukanie log. % mamy 

log. 4 = 0 , 6 0 2 0 6 0 = 1 0 , 6 0 2 0 6 0 — 1 0 
log. 9 = 0 ,954245 

stąd log . % = 9 ,617815 — 1 0 = 9 . 6 4 7 8 1 5 
16 
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Kropka zamiast przecinka za cechą umieszczona oznacza, iż ce-
cha tego logarytmu o 10 jedności jest za wielką. 

P o d o b n y / logarytm dodatni wpros t wypadnie , używając do-
p e ł n i e n i a arytmetycznego zamiast logarytmu od jąć się ruającego, 
a tem samem zamieniając odciąganie na dodawanie . 

log. = log. 4—log . 9 = log. 4 + dop . log. 9—10 . 

log. 4 = 0 , 6 0 2 0 6 0 
dop. log. 9 = 9 , 0 4 5 7 5 5 

log. * = 9 , 6 4 7 8 1 5 — 1 0 = 9 . 6 4 7 8 ^ . 

Logarytm odjemny zamienia się na dodatni za -przydaniem 
10 jedności, czyli gdy bez względu na jego znak odjemny, odcią-
gamy ten logarytm od 10 jedności: i tak 

1 0 — 0 , 3 5 2 1 S 5 = 9 . 6 4 7 8 1 5 , gdyż 
— 0 , 3 5 2 1 $ 5 = 1 0 — 0 ' , $ 5 2 1 S 5 — 1 0 = 9 , 6 4 7 8 1 5 — 1 0 
120. Logarytm z cechą tylko odjemną a zatem z częścią 

dziesiętną dodatnią, otrzymuje się przydając tyle jedności do lo-
garytmu licznika, ile potrzeba, aby logarytm mianownika mógł 
być odciągnięty. 

4 , . 
Pod ług tego log. — z cechą tylko od jemną wypadnie następnie. 

V i 
log. 4 = 0 , 6 0 2 0 6 0 — 1 
log. 9 = 0 ,954245 

log. - i - = 0 ,647815 — 1 = 0 > 4 7 S 15 D 9 
Znak mniej nad cechą zamieszczony oznacza, że w tym lo 

garytmie cecha jest tylko od jemną . j ; 

Chcąc logarytm odjemny zamienić na logarytm z cechą tylnJ 
odjemną, dosyć jest, bez względu naz?iak mu właściwy, wziąć za 
część dziesiętną dopełnienie logarytmu do tylu jedności więcej je-
dną, ile ich cecha zawiera, i tęż liczbę jedności podać jako cechę 
odjemną. 
1 tak log. Ą - = — 0 , 3 5 2 1 8 5 = 1 , 6 4 7 8 1 5 , gdyż 

— 0 , 3 5 2 1 8 5 = 1 — 0 , 3 5 _ 2 1 S 5 - 1 = 0 , 6 4 7 8 1 5 — 1 

= — 1 + 0 , 6 4 7 8 1 5 = 1 , 6 4 7 8 1 5 . 
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Logarytm dodatni zamienia się na Iogarytm z cechą odjemnąy 

biorąc dopełnienie samej tylko cechy do 10 jedności, i wypadłą 
stąd różnicę, jako cechę odjemną przedstawiając. I tak 

log. % = 9 .647815 = 1,647815, gdyż 
9 .647815 s = 9 ,647815 — 1 0 = 0 , 6 4 7 8 1 5 — 1 

= = — 1 + 0 , 6 4 7 S I 5 — 1 , 6 4 7 8 1 5 . 
O d w r o t n i e , od logarytmu z cechą odjemną powracamy do 

logarytmu dodatniego, podstawiając tylko za cechę odjemną, 
jej dopełnienie arytmetyczne, czyli różnicę od 10 jedności, bez 
względu na znak jej odjemny, pamiętając jednak zawsze, że cecha 
tak otrzymana, jest za wielka o 10 jedności , np. 

log % = 1 , 6 4 7 8 1 5 = 9 .647815 , gdyż 
1 , 6 4 7 8 1 5 = 0 , 6 4 7 8 1 5 — 1 = 9 , 6 4 7 S 1 5 — 1 0 . 

Jakkolwiek każdy z trzech sposobów oznaczania logarytmów, 
u ł o m k o m odpowiednich , użytym być może, w praktyce j ednak 
nigdy prawie nie używają logary tmów odjemnych i najczęściej 
logarytmom dodatnim nada ją p ie rwszeńs two. 

121. Zastosowania . 1. Znaleźć w potrójnym sposobie 
Iogarytm ułomku %jt. 

Logarytm odjemny. Log. %5, — — ( l o g . 451—log. 6) 
log. 4 5 1 = 2 , 6 5 4 1 7 7 
log. 6 = 0 , 7 7 8 1 5 1 

log. — = — 1,876026 
4 a l 

Logarytm dodatni. 
log. 6 = 1 0 , 7 7 8 1 5 1 — 10. log. 6 = 0 , 7 7 8 1 5 1 
log. 4 5 1 = 2,654177 dop . log . 4 5 1 = 7 , 3 4 5 8 2 3 

log. %5i = 8 , 1 2 3 9 7 4 - 1 0 log. %M = 8 , 1 2 3 9 1 4 0 1 — 
= 8 .123974 • 

Z odjemnegoi—1,876026=10—1,876026—10=8,123974—10. 
Logarytm z cechą tylko odjemną. 

+ 2 
log. 6 = 0 , 7 7 S 1 5 I — 2 
log. 4 5 1 = 2 ,654177 
log. % 5 i = 0 , 1 2 3 9 7 4 — 2 = 2 , 1 2 3 9 7 4 . 
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Z dodatniego: 8 , 1 2 3 9 7 4 - 1 0 = 0 , 1 2 3 9 7 4 - 2 
Z odjemnego: — 1 , 8 7 6 0 2 6 = 2 — 1 , 8 7 6 0 2 6 — 2 = 0 , 1 2 3 9 7 4 — 2 

2. Znaleźć w potrójnym sposobie log. V,024. 
Log odjemny. Log. 1 / , 0 a4=—(log. 1 0 2 4 - - 1 ) = — ( 3 , 0 1 0 3 0 0 — 0 ) 

= — 3 , 0 1 0 3 0 0 
Log. dodatni. Log.7i024 = l o g . 1 + dop. log. 1 0 2 4 - 1 0 

= 6 , 9 S 9 7 0 0 - 1 0 = 6 . 9 8 9 7 0 0 
z odjemnego: 1 0 — 3 , 0 1 0 3 0 0 = 6 . 9 S 9 7 0 0 . 

Log. z cechą odjemną. Log. 1 = 4 , 000000—4 
log. 1 0 2 4 = 3 , 0 1 0 3 0 0 

log. '/,„« = 0 , 9 8 9 7 0 0 — 4 = 4 , 9 S 9 7 0 0 . 
z dodatniego: 6 , 9 8 9 7 0 0 — 1 0 = 0 , 9 8 9 7 0 0 — 4 
» odjemnego:—3,010300=4—3,010300—4=0,9S9700 - 4 . 

122. Oznaczyć logarytm ułomku dziesiętnego. 
Ponieważ każdy ułomek dziesiętny, w kształcie ułomku zwy-

czajnego wyrażony być może, przywraca jąc mianownik, stąd spo-
soby oznaczania logarytmów jednych i drugich ułomków, są je-
dne i też same. I tak chcąc oznaczyć log. 0,0S6, gdy ten ułomek 
toż samo znaczy co 8G/iooo, i gdy 

log. 1 0 0 0 = 3 , 0 0 0 0 0 0 
log. 86 = 1 , 9 3 4 4 9 8 

Różnica = 1 , 0 6 5 5 0 2 
stąd log. 0 , 0 S 6 = — 1 , 0 6 5 5 0 2 . 

Jest to logarytm zupełnie odjemny. Logarytm dodatni otrzyma-
my przydając 10 jedności do log. 86, aby przez to od niego log. 
1000 mógł być odciągnięty; albo zamieniając odciąganie na doda-
wanie przy pomocy dopełnień arytmetycznych. 
log. 8 6 = 1 1 , 9 3 4 4 9 8 — 1 0 log. 8 6 = 1 , 9 3 4 4 9 8 
log. 1 0 0 0 = 3 ,000000 dop. log. 1 0 0 0 = 7 , 0 0 0 0 0 0 

l o g . 0 , 0 8 6 = 8 ,934498—10 8^934498—10. 

Logarytm z cechą odjemną o t rzymuje się albo z dodatniego, pa-
miętając że 8 , 9 3 4 4 9 8 — 1 0 = 0 , 9 3 4 4 9 8 — 2 = 2 , 9 3 4 4 9 8 ; a l b o przy-
da jąc do cechy licznika tyle jedności , aby odciąganie uskutecznić 
się mogło; i tak 
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+ 2 
log. 86 = 1 , 9 3 4 4 9 9 - 2 
log. 1 0 0 0 = 3 ,000000 

• • log. 0 , 0 8 6 = 0 , 9 3 4 4 9 8 — 2 = 2 , 9 3 4 4 9 8 . 
123. Logarytm z cechą od jemną można jeszcze wpros t 

oznaczyć, przez uwagę tylko na ułomek dziesiętny podany. Część 
dziesiętna log. 0,0S6, jest takaż sama jak logarytmu liczby całko-
witej 86, to jest 93449S; zmiana tylko zachodzi co do cechy, 
która zmniejsza się o j edność w miarę, jak sama liczba 10 ra-
zy mniejszą się s taje; i tak 

log. 86 = 1 , 9 3 4 4 9 S 
log. S,6 = 0 , 9 3 4 4 9 8 
log. 0 , 8 6 = 1 , 9 3 4 4 9 8 
l o g . 0 , 0 8 6 = 2 , 9 3 4 i 9 8 

l o g . 0 , 0 0 8 6 = 3 , 9 3 4 4 9 S i t. d. 
Stąd aby znaleźć logarytm z cechą odjemną ułomku dziesiętnego, 
nie uważa się wcale na zera poprzedzające cyfry jego znaczące, 
lecz wyszukuje się w tablicach części dziesiętnej logarytmu od-
powiedniego tym cyfrom znaczącym, wziętym jako całkowitym.-, 
nadaje się tylko cecha odjemną, mająca tyle jedności, ile zer po-
przedza pierwszą cyfrę znaczącą. 
P o d ł u g tego log. 0 ,0000! -6=5 ,93449S . 

Cechy o d j e m n e w t e m są szczególniej dogodne , że podobnież 
jak cechy dodatnie logarytmów wszelkich liczb całkowitych, 
są wykładnikami potęg z 10, jakie da ją poznać war tość miejsco-
wą cyfer na jwyższego porządku , objętych w ułomkach im odpo-
wiednich (94) . Skoro bowiem ułomki dziesiętne 

0 ,1 , 0 ,01, 0 ,001 , , 0 ,0001 i t . d. 
wyrażone być mogą przez 

1 0 - ' , 10""2, 10~"3> 1 0 - 4 i t. d. 
przeto cechy logarytmów tym ułomkom odpowiednich 

— 1, — 2 , — 3 , — 4 . i t. d. 
są wykładnikami powyższych potęg z 10. 
Z tej przyczyny log. 0,86 ina za cechę — 1 , gdyż war tość miej-
scowa cyfry najwyższego porządku 8, j ako części dziesiętnych 
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j e s t IO log. 0 ,086 ma za cechę — 2 , gdyż war tość miejscowa 
cyfry S jest 10 i t. d. Stąd wypływa p o d o b n e jak wprzód prawi-
dło, że cecha odjemną wskazuje zawsze miejsce, które cyfra naj-
wyższego porządky w ułomku po przecinku zajmuje, np. 

log. 0 ,02645 = 2 , 4 2 2 4 2 6 
log. 0 ,0002645 = £ 4 2 2 4 2 6 . 

Cechy to od jemne są różne od cech odjemnych, należących 
do logarytmów zupełnie odjemnych. Te ostatnie logarytmy odpo-
wiednie poprzednim ułomkom, byłyby, 

log. 0 , 0 2 6 4 5 = — 1,577574 
log. 0 , 0 0 0 2 6 4 5 = — 3 ,577574 

czyli takie, jakieby z pierwszych wypadły , po odjęciu od cech 
od jemnych , części dziesięlnćj dodatniej . Wiemy bowiem że 

2 , 4 2 2 4 2 6 = — 2 4 - 0 , 4 2 2 1 2 6 = — 1,577574 
4 ~ 4 2 2 4 2 6 = — 4 + 0 , 4 2 2 4 2 6 = — 3 ,577574 

Cechy przeto logarytmów zupełnie od jemnych stały się wię-
ksze co do wartości a mniejsze co do wielkości cyfer je oznacza-
jących. Jakoż ułomek 0 ,02645 jes t większym od 0,01, a mniej-
szym od 0,1; przeto jego logarytm winien być większym od — 2 , 
a mniejszym od — l . Takim jest właśnie co do wartości loga-
rytm —1,577572 . Podobnież w logarytmie od jemnym ułomku 
0 ,2645, cecha będzie—0, czyli pośrednia pomiędzy c e c h a m i — 1 
i 0, logarytmów odpowiednich liczbom 0,1 i 1, pomiędzy któ-
remi ułomek dany jest zawarty. 

124. Ła two także jest znaleźć prawidło do oznaczania 
wpros t logarytmów dodatnich, odpowiednich u łomkom dziesię-
tnym. Dosyć jest bowiem uważać za logarytm jedności 1 0 — 1 0 
= 0 , i podług tego wyprowadzić logarytmy następne po sobie 
liczb, jedna od drugićj 10 razy mniejszych. 

I tak gdy log. 1 = 1 0 , 0 0 0 0 0 0 — 1 0 , s tąd 
log. 0 , 1 = ' 9 , 0 0 1 ) 0 0 0 — 1 0 
log. 0 , 0 1 = 8,001)000—10 
log. 0 , 0 0 1 = 7 , 0 0 0 0 0 0 - 1 0 
l o g . 0 , 0 0 0 1 = 6 , 0 0 0 0 0 0 — 1 0 i t. d. 
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Aby więc znaleźć logarytm dodatni ułomku dziesiętnego, potrze-
ba wyszukać części dziesiętnej logarytmu, odpowiedniego liczbie 
całkowitej złożonej z cyfer znaczących tegoż ułomku, bez względu 
na przecinek, i nadać jej za cechę liczbę tyle się różniącą od 
dziesiątka, ile zer poprzedza pierwszą cyfrę znaczącą ułomku 
Stąd zarazem wypływa: że różnica zachodząca między cechą lo-
garytmu dodatniego ułomku, a 10, wskazuje zawsze miejsce, jakie 
pierwsza cyfra znacząca tegoż ułomku po przecinku zajmuje. 

I lak log. 0 ,00175 będzie miał część dziesiętną t ę samą jak 
, log. 175, to jest 243038, za cechę zaś liczbę 7, czyli różnicę od 

10 liczby 3, k tó ra poda j e ilość zer poprzedzających pierwszą 
cyfrę znaczącą 1 w tymże ułomku. Cecha ta 7 w różnicy swo-
je j od 10, wskazuje zarazem, iż pierwsza cyfra znacząca 1, t rze-
cie miejsce w ułomku po przecinku za jmuje . 

125. Zas tosowania . 1°. Oznaczyć log. 0, 3 w potrójnym 
sposobie. 
Log. odjemny. log. 0 , 3 = l o g . 3/i0 = — (log. 10—log . 3). 

— — — 0 , 4 7 7 1 2 1 ) = — 0,522S79. 
Log. dodatni. Część dziesiętna log. 3 jest 477121; że zaś cecha 
wskazać powinna w różnicy swoje j od 10, liczbę zer poprzedza-
jących pierwszą cyfrę znaczącą , równie jak i miejsce, k tóre ta 
cyfra po przecinku za jmuje , stąd log. 0 , 3 = 9 . 4 7 7 1 2 1 . 
Z odjemnego: — 0 , 5 2 2 8 7 9 = 1 0 — 0 , 5 2 2 8 7 9 - 1 0 = 9 , 4 7 7 1 2 1 — 1 0 
Logarytm z cechą odjemną. Część dziesiętna jak w log. 3, cecha 
zaś odjemna wskaże liczbę zer poprzedzających pierwszą cyfrę 
znaczącą; stąd log 0 , 3 = 1 , 4 7 7 1 2 1 . 
Z odjemnego; — 0 , 5 2 2 8 7 9 = 1 - . 0 , 5 2 2 8 7 9 — 1 = 0 , 4 7 7 1 2 1 — 1 . 
Z dodatniego-, 9 ,477121 — 1 0 = 0 , 4 7 7 1 2 1 — 1 . 

2°. Oznuczyć w potrójnym sposobie log. 0 ,00123. 
Log. odjemny. Log. 0 , 0 0 1 2 3 = — (log. 100000—123) . 

— _ ( 5 _ 2 , 0 8 9 9 0 5 ) = — 2 , 9 1 0 0 9 5 
Log. dodatni. Część dziesiętna jak w log. 123; cecha 7, w różnicy 
swoje j od 10 wskazuje , że pierwsza cyfra z n a o ą c a 3cie miejsce 
po przecinku zajmuje; stąd log. 0 . 0 0 1 2 3 = 7 . 0 £ 9 y 0 5 . 
Z odjemnego.—2,910095=10—2,910095—10=7,089905—10. 
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Log. z cechą odjemną- Część dziesiętna jak w log. 123. Cecha 
* odjem a 3 wskaże , że pierwsza cyfra znacząca ułomku 3cie 

miejsce po przecinku zajmuje, stąd log. 0 , 0 0 1 2 3 = 3 , 0 8 9 9 0 5 . 

^ dodatniego 7 , 0 8 9 9 0 5 — 1 0 = 0 , 0 8 9 9 0 5 - 3 
Z odjemnego — 2 , 9 1 0 0 9 5 = 3 — 2 , 9 1 0 0 9 5 - 3 = 0 , 0 8 9 9 0 5 - 3 . 

3. Oznaczyć w potrójnym sposobie log. 0 ,721367. 

Log. odjemny. L o g . 0 , 7 2 1 3 6 7 = l o g . J L ^ l — = j 0 g — l 3 - - 7 

° J J ° ° 1000000 ° 10000 
= - (log. 10000—log. 7213,67) 

log. 7213 = 3 ,858116 
Różnica tabl .60,stąd 60 X 0 , 6 7 = 40 

log. 7 2 1 3 , 6 7 = 3 ,858156 
log. Q , 7 2 1 3 6 7 = — ( 4 — 3 , 8 5 8 1 5 6 ) = — 0 , 1 4 1 8 4 4 . 
Log. dodatni. Część dziesiętna log. 721367 jest 858156, stąd 

log. 0 , 7 2 1 3 6 7 = 9 . 8 5 S 156 
Z odjemnego.—0,141844=10—0,14184,4—10=9,858156—10. 
Log. z cechą odjemną. I , S 5 8 I 5 6 . = 0 , S 5 8 1 5 6 — 1 

126. Gdy ułomek dziesiętny jest peryodyczny, zamieniamy 
go naprzód na ułomek zwyczajny, i szukamy logarytmu tego ułom-
ku, sposobem w tym razie służącym, np. 

1°. Log .0 ,55 . . = log. % = — (log. 9—log. 5) 
= - ( 0 , 9 5 4 3 4 3 — 0 , 6 9 8 9 7 0 ) = — 0,255373. 

— 0 , 2 5 5 3 7 3 = 1 0 — 0 , 2 5 5 3 7 3 — 1 0 = 9 . 7 4 4 6 2 7 
Skoro bowiem log. 5 = 0 , 6 9 8 9 7 0 = 1 0 , 6 9 ^ 9 7 0 - 1 0 

log. 9 = 0 ,954343 

stąd log. % = 9 , 7 4 4 6 2 7 - 1 0 

9 , 7 4 4 6 2 7 — 1 0 = 0 , 7 4 4 6 2 7 — 1 = 1 , 7 4 4 6 2 7 . 

2o Log. 2 ,2727 . . = l o g . = log. 25—log. 11 
= 1 , 3 9 7 9 4 0 — 1 , 0 4 1 3 9 3 = 0 , 3 5 6 5 4 7 . 

3° Log. 0 ,833 . . = l o g . % = — (log. 6 - l o g . 5) 

— _ ( 0 , 7 7 8 1 5 1 — 0 , 6 9 8 7 0 ) = — 0 , 0 7 9 1 8 1 

Log. dodatni. Log. 0 , 8 3 3 . = 9 . 9 2 0 8 1 9 = 9 , 9 2 0 8 1 9 — 1 0 

Log. z cechą odjemną. Log. 0 , S 3 3 . = l , 9 2 O S 1 9 = 0 , 9 2 0 8 1 9 — 1 . 
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Jeżeli zaś ułomek dziesiętny chociaż nie jes t peryodycznym, 
jest j ednak nieskończony, logarytm jemu odpowiedni co do licz-
by cyfer w nim objętych, będzie miał granicę zakreś loną przez sa-
me tablice. 

127. Zadanie 2. Mając logarytm dany, którego część dzie-
siętna nie znajduje się w tablicach, oznaczyć liczbę jemu odpo-
wiednią. 

S p o s ó b oznaczania, przykłady naj lepie j objaśnią . 
1° Znaleźć liczbę odpowiednią logarytmowi 444444. 

Bez względu na cechę wyna jdu jemy dwa logarytmy najbliż-
sze danemu, co do ich części dziesiętnych, czyli takie, pomiędzy 
któremi logarytm dany jako zawarty , uważany być może. Takie-
mi są logarytm bezpośrednio niższy 444357, a który odpowiada 
liczbie 2782 i logarytm b e z p o ś r e d n i o wyższy 444513, który od-
powiada liczbie 27S3. Liczba przeto szukana odpowiednia lo-
gary tmowi danemu, bez względu na war tość p o r z ą d k o w ą cyfer 
j ą sk ładających, która dopiero przez cechę się oznaczy, jes t wię-
kszą od 2782 a mniejszą od 2783; różni się przeto od 27S2 o 
pewny ułomek. Dla wyszukania tego u łomku, bierzemy różnicę 
między logarytmami w tablicach znalezionemi, to jest pomiędzy 
444357 i 444513 , czyli różnicę pomiędzy liczbami z 4 ostatnich 
cyfer z łożonemi, gdyż dwie pierwsze są im wspólne , a zatem po-
między 4357 i 4513; tą różnicą jes t 156. Bierzemy podobnież 
różnicę pomiędzy logarytmem danym a najbliżój niższym, znale-
zionym w tablicach, to jest pomiędzy 444444 a444357 , czyli po-
między 4444 i 4357; tą różnicą jest S7. Dzielimy potem tę osta-
tnią różnicę przez pierwszą, s tąd wypadnie 87/i56 = 0 , 5 6 , u łomek 
dziesiętny, o który liczbę 2782 odpowiednią logarytmowi mniej-
szemu, znalezionemu w tablicach, powiększyć potrzeba, aby o-

^Mrzymać l iczbę2782,56 odpowiednią logary tmowi danemu. Licz-
ba ta jednak , ze względu na cechę 2 logarytmu danego, wskazu-
jącą iż część całkowita liczby trzy tylko cyfry obe jmować może, 
zamieni się na 278,256, czyli że 2 , 4 4 1 4 4 4 = 1 o g . 278,256. 

Prawid ło zatom służące do rozwiązania podanego zadania 
jest następne; że aby znaleźć ułomek dziesiętny mający się dodać 

17 
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do liczby odpowiedniej logarytmowi objętemu w tablicach, mniej-
szemu od danego, potrzeba podzielić różnicę, pomiędzy tym loga-
rytmem a logarytmem danym, przez różnicę miedzy dwoma loga-
ry Ima mi w tablicach znalezionemi, to jes t pomiędzy bezpośrednio 
wyższym i niższym oddanego. Prawidło to wynika z podobne-
goż jak w pierwszym zadania przypuszczenia , że różnice loga-
rytmów mają się do siebie jak różnice liczb. Mamy bowiem że 

156 : 8 7 = 1 : x = 8Vi3g. 
to jest , że jeżeli na 156 różnicy pomiędzy log. 2782 i log. 2 7 8 3 , 
przypada j edność różnicy między liczbami, "ileż na 87 różnicy 
między logarytmem danym, a log. 2782 bezpośrednio od niego 
w tablicach mniejszym, przypadnie różnicy między liczbami irn 
odpowiedniemi . Wypadek 8 y i 5 ozamienia jąc na ułomek dziesię-
tny, ograniczamy się tylko na wyszukaniu 2 jego cyfer dziesięt-
nych; przy pomocy bowiem tablic 6-cyf rowych, 6 tylko cyfer do -
kładnych w liczbach logarytmom danym odpowiednich, wyna-
leźć można. 

2°. Znaleźć liczbę odpowiednią logarytmowi 0 , 7 7 7 7 7 7 . 
Podobnież jak w poprzednim przykładzie, aby mieć pot rze-

bne w tym razie różnice logarytmów, bez względu na ich cechy, 
wypisujemy tylko 4 ostatnie cyfry dziesiętne tychże logary tmów, 
a w których powyższe różnice zachodzić mogą . Urządzamy zaś 
następnie rachunek. 

Część dzies. dana 7777, tablicowa większa 7789 

Tablicowa mniejsza 7717 7717 

Różnica 60 72 
stąd ®%2 = 0 ,83. Że zaś liczbą odpowiednią logarytmowi mniej-
szemu 777717 jest 5994, liczbą przeto szukaną będzie 5994 ,83 , 
czyli raczej ze względu na cechę Oj która wskazuje , iż jedna tylko 
cyfra jes t w części całkowitćj liczby, będzie 5 ,99483. Stąd*' 
O , 7 7 7 7 7 7 = l o g . 5 ,99483. 

3° Wyszukać jakim liczbom odpowiadają logarytmy 
0,334417, 1,331417, 2 , 3 3 4 4 1 7 i 4 ,334417. 

Ponieważ te logarytmy mają j ednakową część dziesiętną, s tąd 
liczby im odpowiednie s k ł a d a j ą się z jednakowych cyfer. Dosyć 
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więc jes t oznaczyć liczbę o d p o w i e d n i ą j e d n e m u z nich, pierwsze-
mu np. aby potem podług różności cechy, nadać rozmaitą war tość 
p o r z ą d k o w ą cyfrom składającym tę liczbę, ak to ra to war tość j e -
dyną s tanowić będzie różnicę w liczbach odpowiednich danym 
logarytmom. 

4417 4454 część dzies. wyższa w tablicach 
4253 4253 „ niższa „ 

164" : ~ 2 0 7 ~ = 0 ,82 
Ze zas liczbą odpowiednią logarytmowi 334253 jest 2159, ta 

więc uzupełniona cyframi znalezionemi będzie 2159,82. Stąd licz-
by szukane, ze względu na cechy danych logarytmów, będą: 

0 , 3 3 4 4 1 7 = l o g . 2 ,15982 
l , 3 3 4 4 1 7 = l o g . 21 ,5982 
2 , 3 3 4 4 1 7 = l o g . 215 ,982 
4 , 3 3 4 4 n = l o g . 21598 ,2 

4°. Znaleźć liczbę odpowiednią logarytmowi 7,888888 
W tablicach zna jdu jemy naprzód , że część dziesiętna logarytmu 
bezpośrednio niższego 888853 , odpowiada liczbie 7742. 

SS88 S909 
S853 8853 7742 

35 : ~~ 5 6 = 0 ,62 
Liczbą zatem szukaną ze względu na cechę 7, będzie 77426200 . 
Tym sposobem widzimy, źe nie jes teśmy w stanie za pomocą 
naszych tablic, dokładnie oznaczyć 7ej i 8ej cyfry w liczbie szu-
kanej , mające j być odpowiednią logarytmowi danemu, i dla tego 
ich miejsca przez zera zapełniamy W ogóle przez tablice loga-
rytmowe oznaczamy tyle tylko cyfer dokładnych w liczbach, ilo 
cyfer dziesiętnych obe jmują same logarytmy. To właśnie ogra-
nicza użycie logarytmów w pewnych p rzypadkach , a szczegól-
niej gdy idzie o mnożenie liczb wielocyfrowych. Przypadki te je-
dnak w praktyce rzadzićj przytrafiają się; częściej daleko mnożymy 
liczby mniejsze połączone z wielu cyframi dziesiętnemi i to mno-
żenie, jak zobaczemy niżej, znacznie ułatwiają logarytmy. Sześć 
bowiem cyfer w iloczynie otrzymanych będą dostateczne, gdy 
tylko liczby dane do mnożenia, w częściach swych całkowitych 
nie są wielkie. 

http://rcin.org.pl



132! 

128. W poprzednich przykładach szło zawsze o wyszuka-
nie liczby odpowiedn io j logarytmowi zupełnie dodatn iemu, takiej 
żalem liczby, która była zawsze większą od jedności , Pozos ta je 
jeszcze do wyjaśnienia przypadek, gdy idzie o wyszukanie licz-
by mniejszej od jedności a klórej odpowiedni logarytm dany, mo-
że być, albo dodatni lecz z cechą o 10 jedności większą, albo z ce-
chą tylko odjemną, albo wreszcie zupełnie odjemny. 

a. Gdy logarytm dany jest dodatni, lecz z cechą o 10 je-
dności większą. 

Dajmy np.ie mamy wynaleźć liczbę odpowiednią logary tmo-
wi 9 , 0 8 9 5 5 2 — 1 0 , czyli logarytmowi 9 .089552 . 

Bez względu na cechę szukamy naprzód , jakićj liczbie część 
dziesiętna logarytmu danego odpowiada : tą liczbą jes t 1229. 
War tość mie jscową cyfer sk łada jących tę liczbę poda cecha ,9, 
która pod ług ( 1 2 4 ) odję ta od 10, da je liczbę wskazującą , a lbo 
i lezer poprzedza pierwszą cyfrę znaczącą, albo jakie miejsce cyfra 
pierwsza znacząca po przecinku z a j m o w a ć winna; s tąd 

9 . 0 S 9 5 5 2 = : log. 0 ,1229. 
Podobnież gdy idzie o wyszukanie liczby odpowiednie j loga-

rytmowi 7 .858156, czyli 7 ,S5S156—10. 
Ponieważ część dziesiętna logarytmu danego nie zna jdu je się 

w tablicach, oznaczamy więc liczbę j e j odpowiednią sposobem 
wyżćj wskazanym. Część dziesiętna najbliżćj niższa 858116 od-
powiada liczbie 7213, s tąd , 

8156 8176 
8116 8116 7213 

4 0 : 6 0 = 0,67 
Przeto logarytmowi danemu odpowiada liczba 7213,67 , Ieez bez 
względu jeszcze na war tość p o r z ą d k o w ą cyfer tę liczbę składa-
jących. War tość takową oznaczy cecha 7, która j ako wyższa od 
właśc iwej o 10 jedności , w różnicy s w o j e j od tychże 10 j edno-
ści wskazuje , że 3 zer poprzedza p ierwszą cyfrę znaczącą liczby 
znalezionej , albo że ta cyfra trzecie miejsce po przecinku za jmo-
wać winna. Stąd 

7 , 8 5 8 1 5 6 - 1 0 = l o g . 0 ,00721367 
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b. Gdy logarytm dany jest z cechą odjemną. 
Wynajdźmy np. liczbę odpowiednią logarytmowi 

1,333333, czyli logarytmowi 0 ,333333—1. 
Nie zważa j ąc na cechę oznaczamy naprzód cyfry liczby, która 

odpowiada części dziesiętnej danego logarytmu. Zna jdu jemy, że 
bezpośrednio niższą częścią dziesiętną w tablicach jest 332246, i 
że ta odpowiada liczbie 2154. 

Mamy nadto 3333 3447 część dzies. wyższa w tabl. 
3 2 1 6 3246 „ , , niższa „ 

87 : 2 0 1 = 0 , 4 3 
Cyfry więc sk ładające liczbę szukaną są 215443. Że zaś ce-

cha I, wskazu je miejsce jakie cyfra pierwsza znacząca po prze-
cinku za jmu je , s tąd 

1 , 3 3 3 3 3 3 , = l o g . 0 ,215443. 

Podobnież znaleźlibyśmy, że logarytm 3 ,089905 odpowiada ułom-
kowi dziesiętnemu 0 ,00123, gdyż część dziesiętna logarytmu 
089905 , ma odpowiednią sobie liczbę 123: cecha zaś 3, wskazu je 
że pierwsza cyfra znacząca 1, za jmuje3c ie miejsce po przecinku. 

c. Gdy logarytm jest zupełnie odjemny. 
Ponieważ tablice zawsze tylko logarytmy dodatnie w sobie 

obe jmują , stąd aby znaleźć liczbę odpowiednią logarytmowi da-
nemu od jemnemu, potrzeba go wprzód zamienić, albo na Ioga-
rytm dodatni , lecz z cechą o 10 jedności większą, albo na do-
datni co do części dziesiętnej, lecz z cechą od jemną . np. 

Znaleźć liczbę odpowiednią logarytmowi— 2,334419. 
Logarytm odjemny zamieniamy na dodatni , b iorąc jego dopełnie-
nie do 10 jedności , bez względu na znak który go poprzedza( 119). 
Mamy bowiem 

— 2 , 3 3 4 4 1 9 = 1 0 — 2 , 3 3 4 4 1 9 - 1 0 = 7 , 6 6 5 5 S 1—10 
Liczba odpowiednia części dziesiętnej powsta łego tak z zamia-
ny logarytmu dodatniego, jest 463. Cecha zaś 7 odjęta od 10, 
daje liczbę 3,która wskazuje , iż pierwsza cyfra znacząca 4, w liczbie 
znalezionej, trzecie miejsce po przecinku za jmować winna, s tąd 

— 2 , 3 3 4 4 1 9 czyli 7 . 6 6 5 5 8 1 = l o g . 0 ,00463 
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Przy zamianie logarytmu danego od jemnego na logarytm z ce-
chą od jemną , bierzemy dopełnienie logarytmu do takiej liczby je-
dności , któraby była o j edną j edność większą od tej , jaką cecha 
obe jmuje (120); stąd 
— 2 , 3 3 4 4 1 9 = 3 — 2 , 3 3 4 4 1 9 — 3 = 0 , 6 6 5 5 8 1 — 3 = 3 " , 6 6 5 5 8 1 

Część dziesiętna wypad łego stąd logarytmu, taż sama jak i 
w poprzednim przypadku, odpowiada liczbie 463: cecha zaś 
3 ,wskazuje wpros t miejsce, k tóre pierwsza cyfra znacząca po 
przecinku za jmu je ; s t ąd 

— 2 , 3 3 4 4 1 9 = 3 , 6 6 5 5 8 l = l o g . 0 ,00463 
Podobnież znajdziemy l iczbę odpowiednią logary tmowi 

— 0 , 5 2 2 8 7 9 . 
— 0 , 5 2 2 8 7 9 = 10—0,522879 - 1 0 = 9 . 4 7 7 1 2 1 

— 0 , 5 2 2 8 7 9 = 1 — 0 , 5 2 2 8 7 9 — 1 = 1 , 4 7 7 1 2 1 . 
Część dziesiętna 477121, taż sama w obu logarytmach z za-

miany powstałych, odpowiada liczbie 300. Cecha 9 logarytmu 
dodatniego, różnicą swoją 1 od 10 wskazuje , iż cyfra pierwsza 
znacząca liczby znalezionej, za jmuje pierwsze miejsce po prze-
cinku, co w logarytmie z cechą od jemną wpros t przez tę cechę 
jes t wskazane . Stąd 

— 0 , 5 2 2 8 7 9 = l o g . 0 ,3 . 

Zastosowanie logarytmów 
do rozwiązywania działań arytmetycznych. 

12 W tych zastosowaniach rozwiążemy następnie przykłady 
ściągające się do mnożenia, dzielenia, podnoszenia do potęg, 
wyciągania pierwiastków i do pos tępów i lorazowych. 

Opuściemy zaś zupełnie zastosowania logarytmów do rachun-
ków z procentem składanym, z przyczyny, iż te rachunki wraz 
z i c h t e o r y ą s ą szczegółowo podane i wyjaśnione w osobnem 
dziele pod tytułem „Rachunkowość handlowa w ważniejszych 
jej zastosowaniach. Warszawa 1846 ." 

Logarytmy ułomków zawsze tylko j ako dodatnie przedsta-
wiać będziemy, podług sposobu w rachunku praktycznym pra-
wie powszechnie teraz używanego. 
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130. Zastosowanie logarytmów do mnożenia ułomków 
dziesiętnych. 

1. Rozmnożyć przez siebie 5 następnych ułomków dziesiętnych. 
1,2345, 2 ,3456, 3 ,4567, 4 ,5678 , 5 .6789 

Iloczyn przeto żądany, j ako liczba odpowiednia logarytmowi 
2 ,414378 jes t 259 ,643 . -

2. Znaleźć iloczyn 10 liczb następnych. 

3. Znaleźć przy pomocy logarytmów iloczyn liczb 

Iloczynem żądanym jest liczba odpowiednia temu logarytmo-
wi, czyli 261)13,1. 
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4 . Znaleźć iloczyn 5 liczb następnych. 

131. Zastosowanie logarytmów do dzielenia w ogólności. 
1. Podzielić 87946 przez 9842 . 

Sposobem zwyczajnym przez dopełnienia 

Iloraz przeto żądany, j ako liczba odpowiednia temu logaryt-
mowi jest 8 ,93578. 

Liczba logarytmowi ilorazu odpowiednia 590409, jest do-
kładnym ilorazem, jakkolwiek tylko 7 pierwszych cyfer dziel-
nej wpływały na oznaczenie j e j logarytmu. Pochodzi to s tąd, iż 
w dzieleniu różność cyfer ilorazu zależy jedynie od pierwszych 
cyfer dzielnej, wziętych w ilości odpowiednie j dzielnikowi; osta-
tnie zaś cyfry służą tylko do ściślejszego oznaczenia reszty osta-
tniej, z dzielenia wynikającej . 

http://rcin.org.pl



137! 

4. Podzielić 1 przez 3 ,14159. 

log. ilorazu = log. 1 + dop . log. 3 , 1 4 1 5 9 — 1 0 
= 9 , 5 0 2 S 5 0 — 1 0 = I o g . 0 ,318310 . 

5 . Podzielić 0 ,5437 przez 28. 
log. 0 , 5 1 3 7 = 9 , 7 3 5 3 5 9 — 1 0 

log. 28 = 1 , 4 4 7 1 5 8 

log. ilorazu = 8 , 2 8 8 2 0 1 — 1 0 = l o g . 0,019417S. 

6 . Podzielić 28 przez 0 ,5437. 
log. ilorazu = l o g . 2 8 — l o g . 0 ,5437 

= 1 , 4 4 7 1 5 8 — ( 9 , 7 3 5 3 5 9 — 1 0 ) 
= 1 , 4 4 7 1 5 S + 1 0 — 9 , 7 3 5 3 5 9 = 1 , 7 1 1 7 9 9 

Iloraz prze to żądany, j ako liczba temu logarytmowi odpowie-
dnia, będzie 5 ,14990. 

7. Podzielić 0 ,345 przez 0 ,4567. 

0,345 3450 
• . X 0,4567 ~~ 4567 / 

log. x = log. 3 4 5 0 + dop. log. 4 5 6 7 — 1 0 
= 3 , 5 3 7 8 1 9 + 6 , 3 4 0 3 6 9 — 1 0 
= 9 , S 7 S I S 8 — 1 0 = I o g . 0 ,75542 

132. Zastosowanie logarytmów do działań, w których mno-
żenie i dzielenie są razem połączone. 

1. Znałeić iloczyn ułomków 'y75, iyi2 \ *y . 
log. 3 1 = 1 ,491362 
log. 1 3 = 1 ,113943 
log. 4 7 = 1 ,672098 

d o p . log. 7 5 = 8 , 1 2 4 9 3 9 
dop . log. 1 2 = 8 ,920819 
dop . log. 4 S = 8 ,318759 

log. iloczynu—1920— 3 0 = 9 , 6 4 1 9 2 0 - 1 0 
V' 

Z przyczyny 3 dopełnień wchodzących do dodawania , tyleż 
dziesiątek, czyli 30 od summy wynikłe j o d j ą ć było potrzeba. 
Liczba odpowiednia logarytmowi s tąd powsta łemu jest 0 ,438449. 

18 
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2. Znaleźć za pomocą logarytmów czwarty wyraz pro-

porcyi. 
73 123 _ _ 2 3 

99 ' 235 ~~ 27 ' X . 
— 1 2 3 * 2 3 

X ~ 2 3 5 x 2 7 X 73 
log. 1 2 3 = 2 ,089905 
log. 2 3 = 1 ,361728 
log. 9 9 = 1 ,995635 

dop . log. 2 3 5 = 7 ,628932 
dop . log. 2 7 = 8 ,568636 
d o p . log. 7 3 = 8 ,136677 

29 ,781513 - 3 0 = 9 , 7 8 1 5 1 3 - 1 0 . 
Wypadek żądany, jako liczba temu logarytmowi odpowiedn ia , 

jes t 0 ,604662 . 

3. Znaleźć czwarty wyraz proporcyi. 
0 , 0 9 6 3 : 0 , 2 4 9 5 8 = 0 , 0 0 8 9 6 7 : x 

Dla ułatwienia w samem zastosowaniu logarytmów, dwa pier-
wsze wyrazy proporcyi zamieniamy na całkowite, mnożąc przez 
100000, s t ąd 

9630 : 2 4 9 5 8 = 0 , 0 0 8 9 6 7 : x 
log. a ?= log . 24958 + Iog. 0 ,008967- f dop. log. 9 6 3 0 — 1 0 

log. 24958 = 4 ,397210 
log. 0 , 0 0 8 9 0 7 = 7 , 9 5 2 6 4 7 — 1 0 

dop . log. 9630 = 6 ,016374 
18^366231 — 10—10 

= 1 8 , 3 6 6 2 3 1 — 2 0 = 8 , 3 6 6 2 3 1 — 1 0 
Wypadek więc żądany, j ako liczba odpowiednia temu loga-

rytmowi jest 0 ,0202397 . 

133. Zastosowanie logarytmów do podnoszenia do potęg. 
Logary tmy przy podnoszeniu do potęg liczb całkowitych, 

mniej są pomocne , gdyż liczba cyfer przez nie znalezionych jest 
zawsze dość ograniczona. Czasem jednak mając tak znalezione 
pierwsze cyfry wypadku, łatwiój jest pozostałe przez mnożenie 
uzupełnić. 
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Aby ostatnie dwie cyfry wynaleźć , k tóre tu j a k o niewiadome 
przez zera są zastąpione podnosimy 2 do 25 t e j potęgi zwyczaj-
nym sposobem ograniczając się tylko na wyszukaniu 3 ostatnich 
cyfer. 

2. Znaleźć ósmą potęgę liczby 12. 

Aby ostatnie cyfry dokładne wynaleźć, podnos imy 12 do 8ć j 
potęgi, ogranicza jąc się na 4 ostatnich cyfrach. 

3. Znaleźć 5 t ą potęgę liczby 2 ,3 

Liczba odpowiednia temu logarytmowi jest 0 ,000886716. 
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5. Podnieść do 11 tej potęgi ułomek 

6. Znaleźć wartość 

Wartośc ią przeto żądaną jes t 1 ,21762 
134. Zastosowanie logarytmów do wyciągania pier-

wiastków. 
Gdy przy pomocy naszych tabl ic logarytmowych. znaleźć mo-

żna dokładnie 6 pierwszych cyfer każdej liczby, k tórć j logary tm 
jest podany, s tąd jakkolwiek wielka jes t potęga liczby, n iewięcćj 
jak 6 cyfer obe jmujące j , zawsze j e j pierwiastek ł a two będzie 
otrzymać. 

Pierwiastkiem przeto sześciennym żądanym jes t 881 , czyli 
liczba odpowiednia ostatniemu logarytmowi. 
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Aby w wypadku dzielenia mieć zawsze 10, nie zaś inną licz-
bę do odjęc ia , przed podzieleniem logarytmu przez wykładnik 
pierwiastku, doda jemy do dwóch liczb go składających, po tyle 
dzies ią tków, ile iedności wykładnik zawiera, m n i p i iprlna. S tad 

S. Wynaleźć średnią geometrycznie proporcyonalną po-
między 13,15 i 34 .26 . 
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135. Zastosowanie logarytmów do przykładów, w któ-
rych wszystkie poprzednie działania są połączone. 
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Dodawanie i odciąganie liczb, za pomocą logarytmów zwy-
czajnych dokonane być nie mogą : dokonane bowiem, odpo-
wiadałyby mnożeniu i dzieleniu na samyehże liczbach. Pod ług 
tego, największy byłby błąd, gdybyśmy wzięli 

gdyż to właśnie jes t wartością 
Działanie żądane następnie odbyć pot rzeba . 

Dla otrzymania przeto wypadku, potrzeba za p o m o c ą logaryt-

mów znaleźć war tość y 19, przydać ją do 21 i z summy tak po-
wstałćj wyciągnąć przez logarytmy pierwiastek bej potęgi. 

Wypadek przeto żądany j ako liczba temu logarytmowi od-
powiednia jest 1,47687. 

Podobnym sposobem jak w tym przykładzie , znaleźć można 
następne wypadki . 
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Wypadek przeto ż ą d a n y , j a k o liczba temu logarytmowi o d p o -
wiednia, jes t 17SS50. 

W podobnym sposobie znaleźlibyśmy, że 

136. Zastosowanie logarytmow do postępow ilorazowy eh. 
Wzory wynalezione do oznaczenia już jakiegokolwiek wyrazu 

w postępie i lorazowym; już summy, już iloczynu pewnej liczby 
łych wyrazów, użyte przy zwycza jnym rachunku , czynią robo tę 
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zbyt długą i t rudną. Wzór zaś służący do otrzymania wykładni-
ka, a tem samem do umieszczenia pewnej liczby średnich geome-
trycznie p roporc jona lnych , pomiędzy dwiema liczbami danemi, 
w podobnym sposobie niemoże być rozwiązanym. Przeciwnie 
każdy z tych rachunków staje się łatwym przy pomocy logaryt-
mów; wzory tylko powyższe za użyciem tych logarytmów nastę-
pnej podlegną zmianie. I tak 

l Wzór na oznaczenie j ak iegobądź wyrazu w postępie 
i lorazowym, 

2° Wzór na wynalezienie wykładnika w postępie 

Jeżeli zaś wzięty będzie wzór drugi na summę wyrazów, 

Dla obrachowania log. (</n— 1), znajdziemy naprzód war-
tość l o g . q H = n log. <{, wyszukamy liczby jemu odpowiedniej , i 
po odjęciu od niej jedności , dopiero weźmiemy logarytm. 

Przykłady. 1°. Przypuszczając że ziarno przenicy zasiane 
wydało w kłosie 30 ziarn: ie każde z tych ziarn na nowo posia-
ne wydało także po 30 ziarn w Zgirn roku, podobnież w trzecim 
i t. d., jakiż byt zbiór otrzymany w ciągu 10go roku. 

11 
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Idzie tu o wynalezienie lOgo wyrazu w postępie 

Część dziesiętna logarytmu tak wypadłego odpowiada liczbie 
I96S3, stąd 13,294089 będzie logarytmem liczby i9(583 wziętej 
z dopisanemi dziewięciu jeszcze zerami, a która oznaczy zbiór 
ziarn w lOtym roku wydanych . 

Ponieważ na objętość centymetru sześciennego '25 ziarn średniej 
wielkości rachować można, s tąd na litr, czyli kwartę obe jmują -
cą 1000 takich centymetrów, wypadnie 25000 ziarn; na hektolitr 
zatem czyli na 100 kwar t , ziarn 2500000. Przypuszczając zaś że 
hektar gruntu (nieco większy o d 2 m o r g ó w ) , wydaje 2<> hektoli-
t rów, czyli óOmil jonów ziarn, pot rzebaby przeto do 400000 he-
ktarów, czyli przeszło 8001)01) morgów, aby w jednym zbiorze 
powyższa ilość zboża była wydaną . 

2°. Pewnemu Monarsze Indyjskiemu Matematyk Sessa 
przedstawił grę w szachy przez siebie wynaleziona. Monarcha 
tak byt nią zadowolony, ii przyrzekł mu przyznać nagrodę cho-
ciaiby największą. Ten ograniczył się tylko na żądaniu 1 ziarna 
zboża za pierwsze pole jego szachownicy, 2 ziarn za drugie, A za 
?>cie i tak następnie aż do ostatniego czyli 64go. Monarcha pra-
wie urażony nagrodą, która mu zdawała się być małą, kazał 
Wezyrowi natychmiast ją zaspokoić. Lecz jakież było jego zdzi-
wienie, gdy rachunek okazał, że do zaspokojenia zboże na całej 
kuli ziemskiej nie jest dostateczne. Musiał przeto wyznać że nie 
jest dosyć bogatym, dziwiąc się już więcej subtelności zadania, 
niż samymże szachom. 

Idzie tu o wynalezienie summy 64 wyrazów postępu, 
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Chociaż w wypadku 6 pierwszych tylko cyfer jest dok ładnych , 
przybliżenie to jednak jest dostateczne przy tak ogromnej liczbie, 
k tórć j zawsze wielkość ocenioną być może. Liczba ta oznacza 
ilość ziarn żądanych za szachy. Że zaś pod ług poprzedniego 
przypuszczenia uważa się, iż hek la rgrun tu 50 milionów ziarn śre-
dnio wydać może , s t ąd myryametr kwadra towy,czyl i 1000hek ta -
rów wydadzą 50 miliardów ziarn. Liczba ta rozmnożona przez 
5092960, czyli przez liczbę myryamelrów, j aką liczą na całą po-
wierzchnię ziemi, tworzy iloczyn jeszcze mieszczący się 7 razy, 
w liczbie ziarn żądanej za szachy, czyli w wartości 264. Potrzebaby 
zatem 7 zbiorów zboża na całej powierzchni ziemi, n iewyłączając 
nawet j e j miejsc przez wody zapełnionych, aby utworzyć ilość 
zboża żądaną. 

3° Umieścić pomiędzy 7 i 100 cztery średnie geometry-
cznie proporcyonalne. 

Szukajmy naprzód wykładnika w postępie, mającym za pier-
wszy wyraz 7. za ostatni 100. nodłutr wzoru 

Wykładnik przeto szukany jest 1,702; mnożąc ten wykładnik 
przez 7, czyli przez pierwszy wyraz dany, otrzymamy drugi; mno-
żąc przez 2gi otrzymamy 3ci i t. d. Logarytmy wtym razie mogą 
jeszcze być na pomocy; i tak: 
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Postęp przeto żądany będzie następny 

4°. Wyszukać iloczyn 6 pierwszych wyrazów postępu ilo-
razowego, 

Wypadek przeto żądany, j ako liczba odpowiednia logary tmowi 
6 ,321630, jes t 2097150, zupełnie dokładny, co do wszystkich cy-
fer oprócz jedności ; otrzymany bowiem przez mnożenie jes t 
2097152 . 

Podobnież byśmy znaleźli, że iloczynem wszystkich wyrazów 
W postępie (81) 

l : 3 : 9 : 27 : 81 : 243 
jes t 14348907, liczba którój tylko 6 pierwszych cyfer przy po-
mocy tablic tu podanych, otrzymać można. 
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S P I S R Z E C Z Y 

W TEM D Z I E L E ZAWAKTYCH. 

Stron. 
llozdziat I. O podnoszen iu d o p o t ę g i wyc iągan iu pier-

w i a s t k ó w w ogó lnośc i ' • 1 

llozdziat II. 0 podnoszen iu do k w a d r a t u 14 

Rozdział III. O wyciąganiu p i e rwias tku k w a d r a t o w e g o . 22 

Rozdział IV. O podnoszen iu do sześc ianu 41 

Rozdział V. O wyciąganiu p i e rwia s tku s z e ś c i e n n e g o . . 53 

Rozdział VI. O p o s t ę p a c h różn icowych 7 0 

Rozdział VII. O pos t ępach i l o razowych 8 3 

Rozdział VIII. O L o g a r y t m a c h 9 3 

Tablica l o g a r y t m o w a liczb od 1 do 10000 . . . . . 149 
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OMYŁKI WAŻNIEJSZE. 
' j . 

stron. 8 wiersz 6. zam.— 3 4 popr. = 3 9 . 
12 11. "zam. na dwa następne czynniki popr. na czyn-

niki pierwsze 
13 >> 12. zam. 11 potęgi popr. 12 potęgi. 
24 »» 10. zam. 119 popr. 116 
24 12. zam. 119 popr. 116 
35 >> 5. od dołu zam. 700000 popr. 7000000 
36 8 . zam. 591 . 72 popr. 59.7 2 

39 2. od dołu. zam. przez ten czynnik popr. przez 
drugi czynnik. 

44 13. zam. 3 7 4 4 0 S 8 p o p r . 3754088 

»» »» 14. zam. 4967830S8 popr. 4967930S8 
51 » 15. zam. 29 ,249025 popr. 29 ,250025 
51 » w wypadku działania zam. ID popr. 0,1 xB 

„ ' zam. 2 B'popr. 0 , 0 2 x 0 ' 
zam. 5 B"popr. 0 ,005 X B 

-65 >> \\.zam.~ popr.—, 
3 a 1 1 3 a* 

95 »» 11. od dołu zam. 12 popr. 512. 
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DZIEŁA TEGOŻ AUTORA. 

O Papierach publicznych w ogólności, ze szczegółowym 
opisem papierów kra jowych, ważniejszych zagranicznych i 
ins tytucyj które na ich handel w p ł y w a j ą . Warszawa 1843 . 
Cena 2 ruble. 

Rachunkowość handlowa w ważniejszych j e j zastosowa-
niach. Warszawa 1846.—Cena 2 ruble. 

Dzieła te dla młodzieży Szkolnej sprzedają sig w mieszka-
niu Autora Nr. 472 , po 10 zł. exemplarz. 
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