
PERSPEKTYWA RZUTOWA 
J A K O W Y N I K 

RZUTÓW PROSTOKĄTNYCH 
N A 

PŁASCZYZNY UKOŚNIE WZGLĘDEM SIEBIE POŁOŻONE. 

PRZEZ 

K a r o l a M A s z K o w s K i E G O 

Profesora Akademii Technicznej we Lwowie 

( P r z e d s t a w i o n o n a p o s i e d z e n i u T o w a r z y s t w a d . 2 p a ź d z i e r n i k a 1873 r . ) . 

PRZEDMOWA. 

z dhigolofniśj praktyki naiiczyciplskiej [irzekoniiłciii się, że dział Gconiotryi Wykroślnej, który tu opraoowałftn, 
zdaje się najbardziej, uczącenm się tych ćwiczeń, przyczyniać do przejrzenia przestrzeni i jój ntworów ; gdyż wykre-
ślenia metodą "perspektywy rzutowej » wykonane, dają obrazy tych utworów w i)rzestrzeni w formie dla oka daleko 
zrozuniialszej i do natury podobniejszćj, aniżeli rzuty prostokątne. 

Konstrukcye, oparte na podstawach matematycznych tak samo jak konstrukcye rzutów prostokątnych, nie tylko 
że nie są trudniejsze ani zawilsze, lecz owszem, przy wynajdywaniu przecięć, przenikali, cieniów i t. p., są one 
bardzo często łatwiejsze i prostsze. 

Chcąc więc z jednej strony przyczynić się do rozpowszechnienia tej metody, dla tecłinika tak ważnej, umiejętnie 
interesującej i mało znanej, a z druj^iej, przyczynić się' do wzbogacenia literatury naszej ojczystej, która, jakkol-
wiek szczyci się dziełami znakomitemi z Geometryi Wykreślnej, w tym kierunku jednak nic nie posiada, skreśliłem 
ten Kurs Perspektywy rzutowej, ułożywszy systematycznie, za pomocą tej metody, rozwiązanie zagadnień z pola 
Geometryi Wykreślnej. 

W przypuszczeniu, że czytelnik przynajmniej w ogólnych zarysach jest obeznany z metculą rzutów prostokątnycłi 
(orthogonalnych), jak niemniej z Planimetryą i Stereometryą, udowadniam tylko to, czego natura rzeczy koniecznie 
wymaga, zostawiając dowodzenie innych twierdzeń czytelnikowi. To pozwoliło mi ograniczyć się na małej liczbie 
stronic, na którycli zebrałem dość obfity materyal. 

Do użycia nazwy perspektywa rzutowa skłoniło mni(̂  : 1" to, iż obrazy ciał wykonane za pomocą tej metody 
wiele podobieństwa mają do obrazów perspektywicznycłi, a 2", że ta metoda rzeczywiście zasadza się na rzutacli 
l»rostokątnycIi. Co do iniiycłi wyrazów, jak tło, podstawa i t. p., użyłem icłi dlatego, że leiiszych i prostszych wyna-
leźć nie byłem w stanie. 
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WS PEP 

Ziidaiiieni Gcomclryi \Yyki'eślnej jesl rysunkowe oznaczenie u tworów znajdujących ^ię w prze-
strzeni o tyle dokładne, by samo wykreślenie pozwoliło kształty ich odgadnąć, a niezawiłe kons t ruk-
cye rysunkowe zrobiły inożliweni wyszukanie rzeczywistych rozmiarów tych u tworów. 

Temu zadaniu czynimy zadosyć, kreśląc zarysy u tworów zna jdujących się w przestrzeni, których 
ostateczną granicą jest punkt . Ostatecznem zadaniem naszćm będzie oznaczenie położenia 
punk tu . 

Położenie zaś punktu da się tylko wtedy oznaczyć, gdy znane jes t miejsce, jakie on w przestrzeni 
/.ajnmje względem innych przedmiotów, których położenie jest znane. 

Za przedmioty, względem których położenie danego punktu oznaczamy, służą nam trzy płasczy-
zny pod pewnymi katami ku sohie nacinjlone, z których jedna jest zarazem płasczyzną rysunku. 

Układ takich trzech płasczyzn zowiemy układem płasczyzn rzutów, gdyż spodki prostopadłych, wy-
prowadzonych z danego punktu na te trzy płasczyzny zowiemy rzutami tegoż punk tu . 

Długości tych prostopadłych zawarte między p u n k t e m i każdym z jego rzu tów dają odległości 
punktu od płasczyzn rzu tów. 

Proste podług których przecinają się płasczyzny rzutów zowiemy osiami. 

§ i 
Przy jmujemy następujący układ płasczyzn rzutów : ku pionowej płasczyznie T (fig. 1), zwanej tło, 

nachyloną jest pod ką tem © płasczyzna rzutów P, podstawowa zwana; pod ką tem pros tym do tych 
dwóch płasczyzn us tawiamy trzecią płasczyznę K, tak zwaną krzyżotua. Tło z podstawą daje oś X, tło 
z krzyżową daje oś Z, a podstawa z krzyżową daje oś Y. 

Obróciwszy cały układ tych płasczyzn tak około osi Z, iżby K stanowiła płasczyznę rysunkową, 
układ płasczyzn rzutów i osi okaże się z fig. 2, gdzie oś Z jest zarazem t łem T, oś Y podstawą P, a 
wreszcie punkt a,, osią X ; kąt zaw-arty między osiami Z i Y jes t rzeczywistćm nachyleniem tła do 
podstawy. 

Przj^jąwszy taki układ płasczyzn rzutów, oznaczamy miejsce punk tu A (fig. 1) znajdującego si^ 
w przestrzeni, p rowadząc przezeń Aa prostopadle do T, Aa' prostopadle do P, i Aa" prostopadle <!«> 
K, aż do spotkania się każdej z tych prostopadłych z odpowiednią płasczyzną rzutów. Kreśląc nad to 
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Z puniklu a prostki prostapadłą do T, o t r zymujemy na Ile T punk t a jako rzut Iłowy, czyli per-
spektywę rziitoicą rzutu podstawowego danego punk tu A ; na podstawie P punkt a ' j a k o ji^go rzut pod-
słaH^mcy; na płasczyznie krzyżowćj K, punkt a" jako rzut krzyżacy; a wreszcie na t le punkt a jako 
perspektywę rzutu podstawoicego. 

Przesunięta przez Aa i Aa"płasczyzna Aacua"; będzie prostopadły do T i K, zatem będzie ona proslo-
padł:^ do osi Z; przyczdm Aa będzie równoległy, do a"a. ; — Aa lub a"Os da nam odległość punktu A 
od tła — podobnież Aa" będzie równoległą do rm-, i każda z nich da nam odległość punktu A od płas-
czyzny krzyżewt^j K. 

Przesunięta przez Aa i Aa" płasczyzna Aaaya jest prostopadły do podstawy i do płasczyzny krzy-
żowśj , zatóm jest ona prostopadły do osi Y ; a Aa' równoległa do a"a ' j /da nam odległość punktu A 
od podstawy, doy równoległa do Aa" da odległość punktu A od płasczyzny krzyżowt^j. 

Przesunięta przez Aa i Aa płasczyzna Aao^a będzie prostopadły do tła i do podstawy, zatćm będzie 
ona prostopadły do osi X, a równoległy do K. Oa^ równoległa do ayd da na jn , jako równoległa do 
Aa", odległość punk tu A od płasczyzny krzyżowśj ; Oa^ równoległa do Oâ d daje odległość rzutu pod-
stawow^ego od osi X. Płasczyzna Ada^a prostopadła do osi X ma swój ślad tloivy {\iYzc,c\ęńQ się 
z t łem) w aaj, prostopadły do X ; zatem punk t a musi leżeć na prostopadłe j poprowadzonej z punktu a 
na oś X, ponieważ a jest ś ladem t łowym prostej da równoległej do Aa leżycej na te j płasczyznie Aa a^a. 

Z powyższego dowodzenia wyprow-adzić możemy prawo następujyce : perspektywa {*) a i perspek-
tywa a rzutu podstaicowego d punktu A danego w przestrzenią leżą zawsze na jednej i tej samej pro-itnpadłej 
do osi X. 

Dla ułatwienia czytelnikowi dodamy tuta j , iż w całym ciygu niniejszej pracy używać będziemy za-
wsze do oznaczenia punktu znajdujycego się w przestrzeni, głosek wielkich abecadła łacińskiego, 
do oznaczenia zaś rzutu tłowego czyli perspektywy tegoż punktu , tychże samych głosek małego abeca-
dła; rzuty pods tawowy i krzyżowy oznaczy się temiż samemi głoskami małemi z dodaniem jednćj , lub 
odpowiednio do potrzeby, dwóch kresek u g ó r y ; wreszcie perspektywę rzutu podstawowego oznaczać 
będziemy odpowiedniemi głoskami abecadła greckiego. Otóż, np. dla punktu M w przestrzeni, będzie 
oznaczać : 

m jego perspektywę, 

rn )) rzut podstawowy, 

m" » )) krzyżowy, a 

u perspektywę jego rzutu podstawkowego. 

Głosky cp raz na zawsze oznaczać będziemy kyt nachylen ia płasczyzny podstawowej do tła. 

Zadaniem więc naszćm będzie : z perspektyw i z perspektyw rzutów podstawowych wyznaczyć 
s tosunki , jakie zachodzić mogy w położeniu punk tów, linij i t . d. znajdujących się w przestrzeni. Ku 
t emu zaś niezbędny jest dowód, że położenia perspek tywy i perspektywy rzutu podstawowego 
względem osi, wystarczy do oznaczenia miejsca, jakie punk t , oznaczony przez dwa rzuty, zajmuje 
w przestrzeni względem płasczyzn rzutów, — j e ż e l i przytem kyt ^ jest nam znany. 

(*) Rozumie się samo przez si '̂, że tu zawsze mowa o [(crspektywach rzutowych. 
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§ 2 

Przyj^wszy a^ na osi X w odległości 0«x równej odległości danego punktu A (fig. 2) od płasczyzny 
krzyżowej, niecłi będ^ a i a dane. Wiemy że punkt A leży na prostopadłej wyprowadzonej z perspek-
tywy a na tło, jako tćż na prostej poprowadzonej z rzutu podstawowego a , pros topadle do podstawy. 
Przesunąwszy w myśli płasczyznę krzyżową ku stronie lew^-j tak, iżby oś Z przypadła na aa, możemy 
zrobić kład jej około tdjże prostej aa. W ten sposób otrzymamy prostą a^Y nachyloną pod k^tem ? do 
aax-, prosta ta będzie kładem śladu podstawowego przesuniętćj płasczyzny krzyżowćj. Na tćj prostój 
a^Y leżeć będzie k ł adą" rzutu podstawowego, k tóry otrzymamy, kreśląc aa" prostopadle do aa^ aż do 
przecięcia się z Kreśląc an prostopadle do aaj^ i a"m prostopadle do aa.Y, o t rzymamy dwie w-spo-
mniane prostopadłe do płasczyzn rzutów (w kładzie), a w punkcie a" jako w przecięciu się ich, kład 
żądanego punktu . Długość aa" da nam odległość punktu A od tła, a długość a" a" odległość jego od 
podstawy. Widzimy zatćm, że z danycli a i a i kąta cp, odległości od trzech płasczyzn rzutów punktu 
w przestrzeni leżącego (a zatem jego miejsce) dają się oznaczyć z całą ścisłością. 

Idąc drogą wpros t przeciwną poprzedzającej, i biorąc pod uwagę wszystko, cośmy dopiero powie-
dzieli, przekonamy się, iż będziemy mogli z taką samą łatwością wynaleźć a i a punktu A, jeżeli tylko 
dane będą : jego odległość l od płasczyzny krzyżowej (na lewo), jego wzniesienie w (nad podstawą) i 
jego odległość g od tła (przed tłem) jako tćż kąt cp. 

Kreśląc (fig. 3) poziomą 0X jako oś X, obieramy na niój O za początek układu płasczyzn rzutów. 
Odcinamy 0 0 ; ^ = l na lewo od O i kreśl imy a/L prostopadle do 0 X . Przez punkt o^^ kreśl imy a^Y pod 
kątem 90" — <f do osi X. Kreśląc następnie mn równolegle do a^Y w odstępie równym iv, i pq równo-
legle do flxZ w odstępie g, o t rzymamy w przecięciu a" tych dwóch prostych kład danego punktu . 
Kreśląc aa pros topadle do a^l, o t rzymamy w punkcie a perspektywę, kreśląc zaś a"<x" prostopadle 
do G^Y, o t rzymamy a" kład rzutu podstawowego, z którego a"a równoległa do X, w przecięciu się 
z a^Z w punkcie a da nam perspektywę rzutu podstawowego żądanego punktu A. 

Początkujący powinien wszystkie przypadki położenia punktu ŵ  stosunku do płasczyzn rzutów 
(przypadków tych jest ośm) sam narysować, gdyż to stanowi podstawę wszelkiego rysunku perspek-
lywy rzutowćj i d a j e niezbędnie pot rzebną ku t emu wprawę. 

Z powyższćj p rak tyk i rysunkowej okaże się, że jeżeli punkt A w przestrzeni leży za t łem i nad 
podstawą, jego a i a będą leżały nad os iąX ; jeżeli zaś punkt A leży przed t łem i pod podstawą, jego 
a i a leżeć będą poniżej osi X. W każdćm innem położeniu punktu A w przestrzeni względem tła 
i podstawy, nie można z góry powiedzieć czy jego a i a leżą nad, czy tćż pod o s i ą X . 

Jeżeli punkt A (fig. i) leży na tle, natenczas : on sam, jego perspektywa a i kład jego (biorąc aa^ pro-
stopadłą do X za oś obrotową) przypadają w tym samym punkcie a . Chcąc wynaleźć perspektywę a 
jego rzutu podstawowego, rysujemy a^Y pod kątem o do aa^ i wyprowadzamy na nią prostopadłe aa", 
a" będzie kładem rzutu podstawowego, a kreśląc aa" równolegle do X, otrzymamy perspektywę rzutu 
podstawowego na prostopadłej aa^ do osi X. 

Jeżeli punkt A leży na podstawie, natenczas jego perspektywa a i perspektywa a jego rzutu podsta-
wowego będą tym samym punk tem. Chcąc wynaleźć oddalenie punktu A od os iX i od tła, kreślimy 
(fig. o) aa , pros topadle do X, i a^Y pod kątem cp do tejże prostopadłi^j ; a przecinając tę ostatnią pro-
się linią aa" równoległą do X, otrzymamy w punkcie a kład punktu danego. Długość aa^. będzie w tym 
przypadku oddaleniem punktu A od osi X, a długość a"a oddaleniem danego punktu od tła. 
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Z figury 3, okazuje się, że : 

§ 3 

Dana w przestrzeni linia prosta l, ma na płasczyznaeh rzuty proste, a zatem : tak jt^j perspek-
tywa / j a k o t^ż j ś j rzut podstawowy li perspektywa Ajój rzutu podstawowego, będą również pros te . 

Do oznaczenia miejsca i kierunku danś j prostej , dostatecznem jes t oznaczyć miejsce dwóch jej 
punktów. Obierając więc na danśj prost/^j L dwa punkta A i B, szukamy ich perspektywy a i b, również 
perspektywy a i p ich rzutów podstawowych, i o t rzymamy (fig. 6) / (łącząc punkt a z p u n k t e m b) i aji 
jako perspektywę rzutu podstawowego danej pros te j . Chcąc wynaleźć jakikolwiek punkt Mtó j prostej , 
fll)ieramy jego perspekty\X'ę m na /, a pionowo pod n im na 1 perspektywę u jego rzutu podstawowego. 

Wynaleźć kierunek l i i danej prostej która jesl równoległą do tła a nachyloną do podstawy. 

Perspektywa l może mieć kierunek dowolny (fig. 7), ponieważ zaś L ma być równoległą do tła, więc 
odległość każdego z jej punk tów od tła będzie taż sama. Obierzmy na / dowolne dvva punkta 
a i i szukajmy (podług fig. 2) odpowiednich im a i [i, jednakże tak, ażeby punkta dane przez a, i 
h, p miały od tła ten sam odstęp. Dlatego kreśl imy aa" równolegle do bb" i dajemy im długość równą 
oddaleniu danćj prostćj L od tła, p ros te te będą równoległe do osi X, o t rzymujemy zatem w a" i 
h" kłady dwóch punktów około "prostych aa^ i bbj. prostopadłych do osi X. Chcąc wynaleźć a i [i, 
kreślimy pod ką tem (90° — Y) do osi X dwie równoległe a^a" i b^^" i prowadzimy na nie prostopadłe 
a"a" i b"^". Punk ta a" i p" są kładami rzutów pods tawowych. Kreśląc zatem równolegle do X a"a i 
aż do przecięcia się z pionami aa^ i bbj., o t rzymamy a i p, k tóre połączone z sobą dają X jako perspek-
tywę rzutu podstawow^ego żądanćj pros te j . 

Gdy zaś prosta jest daną przez / i X, a chcemy znaleźć, czy ona je»t równoległą do tła, musimy po-
stępować odwro tną drogą, t . j . wynalazłszy (podług fig. 2) a" i b" jako kłady którychkolwiek dwóch 
punktów danej prostej , po równywamy aa" i bb" (odległości tych dwóch punktów od tła) między sobą. 
Jeżeli te dwie odległości są sobie równe , w takim razie będzie to dowodem, że prosta L dana przez 
l i l jest równoległą do tła, gdyby przeciwnie te dwie odległości nie były równe, natenczas prosta L nie 
byłaby równoległą do tła. 

Dana prosta L jest równoległą do podstawy i dowolnie nachyloną do tła {/ig. 8 ) ; jakie położenie będą 
miały lii? 

Jeśli prosta L jest równoległą do podstawy, to je j rzut podstawowy /' jest równoległy do L. Te dwie 
proste równoległe L i / ' rzucone na tło, dadzą rzuty również między sobą równoległe. Rzut tłowy 
prostej L j e s t j ^ j perspektywą / ; rzut zaś t łowy ])rostej i jcs.t perspektywą X rzutu podstawowego 
danej prostej L. Widzimy zatćm, że jeżeli dana prosta jest równoległą do podstawy, w takim razie 
je j perspektywa l jest równoległą do perspektywy X jćj rzutu podstawowego. 

Dana prosta L {fig. 9) jest równoległą do osiX. 

Łatwo zrozumieć, że natenczas / będzie równoległą doX i równoległą do X. 
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Prostalj{fi(j. 10) jest prostopadłą do tła. 

W tym przypadku wszystkie jój punkta rzucają sie na tło w jeden punk t . Pe r spek tywa /b^n lz io 
wiec p u n k t e m . Ponieważ zaś perspektywy rzutów podstawowych wszystkich punktów danćj pros lć j 
muszą leżeć pionowo pod ich perspektywami, te ostatnie zaś przypadają w j ednym punkcie, zatem Obę-
dzie linią pionową, prostopadłą do osi X. 

ProstaL {fig. ii) jest prostopadłą do podstawy. 

Jeśli prosta L jest prostopadłą do podstawy, natenczas j e j rzut pods tawowy / ' j es t punk tem, a 
zatśm i perspektywa X togo rzutu jest także punk tem. Perspek tywa zaś l musi być prostą , prosto-
padłą do osi X, ponieważ perspektywa każdego punktu danćj prostćj znajduje swe miejsce pionowo 
nad X. 

ProstaL jest prostopadłą do osiX (fig. 

W tym przypadku prosta L j e s t zarazem równoległą do płasczyzny krzyżowej; zatćm wszystkie je j 
punkta mają równą od tćj płasczyzny odległość; zkąd wynika, że tak perspektywa l jako też i perspek-
lywa X jej rzutu podstawowego, są prostopadłe do osi X i jedna jest przedłużeniem drugie j . 

Prosta L leży na tle. 

Ta prosta L jest zarazem swą pe r spek tywą/ . Chcąc wynaleźć perspektywę Xjćj rzutu podstawo-
wego, obierzemy na / dwa dowolne punkta a i żi (wedle fig. 4) i wyznaczymy odpowiednie a i p. 

Prosta leży na podstawie. 

Ta prosta jest zarazem swoim rzutem pods tawowym. Perspektywa / zatem i perspektywa X rzutu 
podstawowego wypadną w tćm samćni miejscu. 

ł .atwo zrozumieć że / i X prostćj L leżącśj na płasczyznie krzyżowój, leżą na osi Z. 

Wynaleźć prawdziwą długość i nachylenie ku osi X prostej L leżącej na podstawie i danej przez X, której 
długość równa sie oL{i {fig. 13). 

Około prostej aftj; prostopadłej do X szukamy (podług fig. 5) kładu a" i takim samym sposobem 
około fjbj, prostopadłćj do X, kładu f . Długości i dają oddalenie punktów A i B od osi 
X. Te oddalenia, kładąc podstawę około osi X na tło, będą do osi X pros topad łe ; o t rzymamy zatem 
punkta a , b ' \ \ tymże kładzie, o d c i n a j ą c M = i Połączenie tych dwóch punktów jest 
właśnie długością i k ierunkiem linii AB, którćj perspektywa ap była już daną . 

UWAGA I. — Prosta AB leżąca na podstawie i równoległa do osi X, będzie miała perspektywę 
równoległą do X tak długą jak AB. 

UWAGA i l . — Prosta AB prostopadła do osi X i leżąca na podstawie będzie miała prespektywę AFI 

prostopadłą do X. Chcąc wynaleźć długość ap odpowiednią prawdziwćj długości odcinka AB, prze-
suwamy przez a,3 płasczyznę krzyżową i rob imy jćj kład. W tym celu przedłużamy kierunek up 
( f ig . l i ) do punk tu a ;̂ na osi X, kreśl imy przez a^ prostą y pod kątem i odcinamy na tejże 
równe długości danej AB. Z punktów a" i p" poprowadzone równoległe do osi X, dadzą nam ^ i 
a^ będzie w perspektywie długością danego odcinku AB. 

Przystąpić teraz możemy do rozwiązywania zadań, k tóre w przyszłości będą nam użyteczne. 1 tak 
(liK. 15): 
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Wykreślić prespektyiue kwadratu leżącego na podstawie, gdy dane są w perspeklyuie kierunek i długość 

a^ jednego boku. 

Robimy (podług fig. 13) około osi X kład db' danego boku ap, kreśląc prostopadle do db\ od-
cinamy b'c=db'. Wraca j ąc z kładu do pierwotnego położenia płasczyzny podstawowej , mogli-
byśmy wynaleźć perspektywę py drugiego boku kwadra tu (jak to widzimy z figury). Możemy postąpić 
jeszcze w sposób następujący : przedłużmy cb' aż do punktu m na osi X ; przy powrocie z kładu do 
pierwotnego położenia podstawy, punkt m nie zmienia swego położenia, zaś punkt b ma swój rzut 
w p ; więc m^ jest k ie runkiem perspektywy drugiego boku kwadra tu . 

Koniec Y o t rzymamy prowadząc cy prostopadle do X, aż do przecięcia się w y z przedłużeniem 
Kreśląc yS równolegle do a,8 i a-J równolegle do py, ot rzymamy w punkcie 5 perspektywę czwartego 
wierzchołka kwadra tu . 

Wykreślić perspektywę sześcioboku foremnego, leżącego na podstaide, jeżeli daną jest perspektywa a[i 

{fig. 16) jednego boku. 

Robimy około osi X (podług fig. 13) kład db' danego boku a8, i na temże kładzie a '6 ' jako na pod-
stawie kreślimy sześciobok foremny db'cdek'. Przedłużamy k'd aż do punktu m na osi X, łączymy 
m z oc, i szukamy w przedłużeniu tego ma punktu k, który otrzymamy prowadząc k'k prostopadle do 
osi X.' Przedłużamy rfcaż do n na osi X, i kreślimy równolegle do «/;. Pros te pros topadłe z punk-
tów c' i d\ do osi X poprowadzone, dają w przecięciu się z n^ perspektywy y i S-kt równoległe do Py 
i równoległe do pa, dadzą nam wreszcie perspektywę ostatnich boków szukanego sześcioboku. 

Z wykreślenia tego widocznćm jest , że tak kład jak i perspektywa k^ przekątnej sześcioboku 

przecinają się w punkcie p na osi X. 

Wykreślić perspektywę koła leżącego na podstaide, jeżeli są dane : promień r i perspektywa ?r środka O. 

Perspektywa tego koła, jako leżącego na płasczyznie do tła pod kątem <? nachylonćj , będzie elipsą 
dla wykreślenia którój dostatecznem jest wyszukanie jej osi głównych. 

Weźmy dwie średnice tego koła, j ednę równoległą a drugą prostopadłą do osi X. Perspek tywa afi 
pierwszej z tych średnic, przechodząc przez iv będzie równoległą do osi X, a długość je j będzie równa 
^r . Wystawmy sobie dalej drugą średnicę prostopadłą do X, obróconą około pionu w punkc ie O wy-
stawionego tak daleko, iż stanie się ona równoległą do t ł a ; wówczas perspektywa je j będzie na-
chyloną do osi X pod kątem (90° — ?), a długość je j będzie równa 2 r . Średnica ta do pierwotnego 
swego k ie runku sprowadzona będzie miała perspektywę y^ prostopadłą do X, przechodzącą przez w. 
Końce jćj y i ^ o t rzymamy kreśląc y"y równolegle do i równolegle do X. 

§ 4 
PŁASCZYZNA. 

Każda płasczyzna E nachylona do płasczyzn rzutów, w dostatecznćm przedłużeniu przetnie tak 
tło jako tćż i pods tawę, i na każdśj z tych dwóch płasczyzn pozostawi ślady. Dla oznaczenia śladu 
t.łowego p rzy jmujemy głoskę k tó rą nazwaliśmy płasczyznę, dodając j ś j znaczek f , tak np. i l ad tłowy 
płasczyzny E oznaczy się przez E^ Dla innćj płasczyzny F byłby więc ślad tłowy Ff i t . d . 
,Ś!ad podstawowy będziemy oznaczać głoską mianującą płasczyznę z dodatkiem znaczku/>; a zatem 
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Ep oznaczać nam będzie ślad podstawowy płasczyzny E, a F/, tenże ślad płasczyzny F i t . d. Pe r -
spektywę nareszcie śladu podstawowego, oznaczać będziemy używając głoski mianujące j płasczyznę 
ze znakiem tt, tak, że E,c lub F«: będą oznaczać perspektywy śladów podstawowych płasczyzn E lub 
F. Dla oznaczenia położenia płasczyzny E dostatecznćm jest użycie dwóch jej ś ladów, t . j . : śladu 
t łowego Ef i perspektywy EK jej śladu podstawowego E^,; gdyż jeżeli mamy E«:, j edno tylko E^ temu 
odpowiada . Dlatego też najczęściej będziemy oznaczać płasczyzny przez ślady t łuwe i prespektywy 
ich śladów pods tawowych. 

Jeżeli pewna płasczyzna E przecina tło i podstawę, to przetnie zarazem i oś X. Z lego punktu 
przecięcia się płasczyzny z osią X wychodzi ślad tłowy Et i ślad podstawowy Ep, a zatem i perspek-
tywa tego ostatniego śladu, t. j . E,r . A więc płaszczyznę pod względem jćj położenia tak oznaczać 
możemy jak wskazuje figura IS. 

Każda płasczyzna zmieniając swe położenie sprowadzi zarazem i odmienne położenie swych śladów 
względem osi X ; żądaniem więc naszem obecnie będzie wynaleźć położenia śladu tłowego i perspek-
tywy śladu podstawowego, przy danem położeniu płasczyzny względem płasczyzn rzutów. 

Płasczyzna E nachylona dowolnie do tła i do podstawy. 

Taka płasczyzna przetnie oś X, a z punktu przecięcia wychodzić będą obiedwie perspektywy jćj śla-
dów dowoln ie ku osi X nachylonych (fig. 18). 

Płasczyzna E równoległa do podstawy {fig. 19). 

Taka płasczyzna nie może mieć śladu podstawowego, a zatem nie będziemy mogli wykreślić per -
spektywy tegoż śladu. Ta płasczyzna nie przetnie również osi X, zatem ślad jej Ef l)ędzic równoległym 
do osi X. 

Płasczyzna E równoległa do tła {fig. 20). 

W tym przypadku z powodów podobnych jak w przypadku poprzedzającym, będziemy mieli tylko 
E„ równoległo do osi X. 

Płasczyzna E równoległa do osi X, a dowolnie nac/njlona ku płasczyznom rzutów {fig. 21). 

Taka płasczyzna nie przecina osi X, ślad więc jej tłowy E, równie jak i ślad podstawowy E^,, a za-
tćm i perspektywa jego będą do osi X równoległe. 

Płasczyzna E jest prostopadłą do tła [rzucająca na tło) a nachyloną dow olnie do podstawy [fig. 22). 

Oś X w tym przypadku zostanie przeciętą, a E^ otrzyma dowolny k ierunek. Dla wynalezienia kie-
runku E^ zważyć musimy, że ślad jćj podstawowy E^ leży w płasczyznie E, a zatćm rzut jego tłowy 
czyli jego perspektywa E;: leżeć będzie w śladzie t łowym tej rzucającej E^, t. j . w Ef. 

Płasczyzna E jest prostopadłą do podstawy {rzucajaca na padstawe) a do tła dowolnie nachylona 
{fig- 23). 

I tu oś X zostanie przeciętą, a E^ ot rzyma kierunek dowolny. Chcąc wynaleźć E^ p rzy jmujemy 
w E . punkt a i zastosujemy (fig. 4) by otrzymać odpowiedni j emu punk t na t le. Prosta a,a (w kła-
<lzie a"a) jes t prostopadłą do pods tawy a punk t a jest je j śladem t łowym. Każda, przez tę prostopadłą 
przesunięta płasczyzna, będzie p ros topadłą do podstawy, a jćj ślad t łowy Ef przechodzić będzie przez 
ten siad a. Łącząc więc punkt przecięcia się z osią X z punktem a, o t rzymamy ślad szukany E^. 
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Płasczyzna E jest prostopadłą do osi X czyli równoległą do krzyżowej {fig. 24). 

Natenczas tak E, jako też E^ będą pros topadłe do osi X. 

Dla początkującego korzystnem będzie, jeżeli w każdym z danych przypadków położenia prostój lub 
płasczyzny, znajdzie ich rzut i odpowiedni t emu rzutowi ślad krzyżowy w kładzie około dowolnśj osi Z. 

§ 
Podawszy sposoby oznaczenia położenia punk tu , p ros t ś j i płasczyzny, jakiekolwiek byłoby ono 

w przestrzeni i względem płasczyzn rzutów, przejdziemy teraz do n iektórych zagadnień, tyczących 
się punktu , prostej i płasczyzny, jako tćż wzajemnych ich do siebie s tosunków. 

Dane są chva punkta A i B przez (oa) i icynaleźć odległość tych dwóch punktów {fig. 25). 

Podług lig. 2 wyszukane a" dla punktu a i b" dla punktu b, dadzą nam długości ad' i bb" przedsta-
wiające odległości punktów A i B od tła, k tóre to odległości w przestrzeni pros topadłe są do tła, a 
zatem pros topadłe i do ab. 

Kreśląc dwie proste ak i prostopadle do a.b i robiąc ak = aa", tak jak i B = bb", o t rzymamy 
w A i B kłady punk tów danych około perspektywy ab. Długość pros te j AB daje nam szukane 
odległości tych dwóch punk tów. 

Dana jest prosta L i punkt jej A przez {aa); od punktu A na tej prostej oznaczyć w danej odległości d 

punkt B przez b^ {fig. 'ż^). 

Przy jmujemy na danśj prostć j jakikolwiek punkt [mu) i tak dla niego, jako też i dla danego punktu 
(aa) szukamy w sposób wyżśj wskazany kładów M i A. Odcinając AB=i:f? o t rzymamy wkładz ie punkt 
żądany B. Wraca jąc z kładu do pierwotnego położenia, dos ta tecznćm jest poprowadzić B^ prostopa-
dle do am a o t rzymamy w b pei 'spektywę żądanego punktu B. P ionowo pod ^ na X znajdujemy ft, 
j ako perspektywę jego rzutu pods tawowego. 

Dana jest prosta L przez (/X) ; wynaleźć ślad tłowy U i perspektywę śladu podstawowego tej prostej 
{fig. 27)'. 

Ślad pods tawowy należy tak do prostej L jako też i do je j rzutu podstawowego I ; L jako jego pe r -
spektywa, musi się znajdować tak na perspektywie /, jako też i na perspektywie rzutu podstawowego, 
t. j . na X, musi więc leżeć w przecięciu się l i X. Chcąc wynaleźć ślad t łowy przesuńmy przez L 
płasczyznę rzucającą na podstawę, dla której perspektywą śladu podstawowego E^ będzie X, i dla któ-
rej według (lig. 18) znajdziemy ślad tłowy E,. Ślad szukany k będzie leżał w przęcięciu się perspek-
tywy l z ś ladem E<. 

Prosta L dana jest przez l i X, wyszukać kąty, które ta prosta tiuorzy z tłem i z podstawą {fig. 28). 

Szukamy na jp ie rw perspektywy śladu podstawowego fi na przecięciu się / i X; następnie śladu 
t łowego a (według fig. 22). Pod ką tem nachylenia prostej danś j ku jakiejś płasczyznie, rozumiemy 
zawsze taki kąt , jaki tworzy taż prosta z swym rzutem na daną płasczyznę. Kąt ten ma swój wierz-
chołek w śladzie prostej n i tej płasczyznie, i jest ką tem trójkąta prostokątnego, k tórego j ednym bo-
kiem kąta prostego jest rzut danej prostej , d rugim zaś oddalenie dowolnego punktu tejże prostój od 
I)łasczyzny; a przeciwprostokątna , długością odcinka danej prostój, licząc od śladu aż do tego przy-
ję tego punktu . Wielkość tego kąta wynajdziemy, robiąc około rzutu kład tego t ró jką ta . 
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Chcąc więc wynaleźć w naszym przypadku kąt nachylenia prostćj do tła, z rob imy kład śladu pod-
stawowego około perspektywy (jako rzutu tłowego). W tym celu kreśl imy pros topadłe do X ; pod 
kątem cp do tćjże p ionowej prostą bj,.f aż do przecięcia się jej z prostą równoległą do X ; zkąd 
otrzymamy kład śladu podstawowego. Długość Tifi" daje nam oddalenie tego śladu o i tła. 

Kreśląc 6B pros topadle do pa i odcinając pB = pp", mamy w punkcie B kład śladu podstawowego 
około pa. P u n k t a podczas wykonywania kładu, nie zmienia swego położenia, a połączony z punk tem 
B, daje aB równe długości L. Kąt t zatem, zawarty między L i / i mający wierzchołek w punkcie w, 
jest ką tem szukanym. Chcąc teraz wynaleźć kąt nachylenia danej prostej do podstawy, obrućmy około 
osi X rzut pods tawowy, którego perspektywą jest W tym celu zauważmy, że przecięcie si^ m prze-
dłużenia X z osią X podczas obrotu nie zmienia swego położenia. Nakreślmy b j j pros topadle do X ; 
ode tn i jmy na tej prostopadłej bxb'=^bj.'i" odległość śladu podstawowego od osi X ; w punkcie b otrzy-
mamy kład tegoż śladu około osi X. b' połączony z punktem m daje kierunek kładu rzutu podstawo-
wego, a nań, pros topadle do osi, z punktu a odcięta część b d daje prawdziwą długość rzutu pods t a -
wowego odc inka danej prostćj , zawartego między tłem a pods tawą .Poprowadźmy «'A prostopadle do 
b'd i p rze tn i jmy tę prostą kołem wykreślonem ze środka b' p romieniem b'k r ównym L, otrzymamy 
kąt p zawarty między i a L z wierzchołkiem w b' jako kąt nachylenia danej prostej do podstawy (*). 

Dana jest perspektywa ab odcinka prostej L, licząc długość od (aa) jako śladu jej tłowego, i nachylenie 
jej do tła równe kątowi t; wynaleźć X tej prostej [fig. iO). 

Kreśląc z a pod danym kątem t prostą / aż do przecięcia się z bW prostopadłą do ab, o t rzymamy 
flB równe długości danej L i />B = odległości punktu B od tła. Obrócenie Z>B w k ierunku poziomym da 
nam b" jako kład jjunktu J{ około bbj; prostopadłej do osi. Kreśląc przez bj. pod ką tenj (90 — ©) do 
osi X prostą b j f , i prowadząc na nią z punktu b" prostopadłą ^"p", o t rzymamy kład rzutu podstawo-
wego punktu B. b"^ równoległa do X daje nam w punkcie przecięcia się ,tej równoległej z pionem 
bhj:, t . j . w p, perspektywę rzutu podstawowego punktu B, tak że łącząc p z punk tem a o t rzymamy 
szukane X. 

Dane są : perspektywa ap rzutu, podstawotcego części prostej pA, licząc długość tejże prostej od śladu pod-
stawowego b; i kąt p, nachylenia tej części linii ku podstawie. Znaleźć odpowiedne l {fig. 30). 

Szukając (podług fig. 23) długości rzutu podstawowego /', wykreślmy prostę b X nachyloną do 
pod ką tem równym kątowi aż do przecięcia się jej z prostą a'A prostopadłą do a'6'; o t rzymamy 
/>A = L, a a A = o d l e g ł o ś c i punktu A od pods tawy. Chcąc znaleźć a perspektywę punktu A, popro-
wadźmy a"k" prostopadłą do weźmy a"A" = a'A i nakreślmy k"a równoległą do X aż do prze-
eięcia się je j z pionową a^a. Łącząc pa o t rzymamy szukane l (**). 

Zanim przystąpimy do rozwiązywania dalszych zagadnieii, znajdźmy najmnrejszość i nąjwiekszość 
summy kątóio, które dana prosta tirorzy z płasczyznami rzutów. 

(*) W podobny sposób postąpimy chcąc wynaleźć kąty nachylenia prostej kii [.lasczyznom rziilow, jeżeli danym 
jest jaki jej odcinek, z lą tylko różnicą, że w tym przyiiadkn szukać będziemy jedynie kładów togo odcinka około 
perspektywy danej prostej lub około osi X; długość l znajdziemy zj. pomocą L i kąta t, długość X za [.omocą T. i kąta 
p. Cale przeprowadzenie i stosowne ułożenie kombinacyj zostawiamy czytelnikowi. 

{**) Rzecz jasna, że w dwócli ostatnich zagadnieniach, inoglibyśmy jeszcze znaleźć A lub /, kreśląc jużto kątCjużto 
kąt p w położeniacli odwrotnycli. 
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l>rzy rozwiązywaniu sposobem rysunkowym podobnych zadań i przy danych stosownych kombi-
nacyach z L, X, ką tem t, kątem p i /, zwrócić należy na to uwagę , że w tych przypadkach : 

1. Jeżeli prosta L leży w przestrzeni lub na której bądź z płasczyzn rzutów równolegle do osi X, 
summa dwóch kątów : kąta t i kąta p będzie = O. 

2. Jeżeli proste są równoległe do jednej z płasczyzn rzutów, to wówczas tworzą one z tą płasczy-
zna kąt = O"; z drugą zaś płasczyżną tworzą one kąty zawarte między 0° a więc summa kątów 
nachylenia wynosi jako najmniejszość O", a jako największość 

3. Jeżeli prosta L prostopadła do tła T (fig. 31) daje rzut krzyżowy, natenczas summa kątów t -h p 
równa się 180" — o; a kąt = DO" — 

i . Jeżeli prosta L prostopadła do podstawy (fig. 32) daje rzut krzyżowy, natenczas s u m m a kątów 
t - ^ p = 180" —:p; a ką t^ = 90" —cp. 

o. W p.rzypadku, gdy prosta L jest nachyloną do tła pod stałym kątem r ó w n y m kątowi t, przyjmu-
jemy (tig. 33 w rzucie krzyżowym) na podstawie punkt z którego wyprowadzamy takie pros te jak 
L i L'. Najmniejszość summy kątów t i p zachodzi, gdy prosta leży na podstawie, i summa ką tów l -f-// 
równa kątowi ^ (albowiem wtedy p = 0 ) . Największość zaś t e j summy kątów zachodzi wtedy, gdy tał- a 
Ijrosta leży na płasczyznie prostopadłej do osi X i t->r-p równać się będzie 180 — ę. 

H. Jeżeli prosta L jest nachyloną pod stałym kątem p do podstawy, p rzy jmujemy (tig. 34a w rzucie 
krzyżowym) na tle punkt a, z którego prowadzimy proste L i L' pod kątem p do podstawy. Najmniej-
szość summy kątów t i p wypadnie wtedy, gdy prosta leżeć będzie na tle, i summa kątów t -t-p będzie 
r ó w n a ( g d y ż k ą t / = 0); największość zaś tej summy kątów będzie wtedy gdy taż prosta leży na 
])łasczyznie prostopadłej do osi X, albowiem l + /> będzie równe 180" — cp. 

Widzimy więc, że bezwzględna najmniejszość summy kątów nachylenia = O; bezwzględna zaś 
największość tej summy = 180°— <p. 

Mając dwa stożki (lig. 3 4 o wspólnym wierzchołku s, i o równej długości krawędzi, k tórych 
podstawy A i B są kołami, spostrzegamy, że powierzchnie tych stożków przenikają się podług k ra -
wędzi sa i sb. Punkta a i h tych, obydwom stożkom wspólnych krawędzi, leżą na prostej mn j ako linii 
przecięcia się ich płasczyzn. Do wynalezienia punktów a i b będzie zatem dostatecznem gdy dane 
zostanie j edno koło, np . A i miejsce prostej mn. Tych kilka uwag wystarczy, by rozwiązać za-
danie następujące (fig. 35) : 

lh'zez dany punkt A w przestrzeni poprowadzić prostą, któraby była nachyloną do tła pod kątem równym 
kątowi t, a do podstawy pod kątem równym kątowi p. 

W celu otrzymania mniej zawiłego rysunku, weźmy rzut krzyżowy a" punk tu danego (aa) oddziel-
nie. W rzucie krzyżowym, jak wiemy, oś Z przedstawia tło, oś Y podstawę, a punk t O przedstawia 
oś X. 

Poprowadźmy przez punkt a" nachylone pod kątem =t do osi Z, dwie prosto a"b i a"b\ to n a m ila 
kon tury stożka, którego wierzchołkiem będzie podstawa jego jest kołem mającym za ś rednicę ź*// i 
si)0czywającem na tle (Z), wszystkie krawędzie tego stożka z t łem tworzą kąt = t. 

Kreśląc zaś z punk tu a dwie proste a"c i d'c^ których nachylenia do osi Y są równe kątowi p, otrzy-
mamy kontur drugiego stożka o tym samym wierzchołku, którego podstawą jest koło, na podstawie 
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mające średnicę równą cc,, a wszystkie krawędzie tworzą z podstawą kąty =p. Proste a"b—d'b' dają 
długość krawędzi pierwszego stożka proste zaś a"c = a"c^ długość krawędzi drugiego stożka. 

Przedłużając a"c tak by a"c' = ab i przesuwając Y' równolegle do pierwotnego położenia dopóty 
dopóki nie zajmie położenia Y' równoległego do Y przechodząc przez punk t c', o t rzymamy stożek, 
k tó rego podstawą będzie koło o średnicy = c c j , spoczywające na płasczyznie Y nachyleniem kra -
wędzi do tej płasczyzny pod ką tem r ó w n y m / ; i którego długości krawędzi a c będą równe długościom 
krawędzi stożka pierwszego. Płasczyzny Z i Y', na których się znajdują podstawy tych stożków, prze-
cinają się podług pros te j O' równoległój do O. Chcąc więc rozwiązać powyższe zadanie zastosujmy 
uwagi dotyczące (fig. 34) i rzutu krzyżowego. Wracamy do perspektywy. Nakreślmy zatem z punk tu 
a, j ako środka, koło K średnicy równćj hh\ o t rzymamy perspektywę podstawy pierwszego s tożka ; 
dalej nakreś lmy 0'X' równolegle do 0 X ; 0 'X' jest perspektywą przecięcia się płasczyzn pods tawo-
wych dwóch uważanych stożków. Punk ta w, n w których się koło K przecina z prostą 0 X ' , będą punk-
tami krawędzi wspólnych obydwom stożkom (odpowiadające punktom a i b fig. 34). Połączenia punk-
tów m i n z punk tem a, dadzą nam perspektywy i a połączenia ma' i im perspektywy rzutów 
pods tawowych, tych dwóch, obydwom stożkom wspólnych krawędzi , a zatćm dwie pros te , z którycli 
każda tworzy z t łem kąt równy a z podstawą kąt = p. Ale teraz podstawową płasczyzną rzu tów 
jest Y'. Chcąc więc rozwiązać nasze zadanie ze względu na daną płasczyznę Y , przesuńmy przez dane 
a pros te : Xi równoległą do ma i Xi, równoległą do na'. 

§ (i 
Chcąc na płasczyznie E, danej przez je j ślady E( i E^ , znaleźć punkt d^, wykreślmy najprzód na 

t r j płasczyznie jakąkolwiek prostą l\ i na te j prostej weźmy punkt dS. Jeżeli pros ta l leży na płasczy-
znie E, natenczas ślad t łowy tej prostć j będzie leżał na śladzie t łowym E^ płasczyzny, a perspek-
tywa śladu pods tawowego U prostćj , na perspektywie śladu podstawowego En: płasczyzny. 

Niech będzie (fig. 3G) płasczyzna E dana przez Et i E^ ; weźmy na E^ punkt a na zt punk t 4 . 
Łącząc te dwa punkta o t rzymamy perspektywę / prostej leżącej na płasczyznie E. Znajdźmy obecnie 
(fig. 4) perspektywę A rzutu podstawowego punktu połączmy ten punkt z punktem a otrzy-
mamy X jako perspektywę rzutu podstawowego prostćj l leżącej na płasczyznie E. Punkt jakikolwiek, 
k tórego perspektywa d leży na /, a pionowo pod nim B, będzie punkiem prostćj l, a zatćm także punk-
tem płasczyzny E. 

Płasczyznę E (fig. 37) możemy sobie wystawić jako utworzoną w len sposób, iż E/ posuwa się ró-
wnolegle do siebie wzdłuż śladu pods tawowego E ,̂. 

Chcąc więc wynaleźć jakiekolwiek położenie L tak posuwającego się śladu Et, uważmy l równo-
ległą do Et jako perspektywę żądanego położenia. Perspektywa/„^ śladu podstawowego tejże prostej 
będzie leżeć na E^ . 

Przyjąwszy na Et punk t a \ szukając perspektywy a jego rzutu podstawowego, o t rzymamy przez po-
łączenie tego a z punk tem w k tó rym Et przecina oś X, E!i jako perspektywę rzutu podstawowego śladu 
E,. Ponieważ L ma być równoległą do Et więc jego X będzie równoległą do Ep. Chcąc więc to X otrzy-
mać, dostatecznćm jest nakreśl ić przez punk t równoległą do E^ . 

Perspekfyiae E,3 rzutu podstawowego śladu Et raz na zawsze nazywać będziemy linią konstrukcyjną. 

Chcąc więc wynaleźć punk t d^ danć j płasczyzny E (fig. 37), nakreślmy l równolegle do Et, a 
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Z punktu leżącego na poprowadźmy X równolegle do linii konstrukcyjnej Ep ; każdy punkt któ-
rego dleży na /, a pionowo pod nim S na X, będzie punk tem płasczyzny E . 

UWAGA. — Jak widzimy E,C przechodzi przez punkt, ic którym się l i X (równoległa do E P ) przecinają. 

Jakże da się utworzyć płasczyzna w ten sposób, że ślad je j podstawowy, równolegle do siebie, po-
suwa się wzdłuż śladu t łowego ? 

Na danej więc płasczyznie Et E^ {fig. 38) chcemy wyznaczyć punkt. Dla wyznaczenia tego pun tu 
obieramy na E^ punk t h jako ślad tłowy prostej równoległej do śladu podstawowego płasczyzny, 
t . j . ślad tworzącój płasczyznę. 

Oczywiście perspektywa l tejże tworzącej będzie równoległą do perspektywy śladu podstawowego 
płasczyzny, t . j . do E^ . Chcąc wynaleźć X tej prostej , szukamy (wedle fig. 4) perspektywy U punktu 
(na Efl) i kreśl imy przez ten p u n k t y prostę X równoległą do E^ . Każdy punkt którego perspektywa 
będzie leżeć na /, a pionowo pod nim 5 na X jako punk t tworzącśj , będzie punktem płasczyzny E . 

§ 7 

z prostych nieleżących na płasczyznie, a zatśm takich, któreby z płasczyzną tworzyły pewien kąt , 
są dla nas ważne te, które są prostopadłe do danej płasczyzny. 

Niech będzie P (fig. 39) płasczyzną podstawową, z którą przecina się płasczyzna E podług śladu 
podstawow^ego E^ . Dana jest przytem prosta L prostopadła do E. Przesuwając przez tę pros tą L 
płasczyznę M prostopadłą do podstawowćj P , o t rzymamy jej ślad X, a zarazem rzut podstawowy tejże 
prostćj L. Gdy M przechodzi przez L, wiemy że ona będzie prostopadłą do E (ponieważ L jest pros to-
padłą do E). Płasczyzna M jest zatem prostopadłą tak do płasczyzny E, jako też i do podstawy P , 
zatem M musi być prostopadłą do E;̂  , jako do prostćj wspólnego przecięcia się tych dwóch płasczyzn 
M i P. Czyli odwrotn ie Kr.- musi być prostopadłą do M. E^ będzie zatćm prostopadłą do każdćj pros tć j 
na płaszczyznie iM leżącej, więc E^ będzie prostopadłą do X. Czyli streścić się to da słowami w sposób 
następujący : 

Jeżeli prosta jest prostopadłą do płasczyzny, to rzut podstawowy 1 tej prostej jest prostopadły do śladu 
podstaivoivego En płasczyzny. 

Z tych samych powodów twierdzić możemy, że : 

Jeżeli prosta jest prostopadłą do płasczyzny, to rzut tłoivy tej prostej czyli perspektywa l jest prostopadłą 
do śladu tłowego E; płasczyzny. 

W ogólności przyjąć możemy że : jeśli rzuty danćj pros te j są prostopadłe do śladów odpowiednich 
danćj płasczyzny, to prosta jest prostopadłą do płasczyzny i odwrotn ie . 

Niech więc będzie dana w perspektywie płasczyzna E przez swe ślady E, i E^(tig. 40) i n a n i ć j (we-
dług fig. 37) punkt ^/S; iv punkcie tym chcemy poprowadzić prostopadłą do tej płasczyzny. Według 
poprzedzającego, o t rzymamy perspektywę tej proste j kreśląc z punktu r /prostą l prostopadłą do E^. 
Chcąc wynaleźć X tć j prostopadłej, obieramy sobie na E^ jakikolwiek punkt i rob imy jego kład m' 
około os iX . Połączenie tego punktu m' z punktem przecięcia się E^ z osią X daje nam kład E^ śladu 
podstawowego. Kreśl imy dalej m'n prostopadłą do E^; wracając z kładu napowrót do p ierwotnego 
położenia E^ , pros ta n^ da nam kieunek perspektywy takićj prostej , k tóra jest prostopadłą do śladu 
l)odstawowego danej płasczyzny. Kreśląc więc przez punk t S prostą X równoległą do na, o t rzymamy 
w X perspektyw^ę rzutu podstawowego szukanej pros topadłe j . 
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Odwrotnie, niech będzie daną prosta IX i punkt do{fig. /il). Chcemy przez ten punkt przesunąć płasczyznę E 
prostopadłą do tej prostej. 

Kierunek śladu tłowego będzie prostopadłym do /. Kreśląc w któremkolwiek miejscu et pros to-
padle do /, szukamy według fig. 37 ep (jak to widać z rysunku). Ponieważ punkt ma być punkiem 
szukanej płasczyzny, więc kreślę rÓAvnolegle do et i d> równolegle do gp, a przecięcie się tycłi 
dwóch linij da mi punkt , przez k tóry przechodzić musi E^ (zob. uwagę przy figurze 37). Dla wy-
nalezienia k ie runku E^ szukamy kładu /', robiąc około osi X kład punktu e. Kreśląc K' prostopa-
dle do l' przez e\ o t rzymamy w kładzie kierunek śladu podstawowego płasczyzny prostopadłćj do 
danej prostćj . P o w r ó t z kładu do pierwotnego położenia K, da nam ten kierunek dla żądanego. E^ . 

Rysujemy więc z punktu [ji prostą e^ równoległą do K, aż do przecięcia się jćj z osią X, a ztąd pro-
wadzimy Et równoległą do Ct czyli prostopadłą do l. Przez E j i E^ oznaczona płasczyzna E będzie płas-
czyzną żądaną prostopapłą do danej prostćj l, a przechodzącą przez punkt dS. 

Chcąc wyrysować prostą 11 równoległą do danej płasczyzny (fig. 42), kreślimy na tej pła-
sczyznie pros tą ma, p rzy jmując na nićj (według fig. 37) dwa punkta aoc i /;p. Prosta której / j e s t równo-
ległe do m, aX i równoległe do będzie równoległą do danćj płasczyzny. 

Odwrotnie , n iech będzie dana prosta /)., chcemy przez punkt dS przesunąć płasczyznę równoległą 
do danćj prostćj . 

Kreśląc (fig. 43) m równolegle do / przez punkt d, a przez punk t 5, a równolegle do l, szukamy (we-
dług fig. 27) punk tów i m^ jako śladów tćj równoległe j m^. 

Każda płasczyzna której E^ lub F^ przechodzi przez m,, a k tó rć j E,r lub F^ przechodzi przez bę-
dzie równoległą do danćj proste j IX. 

§ X 
Są dane : płasczyzna EjE^ i płasczyzna F^F- , znaleźć przecięcie się tych dwóch płasczi/zn [ficj. 44) 

{wspólną krawędź). 

W miejscu gdzie się przecinają dwa ślady tłowe tych płasczyzn, t. j . E^ i F^ jest jeden p u n k t 
wspólny obydwom płasczyznom. W przecięciu zaś E^ i F,r, t . j . w punkcie -j. jest perspektywa d r u -
giego, obydwom płasczyznom wspólnego p u n k t u . Połączenie więc D tych dwóch pnnk tów a i a da je 
nam perspektywę linii przecięcia się tych dwóch płasczyzn E i F . 

Chcąc wynaleźć perspektywę rzutu pods tawowego tćj krawędzi , wynajdziemy (według fig. 4) pe r -
spektywę a punk tu a, a połączywszy to a z punk tem a, o t rzymamy szukane A tejże krawędzi . 

Widzimy zatem, ie chcąc wynaleźć perspektywę krawędzi [przecięcia się) dwóch płasczyzn, łączymy punkta 
przecięcia się śladów tłowych z punktem przecięcia się perspektyw dwóch śladów podstawowych. Wynale -
zienie perspektywy rzutu podstawowego tej krawędzi nic podlega żadnćj t rudności . 

Jeżeli jedna z danych płasczyzn F j (fig. 45) jest równoległą do podstawy, natenczas otrzymamy per-
spektywę krawędzi D, kreśląc z punktu a]równoległą do (ponieważ punkt fx na E„ leży w odległości 
nieskończenie wielkiej). Dla znalezienia a punk tu a (jak to z wykreślenia widać) w \ k r e ś l m y A równo-
legle do E^ ; A będzie właśnie perspektywą rzutu pods tawowego krawędzi D. 

Jeżeli jedna z płasczyzn F (fig. 46) jest równole^ łą do tła, o t rzymamy perspektywę krawędzi D 
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kreśląc Z punk tu u. równoległą do E^ (ponieważ punkt a na Et leży ŵ  odległości nieskończenie wiel-
kiej). Perspektywa A rzutu podstawowego tej krawędzi będzie równoległą do Ep. 

Jeżeli dane płasczyzny są położone w ten sposób, że Et jest równoległą do Ft (fig. 47), natenczas 
perspektywa D będzie równoległą do Et i Ft (punkt bowiem a leży w odległości nieskończenie wiel-
kiej) i wyjdzie z punk tu Chcąc znaleźć A, poprowadźmy z punktu równoległą do F^, otrzymana 
perspektywa A będzie właśnie perspektywą rzutu podstawowego krawędzi szukanej. 

Jeżeli dane płasczyzny są położone w ten sposób że E„ jest równoległą do F , (fig. 48), natenczas, 
perspektywa krawędzi D, będzie równoległą do et i wyjdzie z punktu a (albowiem punkt leży w od-
ległości nieskończenie wielkićj); A tej krawędzi równoległej do E „ , znajdziemy szukając perspektywy 
a punktu a. 

Chcąc znaleźć krawędź D (fig. 49) dwóch płasczyzn, k tórych E j jest równoległy do E^ i równo-
legły do F,r przesuńmy przez oś Z płasczyznę krzyżową i zróbmy kład około tćjże osi Z, o t rzymamy 
ślady krzyżowe Eŷ  i F^, przecinające się w punkcie c". Szukając perspektywy c i perspektywy 
Y rzutu podstawowego tegoż punktu c", i p rowadząc przez punkt c, D równolegle do Et i przez 
i)unkt Y, A równologie do E „ otrzymamy krawędź dwóch danych płasczyzn DA. Zdarzyć się 
może, iż Et i Ft lub E^ i F„ (jakkolwiek nierównoległe) nie przecinają się w granicach papieru rysun-
kowego ; w takich razach używamy płasczyzn pomocniczych. 

Na fig. 50 mamy dane dwie płasczyzny w takićm położeniu, że ich ślady E,: i F^ , chociaż nie są 
względem siebie równoległe, przecinają się jednakże poza granicami papieru . Pe r spek tywa D kra-
wędzi przechodzić będzie przez punkt a, a perspektywa A rzutu podstawowego tejże krawędzi przez 
punkt a. Ażeby znaleźć kierunki tych D i A, przyjmi jmy płasczyznę pomocniczą M równoległą do 
tła, a zatćm taką, ażeby ślad M, był równoległy do osi X. Ta płasczyzna M przetnie płasczyznę E 
podług prostej , której perspektywa [ul będzie równoległą do śladu Et, a płasczyznę F podług pro-
stej, k tórej perspektywa ^ d będzie równoległą do F f Dwie ostatnie proste leżące na płasczyznie 
M, spotykają się w punkcie d wspólnym dwóm danym płasc/.yznom E i F ; łącząc więc punkt a 
z punk tem d, o t rzymamy perspektywę D krawędzi danych płasczyzn. Chcąc wyszukać A, uważmy 
płasczyznę M jako nasze tło nowe i jak przy dawnym tle dla punktu a znaleźliśmy a, tak samo 
znajdziemy S dla punktu d (względem nowego tła). Połączenie punktów a i Sda je nam perspek tywę 
A rzutu podstawowego krawędzi dwóch danych płasczyzn E i F . 

Figura 51 przedstawia nam dwie płasczyzny E i F , których ślady tłowe Et i Ft nie przecinają się 
w granicach papieru , podobnie do poprzedzających, chociaż ślady te nie są względem siebie r ó w n o -
ległymi. Pos tępując w tym przypadku z pomocniczą płasczyzną M, równoległą do tła, w sposób zu-
pełnie podobny t emu , któregośmy użyli poprzednio przy fig. 50, o t rzymamy punk ta i z k tórych 
pierwszy połączony z punktem a daje perspektywę D, a drugi połączony z punk tem [j. perspektywę 
A rzutu podstawowego krawędzi danych dwóch płasczyzn. 

Jeżeli dane płasczyzny są tak względem siebie położone, że ani ślady ich E^i F^ , ani też ślady ich 
Et i Ft nie przecinają się w granicach papieru (fig. 52), natenczas obieramy dwie płasczyzny p o m o c -
nicze M i N równoległe do tła, a postępując z każdą z nich jak w poprzednich przypadkach, otrzy-
mamy punkta d i d^, k tóre w połączeniu dają perspetkywę D, i punkta § i S, dające w połą-
czeniu pespektywę A rzutu podstawowego krawędzi dwóch danych płasczyzn. 

Przypadek zasługujący na bliższy rozbiór jest następujący (fig. 53) : ślady Et, s,: i Ft, F^ danych 
płasczyzn zchodzą się w jednym i tymże samym punkcie osi. Chcąc w t y m przypadku wynaleźć 
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krawędź dwóch płasczyzn E i F , przyjmujemy płasczyznę pomocniczy M równoległy do t ła . Chcyc 
znaleźć przecięcie się danych płasczyzn z ty płasczyzny pomocniczy, kreślimy z punk tu m (przecię-
cia się z E^ ) równolegle do E,. a z punktu n (przecięcia się M^ z F„ ), nd równolegle' d a F,. 

Te dwie proste leżyce na płasczyznie M, przecinajy się z soby w punkcie, k tórego perspektywy jest 
punk t d. Szukajyc dla tego punktu d (względem M^ jako nowej osi) punktu o, i łyczyc e i d, otrzy-
mamy perspektywę D, łyczyc zaś e z S ot rzymamy A jako perspektywę rzutu pods tawowego krawędzi 
szukanćj danych dwóch płasczyzn. 

§ « 
Rozbierzemy obecnie n iektóre warunki , w k tórych będziemy mogli oznaczać każdy płasczyznę 

przez je j ślad tłowy E« i przez perspektywę jć j śladu podstawowego E^ . 

1. Dwie proste L i przecinające się są dane {przez l\ i m^); znaleźć płasczyznę E przechodzącą pr%ez 
te proste : 

Znajdziemy (jak na fig. 27) i 4 prostój L, podobnież znajdziemy mt i w, pros te j M. Łyczyc pun-
kta It i mt liniy prosty ot rzymamy ślad E« szukanćj płasczyzny; a łyczyc podobnież i m^ liniy pro-
sty, o t rzymamy drugi ślad E,c tejże płasczyzny. 

2. Gdy dane dwie proste L i M sy równoległe, pos tępujemy zupełnie tak samo jak w przypadku 
poprzednim. 

3 . Trzy punkta a, rt, A, 8, są dane. Chcemy przez te punhta poprowadzić płasczyznę Y,. 

Łyczymy punkt np . A z punktami B i C i przesuwamy (jak w przypadku 1) przez te dwie proste 
przecinajyce się w punkcie A płasczyznę E, która będzie właśnie płasczyzny szukany. 

4. Dane są: prostah przez (/, X) i punkt A («,a); na zewnątrz tej prostej leżący ; chcemy znaleźć płas-
czyznę przechodzącą przez L i A. 

Obieramy na prostej L dowolny punkt M (m[x), łyczymy ten punkt M z danym punk tem A; a następ-
nie przesuwamy przez prosty dany L i prostę nowo nakreślony płasczyznę E, k tóra jes t właśnie płas-
czyzny szukany. 

5. Jest dana prosta Li kierunek druyiej prostej lA. Znaleźć płasczyznę przechodzącą przez prostą L 
i równoległą do M. 

Obieramy sobie na prostój L punkt G i kreślimy przez ten punkt C prosty N równoległy do M. 

Płasczyzna przesunięta przez proste L i N (jak w przypadku 1) będzie płasczyzny szukany E . 

6. Dany jest punkt A i kierunki dwóch prostych L i M, zwieźć płasczyznę E przechodzącą przez punkt 
A i równoległą do tych kierunków. 

Kreślimy przez dany punk t A proste , Ł' równoległy do L i M' równoległy do M i przesuwamy (jak 
w przypadku 1) przez L' i M' płasczyznę E która jest płasczyzny szukany. 

Pracujycy na tem polu znajdzie bezwytpienia wiele innych warunków, dla k tórych można oznaczyć 
miejsce i położenie płasczyzn. 

Zwracamy tylko na to uwagę, że płasczyzny równoległe majy ślady t łowe i perspektywy śladów 
podstawowych równoległe. Co się ła two da wytłomaczyć i uzasadnić. 
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§ i O 

Chcąc wynaleźć punkt przecięcia się płasczyzny E i linii proste j L, szukamy na jp ie rw i tejże 
prostćj , następnie przez te prostę prowadzimy jakąkolwiek płasczyznę M (taką, k tórej Mf przejdzie 
przez 4 a M, przez 4 ) i wynajdujemy przecięcie się płasczyzny danćj E z tą płaszczyzną M. P u n k t 
w k tórym linia przecięcia się dwóch płasczyzn spotka prostą L, będzie właśnie punk tem przecię-
cia się pros te j L z płasczyzną E. 

Niech będą dane [ftg. 54) : E j i dla płasczyzny E i 1,1 dla prostej L. Szukamy (podług ug. Tl) 
It i 4 i przesuwamy przez /< prostę Mf równoległą do X, a przez U prostę M„ równoległą do X. Łą-
cząc punkt a (przecięcia się E; i M )̂ z punktem u. (przecięcia się E- i M, ) o t rzymujemy prostę D, 
j ako perspektywę krawędzi płasczyzn M i E. Ta prosta D spotyka / w punkcie d, k tórego perspe-
ktywa S rzutu podstawowego leży na X. Punk t jest szukanym punktem przecięcia się prostej L 
z płasczyzną E . 

Taką płasczyzną pomocniczą M może być płasczyzna rzucająca prostą L na podstawę. I t ak : 

Niech będzie {fig. 55) dana płasczyzna E( E , i prosta l,\. 

Podług fig. 23 robimy kład płasczyzny rzucającej /«,X. Łącząc punkt a z punk tem a o t rzymamy (we-
dług fig. 44) perspektywę D, krawędzi płasczyzny E z płasczyzną rzucającą. Punk t w k tó rym kra-
wędź D przecina /, będzie perspektywą, a pionowo pod d na X punkt S będzie perspek tywą rzutu 
podstawowego szukanego punktu przecięcia się danej prostej z daną płasczyzną. 

Zdarza się często, że nie możemy dla danej prostej wynaleźć 4 i K. w granicach rysunku, ani też wy-
naleźć punk tu a (z fig. poprzedzającćj), w tedy pos tępujemy w sposób następujący : 

Na prostój /,X obieramy sobie dwa dowolne punkta i (fig. 56). 

Z tych punktów prowadzimy prostopadłe (według fig. 40) p i p na daną płasczyznę. Szukamy per-
spektywy g i h punktów przecięcia się tych prostopadłych z daną płasczyzną (podług fig. 54 lub oo) 
i łączymy te dwa punkta g i h prostą 13. (Ta prosta D jest perspektywą rzutu or togonalnego danej 
prostej na daną płasczyznę). Perspektywę d o t rzymamy w punkcie przecięcia się pros tych D i /. 
na X, pod d pionow^o znajdziemy punkt S, który jest perspektywą rzutu podstawowego szukanego 
przecięcia się danój prostćj z daną płasczyzną. 

UWAGA.—Nie zawsze z obranych punktów a i b prowadzi się prostopadłe na płasczyznę E; niekiedy 
dogodniej jest prowadzić te proste pod innym kątem, aniżeli pod ką tem prostym, byleby przecięcia 
się tych prostych z daną płasczyzną były łatwe do wynalezienia. W każdym j ednak razie, obie proste 
z punktów a i b kreślone powinny być równoległe do siebie. 

Jeżeli płasczyzna daną jest nie przez perspektywie swoich śladów lecz przez dwie proste równoległe 
lub przecinające się, a mamy znaleźć przecięcie s i j trzeciej prostój z taką pfasczyzną, to postępu-
jemy w sposób następujący : 

Niech będą dane {fig. 57) dwie równoległe /,X i m,ix, tworzące płasczyznę i trzecia prosta s,a. Chcemy 
znaleźć przecięcie się tej trzeciej prostej z płasczyzną utworzoną przez dwie pierwsze. 

Wyobraźmy sobie płasczyzny rzucające (na podstawę) prostych /,X i te płasczyzny będą miały 
krawędź a,a prostopadłą do osi X ; podobnież będzie krawędzią płasczyzn rzucających (na pod-
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stawę) proste m,]x i s,ar. Punk ta a,a i h,^ będą punk tami przecięcia się prostych z płas-
czyzny rzucający linię prosty s,rs. A zatem ah, ap, będzie krawędziy dla płasczyzny dwóch danych 
prostych i płasczyzny rzucajycśj trzecią pros tę . P u n k t w k tórym s przecina ab będzie perspek-
tywą, a pionow'0 pod n im leżący punkt ^ na aft perspektywy rzutu pods tawowego szukanego punk tu 
przecięcia się prostej 5,0-, z płasczyzny utworzony przez dwie pros te / ,X i m,u. 

Zagadnienia powyżój podane majy najobszerniejsze zastosowanie przy wyna jdywaniu przenikania 
się ciał i przy konstrukcyi cieniów. 

§ n 
Majyc dany płasczyznę E« E . (tig. 58) i punk t na niój np . «,a (podług fig. 37). Chcemij zrobić 

kład tego punktu na tło, około śladu tłowego Ef. Chcyc zrobić kład tego punk tu około Ef, mus imy 
go obracać około Et; za tem punkt a,a zakreśli w przestrzeni łuk koła, którego płasczyzna będzie 
prostopadły do E<. Ślad-więc te j płasczyzny koła będzie ak prostopadły do E^ a punk t przecięcia się 
te j prostopadłej z E^, t . j . punk t o będzie środkiem ob ro tu . 

Chcyc znaleźć miejsce tego kładu, oznaczmy (podług fig. 2) przez aa" odległość danego punktu od 
t ła. Otrzymamy zatem w przestrzeni t rójkąt prostokytny, k tórego j ednym bokiem jest o,a, drugim bo-
kiem oddalenie punktu a,a od tła równe ad, a przeciwprostokytniy połyczenie danego punktu w prze-
strzeni z punk tem o. Kreśląc linię aa prostopadły do oa, odcinając na tej pros topadłe j od = oa" i 
łącząc d z punktem o, o t rzymamy ten trójkąt prostokątny w kładzie, około prostej ooa. oa daje n a m 
odległość danego punktu A od śladu E^. Podczas ruchu o k tórym mowa punkt a,ot dany w przestrzeni 
opisze koło promienia od, k tórego kład będzie A. Przecięcie się tego koła z przedłużeniem 00 da je 
nam A jako miejsce szukanego kładu punktu danego na płasczyznie około E^. 

Manuj daną płasczyznę ¥jtVur. i na niej dmi punkta a ,a i b,^ {fig. 55)), które w połączeniu dają ab, ap, 
jako bok kioadratu, który na tej płasczyznie wykreślić chcemy. Przedhiżciiie pei 'spektywy ai?'daje ślad 
tłowy m, a jako perspektywę śladu podstawowego tego boku kwadra tu X. (>hcąc wykreślić ów kwa-
dra t , zróbmy (według fig. 08) kład A punktu aa około E^; łyczyc A z punk tem m o t rzymamy kierunek, 
a kreśląc prostopadle do Et aż do przecięcia się z tym k ie runk iem, o t rzymamy w AU kład boku 
kwadra tu . Kreśląc nC prostopadle do AB, i czyniąc AC = AB, mamy w kładzie drugi bok kwadra tu . 
Wracajyc z kładu płasczyzny E do pierwotnego je] k ie runku , dosyć jest połyczyć punkt n z ])unk-
tem a i tę łączycy przeciyć prostą Cc prostopadłą do E, a ac da nam perspektywę drugiego boku 
kwadra tu . Kreśląc cd równolegle do ab, i bd równolegle do ac uzupełnimy perspektywę żądanego 
kwadratu. Przedłużając bok cd aż do E^ , otrzymamy punkt a z k tórego poprowadzona ao, i-ó-
wnoległa do |3«, da nam kierunek perspektywy rzutu pods tawowego boku cd, a długość je j otrzyma-
my kreśląc cy równolegle do d^ i prostopadle do osi X. 

W podobny sposób możemy wykreślić na danej jjłasczyznie każdy inny figurę prostol ini jny, jak t a 
okazuje fig. 60, która przedstawia perspektywę i perspektywę rzutu podstawowego sześcioboku fo-
remnego na płasczyznie EfE„, dla k tóre j dany był jeden bok ab, ap. 

Mamy {fig. 6 i ) daną płasczyznę Y^t^.^ , i naniej punkt o, w, jako środek koła, które chcemy na tej płas-
czyznie z tego punktu o,iv jako środka wykreślić. 

W tćm kole możemy przypuścić dwie średnice, z których j edna jest równoległą a druga prostopadły 
do E,. Perspektywa pierwszej z tych średnic ab równoległa do Et będzie miała rzeczywistą długość 
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Perspek tywę je j rzutu podstawowego o t rzymamy przedłużając ba aż do w E^ i łącząc a z w; a 
długość je j a,S o t rzymamy kreśląc aa równolegle do bp a prostopadle do osi X. 

Chcąc \vynaleźć drugą średnicę prostopadłą do Ef, robimy około kład O punktu o (podług fig. 58). 
Z tego kładu O jako środka kreśl imy koło ABCD średnicy równćj 2r i p rzy jmujemy średnicę CD 
7.a pros topadłą do Ef. Wracając z kładu do pierwotnego położenia płasczyzny E dosyć jest obrócić 
jjunkt C około śladu E<. 

W tym celu robimy mc=mG i prowadzimy cc równolegle do E^. P u n k t c będzie perspektywą 
jednego końca średnicy prostopadłej do E„ robiąc od — oc o t rzymamy punkt d, k tóry będzie per -
spektywą drugiego końca tejże średnicy. Perspektywę rzutu podstawowego tej średnicy otrzy-
m a m y podług fig. 37, a lbowiem dwa punkta cy i rW muszą być punktami płasczyzny. ab i cd dają 
n a m dwie osie elipsy, k tóra jest perspektywą koła szukanego ; afi i są ś rednicami sprzężonemi 
el ipsy, k tó ra jest perspektywą rzutu podstawowego tegoż koła. 

§ 12 

z figury 58 łatwo można spostrzedz że kąt doa = t jest ką tem nachylenia płasczyzny E do tła. 

Daną jest płasczyzna E^E^ { f g . 62), znaleźć jej kąt nachylenia do podstawy. 

Przy jmujemy na danej płasczyznie (podług fig. 37) punkt aa i prowadzimy z x prostopadłą a.x do 
E^ . Ta prostopadła a-^ będzie j ednćm ramieniem szukanego kąta, a drugie ramię znajdziemy łą('ząc 
punkt a z punkiem a. Chcąc wykreślić prostopadłę a|x i znaleźć kąt nachylenia w rzeczywistej wiel-
kości robimy kład E> i kład a' punktu a. Prosta dm prostopadła do Ep daje nam w kładzie jedno 
ramię szukanego kąta, które w perspektywie przedstawia prosta Znajdźmy teraz wysokość 
punktu aa, t . j . a"a"; nakreślmy więc a'A prostopadle do drn i ode tn i jmy a'K = y.'d i [)ołączmy punkt 
A z punktem ni, kąt/?' o t rzymany daje rzeczywistą wielkość kąta nachylenia płasczyzny E do pod-
sta\^•y. 

Dane są ślad E,̂  {fig. 63) i kąt p nachylenia płasczyzny do podstaicy, wynaleźć ślad Et tejże płasczyzny. 

Obieramy na śladzie E,r punk t a i szukamy kładu jego m , otrzymamy zatćm E > . Pros ta a'n p ro -
stopadła do Ep, przesunięta przez punkt m' daje w kładzie jedno ramię kąta (w perspektywie [j.a). 
Kreślimy teraz kąt a'm'A równy kątowi/y i z dowolnie obranego punk tu a na ramieniu dn kreśl imy 
a A prostopadle do dn. Aa' daje nam wysokość dla punktu a,a (który podług fig. 2 wyna jdu jemy) 
znajdującego się na płaszczyznie. Kreślimy następnie tworzącą / równoległą do X i równoległą do 
Ez i szukamy (podług fig. 27) 4 tejże tworzącej . Łącząc punk t , w k tó rym E^ przecina oś X z p u n k t e m 
It, o t rzymamy szukane Ef. 

Ihine są Ef,E^ {fig. 64) i kąt p nachylenia płasczyzny E do podstawy, loynaleźć E^ . 

Obieramy na Ef punkt a, którego perspektywą rzutu podstawowego będzie a, a prawdziwą wyso-
kością prosta aa". Punk t a może być uważany jako wierzchołek stożka kołowego, którego tworzące 
mają być nachylone do podstawy pod danym k ą t e m a każda płasczyzna styczna do tego stożka 
będzie miała takie same nachylenie p . Chcąc wynaleźć promień koła podstawowego dla tego stożka, 
kreślimy aa" tak, ażeby kąt a\xat był równy kątowi p . 

Prosta [x' a" będzie właśnie promieniem 7-lego koła. 
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Robiąc kład a' punk tu a, zakreślamy z punktu a ' j a k o środka, koło promienia r a z punktu n, w któ-
r y m Et przecina oś X, kreślimy do lego koła dwie styczne E'/y i E'i/>. Punk ta c i d styczności sprowa-
dzając do p ie rwotnego położenia podstawy, otrzymamy perspektywy y i k tóre połączone z punktem 
n dadzą w końcu E,c i E',c . 

Dane sa Et,E^ {fig. 65) i kąt t nachylenia płasczyzny E do tła, loynaleźć E^ . 

Obrawszy dowolny punkt a, kreślimy ad prostopadle do E<, i opisujemy kąt adk równy kątowi t. 

Pros ta aA równoległa do E j daje (podług fig. 58) oddalenie punk tu a danej płasczyzny od tła. Hzut 
krzyżowy a p u n k t u a, o t rzymamy kreśląc aa równolegle do X i robiąc aa" = aA. Cticąc dla tego 
punk tu a wynaleźć a, kreślimy aa^ prostopadle do X, i pod kątem <p prostą Y, następnie prowadzimy 
a"a" prostopadle do Y, a w końcu a"a rówmolegle do X. Kreśląc następnie au. równolegle do E j i a[x 
równolegle do E^, otrzymamy punkt ii, k tóry połączony z punktem n daje szukane Ek . 

Dane są {fig. 66) E^ , punkt a,a i kąt t; icynaleźć E^. 

I^unkt a,a będziemy uważali jako wierzchołek stożka, którego tworzące mają być nachylone do 
tła pod kątem t, a k tórego wysokością będzie odległość punk tu ax od t ła . Każda płasczyzna styczna 
do tego stożka będzie nachyloną do tła pod kątem t. Szukamy więc a" tego punktu (podług tig. 2). 
Kreślimy a"m pros topadle do aa", a z punk tu a prowadzimy prostą am pod kątem t do tej prosto-
padłej . Długość a"m będzie promieniem r koła służącego za podstawę stożka i leżącego na t le . Kreś-
limy więc z punktu a jako środka tym promieniem r koło, a z punktu n prow-adzimy dwie styczne 
E(i E'(a o t rzymamy szukane ślady Iłowe płasczyzn wziętych pod uwagę. 

§ 1 3 

Dla ćwiczeń podajemy niektóre zagadnienia : 

1. Wynaleźć odległość danego punk tu A od danej płasczyzny E. 

2. Wynaleźć punk t A w pewnej odległości od punktu danego C na danej płasczyznie E . 

3 . Dane są : płasczyzna E i punkt A leżący na zewnątrz ; wynaleźć na tćj płasczyznie punkt odle-
gły od punktu A o pewną długość. (Rozwiązanie tego zagadnienia sprowadza się do wykreślenia koła 
o pewnym promieniu na płasczyznie E.) 

4. Dane są trzy punkta A, B i C, wynaleźć punkt czwarty D, któryby od trzech danych punktów 
był jednakowo oddalony. (Jestto prosta , prostopadła do płasczyzny koła przechodzącego przez te 
trzy punkta , ze środka jego wyprowadzona) . 

5. Jest dany punk t A i prosta L ; wynaleźć na tej prostćj punkta leżące w pewnej oznaczonej 
odległości od punk tu A. 

6. Dane są dwie proste L i M, nierównoległe i nieprzecinające s ię ; znaleźć najkrótszą odległość 
w natura lnej wielkości tych prostych od siebie. (Przesuwamy przez M płasczyznę e równoległą do L ; 
szukamy rzutu Le prostej L n a tę płasczyznę. W przecięciu się M z Le prowadzimy prostą N prosto-
padle do e aż do spotkania się z prostą L.) 

7. Dane są : dwie proste L i M, nierównoległe i nieprzecinające się, płasczyzna F, i pewna długość 
D. Chcemy wstawić tę długość D między L i M równolegle do F . 
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(Przesuwamy przez M płasczyznę E równoległą do L ; obrawszy na L jakikolwiek punk A, przesu-
wamy przezeń płasczyznę/ ' równoległą do F i szukamy krawędzi K płasczyzn E i / : Na krawędzi K 
znajdujemy dwa punkta G i G' odległe od punktu A na długość D; z tych punktów G i G' kreślimy 
dwie proste 11 S równolegle do L, k tóre przetną prostą M w punktach D i D'. W tych ostatnich punk-
tach poprowadzimy dwie proste P i Q tak, że P będzie równoległe do AG, a Q równoległe do AG'). 

8. Dane są dwie płasczyzny E i F ; wynaleźć ich wzajemne nachylenie. 

(Szukamy krawędzi D dwóch danych płasczyzn i przesuwamy płasczyznę M prostopadle do D. 
Krawędzie K i K tej płasczyzny M z płasczyznami E i F dadzą ramiona kąta nachylenia, którego 
prawdziwą wielkość ot rzymamy robiąc kład wierzchołka jego około M^). 

§ u 

Pod jakim kitem cp jest nachijloną podstawa do tła, jeżeli mamy daną oś X (fig. 67) i wiemy że kąt m(xn 
jest perspektywą kąta prostego leżącego na podstawie? 

Robiąc kład tego kąta około osi X, wiemy, że kład o! wierzchołka a leżeć będzie na eta' prosto-

padłej do X. 

Kreślimy więc półkole K na średnicy mn. Przecięcie się tego koła z prostopadłą do osi X da n a m 
rt'jako kład wierzchołka kąta prostego m a n . Chcąc więc wynaleźć kąt kreślimy aa" rówmolegle do 
X, a ze środka a^ p romieniem r ó w n y m a^a^ koło K' aż do punktu a". Pros ta <x'ax da nam ramie kąta 
aara"=cp. 

W jakim kierunku mamy kreślić oś X, jeżeli jest dany kąt <p i wiemy, że (fig. 68) kąt s jest p e r -
spektywą kąta prostego, leżącego na podstawie ? 

Dla rozwiązania tego zagadnienia obieramy sobie punkt o wewnąt rz ramion danego kąta. Przez 
punkt o kreślimy w kierunku dowolnym oś X, i względnie n iś j robimy kład wierzchołka s. Oś X, 
przetnie ramiona kąta danego w punktach m^ i n^. Na prostćj Wjn„ jako średnicy, kreśl imy koło 
przecinające linię pionu ssj w punkcie k,. Następnie prowadzimy przez ten sam punkt o inną oś X2. 
Względnie tćj nowój osi robimy kład wierzchołka s. Oś przecina ramiona danego kąta w punk-
tach m^ i Na m^i n^, jako średnicy, kreśl imy półkole przecinające sŝ  w punkcie k^. W ten sam spo-
sób postępując z odiami dowolnie obranemi X3, . . o t rzymamy SgS^... i k^, k ^ . . . Krzywa łącząca 
punk ta So, Sj, s^, ."3... przecina krzywą łączącą punkta k^, k^, k^, k,... w punktach a i h. Łącząc 
punkta aibz punk tem s otrzymamy kierunki do których proste X i X', prostopadle przez punkt o 
poprowadzone, dadzą właśnie szukane osie. 

§ l o 

Chcemy wi/kreślić {fig. 69) perspektywo kostki stojącej na podstawie tak aby szerokość jednej^ z bocznych 
ścian miała sie do szerokości drugiej {mierząc te szerokości w kierunku równoległym do osi X) i do piono-
wego odstępu punktów a i y {jako wierzchołków kątów przeciwlpgłych podstawy) jak m:n:p. 

W tym celu odcinamy oib, = m, ad, = n, następnie kreślnny b,b = n prostopadle do X i d j ' = m 
także prostopadle do X. Kąt b'ad' będzie ką tem pros tym a ab'=ad'. Możemy więc wykreślić kwadra t 
^b'ćd który będzie kładem kwadra tu służącego za podstawę kostki której perspektywy szukamy. 
Z punktu ^ p r o m i e n i e m nakreślmy łuk koła cko i poprowadźmy kl = p prostopadle do X ; lo 
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równolegle do X przecina koło w punkcie o, k tóry połączony z punktem c^ daje prosię nachyloną do 
linii pionu pod kątem !p. Przedłużając /o, o t rzymamy perspektywę y. Pod tym kątem cp obracając tak 
samo punka b' i d o t rzymamy perspektywy (5 i S tak, źe równoległobOk apyS, będzie perspektywą pod-
s tawy kostki w żądanćm położeniu. Chcąc górną podstawę tejże kostki wynaleźć, kreśl imy oq pro-
s topadle do offy i robimy oq równćm bokowi kwadratu ah'. Z punktu q kreśl imy qc równolegle do 
X aż do przecięcia się z yc prostopadłą do X. Dalej kreśląc cb równolegle do yj3, ba równolegle do pa, 
a i rów^nolegle do a ł i r/c równolegle do iJy, otrzymamy a^crf, perspektywę górnćj podstawy. 

Jeżeli liczby (albo odcinki prostych) m, 'n,p są nierówne, o t rzymamy kostkę w t ró jwymiarowem 
wykreś leniu ( t rymetryczny). Moos w swojej Krystalografii \xiy\ s tosunku m : n : p — 3 : 2 : 1. 

Jeżeli zaś m = n a p odmienne, natenczas otrzymamy kostkę w dwuwymiarowóm wykreśleniu 
(b imetryczny) . 

Gdy m=n=p, natenczas będziemy mieli kostkę w wykreśleniu j e d n o w j m i a r o w e m (isome-
tryczny). 

Wykreślenie któregośmy użyli, daje możność obliczania matematycznego tak długości jako też 
nachylenia ku osi X perspektyw krawędzi kostki, wyrażonych przez ilości dane m, n i p, 

§ i « 

Mamy {fig. 10) wyrysować graniastosłup prosty, którego podstawą jest sześciobok foremny spoczywający 
na płasczyznie E^ E,r. 

Według figury GO kreśl imy na te j płasczyznie perspektywę ahcdek i perspektywę rzutu podstawo-
wego aS|'Sr< sześcioboku foremnego. Krawędzie ścian bocznych aai^bb^,... w perspektywie stoją pro-
stopadle doEt i będą między sobą rów^nćj długości. Chcąc wynaleźć perspektywę rzutów podstawowycli 
aa,[i,3,.. . musimy (według fig. 15) wynaleźć kierunek X tak, ażeby kład jego /' był prostopadły do E/> 
śladu podstawowego płasczyzny E. 

Jeżeli podstawa graniastosłupa prostego leży na płasczyznie podstawowej rzutów, w takim razie 
jako perspektywa podstawy graniastosłupa afiyS^/ (fig. 71) jest zarazem perspektywą rzutu podstawo-
wego całego graniastosłupa. Dla znalezienia perspektywy ajiy... należy zastosować figurę 16. 

Podobnie pos tępujemy (fig. 72) chcąc znaleźć perspektywę aZ^a/e/i perspektywę rzutu pods t awo-
wego apSyacpcr ostrosłupa prostego, k tórego podstawa leży na płasczyznie E^E^. Zauważymy tylku, 
że oś ostrosłupa OS,W!T powinna być prostopadłą do płasczyzny E. Zastosujemy więc co do tej osi 
figurę iO. 

Figura 73 przedstawia nam perspektywę apySjxs i perspektywę afiySe/a rzutu podstawowego os t ro -
słupa prostego, którego podstawia leży na płasczyznie podstawowej rzutów. 

Tym sposobem postępując, jes teśmy w stanie wykreśl ić kontury wszelkich brył ograniczonych 
płasczyznanii,w perspektywie rzutowej, czego przykłady mamy na figurach 74 i 75. 

§ 1 7 

Dane są: graniastosłup leżący na płasczyznw E^E^ i płasczyzna M,Mc (fig. 76). Chcemy znaleźć perspek-
tywę linii przecięcia się tego graniastosłupa z daną płasczyzną. 
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Możemy to uskutecznić w sposób d w o j a k i : A) Szukajyc (według fig. 54 lub 56) perspek tywy przecię-
cia się każdej krawędzi granias tos łupa z dany płasczyzny M i łyczyc t e p u n k t a w po rządku odpowie -
d n i m l in iami p r o s t e m i ; a lbo B) szukajyc przecięcia się płasczyzny i j e d n e j tylko krawędzi egj z dana 
płasczyzny M, t. j . p u n k t u E a nas tępn ie (podług lig. 44) szukajac pe r spek tywy IIH krawędzi dwóch 
płasczyzn E i M. Przedłużajyc ac aż do p u n k t u m na krawędzi H i łyczyc p u n k t m z p u n k t e m E, o t rzy-
mamy ET jako pe r spek tywę przecięcia się ściany aee^a^^z płasczyzny M. Przedłużajyc nas tępnie ed aż 
do p u n k t u w na krawędzi ł l i łyczyc punk t E z p u n k t e m n o t rzymamy perspek tywę ED, przecięcia się 
śc iany erf^i^, z dany płasczyzny M. Przedłużywszy cd aż do p u n k t u o na krawędzi H, i połyczywszy 
p u n k t o z punk tem D, o t r z y m a m y perspek tywę DM przecięcia się ściany cdd'c z dany płasczyzny M. 
W końcu przedłużmy bc aż do p u n k t u p na krawędzi H, połyczmy p z o t r zymanym poprzedn io p u n k -
tem M, a o t rzymane MS będzie perspektywa przecięcia się ściany bcc^b^ z płasczyzny M. Połyczenie 
p u n k t ó w T i S daje pe r spek tywę przecięcia się drugiej pods tawy granias tos łupa z dany płasczyzny M. 

Dana jest {fig. 77) perspektywa aPyoes ostrosłupa znajdującego sie na płasczyznie podstaicoioej rzutów i 
•płasczyzna loynaleźć perspektywę przecięcia się tego ostrosłupa z daną płasczyzną M. 

Szukamy w sposób znany perspektywy A przecięcia się krawędzi asz dany płasczyzny. Przed łużamy 
(ia aż do m na M"̂  i łyczymy p u n k t m z p u n k t e m A ; prosta BA przeds tawia pe r spek tywę przecięcia się 
ściany a^s z płasczyzny M. Następnie przedłużywszy yP aż do n na M « , o t r z y m a m y łyczyc punkt 
z p u n k t e m B poprzednio o t r z y m a n y m , pe r spek tywę BG przecięcia się ściany pys z dany płasczyzny M. 
W ten sposób postępujyc dalej , jak to widzimy z wykreś lenia , o t r zymamy szukany pe r spek tywę 
ABCDE. 

Chcyc wynaleźć perspek tywę przecięcia się linii pros te j Isze ścianami graniastosłupa lub ostrosłupa, 
na j lep ie j będzie używać sposobu podanego na figurze 57. 

F igury 78 i 79 podajy zastosowanie powyższego sposobu. 

F igura 80 przeds tawia pe r spek tywę przecięcia się łączenia drzewa leżycego na pods tawie z płas-
czyzny M, pros topadłą do pods tawy którój pe r spek tywą śladu pods tawowego jes t M^. To przecięcie 
jak widz imy z wykreślenia , o t rzymal iśmy szukając przecięcia się szczególnych krawędzi ciała z płas-
czyzną M. 

§ 1 8 

CIENIE RZUCONE NA PŁASCZYZNY DANE. 

Z punk tu świecącego S wychodzy p romien ie światła w- kształcie os t rokręgu , cała więc płasczyzna 
M (tig. 81), z wyjytk iem j ednego p u n k t u D, k tó ry leży na p romien iu SD, przechodzycym przez p u n k t 
a n ieprzezroczysty, mate rya lny , jes t oświecony. 

P romien ie światła wychodzyce z punk tu świecygo S w k i e runku S a ; nat raf ia jyc na ten p u n k t 
materya lny a za t rzymujy się, a za tem wszystkie punk t a płasczyzny M, z wy ją tk i em punk tu D, będą 
()ŚA\ietlone bez przeszkody. Ten p u n k t D zowiemy cieniem rzuconym p u n k t u a na płasczyznę M. 

Chcyc więc znaleźć cień jakiegokolwiek p u n k t u a na dany płasczyznę, p rowadz imy z p u n k t u świe-
cącego przez p u n k t a p r o m i e ń światła i szukamy przecięcia się tego p romien ia z daną płasczyzna. 
Jeżeli punk t świecący S leży bardzo blizko płasczyzny, natenczas oświet lenie takie nazywamy : 
oświetleniem centralnem. 
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Jeżeli zaś punkt Św iecący leży W odległości nieskończenie wielkiej od płasczyzny luł) przynajmnie j 
bardzo od niej daleko; przypuścić możemy, że wszystkie promienie na tę płasczyznę padające są do 
siebie równoległe. 

Przy cen t ra lnćm oświetleniu, siła oświetlenia każdego punktu płasczyzny będzie zawisłą, oil 
oddalenia tego punktu od punktu S. i od kierunku pod jakim promień światła pada na ten punkt 
płasczyzny. 

Znajdzie się więc na płasczyznie taki punkt , na który promień światła pada pod kątem p ros tym. Ten 
punkt jako najbliższy punk tu S, będzie najsi lniej oświetlony. Jeżeli z tego punktu jako środka nakre -
ślimy okrąg koła na danój płasczyznie jakimkolwiek promieniem, punkta leżące na okręgu koła będą 
jednakowo oświetlone, albowiem dla wszystkicłi punk tów tego okręgu koła oddalenie od S jako t^ż 
i nacłiyłenie promieni światła ku płasczyznie jest t o ż s a m e . Taką linię łączącą punkta j ednakowo 
oświetlone zowiemy linią równej siły światła 

Punkta leżące na okręgach kół o k tórych mówimy, są tćm słabićj oświetlone im p ronńen ie słu-
żące dp ich zakreślenia są większe. 

Jeżeli promienie światła są równoległe, siła oświetlenia zależy jedynie od kąta pod k tó rym pro-
mienie świat ła padają na płasczyznę. 

W zastosowaniach używaniy prawie zawsze tego ostatniego rodzaju oświetlenia. 

ISiech będzie luiec [fig. 82) dany punkt a<x i kierunek światła S^. Chcemy znaleić perspektywę cienia 
rzuconego z tego punktu na podstawę. 

Dla dowiedzenia tego przesuńmy przez dany punkt prostą S<T, i szukajmy pers[)ektywy przecięcia się 
prostej z podstawą. Pu nktci będzie perspektywą żądanego cienia. 

Niech będzie dana prosta i kierunek światła Si: {fig. 83); wynaleźć perspektywę cienia tej pro-
stćj na podstawę. 

Z punktów «a i b<̂  nakreślmy proste równolegle do kierunku światła, otrzymamy perspektywę a i O 
ś ladów podstawowych tych dwóch równoległych. Prosta łącząca punkta a i & będzie perspektywą 
szukanego cienia. 

Jeżeli dana prosta ab równoległa do ap {fig. 84) jest równoległą do płasczyzny podstawowej , to 
perspektywa a& jćj cienia na podstawę będzie równoległą do ab i równoległą do a[i, co widzimy 
z wykreślenia. Gdy zaś prosta ab, ap (fig. 85) jest prostopadłą do podstawy, to perspektywa ab 
jćj cienia na podstawę ma kierunek równoległy do i). Chcąc wynaleźć cień danćj prostćj na jakąś-
kolwiek płasczyznę, obieramy dwa punk ta tej prostćj , przesuwamy przez nie promień światła, szu-
kamy przecięcia się tych promieni z płasczyzną i łączymy tak otrzymane punkta przecięcia linią 
pros tą . 

Niech będzie dana płasczyzna (fig. 86) prosta a^,ap, i kierunek światła S i . 

Przesuwamy przez punkta aa, bp promienie światła sa; będzie perspekty\cą cienia t r j pros te j na 
podstawę. Lecz będzie widoczną tylko jć j część «m. 

Szukamy następnie (podług fig. 57), perspektywy b' przecięcia się promienia światła sa przesunię-
tego przez punkt bp danćj prostćj z daną płasczyzną, i łączymy punkt b' z punktem m ; 6'm będzie pe r -
spektywą cienia danćj prostćj na płasczyznę E . 

A R T . I . t 
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Niech będzie dmm pfasczi/zna nie przez swe ślady lecz przez dwie proste równoległe oftaji, i cd^Z [fig. 87), 
niech bedzie nadto prosta mn<x>i i kierunek światła Sil. Znaleźć perspektyice cieniu rzuconego przez prosta 

na tę płasczyznę. 

Szukajmy perspektywy cieniu trzech pros tych , na podstawę a&, Ct i ttltl, k tó re przecinają się 
w punkatch t i t . Z tych punktów v i t poprowadźmy proste t'", Xt rów^nolegle do S i połączmy r 
z punktem t. Precla rt będzie perspektywą szukanego cienia. 

Zasadzając się na wzorach podanych fig. : 70, 71, 72, 73, 74, 75, 78, 79, służących do wyna jdywa-
nia cieni, możemy użyć dwóch sposobów do znalezienia perspektywy linij przenikania się ciał, 
l o j e s t : linij w których ściany j ednego ciała przecinają ściany drugiego ciała. Rozwiniemy te dwa 
sposoby na dwóch następujących przykładach : 

I. __ ]\lamy jeden graniastosłup sześcioboczny [fig. 88), którego podstawa abcdef leży na płasczyznie pod-
slawoicej rzutów; i drugi, którego podstawa leży na płasczyznie EtE,r prostopadłśj do podstawy. 

'Analeźć linię przenikania się tych dicóch graniastosłupów. 

Ażeby rozwiązać to zagadnienie używamy płasczyzn równoległych do krawędzi obu graniastosłu-
pów. Szukamy kierunku wzajemnego przecięcia się tych płasczyzn z płasczyznami pods tawowemi 
4)bu graniastosłupów i przez szczególne krawędzie jednego i drugiego graniastosłiipa przesuwamy 
płasczyzny. Każda pomocnicza płasczyzna przesunięta przez krawędź jednego graniastosłupa, prze-
tnie drugi graniastosłup podług prostej równoległej do jego krawędzi , a punkt w k tórym ta równole-
gła spotka krawędź, przez k tórą płasczyzna pomocnicza przesuniętą została, tam będzie przeniknienie 
się tćj krawędzi ze ścianą di ugiego graniastosłupa, 

W naszych graniastosłupach j)łasczyzny i)omocnicze przetną płasczyznę podstawy graniastosłupa 
pionowego podług i)rosty«^h równoległych do ])erspektyw rzutów podstawowych krawędzi grania-
stosłupa poziomego; [)łasczyznę zaś E i)0{lług linii p ionowych . Przesuńmy więc przez a płas-
czyznę pomocniczą, perspektywa jć j śladu podstawowego będzie oa', a perspektywa przecięcia się 
jć) z płasczyzną E będzie pion Graniastosłup poziomy będzie więc przecięty tą płasczyzną podług 
l)roslej, k tóre j perspektywa jest a"A. Krawędź o wnika więc w ścianę graniastosłupa poziomego 
w punkcie, k tórego |)erspektywą jest punkt A na płasczyznie 1,4. W t en sam sposób postępując 
z krawędzią b, o t rzymamy punkt B jako perspek tywę punk tu wnikania k i w ę d z i b w ścianę 4, 3. 
Kreśląc bb\ następnie b b" a nakoniec 6 "B. 

Ponieważ punkt A leży na ścianie 1,4; a pnnk t B na ścianie 4,3, nie możemy więc ich z sobą po-
łączyć, albowiem krawędź 4 (wspólna tym ścianom) przeszkadza t emu . Ażeby zatem połączenie to 
stało się możliwćni, i)rzesuwamy płasczyznę pomocniczą przez krawędź 4 kreśląc linie 4,4/??, 4m ' i 
mm, dotąd dopóki nie będziemy mogli połączyć punktu Kzm, a punktu m z B ; Imie km \ m H 
dadzą właśnie część linii przenikania się granias tosłupów. 

Pos tępując w podobny sposób od krawędzi do krawędzi otrzymamy perspektywę całej linii prze-
niknienia, przedstawionej na figurze. 

II. —Zas to sowan ie ligury 57. 

Niech będzie dany ostrosłup sześcioboczny abcdefs {fig. 89) którego podstawa leży na podstawie rzutów, i 
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poziomy graniastosłup 1,2,3,4, leżący na płasczyznie E( ¥jt prostopadłej do podsta^cy, wynaleźć linie przeni-
kania się tych dicóch ciał. 

Płasczyzna rzucająca Icrawędź bs na podstawę, przecina ścianę graiiiastosłupa 1,2 podług prostój , 
którój perspektywa jest e"d ". Punkt B w k tórym się , '̂si e"d" przecinają, jest perspektywą puiiktu wni-
kania krawędzi bs w ścianę 1,2. 

Przejdźmy do innej krawędzi cs. Płasczyzna rzucająca tę krawędź na podstawę przecina ścianę 2,3 
podług prostej , k tóre j perspektywą jest f"c". W przecięciu się t^jże prostćj z krawędzią cs, to j e s t 
w punkcie G znajduje się perspektywa wnikania krawędzi cs w ścianę 2, 3. 

Punktów B i G nie możemy bezpośrednio połączyć, bo każdy z nich leży na innej ścianie. Szu-
kamy więc wniknięcia współnćj krawędzi dwóch tych ścian w ścianę hcs. Płasczyzna i'zucająca k r a -
wędź 2 przecina ścianę ostrosłupa podług prostej , której perspek tywą jest ig". 

P u n k t m, w k tó rym ta perspektywa zy " przecina się z krawędzią , jest perspektywą punktu wn i -
knienia krawędzi 2 w ścianę bcs, i. t . d , 

§ 20 , 

POWIERZCHNIE KRZYWE I GIAŁA OGRANICZONE TAKfEMIŻ POWlEItZCHNIAMl. 

Jak przy graniastosłupach i ostrosłupach tak tóż] i przy walcach i stożkach, weźmiemy pod 
uwagę tylko te z nich, k tó rych osie są prostopadłe do płasczyzn podstawowych, t. j . walce 
i stożki proste. Rysując w perspektywie rzutowej walce lub stożki, kreśl imy tylko linie podstawowe 
i naj skraj niej sze krawędzie w perspektywie , czyli tak zwane kontury, a w pewnych tylko razach, 
najczęściej z potrzeb kons t rukcyjnych wynikłych, zmuszeni jes teśmy kreślić inne jeszcze krawędzie . 

Zamierzamy imjrysować loalec, mający za podstawę koło na płasczyznie EtE,r któ)e{/o środkiem jes 
o,w {fig. 90). 

Rysujemy więc koło K,/i w sposób podany na tig. 01 w perspektywie i w perspektywie rzutu 
p o d s t a w w e g o . Kreślimy oś walca oomw pros topadle do płasczyzny E w, i elipsy K7f'jako perspe-
ktywę i perspektywę rzutu pods tawowego drugićj pods tawy walca. Te elipsy Kk' będą przystające 
do elips K i k, a poprowadziwszy równolegle do osi walca dwie styczne do obydwóch elips KK i 
kk', otrzymamy perspektywę k o n t u r ó w walca, jako tćż i kon tury perspektywy rzutu jego pods ta-
wowego. 

Chcąc na powierzchni tego walca wynaleźć punkt , k tórego perspektywa np. rzutu podstawowego 
jest [X, kreślimy przez punk t a równoległą do ww' k tó ra przetnie elipsę k w punktach w', k tó rych 
perspektywy leżą na elipsie K w punktach n i n . 

Z tych punktów prowadząc nm równoległą do n m' i równoległą do oo, otrzymamy perspektywę 
takich dwóch krawędzi walca, k tórych perspektywą rzutów podstawowych była prosta P ionowo 
więc nad a, na tych krawędziach znajdować się będą perspektywy m i m', a za tem leżą one n a 
powierzchni walca. 
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§ 2 1 

Dany jest lualec W i płasczyzna E, znaleźć perspektywę linii przecięcia się loalca z płasczyzną. 

Dla rozwiązaniu tego zagadnienia szukamy przecięcia się krawędzi walca z daną płasczyzną i łą-
c.zymy tak znalezione punkta linią krzywą ciągłą. Jeżeli walec ma za podstawę koło (a zatem eli-
psę w perspektywie) , dos ta tecznem będzie obrać cztery krawędzie wychodzące z punktów końcowych 
dwóch osi lub dwóch średnic sprzężonych tejże elipsy. 

Dany jest lualec kołowy prosty i płaszczyzna E^E^: {fig. 91). Znaleźć przecięcie się tego walca zdaną 
płasczyzną. 

Obierzmy na elipsie pods tawowej walca cztery punkta a, p, y, S (końce osi tej elipsy) i szu-
ka jmy przecięcia się krawędzi walca wychodzących z t ych czterech punk tów z daną płasczyzną. 
]>oprowaclźmy więc przez punk t a w dowolnym kierunku prostą e,: i p rzy jmi jmy ją za perspektywę 
śladu pods tawowego płasczyzny rzucającej krawędź aa na podstawę (a zatem do podstawy prostopa-
dłej), podług fig. 23 znajdziemy ślady tej płasczyzny. Ta płasczyzna pomocnicza przecina daną 
])łasczyznę podług prostej , k tó re j perspektywą jest prosta d[t.a. W punkcie przecięcia się prostej 
z perspektywą krawędzi , znajdzie się perspektywa punktu w 'k tó rym krawędź walca przecina daną 
płasczyzną E. 

Dla krawędzi od obierzmy za płasczyznę rzucającą, płasczyznę f równoległą do e, nakreś lmy zatem 
fn równoległą do , a z punktu i/ w k tó rym En: i przecinają się poprowadźmy a '^/równoległą do [la; 
])onieważ nad to e jest równoległą do / , a zatem perspektywy przecięć tych dwóch płasczyzn z daną 
płahczyzną E będą równoległe. W ten sposób ot rzymamy punkt d, jako perspektywę przecięcia 
się krawędzi dS z płasczyzną E. W podobny sposób możemy otrzymać punkta b i c jako perspek-
tywy przecięcia się następnycl i dwóch krawędzi walca z daną płasczyzną. 

Przez te punkta a, b, c, i d k tó re są koiicami dwóch osi sprzężonych elipsy, możemy nakreślić 
szukaną elipsę. 

Jeżeli dany jest wilec i prosta 11 {fig. 92) znajdziemy itmiknienie tej prostej w poicierzcimię walca spo-
iobem następującym : 

Obieramy na danej proste j punk t st , i kreślimy przezeń prostą p,7r, równoległą do krawędzi walca. 
Szukamy następnie perspektywy m przecięcia się proste j /A i perspektywy n przecięcia się prostój p^K 
z daną płasczyzną E (podstawową walca). Prosta mn jako krawędź płasczyzny E i {mns) przecina 
elipsę w dwóch punktach a i 6 ; a zatem płasczyzna {mns) przecina walec podług dwóch krawędzi , 
których perspektywy przecinając /, dadzą perspektywy d i d punktów wnikania danćj prostej w i)0-
wierzchnię walca . 

§ 22 

Jeżeli m a m y jakąkolwiek powierzchnię krzywą (fig. 93) i na niej p u n k t a , możemy przez ten punkt 
a przesunąć dwie płasczyzny, z k tórych jedna przetnie daną powierzchnię krzywą podług linii krzy-
wej man, a druga podług krzywej m.^an^ przecinających się w punkcie a. 

Przez punkt a do krzywej mna możemy zawsze poprowadzić styczną T^, do krzywej 
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W tymże samym punkcie a s tyczną T^. Płasczyzna przesunięta przez te dwie styczno, będzie płasz-
czyzną styczną do powierzclini krzywej w punkcie a. 

Zadaniem naszem jes t wynajdywanie na danych powierzniach takich linii krzywych, k lóre są 
najłatwiejsze do wykreślenia na tychże powierzchniach. 

Tak np . jeżeli mamy powierzchnie krzywe, k tóre powstały z poruszania się prostć j , jak walce, 
stożki, powierzchnie wichrowate i t. p . , powinniśmy obierać proste tworzące za krzywe, k tóre jak się 
wyżej rzekło, są nam potrzebne do oznaczenia płasczyzny stycznćj. Naturalnie że jeżeli j edna z tych, 
na powierzchni wykreślić się mających krzywych, jest prostą , tedy będzie ona zarazem przedstawiać 
odpowiednią stycznę. 

Stosując to do płasczyzn stycznych i do walców, będziemy mogli rozwiązać nas tępujące za-
gadnienie : 

Dany jestivalec\\^ [wperspektyieie] ina poioierzchnijegopunkta {fig. 'd^t), chcemy w lym punkcie po-
prowadzić płasczyznę styczną do powierzchni tego walca. 

Przez punkt a nakreś lmy krawędź walcową k tórć j perspektywą jest pros ta na równoległa do oo. 
Następnie wykreś lmy przecięcie tego walca płasczyzną przechodzącą przez punkt a, t . j . elipsę li 
przystającą do elipsy podstawowćj k walca, i do tejże elipsy k poprowadźmy stycznę t. Płasczyzna 
przesunięta przez krawędź na i stycznę t będzie płasczyzną styczną szukaną; a krawędź na będzie 
krawędzią, podług którćj ta płasczyzna dotyka walca. Zważywszy że elipsa U przystaje do eli-
psy A-, s tyczna T w punkcie n do elipsy k poprowadzona jest równoległą do wnosić możemy 
że kreśląc przez na i F płasczyznę, płasczyzna ta będzie właśnie płasczyzną styczną. Ponieważ 
zaś stycznę do elipsy nie tak ła two wyrysować można, zrobimy więc kład K koła podstawowego walca, 
i kład a punktu n (podług fig. 61) i wykreś l imy w tym punkcie a stycznę Z do koła, aż do przecię-
cia się w punkcie m z E(. 

Punkt m połączony z punk tem n daje perspektywę żądanej stycznćj T. 

Dany jest walec W i punkt aa {fig. 93), przesunąć przez ten punkt płasczyznę styczną do walca. 

Prowadząc z punktu a styczne an i am, a z punk tów m i n krawędzie nn i mm o t r zymamy te wła-
śnie krawędzie, w których szukane płasczyzny styczne dotykają powierzchni walca. Chcąc punkt n i 
m dokładnie oznaczyć, robimy k ładą ' punk tu a i kład koła K (którego perspektywą jest elipsa /,). 

Kreśląc styczne o'n' i dni obracamy punkta zetknięcia się na powrót w dawne położenia a o t rzy-
mamy punkta n i m . 

Chcemy wykreślić walec, któryby leżał jedną ze sicoich krawędzi na płasczyznie podstawowej rzutów. 

Płasczyzna podstawowa tego walca E^E^ (lig. 96) będzie prostopadłą do płasczyzny pods tawowej 
rzutów. Obieramy więc n i te j płasczyznie punkt ooj za środek a długość ow za perspek tywę promie-
nia koła. Robiąc ow'=001, o t rzymamy ztąd daną perspektywę tej ś rednicy koła, k tóra jest pros to-
padłą do podstawy. Druga średnica cd prostopjulła do wyżej wykreś lonćj , będzie w perspektywie; 
równoległą do E^ . 

Chcąc wynaleźć jej długość w perspektywie , szukamy rzeczywistćj długości o/'o" promienia om ; 
następnie rob imy kład punktu o) czyli kład E / śladu podstawowego około osi X i odc inamy 
oc = dd = o''oi\ Punkta c i d rzucone p ionowo odetną perspektywę cd tej d rug ić j ś rednicy . Pe rspek-
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tywy oW i cd dają paro osi sprzężonych elipsy podstawowej perspektywy walca. Krawędzie konturu 
walca będą styczne do tej elipsy i prostopadłe do E , . 

ISiech będzie dany punkt am przez który chcemy przesunąć płasczyzny styczne do tego walca. 

Przez punk t ai poprowadźmy prostę /X równoległą do krawędzi walca i szukajmy perspek tywy 
przecięcia się je j z płasczyzną E. Z tego punktu ag poprowadzone styczne s t j ^ a j ą się z elipsą 
w punktach m i n ; a zatem mm i nn będą perspektywami tych krawędzi , w których płasczyzny do-
tykają w'alca. 

Daną jest perspektywa walca wystawionego na płasczyznie podstawowej rzutów i kierunek prostej s<s. 
Chcemy poprowadzić płasczyzny styczne do tego walca i równoległe do sa {fig. 97). 

Na danćj prostćj obierzemy dowolnie punkt .ow, prosta om będzie prostopadłą do podstawy a za-
tem równoległą do krawędzi walca. Płasczyzna trójkąta s^oj, k tóre j perspektywa śladu podstawowego 
fflr jest w <T, będzie także równoległą do krawędzi walca. Posuwajac ją tak, ażeby E^ stała się równo-
ległą doE'^ i równoległą do <7 i zetknęło się z elipsą apyS ŵ  punktach m i n, o t rzymamy perspektywy 
krawędzi mrri i nn , w k tórych płasczyzny styczne równoległe do sa dotykają walca. 

Gdyby k ie runek sq był k ie runkiem świa t ła ; część powierzchni walca nSmrnadn byłaby oświe-
tloną, druga zaś jćj część w cieniu lołasnym-, a krawędzie mm' i nn' byłyby krawędziami odgrani -
czającemi cień od światła. Chcąc wynaleźć perspektywę cienia rzuconego na podstawę, szukamy per-
spektywy cieni abcb punk tów abcd górnćj podstawT i kreślimy elipsę abcb- Kontury tego cienia 
będą proste , styczne do dwóch elips apył i a&cb, i równoległe do n. Pomijamy dalsze zagadnie-
nia dotyczące warunków w jakich płasczyzny styczne mogą być prowadzone do powierzchni walco-
wych, oznaczymy tylko warunk i w k tórych można wykreślić płasczyznę styczną wspólną do dwóch 
walców. 

Obydwa walce maja swe padstawy k i k' na jednej płasczyznie. 

Kreślimy na tćj płasczyznie styczne wspólne do k i k' i wystawiamy w punktach zetknięcia się 
tych stycznych z k i / / t w o r z ą c e każdego z walców. Jeżeli t e tworzące są równoległe, zlewające się 
z sobą lub tćż przecinają się, natenczas mogą istnieć wspólne płasczyzny, w p rzec ivnym zaś razie, 
nie ma płasczyzn stycznych wspólnych dwom walcom. Chcąc wykreślić w\alec W któryby się 
stykał z danym walcem W , wzdłuż j ednć j tworzącćj tego ostatniego, dostatecznem jest narysować 
na płasczyznie podstawowej danego walca, linię krzywą stykającą się z linią podstawową danego 
walca i uważać tę krzywą za linię pods tawową szukanego walca. 

Tworzące walca W muszą być równoległe do tworzących danego walca i płasczyzny styczne do 
tvch dwóch walców są wspólne. Niech będzie walec \vyrysowany w perspektyw ie (fig. 98) różniący 
się od poprzedzających tylko tem, że jes t próżny, nie ma p o d s t a w i części powierzchni z p rzodu , 
t. j . że część jes t w\^ę tą . 

Przy kierunku światła sa otrzymamy cienie w sposób następujący : 

Podług figury poprzedzającśj , o t rzymamy cień rzucony na pods tawę i tworzące odgraniczające cień 
i światło mm i nn. Przesuwając płasczyznę rzucającą światło przez prostą Ga, o t rzymamy aa^ na 
perspektywę przecięcia się tć j płasczyzny z powierzchnią walca. Koniec a lej pros topadłć j do osi X, 
ot rzymamy prowadząc aa równolegle do s, tak żeby punk t a był perspektywą cienia punktu a na 
wnętrze walca. Postępując w ten sposób z dowolnie obranymi tworzącemi b% ry,.. o t r zymamy 

. . na perspektywy cieniów rzuconych, punk tów bc... na wnę t rze walca. 

http://rcin.org.pl



P E R S P E K T Y W A R Z U T O W A J A K O W Y N I K R Z U T O M P R O S T O K , p ! S Y C H . 

§ 2;( 

Na płasczyznie E^Eir (fig. 90) kreśl imy perspektywę K /.•, koła i z jego ś rodka ooj proste os, war 
prostopadle do płasczyzny E. Obrawszy dowolnie na tej p ros topad ł ś j punk t sa, kreśl imy z punktu 
s i a styczne do elipsy K, a z punktu a styczne do elips. Otrzymamy tym sposobem perspektywę 
i perspektywę rzutu podstawowego (w konturach) stożka prostego kołowego, spoczywającego 
swą podstawy na płasczyznie E. Chcąc oznaczyć, że punkt , k tórego dana jest perspektywa a, jest 
punk t em powierzchni stożka, kreśl imy perspektywę sam tworzącćj stożka, przechodzącćj przez a. 
Rzucamy punk t 7n na elipsę k w [/., a łącząc ten punkt z p u n k t e m a o t r zymujemy w ut perspek-
tywę rzutu podstawowego tejże krawędzi , w k tó r ś j się p ionowo pod a zna jdować musi perspektywa 
a rzutu podstawowego punktu a. 

§ 24 
Dany jest stożek kołowy prosty leżący na podstawie rzutów i płasczyzna E,E,r {fig. 100), chcemy zna-

kićperspektyice linii przecięcia się stożka z daną płasczyzną. 

Poprowadźmy przez oś stożka płasczyznę F,F,r prostopadłą do płasczyzny E (a zatćm płasczy-
znę rzucającą taką, iżby F„ w perspektywie prostopadłe było do E,r). Te dwie płasczyzny E i F przeci-
nają się pod ługpros tć j , którćj perspektywą jest mw. Płasczyzna zaś F przecina stożek podług tworzą-
cych których perspektywy są ys i Ss. Część ab linii przecięcia się dwóch płasczyzn, zawarta między 
temi dwiema tworzącemi, daje perspektywę wielkit^j osi elipsy, podług k tórć j stożek przecięcina się 
z płaszczyzną E ; a punkt o środek linii ab, będzie ś rodkiem tójże elipsy. Perspek tywa cd małć] 
osi tej elipsy będzie równoległą do E.̂  . Aby wynaleźć długość dc, łączymy punkt s z punktem o 
i przedłużamy linię os aż do punktu Ę leżącego na F,, . Przez ^ kreś l imy -ęri równoległą do Ê r , a 
następnie tworzące Cs, 'is. Te dwie tworzące odetną cd w rzeczywistej długości . Pros te ab i cd dają 
średnice sprzężone elipsy. 

Wiemy że przecięcie powierzchni stożka kołowego płasczyzną równoległą do osi stożka daje hi-
perbolę , dla k tó rś j o t rzymamy blizko-styczne na konturze tego stożka, or thogonalnie rzuconego 
na płasczyznę sieczną. 

Niech będzie dany stożek apyJs {fig. 101) i płasczyzna E^ równoległa do Et równoległa do X, i równo-
legła do osi stożka, jak to widzimy na rzucie krzyżowym gdzie E/- jest równoległą do <s"s". Znaleźć prze-
cięcie się tego stożka z daną płaszczyzną. Punkta b i c w których elipsa aSpy przecina się z E^ , będą per-
spektylcami punktów hiperboli. 

Chcąc wynaleźć perspektywę a wierzchołka hiperboli , szukamy za pomocą rzutu krzyżowego prze 
cięcia się płasczyzny z tworzącą k tóre j perspektywą jest os. Rzucając or thogonaln ie punk ta a i [i n;t 
Eflr w (x̂  i pi (tak jak za pomocą rzutu krzyżowego), wierzchołek stożka na płasczyznę E, co nam da 
w perspektywie punkt o; o t rzymamy proste oa,, i oPj na perspektywy blizkostycznych, za pomocą 
k tórych możemy wykreślić perspektywę bac h iperbol i szukanej . 

.\iech będzie dana { f g . 102) perspektywa stożka kołowego prostego i płasczyzna E^ równoległa do E^r ró-
icnoległa do X, równoległa do tworzącej której perspektywą jest sy {co wskazuje rzut krzyżowy, ponieważ 
Ek jest równoległą do y"s")\ chcemy znaleźć perspektywę parnbofi, podług której płasczyzna E przecina 
dany stożek. 
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Dla rozwiązania togo zadania szukamy (za pomocą rzutu krzyżowego) perspektywy o przecięcia się 
płasczyzny E z tworzącą , której perspektywą jest so. Ten punkt o liędzie perspektywą wierz-
ctiołka, a punk ta a i b (w których Ec przecina elipsę a -̂̂ S) końcami jednej cięciwy paraboli. Te 
trzy punkta wystarcza ją do wykreślenia szukanej parabol i dob. 

§ 2 5 

Są dane: stożek leżący na podstawie i prota 11 {/ig. 103), znaleźć perspektywy przecięcia się tej prost(j 

z powierzchnią stożka. 

Obierzmy na danćj prostej dowolny punkt ma i połączmy m zs aiiza. Przez dwie proste 11 i pi:, 
przesuńmy płasczyznę, która przetnie powierzchnię stożka podług dwóch tworzących. Chcąc wy-
naleźć te ostatnie, przedłużmy płasczyznę aż do przecięcia się z płasczyzną podstawową. W na-
szym więc przypadku znajdziemy h iprz; i łącząc te dwa punkta otrzymamy E^ płasczyzny, który to 
E, przetni(5 elipsę w punktach a i p. Perspektywami więc tworzących podług których płasczyzna 
dana przecina powierzchnię stożka, będą proste as i ps; a zatem punkta i d̂  będą perspektywami 
punktów w k tórych prosta H wnika w powierzchnię stożka. 

§ 26 

Płasczyzna EtE,r {fig. 104) płasczyzną podstawoiaą stożka kołowego prostego, na którego powierzchni 
mamy dany punkt aa; wynaleźć płasczyznę styczną przechodzącą przez punki aa i tworzącą podług której 
ta płasczyzna styczna dotyka stożka. 

f.ącząc wierzchołek stożka z danym punktem, otrzymamy żądaną tworzącą KA;.Ta tworząca przecina 
linię podstawową stożka w punkcie mix. Jeżeli wykreśl imy w tym punkcie styczną t-: do tej Imn 
podstawowćj, to płasczyzna przesunięta przez \ik i It będzie płasczyzną styczną szukaną. 

Fig. 103 przedstaicia perspektywę stożka kołowego prostego opierającego się icierzchołkiem o podstaioę 
rzutów, i którego podstawa jest róiunoleglą do podstawy rzutów. Dany jest nadto punkt aa\ chcemy przez 
len punkt poproiuadzić płasczyzny styczne do powierzchd tego stożka. 

Łącząc wierzchołek stożka z danym punk tem; otrzymamy" prostą li . Kreś ląc / , równolegle do 
X przez środek podstawy, otrzymamy w punkcie la perspektywę przecięcia się prostej z płas-
czyzną podstawową, z którego to punktu możemy poprowadzić dwie styczne i hn do elipsy. 
Punk ta m i n połączone z punktem s dadzą nam perspektywy tych krawędzi, w których szukane 
płasczyzny przez H poprowadzone dotykają powierzchni stożka. 

Gdyby punkt dany aa był punktem świecącym, proste ms i ns byłyby perspektywami tworzą-
cych odgraniczających cień własny od światła na powierzchni s tożka; a perspektywa musiałaby 
być tak wycieniowaną jak to wskazuje wykreślenie. 

Mamy daną perspektywę stożka kołowego prostego, którego podstawa leży na pods(a7vie rzutćw i kierunek 
prostej S^ {fig. 100), poproioadzić płasczyzny styczne do stożka równolegle do danej prostej. 

Nakreślmy równolegle do S i cSj równolegle do a otrzymawszy w punkcie perspektywę śladu 
podstawowego tćj równoległej; poprowadźmy przez ten punkt dwie proste E^ i F«: styczne do elipsy 
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W punktach a i b. Pros te sa i sb będ§ perspektywami krawędzi , w k tórych płasczyzny styczne (o per -
spektywach śladów podstawowych E^ i F^ ) przylegają do stożka. 

Gdyby k ie runek S i był k ie runkiem padającego światła stożek musiałby być tak wycieniowanym 
jak to wskazuje wykreślenie. Chcąc dokładnie wynaleźć punkta a i b, rob imy kład koła i kład 6 
punk tu i, z k tórego to punktu fi^ prowadzimy styczne E > i F>, które wyznaczą punkta d i b' kłady 
punk tów a i b. 

Mamy płasczyznę E(,E,r {fig. 107) prostopadła do podstawy rzutów za podstawę stożka kotoicego prostego 
abcds KpySa, chcemy znaleźć cień lołasny, rzucony przez tenże stożek na podstawę przy danym kierunki', 
światła Si. 

Z punktów a%, bp, cy, d-J także z s i , nakreś lmy promien ie równoległe do kierunku światła. P e r -
spektywy śladów podstawowych tych promieni , t . j . a , b, C, b i 5 będą perspektywami cieniów rzu-
conych tych punk tów. Kreśląc więc elipsę abcb, a do nićj z punktu Ó dwie styczne iJpt i o t rzymamy 
(rzucając punkta ,a i / w k ie runku S na elipsę abcd) na elipsie dwa punkta m i n, k tóre połączone 
z punktem s dają perspektywy ms i ns krawędzi odgraniczających na powierzchni stożka jego 
własny cień od światła. 

Dany jest stożek kołoiuy prosty, leżący na podstawie, którego część przednia asb {fig. 108) jest loyrzu-
coną; wynaleźć cień rzucony. 

Szukamy cienia g wierzchołka s na podstawę, i kreśl imy styczne do elipsy mi i ni; również 
prostę Część ao tćj ostatnićj jes t c ieniem krawędzi as na pods tawę. Prosta os jest zaś cie-
n iem rzuconym krawędzi as na wnęt rze stożka. 

Dane są-, stożek kołowy prosty stojący na podstawie prosta xy i kierunek światła S i {fig. 101)); 
znaleźć perspektywę cienia rzuconego przez tę prostą na poioierzchnię stożka. 

Szukamy (jak na fig. 100) perspek tywy cienia rzuconego przez stożek na podstawę i perspek-
t y w y krawędzi odgraniczających światło od cienia własnego, t. j . i vs. Szukamy również per-
spektywy cienia rzuconego przez daną prostą na podstawę. Z punktów n, a, b i m w których 
cień prostej danćj przecina cienie krawędzi jjis, as, Ss i vs, p rowadzimy w kierunku równoległym do 
S proste przecinające te krawędzie w punktach n, a, d \ m. Te punkta połączone dają część elipsy 
nadm, jako perspektywę cienia danćj pros tć j na powierzchnię s tożka. 

§ 27 
Wynajdu jąc perspektywę linij, podług których stożki lub walec przecinają się lub przenikają, po-

stępuje się zupełnie tak samo jak przy wyszukiwaniu przenikania się ostrosłupów i graniastosłupów. 

Fig. 110 daje przenikanie się dwóch walców, 

i i i » n )) stożków, 

)) „ stożka i walca. 

§ 28 
Jezeh jakakolwiek krzywa obraca się około prostćj , to tworzy ona powierzchnię, którą nazywamy 

powierzchnią obrotoioą albo rotacyjną. 
A R T . I 

5 
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Prosta około której krzywa się obraca zowie się osia powierzchni obrotowej. Każdy punkt danćj 
krzywćj opisuje podczas obrotu koło, którego środek znajduje się na osi, a którego płasczyzna jest 
prostopadłą do osi. Takie koła zowieniy równoleżnikami-, największy z tych równoleżników ma miano 
róicnika. Przesunąwszy przez oś płasczyznę o t rzymamy linię przecięcia się tej płasczyzny z po-
wierzchnią obrotową, linię tę nazyw^amy południkiem. 

Chcąc więc wyrysować w perspektywie rzutowej powierzchnię obrotową, kreślimy dostateczną 
liczbę równoleżników, tak w perspektywie jako tćż w perspektywie ich rzutów pods tawowych, i 
łączymy perspektywy tych równoleżników linią krzywą ciągłą, dotykającą wszystkich perspektyw 
równoleżników, co nam daje kontur powierzchni obrotowej . 

Obieramy więc oi.> (w rzucie krzyżowym m"o" prostopadle do Y, fig. 113) prostopadłą do pod-
stawy w punkcie o, i w rzucie krzyżowym linię krzywą k" jako rzut krzyżowy tej krzywćj, k tóra obra-
cając się około osi ma utworzyć powierzchnię obrotową. Obierając na o / V punkta 1", 2", 3", 4". . . , 
kreśl imy z tych punktów linie prostopadłe do w"o" aż do k". Każda z tych linii pionowych daje nam 
promień odpowiedniego równoleżnika. Kreślimy zatćm perspektywy każdego z tycłi równoleżników, 
i persp€ktyw7 ich rzutów podstawowych a o t rzymamy elipsy 1, 1'; 2 , 2 ' ; 3 ,3 ' ; 4,4'; i 5. Obwodząc 
wszystkie elipsy należycie krzywą ciągłą, otrzymamy kontur perspektywy powierzchni obro towej . 

Przy jmując płasczyznę przesuniętą przez oś której E«: ma dowolny kierunek, otrzymamy w punk tach 
• ••• przecięcia się równoleżników z tą płasczyzną; a łącząc apyS.. . o t rzymamy 

perspektywę południka . 

Chcąc na powierzchni obrotowćj oznaczyć perspektywę danego punktu , wykreślimy perspektywę 
równoleżnika i na tej perspektywie oznaczymy punkt szukany. 

Niech będzie to rzucie krzyżowym, {fig. 114) dana os w"o" psostopadła do Y i elipsa k", tworząca eli-
psoidę obrotoicą; zarazem jest dana płasczyzna E( E^ przesunięta przez środek o elipsoidy. Chcemy 
znaleźć perspektywę linii przecięcia się powierzchni obrotowej z daną płasczyzną. 

Kreślimy (tak jak na fig. 113) perspektywy kilku równoleżników, perspektywy ich rzutów podsta-
wowych i kon tu r powierzchni. Płasczyzna E przetnie tę powierzchnię podług elipsy, k tórdj per-
spektywę mamy wykreślić. 

Dla wykreślenia tej perspektywy poprowadzimy przez oś płasczyznę FfF^ której Fp jest p ros topa-
dłe do E'p. Wykreślmy perspektywę m południka leżącego na płasczyznie F (zgodnie z fig. 113) i per-
spektywę linii przecięcia się płasczyzn E i F. Część ab tćj linii wspólnego przecięcia leżąca na per-
spektywie południka, daje nam perspektywę wielkićj osi szukanćj elipsy. Czyniąc a O ^ ^ - O , rysu-
j emy perspektywę r równoleżnika przechodzącego przez punkt O a w tćj elipsie cięciwę cd 
równoległą do E^ . Prosta cd będzie perspektywą małej osi żądanej elipsy ^abicd będą średnicami 
sprzężonemi elipsy dającej perspektywę tej efipsy, podług którćj płasczyzna E przecięta jest powierz-
chnią obro tową. 

§ 29 

Dana jest iv konturach powierzchnia obrotowa przez perspektywy równoleżników i przez perspektywy 
rzutów podstaioowych r^, pj; r^p^,; tych równoleżników i prosta Ta { f g . 115); mamy znaleźć perspek-
tyirę punktów, w których ta prosta przenika daną powierzchnię obrotoivą. 

Przesuwamy w myśli płasczyznę przez prostą tk rzucającą na pods tawę, dla której więc X będzie 
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perspektywy śladu jej podstawowego. Ta płaszczyzna przecina równoleżniki w punk lach którycłi 
perspektywy s§ m, n, o, p, q i s. Linię krzywy łyczycy te punkta przecina l w punktach a i b. Te 
punkta za t śm będy perspektywami szukanych punk tów przenikania . 

§ 30 

Dana jest perspektywa powierzchni obrotowej {samo przez 'się rozumie się, ie perspektywa kuli, t. j , rzut 
orthogonalny kuli jest kołem) i na niej punkt aa (fig. 116) chcemy poprowadzić płasczyznę styczną, przez 
ten punkt przechodzącą. 

Skoro dany być ma perspektyw^a punk tu powierzchni obrotowój , mus imy mieć równoleżnik r,p 
i południk m,\j., przecinajyce się w punkcie a ,a . Kreśl imy stycznę do równoleżnika Tr , Tp, w danym 
punkcie, równie jak styczny Tm, T(x do południka w tym samym punkc ie . Płasczyzna przez te dwie 
styczne przesunięta będzie żydany płasczyzny styczny. 

Dana jest powierzchnia obrotowa tak iv perspektywie jako też iv rzucie krzyżowym, punkt aa, i jego rzut 
krzyżowy a' {fig. 117). Chcemy przez ten punkt poprowadzić płasczyzny styczne do powierzchni obrotowej. 

Obieramy sobie którykolwiek równoleżnik r^, r \ . Styczna w punkcie t " do krzyżowej danćj 
poprowadzona, przetnie oś powierzchni w punkcie s,, s\. Ta pros ta utworzy stożek obwiedni danćj 
powierzchni . 

Tak jy obracać będziemy, ażeby punk t s stale miejsce sw^e zatrzymał, a p ros ta zawsze dotykała ró-
wnoleżnika. Łyczyc następnie punkt s, (perspektywę wierzchołka stożkowego) z punk tem danym a, 
otrzymamy w punkcie d perspektywę przecięcia się tćj prostój Sia z płasczyzny E^ równoleżnika r , 
(za pomocy rzu tu krzyżowego d"). Z tego punk tu d poprowadźmy do elipsy ri dwie styczne, otrzy-
m a m y punkta m^ \ Wj, w których płasczyzny przesunięte przez a ,a , dotykać będy powierzchni obroto-
wś j . W ten sposób postępujyc z różnymi rówmoleżnikami, o t rzymamy szereg punk tów takich jak rn, 
k tóre dajy łyczyc je ze soby, krzywę M jako perspektywę linii zetknięcia się wszystkich przez punk t 
a,a, dajycych się poprowadzić płasczyzn stycznych do powierzchni obrotowój . 

Gdyby punk t aa, był punk tem świecycym, natenczas krzywa M byłaby perspektywy linii odg ran i -
czajycćj cień własny od świałła na danćj powierzchni ob ro towć j . 

Dane są: perspektywa, rzut krzyżowy {fig. powierzchni obrotoivej, nadto kierunek promienia S-, 
światła ; znaleźć perspektywę linii odgraniczającej cień własny od światła na danej powierzchni. 

W tym przypadku obieramy sobie różne równoleżniki np . r^, r'\ ; w punkcie t \ , p rowadzimy s ty-
czny s"j do kon tu ru krzyżowego aż do przecięcia się tćj stycznej z osiy to "o', w ten sposób otrzy-
mamy perspektywę s, wierzchołka stożka stycznego do danćj powierzchni podług równoleżnika r^. 
Prowadzyc Sj równolegle do S i Cj równolegle do o t rzymamy punkt ti, perspektywę przecięcia się 
promienia przechodzącego przez wierzchołek stożka z płasczyzny podstawowy stożka. Z punktu t̂  
poprowadzone styczne do elipsy r j dajy na perspektywy tych p u n k t ó w punkta mj i n^, w których 
płaszczyzny równoległe do promienia światła dotykajy powierzchni obro towej podług równole -
żnika r^. W ten sposób pos tępujemy z każdym innym równoleżnikiem (jak to wskazuje wykreślenie 
tyczyce się równoleżnika r,). Na równiku r o t rzymamy podobne punkta m i n prowadzyce do r 
dwie styczne równoległe do 2 (albowiem dla równika powierzchniy obwiedniy jest walec p ros topa -
dły do podstawy). Punkta tak wyszukane i w należytym porządku z soby połączone wydadzą nam 
szukany linię M. 
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Chcąc znaleźć penpektywe cienia powierzchni obrotowej, rzuconego na podstawę, szukamy perspektywy 
cienia rzuconego przez linię M. 

Jeżeli dana jest perspektywa kuli {fig. 419) i kierunek śioiatla, S^ , otrzymamy perspektywę linii odgra-
niczającej cień lułasny od śioiatła na powierzchni kuli. Kreśląc przez środek kuli O,w, płasczyznę 
prostopadłą do k ierunku światła (podług fig. 114) kreśląc elipsę M przedstaw iającą perspektywę linii, 
podług które j płasczyzna ta przecina kulę . Szukamy cienia rzuconego n, D, c, b przez punkta a, b, c, d, 
a w ten sposób otrzymana elipsa m będzie właśnie perspektywą cienia rzuconego przez daną kulę 
na podstawę. 

§ 31 

Niech będzie dana kula leżąca na podstaicie, którego środkiem w perspektyicie jest punkt 6 {fig. 420) 
i perspektyioa E kola równoległego do podataicy nakreślonego ze środka kuli na wysokości punktu 0. 

Jeżeli t ę kulę tak będziemy poruszać że jć j środek będzie się posuwał po kole E, to powierzchnie 
wszystkich tych położeń kuli będziemy mogli obwieść wspólną powierzchnią, którą nazywamy po-
wierzchnią pierścieniowatą lub pierścieniem. Taki pierścień dotyka kuli w każdćm położeniu wzdłuż 
jednego z południków, a mianowicie wzdłuż tego równoleżnika, którego płasczyzna przechodzi przez 
środek 6 koła E i przez środek odpowiedniego położenia tćj kuli. 

Chcemy znaleść cień własny pierścienia przy danym kierunkuświatła. znalezienia tego cienia 
nakreślmy na kuli ś rodkowćj perspektywę m je j własnego cienia i cień a rzucony na podstawę. 
Prócz tego wykreśliwszy na tej kuli perspektywę r równika , na k tó rym obieramy dowolnie punkta 
«, f l . . . przez które przechodzą perspektywy południków m^ m ^ . . . Widzimy iż południk m, przecina 
granicę światła w punkcie a, południk w punkcie b... Pos tępując tak dalćj w kierunku pro-
mienia oa, na t ra f imy na punk t o,, leżący na elipsie E. Możemy więc kulę -środkową (nie zmieniając 
jć j położenia względem światła) przesunąć tak, ażeby środek przypadł w punkcie o, ; w tem położe-
niu pierścień dotknie kulę wzdłuż południku m^. 

Kreślimy więc z punktu a, (dla którego o , a , = o a ) południk = i odcinamy na n i m a i a , = afl. 
Punkt a^ będzie perspektywą punktu cienia własnego na pierścieniu. Idąc następnie w kierunku o[i 
t raf iamy na punkt Oa elipsy E, robiąc O^^j^of i , kreślimy południk fl/:^ = "> a odcinając na nim 
[ijij = pb, o t rzymamy w punkcie b^ perspektywę punktu własnego cienia na pierścieniu. Tak wyszu-
kane punkta jak a^, b̂  i t . d . dadzą w połączeniu na perspektywę linii odgraniczającćj światło od 
cienia własnego na pierścieniu, krzywą M. 

Łącząc s z Si (perspektywy rzutów pods tawowych środków kul o i o,) prostą, k tóra przecina 
cień rzucony m kuli danej w punkcie m, ; robiąc si> ot rzymamy w punkcie ^̂  perspektywę 
punk tu cienia rzuconego przez pierścień na podstawę. Tak samo ot rzymamy podobny punkt rzuco-
nego cienia w łącząc s z nis, i odcinając ^j-Jj^zsm^. Łącząc te punkta , otrzy^mamy krzywą 50? na per -
spektywę granicy cienia rzuconego przez pierścień na podstawę. 

§ 32 

Dane są : perspektywa powierzchni obrotowej {fig. 421), kierunek światła SI. i punkt a,a; chcemy znaleźć 
perspektywę cienia, który ten punkt a,a rzuca na daną powierzchnię. 
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Przesuwamy przez dany punkt płasczyznę rzucającą światło na podstawę, kreśl imy z punktu a pro-
stę X równoległą do 2 , ta prosta przedstawi perspektywę śladu podstawowego płasczyzny. Nadto X 
przecina perspektywy p2,pj, pi rzutów podstawowych równolożników r „ r , , r w punktach a i v, które 
to punkta rzucone na perspektywy równoleżników w kierunku prostopadłym do osi X dają n^, «„ t?j. 
Punkta powyższe połączone z sobą dają krzywę n^n j n^ na perspektywę linii przecięcia się powierz-
chni obrotowój z płasczyzną rzucającą. Kreśląc zatem z punktu a prostę l równoległą do S, która tę 
krzywę przecina w punkcie a, o t rzymamy punkt a na perspektywę cienia rzuconego na powierz-
chnię obro tową przez dany punkt a,a. 

§ 33 

CAcrtC tcynaleić perspektywę cienia rzuconego przez daną proste l.\ na daną powierzchnie obrotonni, mo-
żemy postąpić w dwojaki sposób, jako to : 

1) albo obierając na danej proste j dowolnie punkta . . szukając (podług fig. perspek-
tywy fl, b , . . cieniów tych punktów na daną powierzchnię ; albo tóż : 

2) przesuwając przez daną prostę równolegle do światła płasczyznę P i szukając perspektywy 
przecięcia się tej płasczyzny z daną powierzchnią obrotową (podług fig. H 4 ) . 

Używając pierwszego sposobu, ot rzymamy na figurze 122 perspektywę własnego cienia m, i cie-
nia rzuconego abb' s konturów ćwiartki kuli na jćj wnęt rze . 

§ 34 

POWIERZCHNIE SKOŚNE (WICHROWATE). 

Powiemy tu tylko o niektórych z tych powierzchni . Nawiasowo czynimy uwagę, że każdą powierz-
chnię wichrowatą tworzy linia prosta, chociaż i linie krzytce tworzyć je mogą. 

Niech będzie {fig. 123) dana perspektywa ^ jakiejkolwiek krzywej leżącej na podstawie, i prosta l,\. 
Aby utworzyć powierzchnię skośną, trzeba żeby inna prosta poruszała się w każdem położeniu dotykając tak 
krzyioej R jak i prostej 1,1, zostając zawsze róicnoległą do danej płasczyzny E^E^ . 

Nakreślmy płasczyznę E ^ E ,r równolegle do E j f E j , tak, ażeby Ejit było styczne do krzyw^ćj K w punk-
cie Wj; szukajmy następnie perspektywy d^, przecięcia sie danćj prostćj /X z tą płasczyzną Ej, a prosta 
m^d^ przedstawi nam pierwsze położenie tworzącćj w danych warunkach . Następnie nakreślmy płas-
czyznę EgfE^, równoległą do , którćj E f̂f przecina krzywę K w punktach m^ \ m\\ \ szukajmy 
perspektywy d^ przecięcia się prostej /X z tą płasczyzną E^, proste m^d^ i dadzą nam per-
spektywy dwóch następnych tworzących. W ten sposób postępując możemy wynaleźć nieskoiiczoną 
liczbę takich tworzących, k tóre razem dają powierzchnię skośną, zwaną konoidą. Chcąc znaleźć 
punkt powierzchni takićj konoidy, obierzemy go na którejkolwiek z wykreś lonych albo dopiero 
wykreślić się mających tworzących. 

Jedną z ważnych dla nas konoid jest powierzchnia śruby płaskiej, k tóra powstaje , ruchem prostćj 
posuwającćj się po osi walca i po linii ś rubowej (zostającej na powierzchni tegoż walca [kołowego 
i prostego] wykreślonej) równolegle do płasczyzny jego podstawy. 

http://rcin.org.pl



3 8 R A M J Ę R M R TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W P A R Y Ż U . — TOM V . 

Chcąc wynaleźć szczególne położenia tworzącćj w perspektywie, nakreś lmy za pomocą kładu koła 
perspektywę walca (fig. IM) i jego krawędzi O, I, II, III, IV, . , . rozłożonych regularnie na po-
wierzchni ; ode tn i jmy na krawędzi I część I i', na krawędzi II część 22', dwa razy tak wielką i t . d. , na 
kaWej nas tępnćj krawędzi część o jedną cząstkę większą, a łącząc te punkta o t rzymamy perspektywę 
O, r , 2 ' , 3', 4', 5 ' . . . linii ś rubowej . Ten sam odcinek kładąc na osi w punk ta O, 1", 2", 3", 4", 3 " . . . i 
łącząc punkta 00, i'l", 2'2", 3'3", 4 ' 4 ' ' , . . . o t rzymamy tworzące powierzchni ś rubowćj w perspektywie. 

Chcąc wynaleźć cień punktu a linii śrubowej na powierzchnię śruboioą, przesuńmy przez a płasczyznę 
rzucającą światło, dla którćj np . E'/) jest kładem śladu podstawowego przecinającego kłady tworzą-
cych w punktach ni, n r s. Te punkta sprowadzone na perspektywy odpowiednich tworzących, 
da ją nam w połączeniu linię mnrs która jest perspektywą przecięcia powierzchni śrubowćj z tą 
płasczyzną. aa równoległa do S daje w miejscu a cień na powierzchnię ś rubową. 

F igura 125 daje nam perspektywę śruby płaskićj wycieniowanćj . 

Kreśląc jak przedtćm tak i w tym przypadku na walcu perspektywę linii śrubowćj 0,1,3,4. . . (fig. 126) 
a od jakiegokolwiek punktu o na osi odcinki 0 1 = 1 2 = 23 = 34. . . podobne tym któreśmy obrali 
do kreślenia linii ś rubowej ; proste 11, 22, 33, 44.. . dadzą nam perspektywy szczególnych tworzących 
powierzchni śruby ostrej. Wszystkie tworzące czynią z osią walca jednakowe kąty. Z punk tów linii 
ś rubowćj możemy kłaść proste na dół po osi walca pod tym samym ką tem, a ot rzymamy drugą po-
wierzchnię ś rubową. Te dwie powierzchnie przetną się podług linii ś rubowćj , i u tworzą śrubę ostrą, 
którćj perspetywa przedstawioną jest na figurze 127. 

§ 35 

Jeżeli przetniemy parę prostych nierównoległych i nieprzecinających się szeregiem płasczyzn do 
siebie równoległych, i połączymy na każdćj takićj płasczyznie punk ta przecięcia się danych pros tych , 
ot rzymamy szereg prostych, tworzących krawędzie powierzchni paraboloidy hiperbolicznej czyli tak 
zwanej powierzchni siodełkowej. 

Jeżeli zaś prosta tak się porusza, że w każdćm położeniu dotyka się trzech prostych nierównoległych 
i nieprzecinających się, to utworzy powierzchnię skośną zwaną hiperboloidą eliptyczną. Przy pe-
wnych warunkach może się utw^orzyć hiperboloidą obro towa. 

Każda płasczyzna przesunięta przez tworzącą powierzchni skośnćj jest płasczyzną styczną. 

Chcąc wynaleźć punk t ściślejszego a raczćj właściwego zetknięcia się, szukamy przecięcia się 
wszystkich innych tworzących z tą płasczyzną i łączymy je linią krzywą. Gdzie ta krzywa przetnie 
kraw-ędź, przez którą płasczyzna przesuniętą została, t am będzie się znajdować szukany punk t ści-
ślejszego zetknięcia się. ^ 
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