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Wprowadzenie

Analiza statystyczna zmiennych o charakterze porz¡dkowym wydaje si¦ szczególnie

istotna z punktu widzenia socjologa. W badaniach kwestionariuszowych wi¦kszo±¢

pyta« � szczególnie dotycz¡cych opinii respondenta w rozmaitych kwestiach � for-

muªuje si¦ w ten sposób, »e uzyskiwane informacje mierzone s¡ na skalach �sªabych�,

tj. skali nominalnej lub porz¡dkowej. Na ogóª wynika to ze specy�ki badanych cech jak

te» braku wystarczaj¡cego uzasadnienia teoretycznego, które pozwalaªoby na pomiar

tych cech na skali mocniejszej1 np. interwaªowej b¡d¹ ilorazowej. O ile pewne cechy

daj¡ si¦ mierzy¢ w ten sposób (przykªadowo wiek, wzrost) to trudno byªoby zbudo-

wa¢ narz¦dzie pomiarowe do precyzyjnego okre±lenia ró»nych postaw, np. tolerancji

wobec obcokrajowców, akceptacji postaw egalitarnych itd.

W zwi¡zku z tym, powstaje problem adekwatnej analizy statystycznej danych

tego typu. Z jednej strony metoda powinna by¢ dopuszczalna ze wzgl¦du na skale,

na jakiej mierzone s¡ zmienne. Przykªadowo, je±li posiadamy informacj¦ o wyksztaª-

ceniu respondentów i wyodr¦bniono kategorie podstawowe, ±rednie, wy»sze, liczenie

±redniej w celu opisu tej zbiorowo±ci jest niedopuszczalne tj. nie ma teoretycznego

uzasadnienia. Nie wiadomo, jakie warto±ci liczbowe powinno przypisa¢ si¦ kolejnym

kategoriom, nie wiemy, czy odlegªo±¢ pomi¦dzy kategoriami podstawowe�±rednie jest

taka sama, mniejsza, czy te» wi¦ksza ani»eli w przypadku kategorii ±rednie�wy»sze. W

konsekwencji, w zale»no±ci od tego, jakie warto±ci zostan¡ przypisane mo»e si¦ oka-

za¢, »e w badanej zbiorowo±ci kobiety s¡ �±rednio� lepiej wyksztaªcone od m¦»czyzn,

b¡d¹ mo»na sformuªowa¢ wniosek przeciwny: ±rednia wyksztaªcenia jest wy»sza w±ród

m¦»czyzn. Z drugiej strony, po»¡dane jest wykorzystanie wszystkich informacji, jakie

ta zmienna zawiera. Przykªadowo: inn¡ charakterystyk¡ mo»e by¢ wskazanie katego-

rii najcz¦±ciej wyst¦puj¡cej (modalnej). Jej u»ycie jest caªkowicie dopuszczalne, co

wi¦cej mo»e to by¢ informacja przydatna do celów opisu zbiorowo±ci. Nale»y jednak

zauwa»y¢, »e charakterystyka ta abstrahuje od tego, czy poszczególne kategorie s¡,

czy te» nie s¡ uporz¡dkowane. Powy»sze kategorie wyksztaªcenia tworz¡ pewn¡ hie-

1Szersze omówienie kwestii pomiaru i skal pomiarowych mo»na znale¹¢ np. w Lissowski i inni

(2008).
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rarchi¦, tj. nie mo»na posiada¢ wyksztaªcenia wy»szego nie ko«cz¡c wcze±niej szkoªy

±redniej.

Powy»szy przykªad pokazuje, »e analizuj¡c dane z trzeba zwraca¢ uwag¦ na to,

czy metoda jest dopuszczalna, ponadto warto wykorzystywa¢ te metody, które obej-

muj¡ wszystkie informacje, jakie zawiera zmienna ze wzgl¦du na skal¦, na której jest

mierzona. �rednia jest dopuszczalna dla skal interwaªowych, modalna dla skali nomi-

nalnej, czyli w praktyce ka»dej zmiennej. Nie znaczy to, »e do opisu zmiennej porz¡d-

kowej nie nale»y wykorzystywa¢ metod dopuszczalnych dla zmiennych nominalnych.

Niemniej warto wzbogaci¢ opis statystyczny takiej zmiennej poszukuj¡c metod i pa-

rametrów, które wykorzystuj¡ informacj¦ o niearbitralnym uporz¡dkowaniu kategorii,

np. wskaza¢ warto±¢ minimaln¡, maksymaln¡ b¡d¹ median¦ tej zmiennej.

W ubiegªym stuleciu sformuªowano wiele metod adekwatnych dla zmiennych po-

rz¡dkowych, (m.in. Kendall 1948, Kruskal 1958, Goodman i Kruskal 1959, Hilde-

brandt i inni 1977, Lissowski 1978). Jedn¡ z nich s¡ modele logarytmiczno�liniowe.

Metoda ta zacz¦ªa si¦ rozwija¢ w latach 60�tych XX wieku (Birch 1963) i jako jej

gªównego autora nale»y wskaza¢ Leo Goodmana (1963, 1970, 1971). Od tego czasu

powstaªo wiele prac, które przyczyniªy si¦ do rozwoju tej metody, b¡d¹ popularyzo-

waªy j¡ w±ród badaczy (m. in. Bishop i inni 1975, Fienberg 1980, Haberman, 1974a,

1978, 1979, Knoke i Burke 1980, Andersen 1980, Fingleton 1984, Liu i Agresti 2005,

Goodman 2007). W najbardziej ogólnym zarysie metoda ta sªu»y do analizy roz-

kªadu ª¡cznego dwóch b¡d¹ wi¦kszej liczby zmiennych. W jej ramach formuªuje si¦

hipotezy dotycz¡ce rozkªadu poszczególnych zmiennych i zwi¡zków pomi¦dzy nimi.

Poszczególne modele zwykªo si¦ opisywa¢ za pomoc¡ parametrów o mo»liwie dogod-

nej interpretacji.

Trzeba zaznaczy¢, »e pocz¡tkowo metoda ta dotyczyªa zmiennych nominalnych.

Pierwsze prace wskazuj¡ce na mo»liwo±ci uwzgl¦dnienia porz¡dkowego charakteru

zmiennych pojawiªy si¦ w latach 70�tych (Goodman 1979b, Haberman 1974a). Modele

tego typu byªy w kolejnych latach niejednokrotnie prezentowane i rozwijane (Agresti

1984, Clogg 1982a, Ishii-Kuntz 1994).

Pewn¡ szczególn¡ klas¦ modeli logarytmiczno�liniowych stanowi¡ dane, w któ-

rych kategorie analizowanych zmiennych ±ci±le ze sob¡ koresponduj¡. Przykªadem

mo»e by¢ tablica ruchliwo±ci edukacyjnej, w której kategorie wyksztaªcenia syna ze-

stawione s¡ z kategoriami wyksztaªcenia jego ojca. Podobn¡ struktur¦ maj¡ dane

panelowe, tablice opisuj¡ce wzory zawierania maª»e«stw, gdzie zestawia si¦ t¦ sam¡

cech¦ dla m¦»a i »ony (np. zawód). Specy�czna struktura danych tego typu pozwala

na formuªowanie odr¦bnych modeli (m.in. Goodman 1972a, Haberman 1979, Hout

1983, Hagenaars 1990, Yamaguchi 1990, Lawal 2003, 2004). Warto ju» w tym miejscu
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podkre±li¢, »e zagadnienia dotycz¡ce ruchliwo±ci spoªecznej miaªy istotny wpªyw na

rozwój modelowania logarytmiczno-liniowego. Pytania badawcze, potrzeba pomiaru

pewnych zjawisk spoªecznych zwi¡zanych z ruchliwo±ci¡, np. �dziedziczenia� pozycji

przyczyniªy si¦ do formuªowania nowych modeli2.

Wykorzystanie modeli logarytmiczno�liniowych w polskiej socjologii zapocz¡tko-

waª Michaª Pohoski (1983). Prezentacj¦ samej metody skierowan¡ do polskiego Czy-

telnika zawiera artykuª Grzegorza Lissowskiego (1984). Mo»na wskaza¢ wiele prac na-

pisanych w j¦zyku polskim b¡d¹ prezentuj¡cych sam¡ metod¦ b¡d¹ wykorzystuj¡cych

j¡ jako narz¦dzie do analizy danych, m. in. Misztal(1982, 1990), Pohoski (1983, 1991),

Nawojczyk i McCutcheon (1996), Doma«ski (1989, 1996, 2004), Przybysz (2003),

Doma«ski i Przybysz(2007), Doma«ski i inni (2008), jak równie» prace napisane

przez polskich socjologów w j¦zyku angielskim, m.in. Kutyªowski (1989, 1994), Mach

(2002, 2004), Doma«ski (2007a). Warto jednak nadmieni¢, »e w pracach tych stosun-

kowo rzadko uwzgl¦dniano porz¡dkowy charakter zmiennych.

Zanim przejd¦ do omówienia planu tej pracy, warto podkre±li¢ co odró»nia j¡ od

innych publikacji dotycz¡cych tej metody analizy danych. B¦dzie ona dotyczy¢ b¦dzie

przede wszystkim mo»liwo±ci uwzgl¦dnienia zmiennych porz¡dkowych w modelowaniu

logarytmiczno�liniowym. Szczególnie du»o miejsca po±wi¦cone zostanie zasygnalizo-

wanej powy»ej kwestii analizy danych panelowych i tablic ruchliwo±ci, czyli sytuacji,

gdy kategorie zmiennych s¡ identyczne.

Model logarytmiczno�liniowy do±¢ cz¦sto jest postrzegany jako szczególny typ

modelu liniowego (Dobson 2002, Agresti 2002), co pozwala dostrzec pewne analogie

pomi¦dzy t¡ metod¡ a innymi powszechnie stosowanymi, np. analiz¡ wariancji czy

regresj¡ liniow¡. W takim uj¦ciu model logarytmiczno�liniowy mo»na przedstawi¢

nast¦puj¡co: zmienna zale»n¡ jest logarytm liczebno±ci rozkªadu ª¡cznego i jest on

funkcj¡ parametrów zwi¡zanych z poszczególnymi kategoriami zmiennych i ich kombi-

nacjami. Parametry takiego równania (lub jej multiplikatywnego odpowiednika, gdzie

parametry nie s¡ dodawane a mno»one przez siebie) pozwalaj¡ opisywa¢ rozkªad, jak

równie» formuªowa¢ hipotezy dotycz¡ce rozkªadu. Praca ta � cho¢ uj¦cie takie rów-

nie» jest w niej przedstawione � przyjmuje inny sposób prezentacji modelowania

logarytmiczno�liniowego. Omówienie ka»dego modelu rozpoczyna sformuªowanie hi-

potezy za pomoc¡ poj¦¢ zwi¡zanych w sposób szczególny z t¡ metod¡: równomierno±ci

rozkªadu, niezale»no±ci stochastycznej, b¡d¹ innych relacji pomi¦dzy poszczególnymi

2Warto poczyni¢ w tym miejscu pewn¡ dygresj¦ historyczn¡. Uwzgl¦dnienie porz¡dkowego cha-

rakteru zmiennych w modelowaniu logarytmiczno�liniowym po raz pierwszy miaªo miejsce wªa±nie w

odniesieniu do tablic o takich samych kategoriach obydwu zmiennych (Goodman 1972c). Modele te

nie mogªy by¢ jednak stosowane w odniesieniu do sytuacji, gdy kategorie analizowanych zmiennych

ró»niªy si¦ od siebie. Te zostaªy sformuªowane pó¹niej w pracach przytoczonych powy»ej.
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prawdopodobie«stwami, mi¦dzy innymi. tzw. stosunków szans. U podstaw takiej pre-

zentacji le»y przekonanie, »e pozwala ona peªniej dostrzec wªasno±ci poszczególnych

modeli. Uj¦cie takie jest rzadziej wykorzystywane w literaturze. Oczywi±cie byªo ono

stosowane w wielu pracach, trzeba jednak przyzna¢, »e np. w odniesieniu do tablic

ruchliwo±ci wykorzystywane byªo ono sporadycznie. Trudno wskaza¢ na prac¦, któ-

ra modele logarytmiczno�liniowe ró»nego typu przedstawiaªaby systematycznie z tej

perspektywy3. Prób¦ tak¡ podejmuj¦ w niniejszej rozprawie.

Cho¢ praca dotyczy gªównie modelowania dla zmiennych porz¡dkowych, to pierw-

szy rozdziaª omawia zastosowanie modeli logarytmiczno�liniowych dla zmiennych no-

minalnych. Z jednej strony, na tym przykªadzie ªatwiej wyja±ni¢ logik¦ formuªowa-

nia modeli, z drugiej strony, modele te cz¦sto traktuje si¦ jako punkt odniesienia w

stosunku do tych, które uwzgl¦dniaj¡ uporz¡dkowanie kategorii zmiennych. Nacisk

poªo»ony zostanie na prezentacj¦ hipotez zwi¡zanych z przedstawianymi modelami.

W pierwszej kolejno±ci zaprezentowane b¦d¡ hipotezy dla dwóch zmiennych, w dal-

szej cz¦±ci � dla trzech i wi¦kszej liczby zmiennych. Rozdziaª ten obejmuje równie»

ogóln¡ prezentacj¦ kwestii parametryzacji, estymacji i wery�kacji modelu. Ta sama

hipoteza mo»e by¢ przedstawiona w wersji parametrycznej na wiele ró»nych sposo-

bów. Porównane zostan¡ ze sob¡ dwie najbardziej rozpowszechnione w literaturze

metody parametryzacji: odchyle« multiplikatywnych (e�ect coding) oraz parametry-

zacja wzgl¦dem kategorii odniesienia (dummy coding). Dalsza cz¦±¢ tego rozdziaªu

dotyczy¢ b¦dzie estymacji modelu metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci (maximum li-

kelihood estimation), z wykorzystaniem przykªadu szacowania rozkªadu oczekiwanego

dla wybranej, relatywnie prostej hipotezy. Je±li chodzi o zagadnienie wery�kacji mo-

delu do±¢ szczegóªowo omówiona zostanie kwestia wykorzystania statystykiG2 opartej

na tzw. ilorazie wiarygodno±ci, jak równie» sposobu wyznaczenia liczby stopni swo-

body dla danego modelu. Na ko«cu tego rozdziaªu znale¹¢ mo»na krótkie omówienie

innych mierników dopasowania modelu do danych (m. in. indeksu rozbie»no±ci, in-

deksu BIC).

Rozdziaª drugi dotyczy modeli, w których jedna b¡d¹ wi¦cej zmiennych mierzona

jest na skali porz¡dkowej. Przedstawiony zostanie model jednakowej interakcji (uni-

form association), model wierszowy (row e�ect model) i model wierszowo�kolumnowy

(row�column e�ect model) w dwóch wersjach. Dla lepszego zrozumienia tych mode-

li wykorzystane b¦d¡ poj¦cia niemniejszo±ci stochastycznej i zale»no±ci regresyjnej.

Dalsza cz¦±¢ rozdziaªu b¦dzie dotyczy¢ modeli dla wi¦kszej liczby zmiennych. Na ko«-

3Przykªadowo, w odniesieniu do trzech zmiennych nominalnych nale»aªoby wskaza¢ prac¦ Michaªa

Bojanowskiego (2003), dla tablic o takich samych kategoriach w pewnym zakresie równie» artykuª

Lawala (2003)
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cu przedstawiona zostanie propozycja Goodmana�Houta, która stanowi uogólnienie

szerokiej klasy modeli.

Rozdziaª trzeci � najobszerniejszy � po±wi¦cony jest analizie danych, w których kil-

ka zmiennych ma takie same kategorie, w szczególno±ci tablicom ruchliwo±ci i danym

panelowym. Prezentacj¦ rozpoczn¡ przykªady danych o strukturze tego typu, odset-

ki za pomoc¡ których mo»na charakteryzowa¢ tego rodzaju tabele. W dalszej cz¦±ci

zaprezentowane zostan¡ modele logarytmiczno-liniowe, jakie mo»na stosowa¢ w od-

niesieniu do tabel dla dwóch zmiennych o takich samych kategoriach. Poza modelami,

które pojawiªy si¦ w dwóch pierwszych rozdziaªach, pojawi¡ si¦ modele specy�czne

dla danych tego typu, mi¦dzy innymi model quasi�niezale»no±ci, model symetrii i

modele wymagaj¡ce porz¡dkowego pomiaru zmiennych: modele dystansu i przekra-

czania barier. Nast¦pnie zaprezentowana zostanie kwestia uwzgl¦dnienia asymetrii

w modelach tego typu. Prezentacj¦ ko«cz¡ modele dla wi¦kszej liczby zmiennych, z

których co najmniej dwie maj¡ takie same kategorie.

Warto podkre±li¢, »e zarówno w drugim, jak i trzecim rozdziale, prezentacja mode-

li � podobnie jak w rozdziale pierwszym � b¦dzie rozpoczyna¢ si¦ od sformuªowania

hipotezy. W drugiej kolejno±ci przedstawiony zostanie przykªad jej parametryzacji i

interpretacji poszczególnych parametrów. Omawiana b¦dzie równie» kwestia estyma-

cji i liczby stopni poszczególnych modeli.

W pracy tej prezentacji modeli towarzyszy¢ b¦d¡ liczne ilustracje oparte b¡d¹ na

�kcyjnych rozkªadach b¡d¹ na danych empirycznych z bada« sonda»owych. Warto

podkre±li¢, »e celem tych ilustracji byªo przede wszystkim uªatwienie zrozumienia

poszczególnych modeli. Analizy te nie sªu»¡ do wyci¡gania ogólnych wniosków w od-

niesieniu do opisywanych przez nie zjawisk, przykªadowo praca ta nie ma ambicji do

opisu kwestii ruchliwo±ci edukacyjnej w Polsce. Podobnie nie s¡ tu podejmowane pró-

by dyskusji z hipotezami badawczymi formuªowanymi na gruncie teorii ruchliwo±ci

spoªecznej b¡d¹ z najwa»niejszymi ustaleniami bada« w tej dziedzinie. Cel tej pracy

jest przede wszystkim metodologiczny i dobór przykªadów zostaª temu podporz¡dko-

wany.
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Rozdziaª 1

Modele logarytmiczno�liniowe dla

zmiennych nominalnych

Modele logarytmiczno�liniowe sªu»¡ do analizy rozkªadu ª¡cznego dwóch lub wi¦kszej

liczby zmiennych. Metoda ta pozwala na formuªowanie hipotez dotycz¡cych rozkªa-

du zmiennych i zwi¡zków pomi¦dzy nimi, np. niezale»no±ci stochastycznej. Ponad-

to, modele logarytmiczno�liniowe daj¡ mo»liwo±¢ przedstawienia rozkªadu ª¡cznego

zmiennych za pomoc¡ niewielkiej liczby parametrów. Im prostsza jest hipoteza, tym

mniej parametrów potrzebnych jest do opisu rozkªadu. Parametry te opisuj¡ rozkªady

poszczególnych zmiennych i zwi¡zki pomi¦dzy nimi.

Jak zostaªo powiedziane we wst¦pie modele logarytmiczno�liniowe s¡ szczególnie

przydatne do analizy zmiennych jako±ciowych. Niektóre modele mo»na zastosowa¢

do analizy zmiennych nominalnych, w innych zakªada si¦, »e zmienne mierzone s¡ na

skali porz¡dkowej. W tej cz¦±ci omówione zostan¡ modele logarytmiczno�liniowe dla

zmiennych nominalnych.

W pierwszej kolejno±ci przedstawione zostan¡ hipotezy dotycz¡ce rozkªadu ª¡czne-

go dwóch zmiennych wykorzystywane w modelach logarytmiczno�liniowych. Nast¦p-

nie sformuªowane zostan¡ hipotezy dotycz¡ce trzech zmiennych i zasygnalizowana

zostanie mo»liwo±¢ formuªowania hipotez dla rozkªadów o wi¦kszej liczbie wymiarów.

W dalszej kolejno±ci zaprezentowane zostanie w jaki sposób rozkªady zwi¡zane z tymi

hipotezami s¡ parametryzowane w modelach logarytmiczno�liniowych. Przedstawio-

ne zostan¡ ró»ne rodzaje parametryzacji i omówione zostan¡ ró»nice w interpretacji

parametrów przy zastosowaniu ka»dej z nich. Nast¦pnie przedstawiona zostanie kwe-

stia estymacji w modelu w oparciu o dane z próby, a tak»e wery�kacji statystycznej

hipotez zwi¡zanych z poszczególnymi modelami. Modele przedstawione w tym roz-

dziale wykorzysta¢ mo»na równie» do analizy zmiennych mierzonych na silniejszej
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skali pomiaru np. na skali porz¡dkowej. Jednak w takim przypadku informacja o

uporz¡dkowaniu kategorii zmiennej nie jest w tych modelach wykorzystana.

1.1 Formuªowanie hipotez dotycz¡cych rozkªadu

ª¡cznego zmiennych

Wiele statystycznych metod analizy danych opiera si¦ na formuªowaniu hipotez do-

tycz¡cych badanego zjawiska i kon�rmacji tych hipotez za pomoc¡ testów empirycz-

nych. Hipotezy te mog¡ wynika¢ z teorii, przypuszcze« i intuicji badacza. U podªo»a

modeli logarytmiczno�liniowych le»¡ hipotezy dotycz¡ce rozkªadu ª¡cznego zmien-

nych i � co si¦ z tym wi¡»e � rodzaju zwi¡zku pomi¦dzy zmiennymi. W Tabeli 1.1

przedstawiony zostaª rozkªad ª¡czny dwóch zmiennych X i Y.

Tabela 1.1: Rozkªad ª¡czny dwóch zmiennych X i Y

X∖Y y1 y2 y3 . . . yc Σ

x1 �XY11 �XY12 �XY13 �XY1c �X1

x2 �XY21 �XY22 �XY23 �XY2c �X2

x3 �XY31 �XY32 �XY33 �XY3c �X3
...

xr �XYr1 �XYr2 �XYr3 �XYrc �Xr

Σ �Y1 �Y2 �Y3 �Yc 1

Wprowadzone w tej tabeli oznaczenia b¦d¡ stosowane w dalszej cz¦±ci pracy. Praw-

dopodobie«stwo, »e zmienna X przyjmie warto±¢ xi oznaczane b¦d¡ �Xi = P (X = xi)

gdzie i=1, 2,. . . , r. Analogicznie przez �Yj = P (Y = yj) oznaczane b¦dzie prawdo-

podobie«stwo, »e zmienna Y przyjmie warto±¢ yj gdzie j=1, 2,. . . , c. W przykªadach

tabelarycznych kategorie zmiennej X b¦d¡ wyst¦powaªy w wierszach, a kategorie

zmiennej Y w kolumnach. Przez �XYij oznacza¢ b¦dziemy prawdopodobie«stwa roz-

kªadu ª¡cznego dla kategorii i−tej zmiennej X oraz kategorii j−tej zmiennej Y . Roz-

kªady brzegowe powstaj¡ przez zsumowanie prawdopodobie«stw rozkªadu ª¡cznego

po odpowiednim indeksie tj.

�Xi =
c∑
j=1

�XYij oraz �Yj =
r∑
i=1

�XYij . (1.1)

Poszczególne modele okre±laj¡ jaki jest rozkªad prawdopodobie«stwa dla danej hi-

potezy. Oczywi±cie, mo»liwe jest sformuªowanie niesko«czenie wielu hipotez dotycz¡-
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cych rozkªadu ª¡cznego zmiennych. W tabelach 1.2a i 1.2b przedstawione zostaªy

przykªadowe rozkªady ª¡czne zmiennych X oraz Y. Hipotezy te � tak jak w poda-

nym przykªadzie � mog¡ by¢ do siebie na tyle podobne, »e ich rozró»nianie mo»e

by¢ trudne do uzasadnienia. Cho¢ ka»dy z tych rozkªadów mo»e adekwatnie opisywa¢

zwi¡zek pomi¦dzy pewnymi zmiennymi b¦d¡cymi przedmiotem zainteresowania ba-

dacza, to bardziej interesuj¡ce wydaje si¦ wyszczególnienie hipotez bardziej ogólnych,

reprezentuj¡cych rozkªady pewnego typu.

Tabela 1.2: Przykªadowe rozkªady ª¡czne dwóch zmiennych

Tabela 1.2a Tabela 1.2b

X∖Y y1 y2 X∖Y y1 y2

x1 0,2 0,3 x1 0,19 0,30

x2 0,1 0,4 x2 0,20 0,31

W modelach logarytmiczno�liniowych formuªuje si¦ hipotezy opisuj¡ce rozkªady o

pewnej, szczególnej strukturze. Wiele z tych rozkªadów daje si¦ opisa¢ za pomoc¡ po-

j¦¢ równomierno±ci rozkªadu i niezale»no±ci stochastycznej, warunkowej równomier-

no±ci i warunkowej niezale»no±ci stochastycznej (tj. niezale»no±ci dwóch zmiennych

w podzbiorowo±ciach wyodr¦bnionych ze wzgl¦du na warto±ci trzeciej zmiennej). Hi-

potezy daj¡ce si¦ sformuªowa¢ za pomoc¡ tych poj¦¢ nazywamy hipotezami elemen-

tarnymi. Niektóre hipotezy formuªowane na gruncie modeli logarytmiczno-liniowych

maj¡ bardziej zªo»ony charakter i do ich sformuªowania wykorzystywane jest poj¦cie

stosunku szans, które zostanie wprowadzone w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu. W tym

rozdziale przedstawione zostan¡ hipotezy formuªowane dla zmiennych nominalnych,

w pierwszej kolejno±ci dla dwóch a nast¦pnie dla wi¦kszej liczby zmiennych.

1.1.1 Hipotezy dla dwóch zmiennych nominalnych

Poni»ej przedstawione zostan¡ hipotezy wykorzystywane do logarytmiczno�liniowego

modelowania rozkªadu ª¡cznego dwóch zmiennych nominalnych. W przypadku dwóch

zmiennych mamy do czynienia wyª¡cznie z hipotezami elementarnymi. B¦d¡ one pre-

zentowane w kolejno±ci od najprostszej do bardziej skomplikowanych. Poszczególne

modele b¦d¡ ilustrowane tabelarycznie, aby uwidoczni¢ szczególne cechy tych rozkªa-

dów. Zaprezentowana wcze±niej tabela 1.1 przedstawia sytuacj¦ dowolnego rozkªadu

dwóch zmiennych, nie zakªada si¦, »e za rozkªadem tym stoi jakakolwiek hipoteza.

Prezentuj¡c tabelarycznie ró»ne hipotezy b¦d¦ staraª si¦ pokaza¢, ze rozkªad zgod-

ny z tymi hipotezami da si¦ przedstawi¢ za pomoc¡ pewnej uproszczonej struktu-
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ry. Dodatkowo poszczególne hipotezy zostan¡ sformuªowane w odniesieniu do dwóch

konkretnych zmiennych. Dwuwarto±ciowa zmienna X zdaje spraw¦ z tego, czy dana

osoba uczestniczyªa w wyborach (1. Nie, 2. Tak) , a zmienna Y opisuje wyksztaªcenie

(1. podstawowe, 2. ±rednie, 3. wy»sze).

Hipoteza o równomierno±ci rozkªadu ª¡cznego

Najprostsz¡ sytuacj¡ dla dwóch zmiennych jest równomierno±¢ rozkªadu ª¡cznego.

Rozkªad jest równomierny je±li wszystkie prawdopodobie«stwa rozkªadu s¡ sobie rów-

ne. Formalnie, zgodnie z t¡ hipotez¡ ka»de prawdopodobie«stwo rozkªadu ª¡cznego

mo»na zapisa¢ jako:

�XYij =
1

r ⋅ c
dla ka»dej pary i, j (1.2)

W odniesieniu do zaproponowanego przykªadu hipoteza ta oznacza, »e prawdo-

podobie«stwo wyst¡pienia ka»dej z sze±ciu kombinacji obydwu zmiennych (wyksztaª-

cenia i uczestnictwa w wyborach) wynosi tyle samo. Przykªadowo, prawdopodobie«-

stwo, »e osoba ma wyksztaªcenie podstawowe i nie gªosowaªa wynosi 1/6, tyle samo

wynosi prawdopodobie«stwo, »e osoba ma wyksztaªcenie ±rednie i braªa udziaª w

wyborach, itd. Je±li przyjmie si¦, »e prawdopodobie«stwo danej warto±ci zmiennej

de�niuje odpowiedni odsetek1 osób w zbiorowo±ci oznacza to, »e ka»da wymieniona

wy»ej podzbiorowo±¢ stanowi 1/6 caªej zbiorowo±ci.

Tabela 1.3: Rozkªad ª¡czny zgodny z hipotez¡ o równomierno±ci

X∖Y y1 y2 y3 . . . yc Σ

x1
1
r⋅c

1
r⋅c

1
r⋅c

1
r⋅c

1
r

x2
1
r⋅c

1
r⋅c

1
r⋅c

1
r⋅c

1
r

x3
1
r⋅c

1
r⋅c

1
r⋅c

1
r⋅c

1
r

...

xr
1
r⋅c

1
r⋅c

1
r⋅c

1
r⋅c

1
r

Σ 1
c

1
c

1
c

1
c

1

Tabela 1.3 ilustruje rozkªad ª¡czny zgodny z powy»sz¡ hipotez¡. Zauwa»my, »e

w porównaniu do tabeli 1.1, prezentuj¡cej dowolny rozkªad zmiennych, struktura

1Rozkªad prawdopodobie«stwa jest poj¦ciem bardziej ogólnym w stosunku do rozkªadu cz¦sto-

±ci. Pami¦taj¡c o tym zastrze»eniu interpretacja prawdopodobie«stwa jako odpowiedniego odetka

b¦dzie wykorzystywana w dalszej cz¦±ci tej pracy, gdy» jest to poj¦cie cz¦±ciej u»ywane w j¦zyku

naturalnym.
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rozkªadu zgodna z hipotez¡ równomierno±ci daje si¦ przedstawi¢ w bardzo prosty

sposób. Do jednoznacznego wyznaczenia rozkªadu ª¡cznego zgodnego z t¡ hipotez¡

potrzebna jest jedynie informacja o liczbie kategorii obydwu zmiennych tj. r i c.

Hipoteza o równomierno±ci warunkowej jednej ze zmiennych

Nieco bardziej skomplikowana hipoteza opisuje sytuacj¦, w której rozkªady warun-

kowe jednej zmiennej wyró»nione ze wzgl¦du na warto±ci drugiej zmiennej s¡ rów-

nomierne. Je»eli hipoteza gªosi, »e rozkªad zmiennej X jest równomierny wzgl¦dem

zmiennej Y wówczas wszystkie prawdopodobie«stwa warunkowe zmiennej X wzgl¦-

dem zmiennej Y s¡ takie same. Zgodnie z t¡ hipotez¡:

�
X(Y )
i(j) =

1

r
dla ka»dej pary i, j. (1.3)

Przez �X(Y )
i(j) oznaczone jest prawdopodobie«stwo, »e zmienna X przyjmie i−t¡ war-

to±¢ w podzbiorowo±ci wyodr¦bnionej przez j−t¡ warto±¢ zmiennej Y , tj. �X(Y )
i(j) =

�XYij /�Yj . Wynika z tego, »e prawdopodobie«stwo rozkªadu ª¡cznego zgodne z t¡ hi-

potez¡ jest równe:

�XYij =
1

r
⋅ �Yj dla ka»dej pary i, j. (1.4)

Dla podanego przykªadu powy»sza hipoteza gªosi, »e dla ka»dej podzbiorowo±ci

wyró»nionej ze wzgl¦du na wyksztaªcenie, tj. w±ród osób z wyksztaªceniem podsta-

wowym, ±rednim i wy»szym poªowa osób wzi¦ªa udziaª w gªosowaniu.

Tabela 1.4: Rozkªad zgodny z hipotez¡ o równomierno±ci warunkowej X wzgl¦dem Y

X∖Y y1 y2 y3 . . . yc Σ

x1
�Y
1

r

�Y
2

r

�Y
3

r
�Y
c

r
1
r

x2
�Y
1

r

�Y
2

r

�Y
3

r
�Y
c

r
1
r

x3
�Y
1

r

�Y
2

r

�Y
3

r
�Y
c

r
1
r

...

xr
�Y
1

r

�Y
2

r

�Y
3

r
�Y
c

r
1
r

Σ �Y1 �Y2 �Y3 �Yc 1

Tabela 1.4 stanowi ilustracj¦ rozkªadu oczekiwanego zgodnego z modelem o rów-

nomierno±ci warunkowej zmiennej X. Nale»y zauwa»y¢, »e istnieje wiele rozkªadów

zgodnych z powy»sz¡ hipotez¡. Aby móc ten rozkªad wyznaczy¢ jednoznacznie ko-

nieczna jest znajomo±¢ rozkªadu zmiennej Y, przykªadowo rozkªad brzegowy. Zauwa»-

my, »e rozkªad brzegowy tej zmiennej, jest taki sam jak rozkªad Y dla ka»dej kategorii
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wyró»nionej ze wzgl¦du na zmienn¡ X, w tym sensie nie musi by¢ to koniecznie in-

formacja rozkªadzie brzegowym2.

Tabela 1.5: Rozkªad zgodny z hipotez¡ o równomierno±ci warunkowej Y wzgl¦dem X

X∖Y y1 y2 y3 . . . yc Σ

x1
�X
1

c

�X
1

c

�X
1

c

�X
1

c
�X1

x2
�X
2

c

�X
2

c

�X
2

c

�X
2

c
�X2

x3
�X
3

c

�X
3

c

�X
3

c

�X
3

c
�X3

...

xr
�X
r

c
�X
r

c
�X
r

c
�X
r

c
�Xr

Σ 1
c

1
c

1
c

1
c

1

Analogicznie mo»na sformuªowa¢ hipotez¦ o równomierno±ci warunkowej zmiennej

Y wzgl¦dem zmiennej X. Wówczas zachodzi:

�
(X)Y
(i)j =

1

c
dla ka»dej pary i, j (1.5)

oraz:

�XYij =
1

c
⋅ �Xi dla ka»dej pary i, j. (1.6)

Tabela 1.5 ilustruje hipotez¦ o równomierno±ci warunkowej zmiennej Y wzgl¦dem

X. Jak wida¢, do jednoznacznego wyznaczenia rozkªadu zgodnego z t¡ hipotez¡ ko-

nieczne s¡ informacje dotycz¡ce rozkªadu brzegowego zmiennej X. Dla omawianego

przykªadu hipoteza ta wskazuje, »e zarówno w±ród osób, które gªosowaªy, jak te» nie

gªosowaªy, 1/3 osób posiada wyksztaªcenie podstawowe, 1/3 � wyksztaªcenie ±red-

nie a pozostali wyksztaªcenie wy»sze. Hipoteza nie gªosi natomiast jaki odsetek osób

gªosowaª, a jaki nie gªosowaª.

Hipoteza o niezale»no±ci stochastycznej zmiennych

Hipoteza ta opisuje sytuacj¦, w której nie zakªadamy nic na temat równomierno-

±ci rozkªadu »adnej ze zmiennych. Hipoteza ta gªosi jedynie, »e rozkªady warunkowe

prawdopodobie«stwa jednej zmiennej s¡ takie same w podzbiorowo±ciach wyodr¦b-

nionych przez warto±ci drugiej zmiennej i równe jej rozkªadowi brzegowemu. Tj.

�
X(Y )
i(j) = �Xi dla ka»dej pary i, j. (1.7)

2Jak zobaczymy w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu, rozkªad brzegowy wykorzystujemy w procesie

estymacji rozkªadu oczekiwanego na podstawie informacji z próby. Przy ogólnej prezentacji hipotez

nie musi to by¢ rozkªad brzegowy, ale dla wygody b¦dziemy wskazywali wªa±nie na ten rozkªad, do

niego b¦d¡ te» odwoªywa¢ si¦ tabelaryczne ilustracje hipotez.
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Warunek ten jest symetryczny, tak wi¦c z 1.7 wynika równie»:

�
(X)Y
(i)j = �Yj dla ka»dej pary i, j. (1.8)

Jak wiadomo, pomno»enie obydwu stron równania 1.7 przez �Yj lub obydwu stron

równania 1.8 przez �Xi , pokazuje, »e przy niezale»no±ci stochastycznej, prawdopodo-

bie«stwo rozkªadu ª¡cznego jest iloczynem odpowiednich prawdopodobie«stw brze-

gowych:

�XYij = �Xi ⋅ �Yj dla ka»dej pary i, j. (1.9)

Tabela 1.6 jest ilustracj¡ hipotezy o niezale»no±ci stochastycznej zmiennych. Jak

wida¢ do jednoznacznego wyznaczenia rozkªadu zwi¡zanego z t¡ hipotez¡ potrzebne

s¡ rozkªady brzegowe obydwu zmiennych. Odnosz¡c hipotez¦ o niezale»no±ci do wy-

ksztaªcenia i udziaªu w wyborach, wynika z niej, »e w w±ród osób gªosuj¡cych i nie

bior¡cych udziaªu w wyborach rozkªady wyksztaªcenia s¡ identyczne. Podobnie, w

ka»dej grupie wyró»nionej ze wzgl¦du na wyksztaªcenie, gªosowaª taki sam odsetek

osób. Hipoteza ta nie gªosi jednak jakie s¡ odsetki osób z wyksztaªceniem podstawo-

wym ±rednim lub wy»szym, ani jaki jest odsetek osób gªosuj¡cych.

Tabela 1.6: Rozkªad zgodny z hipotez¡ o niezale»no±ci stochastycznej zmiennych

X∖Y y1 y2 y3 . . . yc Σ

x1 �X1 ⋅ �Y1 �X1 ⋅ �Y2 �X1 ⋅ �Y3 �X1 ⋅ �Yc �X1

x2 �X2 ⋅ �Y1 �X2 ⋅ �Y2 �X2 ⋅ �Y3 �X2 ⋅ �Yc �X2

x3 �X3 ⋅ �Y1 �X3 ⋅ �Y2 �X3 ⋅ �Y3 �X3 ⋅ �Yc �X3
...

xr �Xr ⋅ �Y1 �Xr ⋅ �Y2 �Xr ⋅ �Y3 �Xr ⋅ �Yc �Xr

Σ �Y1 �Y2 �Y3 �Yc 1

Podsumowanie hipotez dla dwóch zmiennych

Powy»ej zostaªy przedstawione hipotezy jakie mo»na sformuªowa¢ dla dwóch zmien-

nych nominalnych. Tabela 1.7 stanowi podsumowanie powy»szej prezentacji, zamiesz-

czone zostaªy równie» oznaczenia hipotez, które b¦d¡ u»ywane w dalszej cz¦±ci tej

pracy. Jak wida¢ przedstawione hipotezy ró»ni¡ si¦ prostot¡ opisu. �Miar¡� tej pro-

stoty s¡ ograniczenia nakªadane na rozkªad ª¡czny obydwu zmiennych. Na przykªad

rozkªad zgodny z hipotez¡ o równomierno±ci jednej ze zmiennych jest prostszy od hi-

potezy o niezale»no±ci stochastycznej, gdy» zakªada dodatkowo, »e rozkªad jednej ze
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zmiennych jest równomierny. Hipoteza o równomierno±ci rozkªadu zakªada, »e rozkªad

obydwu zmiennych musi by¢ równomierny. W tym sensie mo»liwe jest porównywanie

ze sob¡ hipotez. Wyj¡tkiem s¡ oczywi±cie hipotezy [X] oraz [Y ]. S¡ to hipotezy tego

samego typu, dotycz¡ jednak innych zmiennych.

Zauwa»my, »e im mniej ogranicze« zwi¡zanych jest z dan¡ hipotez¡, tym wi¦cej

informacji potrzebnych jest do jednoznacznego okre±lenia rozkªadu. Dla przykªadu:

hipoteza o niezale»no±ci stochastycznej zmiennych X i Y wymaga nie tylko informa-

cji o rozkªadzie {X}, które potrzebne s¡ do okre±lenia rozkªadu zgodnego z prostsz¡

hipotez¡ o równomierno±ci warunkowej zmiennej Y , ale dodatkowo informacji o roz-

kªadzie {Y }.

W tabeli � obok omówionych hipotez � wyszczególniona zostaªa dodatkowo

sytuacja, gdy rozkªad zmiennych jest dowolny. Do jednoznacznego wyznaczenia tego

rozkªadu potrzebnych jest najwi¦cej informacji. Z sytuacj¡ tak¡ nie jest zwi¡zana

»adna hipoteza, nie zakªada si¦ nic na temat struktury rozkªadu ª¡cznego. Jak si¦

oka»e w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu wyszczególnienie tej sytuacji jest istotne z punktu

widzenia modeli logarytmiczno�liniowych.

Tabela 1.7: Hipotezy dotycz¡ce rozkªadu ª¡cznego dwóch zmiennych
Hipoteza zwi¡zana z rozkªadem Oznaczenie

hipotezy

Rozkªady brzegowe konieczne

do jednoznacznego okre±lenia

rozkªadu zgodnego z hipotez¡

Równomierno±¢ rozkªadu ª¡cznego [⋅] �

Warunkowa równomierno±¢ rozkªadu:

zmiennej Y wzgl¦dem X [X] {X}

zmiennej X wzgl¦dem Y [Y ] {Y }

Niezale»no±¢ stochastyczna [X][Y ] {X} oraz {Y }

Dowolny rozkªad zmiennych [XY ] {XY }

Wprowadzane oznaczenia hipotez koresponduj¡ z rozkªadami brzegowymi koniecz-

nymi do jednoznacznego okre±lenia rozkªadu ª¡cznego zgodnego z dan¡ hipotez¡.

Konwencji tej b¦dziemy przestrzega¢ w dalszej cz¦±ci pracy. Oznaczenie [XY ] suge-

ruje »e pomi¦dzy zmiennymi zachodzi pewien zwi¡zek (a dokªadniej, nie musz¡ by¢

niezale»ne), dlatego znajduj¡ si¦ w jednym nawiasie kwadratowym.

1.1.2 Hipotezy dla trzech zmiennych nominalnych

Do tej pory zostaªy przedstawione hipotezy dotycz¡ce rozkªadu dwóch zmiennych

nominalnych. Jednak nawet w sytuacji gdy w centrum zainteresowania badacza jest

zwi¡zek pomi¦dzy dwiema zmiennymi, wa»na jest odpowied¹ na pytanie czy istniej¡
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jakie± inne czynniki wpªywaj¡ce na siª¦ tego zwi¡zku. Dla przykªadu badaj¡c zale»-

no±¢ pomi¦dzy wyksztaªceniem a sytuacj¡ zawodow¡, mo»na zapyta¢, czy zwi¡zek ten

jest taki sam w±ród kobiet i m¦»czyzn, w mie±cie i na wsi itd. . . . Mo»e si¦ zdarzy¢, »e

badaj¡c caª¡ zbiorowo±¢ ustalimy silny zwi¡zek pomi¦dzy dwiema zmiennymi, pod-

czas gdy w pozdbiorowo±ciach wyró»nionych ze wzgl¦du na trzeci¡ zmienn¡, badane

zmienne s¡ niezale»ne. B¡d¹ te» na odwrót: zmienne s¡ niezale»ne w caªej zbiorowo±ci

podczas gdy w podzbiorowo±ciach zmienne te s¡ silnie ze sob¡ zwi¡zane.

Mo»emy mie¢ wi¦c do czynienia z pozorn¡ zale»no±ci¡ b¡d¹ pozorn¡ niezale»no-

±ci¡ zmiennych w caªej zbiorowo±ci. Z tego wzgl¦du istotne jest uwzgl¦dnienie wi¦k-

szej liczby zmiennych w przeprowadzanych analizach. Oczywi±cie wybór czynników,

których wpªyw chcemy kontrolowa¢ nie powinien by¢ przypadkowy. Pomocna mo»e

okaza¢ si¦ znajomo±¢ badanego zjawiska, pewne przesªanki teoretyczne.

W tej cz¦±ci sformuªowane zostan¡ hipotezy opisuj¡ce zwi¡zki pomi¦dzy trzema

zmiennymi, które mog¡ by¢ mierzone na skali nominalnej. Wi¦kszo±¢ z tych hipotez

mo»na sformuªowa¢ za pomoc¡ poj¦¢, które wprowadzone zostaªy przy omawianiu hi-

potez dla dwóch zmiennych tj. równomierno±ci rozkªadu, niezale»no±ci stochastycznej,

b¡d¹ poj¦¢ b¦d¡cych ich rozszerzeniem tj. warunkowej równomierno±ci czy te» wa-

runkowej niezale»no±ci stochastycznej. Dla sformuªowania jednej z hipotez konieczne

b¦dzie jednak wprowadzenie nowego poj¦cia, tj. stosunku szans.

Punktem wyj±cia jest wi¦c rozkªad ª¡czny trzech zmiennych. Rozkªad taki przed-

stawiony zostaª w Tabeli 1.8. W porównaniu do tabeli 1.1 uwzgl¦dniona zostaªa trzecia

zmienna Z, która przyjmuje warto±ci z1, z2, . . . zk . . . zt, gdzie t jest liczb¡ kategorii

zmiennej Z. Uwzgl¦dnione zostaªy równie» rozkªady brzegowe zmiennych. Do tej pory

mówili±my jedynie o rozkªadach brzegowych uwzgl¦dniaj¡cych warto±ci jednej zmien-

nej, mo»liwe jest jednak wyodr¦bnienie rozkªadów uwzgl¦dniaj¡cych wi¦ksz¡ liczb¦

zmiennych. Przykªadowo, sumuj¡c prawdopodobie«stwa �XY Zijk , po indeksie zmiennej

Z otrzymujemy rozkªad brzegowy zmiennych X oraz Y okre±laj¡cy prawdopodo-

bie«stwa �XYij . Rozkªad ten oznacza¢ b¦dziemy {XY }. Analogicznie uzyska¢ mo»na

rozkªady brzegowe {XZ}, {Y Z}. W tabeli uwzgl¦dnione s¡ równie» rozkªady brze-

gowe powstaªe przez zsumowanie po indeksach dwóch zmiennych tj. {X}, {Y }, oraz

{Z}.

Rozkªad brzegowy uwzgl¦dniaj¡cy wi¦ksz¡ liczb¦ zmiennych np. {XY } mo»na

traktowa¢ jako rozkªad zmiennej zªo»onej , uwzgl¦dniaj¡cej wszystkie r ⋅ c kombina-
cje obydwu zmiennych. Podobnie mo»na mówi¢ o warunkowym rozkªadzie zmiennej

zªo»onej np. rozkªadzie zmiennej XY w podzbiorowo±ci wyró»nionej ze wzgl¦du na

zmienn¡ Z. Poj¦cie zmiennej zªo»onej jest wygodne do opisu rozkªadu ª¡cznego trzech
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Tabela 1.8: Rozkªad ª¡czny trzech zmiennych X, Y i Z

Z = z1 Z = z2 . . . Z = zt

X∖Y y1 y2 . . . yc y1 y2 . . . yc . . .

x1 �XY Z111 �XY Z121 �XY Z112 �XY Z122 . . .

x2 �XY Z211 �XY Z221 �XY Z212 �XY Z222 . . .
...

xr . . . �XY Zrc1 . . . �XY Zrc2 . . .

{XY } {XZ}

X∖Y y1 y2 . . . yc {X} X∖Z z1 z2 . . . zt {X}

x1 �XY11 �XY12 �X1 x1 �XZ11 �XZ12 �X1

x2 �XY21 �XY22 �X2 x2 �XZ21 �XZ22 �X2
...

...

xr . . . �XYrc �Xr xr . . . �XZrt �Xr

{Y } �Y1 �Y2 . . . �Yc 1 {Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1

{Y Z}

Y ∖Z z1 z2 . . . zt {Y }

y1 �Y Z11 �Y Z12 �Y1

y2 �Y Z21 �Y Z22 �Y2
...

yc . . . �Y Zct �Yc

{Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1

i wi¦kszej liczby zmiennych, dlatego b¦dzie ono wykorzystywane w dalszej cz¦±ci pra-

cy.

Rozkªad przedstawiony w tabeli 1.8 nie zakªada niczego odno±nie rozkªadu ª¡czne-

go trzech zmiennych. Tak jak w przypadku dwóch zmiennych hipotezy przedstawia¢

b¦d¡ rozkªady o strukturze prostszej. Prezentacj¦ rozpocznie najprostsza sytuacja

równomierno±ci rozkªadu ª¡cznego a w dalszej kolejno±ci prezentowane b¦d¡ hipotezy

bardziej skomplikowane. Poszczególne hipotezy b¦d¡ równie» formuªowane w odnie-

sieniu do trzech przykªadowych zmiennych. B¦d¡ to � tak jak poprzednio � udziaª

w wyborach (dwuwarto±ciowa zmienna X), wyksztaªcenie (trójwarto±ciowa zmienna

Y ) i dodatkowo uwzgl¦dniona zostanie informacja o pªci (zmienna Z).
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Hipoteza [⋅] o równomierno±ci rozkªadu ª¡cznego trzech zmiennych

W rozkªadzie zgodnym z t¡ hipotez¡ wszystkie prawdopodobie«stwa s¡ takie same.

Zgodnie z t¡ hipotez¡ ka»de prawdopodobie«stwo rozkªadu ª¡cznego mo»na zapisa¢

jako:

�XY Zijk =
1

r ⋅ c ⋅ t
dla wszystkich kombinacji i, j, k. (1.10)

Tabela 1.9: Rozkªad ª¡czny zgodny z hipotez¡ równomierno±ci

Z = z1 Z = z2 . . . Z = zt

X∖Y y1 y2 . . . yc y1 y2 . . . yc . . .

x1
1
rct

1
rct

1
rct

1
rct . . .

x2
1
rct

1
rct

1
rct

1
rct . . .

...

xr . . . 1
rct . . . 1

rct . . .

{XY } {XZ}

X∖Y y1 y2 . . . yc {X} X∖Z z1 z2 . . . zt {X}

x1
1
rc

1
rc

1
r x1

1
rt

1
rt

1
r

x2
1
rc

1
rc

1
r x2

1
rt

1
rt

1
r

...
...

xr . . . 1
rc

1
r xr . . . 1

rt
1
r

{Y } 1
c

1
c . . . 1

c 1 {Z} 1
t

1
t . . . 1

t 1

{Y Z}

Y ∖Z z1 z2 . . . zt {Y }

y1
1
ct

1
ct

1
c

y2
1
ct

1
ct

1
c

...

yc . . . 1
ct

1
c

{Z} 1
t

1
t . . . 1

t 1

Tabela 1.9 stanowi ilustracj¦ tej hipotezy. Do wyznaczenia rozkªadu zgodnego z

t¡ hipotez¡ wystarczy informacja o liczbie kategorii wszystkich zmiennych tj. r, c, t.

Podobnie wyznaczamy rozkªady brzegowe, tj. do wyznaczenia rozkªadu brzegowego

{XZ} wystarcza informacja o liczbie kategorii obydwu zmiennych. Hipotez¦ t¦ b¦-
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dziemy oznacza¢ [⋅], poniewa» do wyznaczenia rozkªadu nie s¡ potrzebne informacje

o rozkªadach brzegowych.

Dla podanego przykªadu hipoteza ta oznacza, »e ka»da kombinacja trzech zmien-

nych � pªci, wyksztaªcenia i udziaªu w wyborach � jest tak samo prawdopodobna.

Przykªadowo kobiety o wyksztaªceniu podstawowym, bior¡ce udziaª w wyborach sta-

nowi¡ 1/12 caªej zbiorowo±ci, podobnie jak np. niegªosuj¡cy m¦»czy¹ni o wyksztaªce-

niu ±rednim.

Hipoteza [Z] o warunkowej równomierno±ci rozkªadu ª¡cznego dwóch

zmiennych X i Y wzgl¦dem trzeciej zmiennej Z

Zgodnie z hipotez¡ tego typu rozkªad ª¡czny dwóch zmiennych np. X oraz Y jest

równomierny w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej przez trzeci¡ zmienn¡, w tym

przypadku zmienn¡ Z. Mówi¡c inaczej, je±li potraktujemy zmienn¡ XY jako zmienn¡

zªo»on¡, to jej rozkªad warunkowy wzgl¦dem zmiennej Z jest równomierny. Formalnie:

�
XY (Z)
ij(k) =

1

r ⋅ c
dla wszystkich kombinacji i, j, k. (1.11)

Zgodnie z powy»szym prawdopodobie«stwo rozkªadu ª¡cznego jest równe:

�XY Zijk =
�Zk
r ⋅ c

dla wszystkich kombinacji i, j, k. (1.12)

Jak wida¢, aby okre±li¢ rozkªad oczekiwany zgodny z t¡ hipotez¡ potrzebne s¡ infor-

macje na temat rozkªadu brzegowego zmiennej Z, który nie musi by¢ równomierny.

Tabela 1.10 stanowi ilustracj¦ powy»szej hipotezy. Warto zwróci¢ uwag¦, na to, »e

nie tylko rozkªady warunkowe zmiennej zªo»onej XY , ale równie» rozkªad brzegowy

tej zmiennej jest równomierny i ka»de prawdopodobie«stwo jest równe 1/rc. Podobnie

rozkªady obydwu zmiennych X oraz Y s¡ równomierne: zarówno rozkªady warunkowe

wzgl¦dem zmiennej Z jak i rozkªady brzegowe obydwu zmiennych tj.

�
X(Z)
i(k) = �Xi =

1

r
,

oraz

�
Y (Z)
j(k) = �Yj =

1

c
.

Poniewa» zmienna Z jest niezale»na stochastycznie od zmiennej zªo»onej XY jak i

od obydwu zmiennych X oraz Y , rozkªady warunkowe zmiennej Z s¡ identyczne w

ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej przez obydwie zmienne i dla ka»dej kombinacji

tych zmiennych. Rozkªad warunkowy zmiennej Z jest taki sam jak rozkªad brzegowy

tej zmiennej. tj. �Z(XY )
k(ij) = �

Z(X)
k(i) = �

Z(Y )
k(j) = �Zk .
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Tabela 1.10: Rozkªad zgodny z hipotez¡ o warunkowej równomierno±ci rozkªadu

ª¡cznego dwóch zmiennych X i Y wzgl¦dem Z

Z = z1 Z = z2 . . . Z = zt

X∖Y y1 y2 . . . yc y1 y2 . . . yc . . .

x1
�Z
1
rc

�Z
1
rc

�Z
2
rc

�Z
2
rc . . .

x2
�Z
1
rc

�Z
1
rc

�Z
2
rc

�Z
2
rc . . .

...

xr . . . �Z
1
rc . . . �Z

2
rc . . .

{XY } {XZ}

X∖Y y1 y2 . . . yc {X} X∖Z z1 z2 . . . zt {X}

x1
1
rc

1
rc

1
r x1

�Z
1
r

�Z
2
r

1
r

x2
1
rc

1
rc

1
r x2

�Z
1
r

�Z
2
r

1
r

...
...

xr . . . 1
rc

1
r xr . . . �Z

t
r

1
r

{Y } 1
c

1
c . . . 1

c 1 {Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1

{Y Z}

Y ∖Z z1 z2 . . . zt {Y }

y1
�Z
1
c

�Z
2
c

1
c

y2
�Z
1
c

�Z
2
c

1
c

...

yc . . . �Z
t
c

1
c

{Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1

Hipoteza powy»sza dla naszego przykªadu, wskazuje, »e ka»da kombinacja wy-

ksztaªcenia i udziaªu w wyborach jest tak samo prawdopodobna je±li rozpatrujemy

podzbiorowo±ci kobiet i m¦»czyzn. Przykªadowo, osoby o wyksztaªceniu podstawo-

wym, bior¡ce udziaª w wyborach stanowi¡ 1/6 kobiet, podobnie osoby o wyksztaªce-

niu ±rednim, nie bior¡ce udziaªu w wyborach stanowi¡ 1/6 m¦»czyzn. Hipoteza nie

gªosi nic odno±nie odsetka kobiet i m¦»czyzn.

Powy»sz¡ hipotez¦ b¦dziemy oznacza¢ [Z]. Analogicznie mo»na sformuªowa¢ jesz-

cze dwie hipotezy tego typu: [X] oraz [Y ]. Pierwsza z nich mówi o równomierno±ci

rozkªadu ª¡cznego zmiennych Y i Z wzgl¦dem X (tj. ka»da kombinacja wyksztaªcenia
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i pªci jest tak samo prawdopodobna w dwóch podzbiorowo±ciach: osób bior¡cych i

nie bior¡cych udziaªu w wyborach) a druga o równomierno±ci rozkªadu ª¡cznego X

oraz Z wzgl¦dem Y (tj. ka»da kombinacja zmiennej opisuj¡cej udziaª w wyborach i

pªci jest tak samo prawdopodobna w trzech podzbiorowo±ciach: osób o wyksztaªceniu

podstawowym, ±rednim lub wy»szym).

Hipoteza [Y ][Z] o warunkowej równomierno±ci rozkªadu zmiennej X wzgl¦-

dem kombinacji dwóch niezale»nych stochastycznie zmiennych Y i Z

Kolejn¡ hipotez¦ mo»na przedstawi¢ jako poª¡czenie dwóch hipotez. Pierwsza z nich

gªosi, »e zmienna X ma rozkªad równomierny w ka»dej pozbiorowo±ci wyró»nionej

przez zªo»on¡ zmienn¡ Y Z, tj. dla ustalonej kombinacji warto±ci zmiennych Y i Z

wszystkie warto±ci zmiennej X s¡ jednakowo prawdopodobne. Druga z hipotez gªo-

si, »e zmienne tworz¡ce zmienn¡ zªo»on¡ tj. Y oraz Z s¡ niezale»ne stochastycznie.

Formalnie powy»sz¡ hipotez¦ mo»na przedstawi¢ jako:

�
X(Y Z)
i(jk) =

1

r
dla wszystkich kombinacji i, j, k. (1.13)

oraz

�jk = �Yj ⋅ �Zk dla wszystkich kombinacji i, j, k. (1.14)

Z warunków 1.13 i 1.14 wynika, »e prawdopodobie«stwo rozkªadu ª¡cznego zgod-

nego z powy»sz¡ hipotez¡ mo»na okre±li¢ jako:

�XY Zijk =
�Yj ⋅ �Zk

r
dla wszystkich kombinacji i, j, k. (1.15)

Rozkªady brzegowe potrzebne do jednoznacznego okre±lenia powy»szej hipotezy

to {Y } oraz {Z}.

Tabela 1.11 stanowi ilustracj¦ rozkªadu zgodnego z t¡ hipotez¡. Brzegowy roz-

kªad zmiennej X jest równomierny. Podobnie równomierne s¡ warunkowe rozkªady

tej zmiennej wzgl¦dem zmiennych Y i Z tj. �X(Y )
i(j) oraz �X(Z)

i(k) . W konsekwencji zmien-

na X jest niezale»na stochastycznie wzgl¦dem zmiennej Y , zmiennej Z jak i zmiennej

zªo»onej Y Z. Zmienne Y oraz Z s¡ niezale»ne stochastycznie nie tylko w caªej zbio-

rowo±ci, ale równie» w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej ze wzgl¦du na warto±ci

zmiennej X.

Omawiana hipoteza dla trzech zmiennych z omawianego przykªadu gªosi, »e dla

ka»dej kombinacji wyksztaªcenia i pªci poªowa osób braªa udziaª w wyborach. Przy-

kªadowo, gªosowaªa poªowa kobiet o wyksztaªceniu podstawowym, podobnie poªowa

m¦»czyzn o wyksztaªceniu ±rednim, itd. Hipoteza nie gªosi nic odno±nie rozkªadu

zmiennej opisuj¡cej pªe¢ ani rozkªadu wyksztaªcenia, ale � co istotne � zmienne te
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Tabela 1.11: Rozkªad ª¡czny zgodny z hipotez¡ o warunkowej równomierno±ci zmien-

nej X wzgl¦dem kombinacji dwóch niezale»nych stochastycznie zmiennych Y i Z

Z = z1 Z = z2 . . . Z = zt

X∖Y y1 y2 . . . yc y1 y2 . . . yc . . .

x1
�Y
1 �

Z
1

r
�Y
2 �

Z
1

r
�Y
1 �

Z
2

r
�Y
2 �

Z
2

r . . .

x2
�Y
1 �

Z
1

r
�Y
2 �

Z
1

r
�Y
1 �

Z
2

r
�Y
2 �

Z
2

r . . .
...

xr . . . �Y
c �

Z
1

r . . . �Y
c �

Z
2

r . . .

{XY } {XZ}

X∖Y y1 y2 . . . yc {X} X∖Z z1 z2 . . . zt {X}

x1
�Y
1
r

�Y
2
r

1
r x1

�Z
1
r

�Z
2
r

1
r

x2
�Y
1
r

�Y
2
r

1
r x2

�Z
1
r

�Z
2
r

1
r

...
...

xr . . . �Y
c
r

1
r xr . . . �Z

t
r

1
r

{Y } �Y1 �Y2 . . . �Yc 1 {Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1

{Y Z}

Y ∖Z z1 z2 . . . zt {Y }

y1 �Y1 �
Z
1 �Y1 �

Z
2 �Y1

y2 �Y2 �
Z
1 �Y2 �

Z
2 �Y2

...

yc . . . �Yc �
Z
t �Yc

{Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1

s¡ niezale»ne stochastycznie, zarówno w±ród osób gªosuj¡cych jak te» nie bior¡cych

udziaªu w wyborach.

Powy»sz¡ hipotez¦ b¦dziemy oznacza¢ [Z][Y ]. Analogicznie mo»na sformuªowa¢

jeszcze dwie hipotezy tego typu: [X][Z] oraz [X][Y ].
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Hipoteza [X][Y ][Z] o niezale»no±ci stochastycznej trzech zmiennych

W hipotezie tej nie zakªadamy niczego odno±nie równomierno±ci rozkªadu którejkol-

wiek zmiennej czy te» zmiennej zªo»onej. Podobnie jak w hipotezach poprzednich

zakªadamy jednak, »e wszystkie trzy zmienne s¡ od siebie niezale»ne stochastycznie.

W tym miejscu omówione zostan¡ dokªadniej cechy rozkªadu ª¡cznego przy niezale»-

no±ci trzech zmiennych. Je±li trzy zmienne X, Y oraz Z s¡ niezale»ne stochastycznie

to:

∙ rozkªady warunkowe ka»dej zmiennej s¡ takie same w podzbiorowo±ciach wyró»-

nionych ze wzgl¦du na kombinacje warto±ci pozostaªych zmiennych np. warun-

kowe rozkªady zmiennej X s¡ takie same w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej

przez warto±ci zmiennej zªo»onej Y Z

∙ Ka»da para zmiennych jest równie» niezale»na stochastycznie, np. niezale»ne

stochastycznie s¡ zmienne Y i Z.

Formalnie mo»emy to zapisa¢ jako:

�
X(Y Z)
i(jk) = �Xi dla wszystkich kombinacji i, j, k (1.16)

oraz:

�Y Zjk = �Yj ⋅ �Zk dla wszystkich kombinacji j, k. (1.17)

To samo mo»na powiedzie¢ o rozkªadach warunkowych zmiennej Y i zmiennej Z

wzgl¦dem pozostaªych zmiennych. Poª¡czenie powy»szych warunków pozwala sfor-

muªowa¢ warunek analogiczny do 1.9. Tj.

�XY Zijk = �Xi ⋅ �Yj ⋅ �Zk dla wszystkich kombinacji i, j, k. (1.18)

Prawdopodobie«stwo rozkªadu ª¡cznego jest wi¦c iloczynem odpowiednich praw-

dopodobie«stw brzegowych. Informacje o rozkªadach brzegowych {X}, {Y }, {Z} wy-

starczaj¡ wi¦c do jednoznacznego okre±lenia rozkªadu ª¡cznego zmiennych.

Z tabeli 1.12 b¦d¡cej ilustracj¡ dla powy»szej hipotezy wida¢ równie», »e rozkªady

warunkowe jednej zmiennej wzgl¦dem innej zmiennej np. X wzgl¦dem Y równie»

s¡ identyczne i równe brzegowemu rozkªadowi tej zmiennej. Podobnie identyczne s¡

warunkowe rozkªady dwóch zmiennych np. X i Y wzgl¦dem trzeciej zmiennej Z.

Mówi¡c inaczej zmienna zªo»ona XY jest niezale»na stochastycznie od zmiennej Z.

Omawiana hipoteza dla trzech zmiennych z omawianego przykªadu gªosi, »e dla

ka»dej z sze±ciu kombinacji wyksztaªcenia i pªci gªosowaª taki sam odsetek osób. Przy-

kªadowo, taki sam odsetek osób gªosowaª w±ród kobiet o wyksztaªceniu podstawowym,
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Tabela 1.12: Rozkªad ª¡czny zgodny z hipotez¡ o niezale»no±ci stochastycznej trzech

zmiennych X, Y i Z

Z = z1 Z = z2 . . . Z = zt

X∖Y y1 y2 . . . yc y1 y2 . . . yc . . .

x1 �X
1 �

Y
1 �

Z
1 �X

1 �
Y
2 �

Z
1 �X

1 �
Y
1 �

Z
2 �X

1 �
Y
2 �

Z
2 . . .

x2 �X
2 �

Y
1 �

Z
1 �X

2 �
Y
2 �

Z
1 �X

2 �
Y
1 �

Z
2 �X

2 �
Y
2 �

Z
2 . . .

...

xr . . . . . . . . .

{XY } {XZ}

X∖Y y1 y2 . . . yc {X} X∖Z z1 z2 . . . zt {X}

x1 �X1 �
Y
1 �X1 �

Y
2 �X1 x1 �X1 �

Z
1 �X1 �

Z
2 �X1

x2 �X2 �
Y
1 �X2 �

Y
2 �X2 x1 �X2 �

Z
1 �X2 �

Z
2 �X2

...
...

xr . . . �Xr �
Y
c �Xr xr . . . �Xr �

Z
t �Xr

{Y } �Y1 �Y2 . . . �Yc 1 {Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1

{Y Z}

Y ∖Z z1 z2 . . . zt {Y }

y1 �Y1 �
Z
1 �Y1 �

Z
2 �Y1

y2 �Y2 �
Z
1 �Y2 �

Z
2 �Y2

...

yc . . . �Yc �
Z
t �Yc

{Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1

jak w±ród m¦»czyzn o wyksztaªceniu ±rednim, itd. Niezale»ne s¡ te» wyksztaªcenie

i pªe¢ zarówno w±ród osób gªosuj¡cych jak te» nie bior¡cych udziaªu w wyborach.

Hipoteza ta jest symetryczna, wynika z tego m. in. »e rozkªad wyksztaªcenia jest

identyczny w ka»dej podzbiorowosci wyró»nionej ze wzgl¦du na udziaª w wyborach i

pªe¢ (przy czym te dwie zmienne s¡ równie» niezale»ne ze wzgl¦du na wyksztaªcenie):

przykªadowo odsetek osób z wyksztaªcaniem podstawowym jest taki sam w±ród ko-
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biet gªosuj¡cych, jak w±ród niegªosuj¡cych m¦»czyzn. Hipoteza nie gªosi nic odno±nie

rozkªadu »adnej z wymienionych zmiennych.

Hipoteza [Y Z] o warunkowej równomierno±ci zmiennej X wzgl¦dem kom-

binacji warto±ci dwóch pozostaªych zmiennych Y i Z

Hipoteza ta gªosi, »e rozkªad jednej zmiennej np. X jest równomierny wzgl¦dem

kombinacji warto±ci dwóch pozostaªych zmiennych tj. Y i Z. W przeciwie«stwie do

prezentowanej wcze±niej hipotezy [Y ][Z] nie zakªadamy jednak, »e zmienne Y i Z s¡

niezale»ne stochastycznie. Formalnie:

�
X(Y Z)
i(jk) =

1

r
dla wszystkich kombinacji i, j, k. (1.19)

Prawdopodobie«stwo rozkªadu ª¡cznego zgodnego z powy»sz¡ hipotez¡ mo»na okre-

±li¢ jako:

�XY Zijk =
�Y Zjk
r

dla wszystkich kombinacji i, j, k. (1.20)

Do okre±lenia rozkªadu ª¡cznego zwi¡zanego z powy»sz¡ hipotez¡ jest wi¦c potrzebny

rozkªad brzegowy zmiennej dwuwymiarowej {Y Z} tj. informacje o prawdopodobie«-

stwach �Y Zjk . Poniewa» zmienne Y i Z mog¡ by¢ zale»ne, rozkªadu tego nie da si¦ juz

zredukowa¢ do iloczynu odpowiednich prawdopodobie«stw brzegowych.

Tabela 1.13 przedstawia rozkªad zgodny z powy»sz¡ hipotez¡. Jak wida¢ rozkªad

zmiennej X jest równomierny równie» w podzbiowo±ciach wyró»nionych wzgl¦dem

zmiennej Y i zmiennej X. Równie» brzegowy rozkªad tej zmiennej jest równomierny

tj.

�
X(Y Z)
i(jk) = �

X(Y )
i(j) = �

X(Z)
i(k) = �Xi =

1

r
.

Podobnie mo»na zauwa»y¢, »e rozkªad zmiennej dwuwarto±ciowej Y Z jest taki sam w

ka»dej podzbiorowo±ci wyodr¦bnionej ze wzgl¦du na warto±ci zmiennej X. Zmienne

Y Z oraz X s¡ wi¦c niezale»ne stochastycznie.

Nie mo»na powiedzie¢, czy hipoteza ta jest prostsza czy tez bardziej skompliko-

wana od hipotezy o niezale»no±ci stochastycznej trzech zmiennych. Z jednej strony

dopuszczamy zale»no±¢ mi¦dzy dwiema zmiennymi, z drugiej strony zakªadamy, »e

rozkªad trzeciej zmiennej jest równomierny. Jest to jednak hipoteza bardziej skom-

plikowana od hipotez [Z][Y ] i hipotez od niej prostszych.

Odnosz¡c t¦ hipotez¦ do wybranych trzech zmiennych, mo»na powiedzie¢, »e dla

ka»dej kombinacji wyksztaªcenia i pªci poªowa osób gªosowaªa. Przykªadowo, gªoso-

waªa poªowa kobiet o wyksztaªceniu podstawowym, podobnie poªowa m¦»czyzn o

wyksztaªceniu ±rednim, itd. Hipoteza nie gªosi nic o rozkªadzie zmiennej opisuj¡cej

pªe¢ ani o rozkªadzie wyksztaªcenia, ponadto, zmienne te mog¡ by¢ zale»ne.
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Tabela 1.13: Rozkªad ª¡czny zgodny z hipotez¡ o warunkowej równomierno±ci zmien-

nej X wzgl¦dem kombinacji warto±ci dwóch zmiennych Y i Z

Z = z1 Z = z2 . . . Z = zt

X∖Y y1 y2 . . . yc y1 y2 . . . yc . . .

x1
�Y Z
11
r

�Y Z
21
r

�Y Z
12
r

�Y Z
22
r . . .

x2
�Y Z
11
r

�Y Z
21
r

�Y Z
12
r

�Y Z
22
r . . .

...

xr . . . �Y Z
c1
r . . . �Y Z

c2
r . . .

{XY } {XZ}

X∖Y y1 y2 . . . yc {X} X∖Z z1 z2 . . . zt {X}

x1
�Y
1
r

�Y
2
r

1
r x1

�Z
1
r

�Z
2
r

1
r

x2
�Y
1
r

�Y
2
r

1
r x2

�Z
1
r

�Z
2
r

1
r

...
...

xr . . . �Y
c
r

1
r xr . . . �Z

t
r

1
r

{Y } �Y1 �Y2 . . . �Yc 1 {Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1

{Y Z}

Y ∖Z z1 z2 . . . zt {Y }

y1 �Y Z11 �Y Z12 �Y1

y2 �Y Z21 �Y Z22 �Y2
...

yc . . . �Y Zct �Yc

{Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1

Analogicznie mo»na sformuªowa¢ dwie inne hipotezy tego typu: o równomierno±ci

rozkªadu warunkowego zmiennej Y wzgl¦dem zmiennej XZ, tj. [XZ] oraz o równo-

mierno±ci rozkªadu warunkowego zmiennej Z wzgl¦dem zmiennej XY , tj. [XY ]. Zgod-

nie z pierwsz¡ z nich dla ka»dej kombinacji udziaªu w wyborach i pªci, 1/3 stanowi¡

osoby o wyksztaªceniu podstawowym, 1/3 � o wyksztaªceniu ±rednim i 1/3 stanowi¡

osoby posiadaj¡ce wy»sze wyksztaªcenie. Natomiast zgodnie z hipotez¡ [XY ] rozkªad

pªci jest równomierny, w ka»dej z sze±ciu podzbiorowo±ci wyró»nionej ze wzgl¦du
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na wyksztaªcenie i udziaª w wyborach, tj. w±ród osób gªosuj¡cych o wyksztaªcaniu

podstawowym poªow¦ stanowi¡ kobiety, podobnie w±ród osób niegªosuj¡cych o wy-

ksztaªcaniu ±rednim, itd.

Hipoteza [X][Y Z] o identyczno±ci rozkªadu zmiennej X wzgl¦dem kombi-

nacji dwóch pozostaªych zmiennych Y i Z

Ten typ hipotezy gªosi, »e rozkªad jednej zmiennej np. X jest taki sam w ka»dej pod-

zbiorowo±ci wyró»nionej przez kombinacje zmiennych Y i Z. Mówi¡c inaczej zmienna

X i zmienna Y Z s¡ niezale»ne stochastycznie. Hipoteza ta jest bardziej skomplikowa-

na od poprzednio prezentowanych hipotez. Nie zakªadamy nic na temat równomier-

no±ci rozkªadu którejkolwiek ze zmiennych (tak jak zakªadali±my w hipotezie [Y Z]).

Dopuszczamy równie» »e jedna z par zmiennych mo»e by¢ zale»na stochastycznie

(w przeciwie«stwie do hipotezy [X][Z][Y ] i prostszych od niej). Formalnie powy»sz¡

hipotez¦ mo»na zapisa¢ jako:

�
X(Y Z)
i(jk) = �Xi dla wszystkich kombinacji i, j, k. (1.21)

Prawdopodobie«stwo rozkªadu ª¡cznego zgodnego z powy»sz¡ hipotez¡ mo»na okre-

±li¢ jako:

�XY Zijk = �Xi ⋅ �Y Zjk dla wszystkich kombinacji i, j, k. (1.22)

Do jednoznacznego okre±lenia rozkªadu tej zmiennej potrzebny jest rozkªad {X} oraz

rozkªad zmiennej dwuwymiarowej {Y Z}. Tabela 1.14 stanowi ilustracj¦ powy»szej

hipotezy.

Mo»na zauwa»y¢, »e wszystkie rozkªady warunkowe zmiennej X s¡ identyczne i

takie same jak rozkªad tej zmiennej w caªej zbiorowo±ci tj:

�
X(Y Z)
i(jk) = �

X(Y )
i(j) = �

X(Z)
i(k) = �Xi ,

czyli poza tym, »e zmienna X jest niezale»na wzgl¦dem zmiennej Y Z, mo»emy rów-

nie» mówi¢ o niezale»no±ci parX i Y orazX i Z. Pary te s¡ niezale»ne zarówno w caªej

zbiorowo±ci jak i podzbiorowo±ciach wyró»nionych ze wzgl¦du na trzeci¡ zmienn¡, np.

zmienne X i Y s¡ niezale»ne w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej przez zmienn¡ Z.

Co gªosi powy»sza hipoteza dla trzech zmiennych z omawianego przykªadu? Zgod-

nie z ni¡ dla ka»dej kombinacji wyksztaªcenia i pªci gªosowaª taki sam odsetek osób.

Przykªadowo, taki sam odsetek osób gªosowaª w±ród kobiet o wyksztaªceniu podsta-

wowym, jak w±ród m¦»czyzn o wyksztaªceniu ±rednim. Wyksztaªcenie i pªe¢ mog¡

by¢ zale»ne od siebie, ponadto hipoteza nie gªosi nic odno±nie rozkªadu »adnej z

wymienionych zmiennych.
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Tabela 1.14: Rozkªad ª¡czny zgodny z hipotez¡ o identyczno±ci rozkªadu zmiennej X

wzgl¦dem kombinacji warto±ci zmiennych Y i Z

Z = z1 Z = z2 . . . Z = zt

X∖Y y1 y2 . . . yc y1 y2 . . . yc . . .

x1 �X1 �
Y Z
11 �X1 �

Y Z
21 �X1 �

Y Z
12 �X1 �

Y Z
22 . . .

x2 �X2 �
Y Z
11 �X2 �

Y Z
21 �X2 �

Y Z
12 �X2 �

Y Z
22 . . .

...

xr . . . �Xr �
Y Z
c1 . . . �Xr �

Y Z
c2 . . .

{XY } {XZ}

X∖Y y1 y2 . . . yc {X} X∖Z z1 z2 . . . zt {X}

x1 �X1 �
Y
1 �X1 �

Y
2 �X1 x1 �X1 �

Z
1 �X1 �

Z
2 �X1

x2 �X2 �
Y
1 �X2 �

Y
2 �X2 x2 �X2 �

Z
1 �X2 �

Z
2 �X2

...
...

xr . . . �Xr �
Y
c �Xr xr . . . �Xr �

Z
t �Xr

{Y } �Y1 �Y2 . . . �Yc 1 {Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1

{Y Z}

Y ∖Z z1 z2 . . . zt {Y }

y1 �Y Z11 �Y Z12 �Y1

y2 �Y Z21 �Y Z22 �Y2
...

yc . . . �Y Zct �Yc

{Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1

Analogicznie mo»liwe jest sformuªowanie hipotez [XZ][Y ] i [XY ][Z]. W pierwszym

przypadku rozkªad wyksztaªcenia jest identyczny, dla ka»dej z sze±ciu podzbiorowo±ci

wyró»nianych ze wzgl¦du na pªe¢ i udziaª w wyborach: dla m¦»czyzn niegªosuj¡cych,

dla gªosuj¡cych kobiet itd. W drugim przypadku rozkªad pªci jest identyczny dla

ka»dej z podzbiorowo±ci, jakie mo»na wyró»ni¢ ze wzgl¦du na wyksztaªcenie i udziaª

w wyborach.
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Hipoteza [XZ][Y Z] o warunkowej niezale»no±ci dwóch zmiennych X i Y

wzgl¦dem trzeciej zmiennej Z

Hipoteza tego typu gªosi, »e dwie zmienne np. X i Y s¡ niezale»ne stochastycznie w

ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej przez trzeci¡ zmienn¡ Z. W takiej sytuacji:

�
XY (Z)
ij(k) = �

X(Z)
i(k) ⋅ �

Y (Z)
j(k) dla wszystkich kombinacji i, j, k. (1.23)

Je±li obydwie strony równania 1.23 pomno»ymy przez prawdopodobie«stwo brzegowe

zmiennej Z oka»e si¦, »e prawdopodobie«stwo rozkªadu ª¡cznego jest równe:

�XY Zijk = �XZik ⋅ �
Y (Z)
j(k) =

�XZik ⋅ �Y Zjk
�Zk

dla wszystkich kombinacji i, j, k. (1.24)

Do wyznaczenia rozkªadu ª¡cznego zwi¡zanego z t¡ hipotez¡ potrzebne s¡ wi¦c in-

formacje o rozkªadach brzegowych dwóch zmiennych dwuwymiarowych {XZ} oraz

{Y Z}. Tabela 1.15 stanowi ilustracj¦ powy»szej hipotezy.

Warto zwróci¢ uwag¦ na to, »e mimo, »e zmienne np. X i Y s¡ niezale»ne sto-

chastycznie w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej przez trzeci¡ zmienn¡ Z, to w caªej

zbiorowo±ci mog¡ by¢ zale»ne stochastycznie. Wyra»enie:

�XYij =
t∑

k=1

�XZik �Y Zjk
�Zk

nie musi bowiem by¢ równe iloczynowi �Xi �
Y
j . Sytuacja jest wi¦c inna ni» w modelu

[X][Y Z]. Niezale»no±¢ warunkowa zmiennych X i Y ze wzgl¦du na zmienn¡ Z prze-

kªada si¦ na niezale»no±¢ w caªej zbiorowo±ci, je±li speªniony jest jeden lub obydwa

warunki:

∙ Zmienne X i Z s¡ niezale»ne warunkowo ze wzgl¦du na zmienn¡ Y .

∙ Zmienne Y i Z s¡ niezale»ne warunkowo ze wzgl¦du na zmienn¡ X.

Wynika to z twierdzenia o agregacji (collapsibility theorem) 3, które w bardziej ogólnej

formie przedstawione zostaªo w Aneksie. Hipoteza [XZ][Y Z] � w przeciwe«stwie do

hipotezy [X][Y Z] � nie zakªada »adnego z powy»szych warunków, st¡d zmienne X

i Y nie musz¡ by¢ zale»ne w caªej zbiorowo±ci.

Dla omawianego przykªadu, powy»sza hipoteza gªosi, »e wyksztaªcenie i udziaª w

wyborach s¡ niezale»ne, je±li rozpatrujemy ka»d¡ z podzbiorowo±ci, jakie mo»na wy-

ró»ni¢ ze wzgl¦du na pªe¢. Przypu±¢my, »e rozpatrujemy zbiorowo±¢ m¦»czyzn: w±ród

nich odsetek osób gªosuj¡cych jest taki sam dla osób z wyksztaªceniem podstawo-

wym, ±rednim i wy»szym. Gdyby±my rozpatrywali wszystkie osoby nie musiaªoby to

3Porównaj Bishop i inni (1975), str 47. Agresti, (1984), str. 37; Hagenaars, (1990), str. 68.
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Tabela 1.15: Rozkªad ª¡czny zgodny z hipotez¡ o niezale»no±ci warunkowej zmiennych

X i Y wzgl¦dem Z

Z = z1 Z = z2 . . . Z = zt

X∖Y y1 y2 . . . yc y1 y2 . . . yc . . .

x1
�XZ
11 �Y Z

11

�Z
1

�XZ
11 �Y Z

21

�Z
1

�XZ
12 �Y Z

12

�Z
2

�XZ
12 �Y Z

22

�Z
2

. . .

x2
�XZ
21 �Y Z

11

�Z
1

�XZ
21 �Y Z

21

�Z
1

�XZ
22 �Y Z

12

�Z
2

�XZ
22 �Y Z

22

�Z
2

. . .
...

xr . . . �XZ
r1 �Y Z

c1

�Z
1

. . . �XZ
r2 �Y Z

c2

�Z
2

. . .

{XY }

Y ∖Y y1 y2 . . . yc {X}

x1
∑t

k=1
�XZ
1k �Y Z

1k

�Z
k

∑t
k=1

�XZ
1k �Y Z

2k

�Z
k

�X1

x2
∑t

k=1
�XZ
2k �Y Z

1k

�Z
k

∑t
k=1

�XZ
2k �Y Z

2k

�Z
k

�X2
...

xr . . .
∑t

k=1
�XZ
rk �Y Z

ck

�Z
k

�Xr

{Y } �Y1 �Y2 . . . �Yc 1

{XZ} {Y Z}

X∖Z z1 z2 . . . zt {X} Y ∖Z z1 z2 . . . zt {Y }

x1 �XZ11 �XZ12 �X1 y1 �Y Z11 �Y Z12 �Y1

x2 �XZ21 �XZ22 �X2 y2 �Y Z21 �Y Z22 �Y2
...

...

xr . . . �XZrt �Xr yc . . . �Y Zct �Yc

{Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1 {Z} �Z1 �Z2 . . . �Zt 1

jednak by¢ prawd¡, przykªadowo odsetek osób gªosuj¡cych mógªby by¢ inny w±ród

osób z wyksztaªceniem podstawowym i wyksztaªceniem ±rednim. Hipoteza nie gªosi

nic odno±nie rozkªadu »adnej z wymienionych zmiennych. Ponadto, zarówno udziaª

w wyborach, jak te» wyksztaªcenie mog¡ by¢ zale»ne od pªci.

Analogicznie mo»na sformuªowa¢ dwie hipotezy tego samego typu [XY ][XZ] oraz

[XY ][Y Z]. W pierwszym przypadku, zarówno w±ród osób gªosuj¡cych, jak równie»
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niegªosuj¡cych wyksztaªcenie i pªe¢ s¡ niezale»ne. Hipoteza [XY ][Y Z] gªosi, »e udziaª

w wyborach i pªe¢ s¡ niezale»ne ze wzgl¦du na wyksztaªcenie. Przykªadowo, w±ród

osób z wyksztaªceniem podstawowym, odsetek osób gªosuj¡cych jest taki sam w±ród

kobiet i w±ród m¦»czyzn.

Hipoteza [XY ][XZ][Y Z] o równo±ci warunkowych stosunków szans

Tak jak zostaªo zasygnalizowane wcze±niej, nie wszystkie hipotezy dotycz¡ce rozkªa-

du trzech zmiennych, formuªowane na gruncie modeli logarytmiczno�liniowych maj¡

posta¢ hipotez elementarnych, tj. nie wszystkie daj¡ si¦ przedstawi¢ za pomoc¡ poj¦¢

warunkowej b¡d¹ bezwarunkowej niezale»no±ci stochastycznej i równomierno±ci roz-

kªadu. Do sformuªowania kolejnej hipotezy pomocne jest poj¦cie opisuj¡ce zwi¡zek

pomi¦dzy ró»nymi kategoriami dwóch zmiennych, mianowicie stosunek szans.

W modelach logarytmiczno�liniowych do opisu rozkªadu zmiennej cz¦sto wyko-

rzystuje si¦ poj¦cie szansy (odd). Szans¦, »e zmienna X przyjmuje raczej warto±¢ xa

ani»eli warto±¢ xb oznacza¢ b¦dziemy ΩX
a/b i jest ona równa ilorazowi dwóch prawdo-

podobie«stw zwi¡zanych z t¡ zmienn¡ tj.

ΩX
a/b =

�Xa
�Xb

. (1.25)

Podobnie zde�niowa¢ mo»na szans¦ warunkow¡ okre±laj¡c¡, »e zmienna X przyjmie

raczej warto±¢ a ni» warto±¢ b w zbiorowo±ci Y = yj:

Ω
X (Y )
a/b(j) =

�XYaj
�XYbj

. (1.26)

W tabeli 1.16 mamy podany �kcyjny rozkªad dotycz¡cy uczestnictwa w wyborach

i wyksztaªcenia. W caªej zbiorowo±ci 77% osób gªosowaªo, 23% osób nie braªo udziaªu

w wyborach. Szansa obliczona dla tych dwóch kategorii wynosi ΩX
1/2 = 3, 34 co ozna-

cza, ze na jedn¡ osob¦, która nie gªosowaªa przypada wi¦cej ni» 3 osoby gªosuj¡ce.

Nale»y zauwa»y¢, ze proporcje te s¡ ró»ne w zale»no±ci od wyksztaªcenia. Informuj¡

nas o tym warunkowe szanse. S¡ one równe Ω
X (Y )
2/1(1) = 2 dla osób z wyksztaªceniem

podstawowym, Ω
X (Y )
2/1(2) = 2, 87 dla osób z wyksztaªceniem ±rednim oraz Ω

X (Y )
2/1(3) = 9

dla osób z wyksztaªceniem wy»szym.

Stosunek szans pozwala porównywa¢ warunkowe szanse dla dwóch zbiorowo±ci.

Je±li porównujemy szanse dla kategorii xa i kategorii xb zmiennej X w dwóch zbioro-

wo±ciach wyró»nionych ze wzgl¦du na zmienn¡ Y , tj. yc, yd, wówczas otrzymujemy:

ΘX Y
a/b;c/d =

Ω
X (Y )
a/b(c)

Ω
X (Y )
a/b(d)

=
�XYac /�

XY
bc

�XYad /�
XY
bd

=
�XYac ⋅ �XYbd
�XYad ⋅ �XYbc

. (1.27)
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Tabela 1.16: Wyksztaªcenie a udziaª w wyborach (w procentach, dane �kcyjne)

Wyksztaªcenie(Y )

Czy uczestniczyª

w wyborach? (X) 1. Podstawowe 2. �rednie 3. Wy»sze Ogóªem

1. Nie 5,0 15,5 2,5 23,0

2. Tak 10,0 44,5 22,5 77,0

Ogóªem 15,0 60,0 25,0 100,0

Dla przykªadu z tabeli 1.16 stosunek szans wyró»niony dla dwóch kategorii opisu-

j¡cych uczestnictwo w wyborach oraz dwóch kategorii wyksztaªcenia: podstawowego i

±redniego wynosi ΘX Y
2/1;2/1 = 2, 87/2 = 1, 43. Oznacza to, »e proporcja osób gªosuj¡cych

do osób niegªosuj¡cych w±ród osób z wyksztaªceniem ±rednim jest 1,5 razy wi¦ksza

ni» w±ród osób z wyksztaªceniem podstawowym. Porównuj¡c szanse dotycz¡ce udzia-

ªu w wyborach mi¦dzy osobami z wyksztaªceniem wy»szym i ±rednim otrzymujemy

ΘX Y
2/1;3/2 = 3, 13. Mo»emy wi¦c stwierdzi¢, »e ró»nice pomi¦dzy wyksztaªceniem wy»-

szym i ±rednim odno±nie udziaªu w wyborach s¡ wi¦ksze ni» pomi¦dzy wyksztaªce-

niem ±rednim i podstawowym. Mo»liwe jest równie» wyznaczenie stosunku szans dla

skrajnych kategorii wyksztaªcenia, tj. wyksztaªcenia wy»szego i podstawowego. �a-

two dostrzec, ze b¦dzie on iloczynem dwóch powy»szych stosunków szans i wynosi

ΘX Y
2/1;3/2 = 4, 5. Jak wida¢, kategorie obydwu zmiennych s¡ zale»ne. Im wy»sze jest

wyksztaªcenie, tym wi¦ksze prawdopodobie«stwo gªosowania.

Wzór 1.27 pokazuje, »e stosunek szans jest wielko±ci¡ symetryczn¡. Tak wi¦c wiel-

ko±¢ ΘX Y
2/1;3/1 = 4, 5 mówi nam równie», »e w±ród osób gªosuj¡cych proporcja pomi¦dzy

osobami z wyksztaªceniem wy»szym w stosunku do osób z wyksztaªceniem podstawo-

wym jest 4,5 razy wy»sza ni» w±ród nie uczestnicz¡cych w wyborach. Warto zwróci¢

uwag¦ na inn¡ wa»n¡ wªasno±¢ stosunku szans. Je±li liczebno±ci w dowolnym wierszu

lub w dowolnej kolumnie zostan¡ przemno»one przez staª¡ nie wpªywa to na wielko±¢

tego wyra»enia. �atwo to dostrzec patrz¡c na formuª¦ 1.27. Przypu±¢my, »e dwukrot-

nie zwi¦kszaj¡ si¦ liczebno±ci zwi¡zane z kategori¡ xa. Wpªywa to w takim samym

stopniu na prawdopodobie«stwa �XYac oraz �XYad , przy czym pierwsza z nich jest w

liczniku a druga w mianowniku. Jest to po»¡dana wªasno±¢, gdy» stosunki szans sªu-

»¡ do opisu zwi¡zku mi¦dzy zmiennymi i dlatego ich wielko±¢ nie powinna zale»e¢ od

rozkªadów brzegowych zmiennych.

Nale»y zauwa»y¢, »e gdyby obydwie zmienne byªy niezale»ne stochastycznie, wów-

czas wszystkie stosunki szans byªyby równe 1. Stosunki szans opisuj¡ wi¦c zale»no±¢

pomi¦dzy poszczególnymi kategoriami zmiennych. Je»eli warto±¢ stosunku szans jest
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wi¦ksza od 1 a kategorie obydwu zmiennych uporz¡dkowane w pewien sposób, mamy

do czynienia z zale»no±ci¡ pozytywn¡. Je»eli warto±¢ stosunku szans jest mniejsza od

1 wówczas mo»na mówi¢ o zale»no±ci negatywnej.

Tabela 1.17: Wyksztaªcenie, uczestnictwo w wyborach a pªe¢ � rozkªad ª¡czny (w

procentach, dane �kcyjne)

1. Kobiety (Z = 1)

Wyksztaªcenie (Y )

Czy uczestniczyª

w wyborach? (X) 1. Podstawowe 2. �rednie 3. Wy»sze

1. Nie 3,0 5,0 1,5

2. Tak 7,0 20,0 13,5

2. M¦»czy¹ni (Z = 2)

Wyksztaªcenie (Y )

Czy uczestniczyª

w wyborach (X) 1. Podstawowe 2. �rednie 3. Wy»sze

1. Nie 2,0 10,5 1,0

2. Tak 3,0 24,5 9,0

Aby porównywa¢ siª¦ i kierunek zwi¡zku pomi¦dzy kategoriami dwóch zmien-

nych w ró»nych podzbiorowo±ciach mo»na posªugiwa¢ si¦ warunkowymi stosunkami

szans . Dla omawianego przykªadu interesuj¡ce mo»e by¢ porównanie, czy zale»no-

±ci pomi¦dzy wyksztaªceniem a uczestnictwem w wyborach ró»nicuje pªe¢. Rozkªad

ª¡czny trzech zmiennych przedstawia tabela 1.17. Porównuj¡c stosunki szans dla wy-

ksztaªcenia ±redniego i wy»szego, jego warto±¢ dla kobiet wynosi Θ
X Y (Z)
2/1;3/2;(1) = 3, 85 a

dla m¦»czyzn Θ
X Y (Z)
2/1;3/2;(2) = 2, 25. Jak wida¢ kierunek zale»no±ci mierzonej stosunkiem

szans jest taki sam, jednak zale»no±¢ ta jest znacznie silniejsza dla kobiet ni» dla

m¦»czyzn.

Poj¦cie stosunku szans b¦dzie u»yteczne do sformuªowania zªo»onej hipotezy

[XY ][XZ][Y Z]. Zgodnie z ni¡ wszystkie pary zmiennych mog¡ by¢ warunkowo za-

le»ne stochastycznie wzgl¦dem trzeciej zmiennej. Jednak»e stosunki szans wyznaczo-

ne dla ka»dej pary zmiennych np. X i Y s¡ identyczne dla ka»dej warto±ci trzeciej

zmiennej. Zmienne s¡ wi¦c od siebie parami zale»ne, ale zale»no±¢ ta � mierzona sto-

sunkami szans � jest taka sama w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej przez trzeci¡

zmienn¡. Formalnie mo»na zapisa¢ to jako:
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Θ
X Y (Z)
a/b;c/d(1) = Θ

X Y (Z)
a/b;c/d(2) = . . . = Θ

X Y (Z)
a/b;c/d(k) = . . . = Θ

X Y (Z)
a/b;c/d(t) , (1.28)

Θ
X Z (Y )
e/f ;g/ℎ(1) = Θ

X Z (Y )
e/f ;g/ℎ(2) = . . . = Θ

X Z (Y )
e/f ;g/ℎ(j) = . . . = Θ

X Z (Y )
e/f ;g/ℎ(c),

Θ
Y Z (X)
m/n;r/s(1) = Θ

Y Z (X)
m/n;r/s(2) = . . . = Θ

Y Z (X)
m/n;r/s(i) = . . . = Θ

Y Z (X)
m/n;r/s(r),

dla dowolnych kategorii poszczególnych zmiennych. Powy»sze warunki mo»emy prze-

ªo»y¢ na prawdopodobie«stwa rozkªadu ª¡cznego. W stosunku do tabeli 1.8 zachodz¡

nast¦puj¡ce warunki:

�XY Z111

�XY Z121

�XY Z211

�XY Z221

=

�XY Z112

�XY Z122

�XY Z212

�XY Z222

oraz

�XY Z111

�XY Z112

�XY Z211

�XY Z212

=

�XY Z121

�XY Z122

�XY Z221

�XY Z222

oraz

�XY Z111

�XY Z112

�XY Z121

�XY Z122

=

�XY Z211

�XY Z212

�XY Z221

�XY Z222

. (1.29)

Oczywi±cie, relacja ta odnosi si¦ do wszystkich stosunków szans jakie mo»na wyró»ni¢

w tabeli. Tak jak zostaªo zasygnalizowane, hipoteza ta pod pewnymi wzgl¦dami ró»ni

si¦ od hipotez omawianych poprzednio. Do jej sformuªowania nie wystarczaj¡ poj¦-

cia równomierno±ci i niezale»no±ci stochastycznej. Nie mo»na równie» przedstawi¢

prawdopodobie«stwa rozkªadu oczekiwanego zgodnego z t¡ hipotez¡ za pomoc¡ for-

muªy odwoªuj¡cej si¦ do prawdopodobie«stw brzegowych. Z tego wzgl¦du nie jest te»

mo»liwe zilustrowanie tej hipotezy w sposób analogiczny do tabel 1.9�1.15. Do okre-

±lenia rozkªadu zgodnego z t¡ hipotez¡ potrzebne s¡ rozkªady brzegowe wszystkich

par zmiennych, tj. {XY }, {XZ} oraz {Y Z}, a tak»e konieczne jest wykorzystanie

iteracyjnych metod numerycznych.

To, »e warunkowe stosunki szans s¡ sobie równe nie oznacza, »e s¡ one równe

brzegowemu stosunkowi szans, tj. nie musi zachodzi¢ Θ
X Y (Z)
a/b;c/d(k) = ΘX Y

a/b;c/d;. Wynika to

z sygnalizowanego ju» wcze±niej twierdzenia o agregacji (collapsibility theorem), które

w bardziej ogólnej formie zostaªo przedstawione w Aneksie. Zgodnie z nim warunkowe

stosunki szans mi¦dzy X a Y wzgl¦dem Z s¡ równe brzegowym stosunkom szans je±li

zmienne X i Z s¡ niezale»ne warunkowo wzgl¦dem Y , b¡d¹ Y i Z s¡ niezale»ne

warunkowo wzgl¦dem X. W omawianej hipotezie [XY ][XZ][Y Z] »adna z par nie

jest warunkowo niezale»na stochastycznie wzgl¦dem trzeciej zmiennej. Dlatego, mimo

»e warunkowe stosunki szans s¡ sobie równe, to mog¡ si¦ one ró»ni¢ od zale»no±ci

wyznaczonej dla rozkªadu brzegowego.

Podsumowanie hipotez dla trzech zmiennych

W tabeli 1.18 mamy podane wszystkie hipotezy jakie zostaªy sformuªowane dla trzech

zmiennych. Jak wida¢, zostaªy one pogrupowane, gdy» � dla przykªadu �trzy hi-
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potezy [X], [Y ] oraz [Z] s¡ hipotezami tego samego typu, dotycz¡ jedynie innych

zmiennych.

Hipotezy te zostaªy � o ile to mo»liwe � uporz¡dkowane: od rozkªadu równo-

mierno±ci o najprostszej strukturze, do rozkªadu, na struktur¦ którego rozkªadu nie

nakªadamy »adnych warunków. Uporz¡dkowanie to jest jedynie cz¦±ciowe, gdy» �

jak zostaªo zauwa»one wcze±niej � nie mo»na orzec, który typ hipotezy [X][Y ][Z]

czy te» [XY ] opisuje sytuacj¦ prostsz¡.

Lepszym sposobem na przedstawienie relacji pomi¦dzy hipotezami jest ich gra-

�czna prezentacja (rysunek 1.1). Hipotezy znajduj¡ce si¦ na tej samej wysoko±ci s¡

hipotezami tego samego typu, dotycz¡ jedynie innych zmiennych. Strzaªki pokazuj¡

przej±cie od hipotezy bardziej skomplikowanej do hipotezy prostszej. Je±li od jednej

hipotezy jedna b¡d¹ kilka strzaªek prowadzi do innej hipotezy oznacza to, »e mog¡

by¢ one porównywalne ze wzgl¦du na swoj¡ �prostot¦�. Jak wida¢, nie istnieje strzaªka

ª¡cz¡ca hipotezy [X][Y ][Z] oraz [XY ].

Wszystkie hipotezy � poza [XY ][XZ][Y Z] � daj¡ opisa¢ si¦ za pomoc¡ po-

j¦¢ warunkowej lub bezwarunkowej niezale»no±ci stochastycznej, b¡d¹ równomierno-

±ci rozkªadu. Poniewa» hipoteza [XY ][XZ][Y Z] opisuje sytuacj¦, w której wszystkie

zmienne mog¡ by¢ parami zale»ne od siebie, do jej sformuªowania konieczne byªo

wprowadzenie poj¦cia stosunku szans. Nale»y jednak zauwa»y¢, »e poj¦cia szansy i

stosunku szans mog¡ by¢ równie» wykorzystane do formuªowania prostszych hipotez.

Na przykªad zgodnie z hipotez¡ równomierno±ci rozkªadu ª¡cznego trzech zmiennych

wszystkie szanse jakie mo»na wyró»ni¢ dla kategorii zmiennej zªo»onej XY Z s¡ rów-

ne 1. Zgodnie z hipotez¡ [Y Z] warunkowe szanse zmiennej X wzgl¦dem zmiennej

zªo»onej Y Z s¡ równe 1. Hipoteza [XY ][Z] gªosi, »e wszystkie warunkowe stosunki

szans dla zmiennych X i Z wzgl¦dem Y , oraz Y i Z wzgl¦dem X s¡ równe 1. Mo»-

na równie» powiedzie¢, »e warunkowe stosunki szans dla zmiennych X i Y s¡ takie

same w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej przez warto±ci zmiennej Z. Twierdzenie

o agregacji pozwala dodatkowo stwierdzi¢, »e s¡ one równe odpowiednim stosunkom

szans wyznaczonym dla rozkªadu brzegowego {XY }.

Je»eli w oznaczeniu hipotezy dwie zmienne znajduj¡ si¦ w jednym nawiasie kwa-

dratowym, tj. [XY ], opisuje to sytuacj¦, w której zmienne te mog¡ by¢ zale»ne sto-

chastycznie. Mówimy wówczas, »e pomi¦dzy zmiennymi zachodzi interakcja drugiego

rz¦du . Oznaczenie [XY Z] oznacza, »e zwi¡zek pomi¦dzy dwiema zmiennymi mo»e si¦

ró»ni¢ w pozdbiorowo±ciach wyodr¦bnionych ze wzgl¦du na trzeci¡ zmienn¡. Okre±la

si¦ to jako interakcj¦ trzeciego rz¦du .
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Tabela 1.18: Hipotezy dotycz¡ce rozkªadu ª¡cznego trzech zmiennych
Hipotezy dotycz¡ce rozkªadu Rozkªady brzegowe konieczne do

jednoznacznego okre±lenia rozkªadu

zgodnego z hipotez¡

1. Równomierno±¢ rozkªadu ª¡cznego trzech zmiennych:

[⋅] �

2. Warunkowa równomierno±¢ rozkªadu dwóch zmiennych

wzgl¦dem trzeciej zmiennej:

[X] {X}

[Y ] {Y }

[Z] {Z}

3. Warunkowa równomierno±¢ rozkªadu jednej zmiennej wzgl¦-

dem kombinacji warto±ci dwóch pozostaªych zmiennych nieza-

le»nych stochastycznie:

[X][Y ] {X} oraz {Y }

[X][Z] {X} oraz {Z}

[Y ][Z] {Y } oraz {Z}

4. Niezale»no±¢ stochastyczna trzech zmiennych:

[X][Y ][Z] {X}, {Y } oraz {Z}

5. Warunkowa równomierno±¢ rozkªadu jednej zmiennej wzgl¦-

dem kombinacji warto±ci dwóch pozostaªych zmiennych:

[XY ] {XY }

[XZ] {XZ}

[Y Z] {Y Z}

6. Identyczno±¢ rozkªadu jednej zmiennej wzgl¦dem kombinacji

warto±ci dwóch pozostaªych zmiennych:

[XY ][Z] {XY } oraz {Z}

[XZ][Y ] {XZ} oraz {Y }

[Y Z][X] {Y Z} oraz {X}

7. Warunkowa niezale»no±¢ dwóch zmiennych wzgl¦dem trzeciej

zmiennej:

[XY ][XZ] {XY } oraz {XZ}

[XY ][Y Z] {XY } oraz {Y Z}

[XZ][Y Z] {XZ} oraz {Y Z}

8. Równo±¢ warunkowych stosunków szans:

[XY ][XZ][Y Z] {XY }, {XZ} oraz {Y Z}

9. Dowolny rozkªad ª¡czny trzech zmiennych � brak hipotezy :

[XY Z] {XY Z}
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Rysunek 1.1: Zale»no±ci pomi¦dzy hipotezami formuªowanymi dla trzech zmiennych
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1.1.3 Hipotezy dla wi¦kszej liczby zmiennych

Mo»liwe jest analizowanie rozkªadów ª¡cznych wi¦kszej liczby zmiennych. Hipotezy te

daj¡ si¦ sformuªowa¢ za pomoc¡ wprowadzonych do tej pory poj¦¢ równomierno±ci,

niezale»no±ci stochastycznej, stosunków szans. Przypu±¢my, »e mamy do czynienia z

rozkªadem ª¡cznym sze±ciu zmiennych A, B, C, D, E, F . Dla przykªadu, hipotez¦

[ABC][DE], mo»na sformuªowa¢ jako poª¡czenie nast¦puj¡cych hipotez:

1. Zmienne zªo»one ABC oraz DE s¡ niezale»ne stochastycznie.

2. Zmienna F ma rozkªad równomierny w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej

przez zmienn¡ zªo»on¡ ABCDE. Wynika z tego równie», »e obydwie zmien-

ne s¡ niezale»ne stochastycznie.

W takiej sytuacji dopuszczamy istnienie interakcji drugiego rz¦du pomi¦dzy zmien-

nymi D oraz E, jak równie» interakcji trzeciego rz¦du pomi¦dzy zmiennymi A, B oraz

C. Jak wida¢ powy»sz¡ hipotez¦ mo»na wypowiedzie¢ wyª¡cznie za pomoc¡ za pomo-

c¡ poj¦¢ warunkowej niezale»no±ci i równomierno±ci. Prawdopodobie«stwo rozkªadu

ª¡cznego zgodnego z t¡ hipotez¡ jeste±my w stanie przedstawi¢ jako:

�ABCDEFijklmn =
�ABCijk ⋅ �DElm

w
dla wszystkich kombinacji i, j, k, l,m, n, (1.30)

gdzie w jest liczb¡ kategorii zmiennej F . Do wyznaczenia rozkªadu oczekiwanego

zgodnego z t¡ hipotez¡ wystarcz¡ wi¦c rozkªady brzegowe {ABC} oraz {DE}. Mi-

mo, »e hipoteza dotyczy rozkªadu a» sze±ciu zmiennych, do jej wyznaczenia nie s¡

potrzebne procedury iteracyjne.

1.2 Parametryzacja modelu logarytmiczno�

liniowego

Jak zostaªo zasygnalizowane na pocz¡tku tego rozdziaªu w modelach logarytmiczno�

liniowych liczebno±ci lub prawdopodobie«stwa rozkªadu ª¡cznego przedstawia si¦ w

postaci parametrycznej. Parametry opisuj¡ rozkªad zmiennych i zwi¡zki pomi¦dzy

nimi. Im prostsz¡ hipotez¦ opisuje model tym mniej parametrów jest potrzebnych do

opisu rozkªadu. Poni»ej przedstawione zostan¡ dwie postaci modelu logarytmiczno�

liniowego: multiplikatywna i addytywna oraz ró»ne sposoby parametryzacji. Nast¦p-

nie w oparciu o przykªadowy rozkªad trzech zmiennych, zaprezentowany zostanie

sposób interpretowania parametrów modelu.
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1.2.1 Wersja multiplikatywna i addytywna modelu

Je±li opisujemy rozkªad ª¡czny dwóch zmiennych to prawdopodobie«stwo rozkªadu

ª¡cznego �XYij dla kategorii i−tej zmiennej X oraz kategorii j−tej zmiennej Y daje

si¦ przedstawi¢ jako funkcj¦ nast¦puj¡cych parametrów:

�XYij = d ⋅ dXi ⋅ dYj ⋅ dXYij . (1.31)

Parametr d jest pewn¡ staª¡. Parametry dXi opisuj¡ efekty gªówne i−tej kategorii
zmiennej X na prawdopodobie«stwo �ij. W pewnym uproszczeniu mo»na powiedzie¢,

»e wielko±¢ tego parametru zdaje nam spraw¦ czy kategoria xi wyst¦puje cz¦±ciej, czy

te» rzadziej w stosunku innych kategorii zmiennej X. Analogicznie parametry dYj

opisuj¡ efekty gªówne j−tej kategorii zmiennej Y . Parametry dXYij opisuj¡ wpªyw

kombinacji i−tej kategorii zmiennej X oraz j−tej kategorii zmiennej Y , zdaj¡ wi¦c

spraw¦ z interakcji pomi¦dzy zmiennymi. Analogicznie mo»na modelowa¢ liczebno±ci

rozkªadu ª¡cznego.

Powy»szy zapis opisuje dowolny rozkªad dwóch zmiennych, tj. sytuacj¦, gdy nie

mamy »adnej hipotezy odno±nie tego rozkªadu. Model taki nazywamy modelem nasy-

conym (saturated model). Parametry tego rozkªadu pozwalaj¡ zrekonstruowa¢ dowol-

ny rozkªad zmiennych. Zauwa»my, »e poszczególne parametry koresponduj¡ z odpo-

wiednimi rozkªadami brzegowymi. Jak zostaªo powiedziane wcze±niej, gdy mamy do

czynienia z hipotez¡ o niezale»no±ci stochastycznej do odtworzenia rozkªadu wystar-

czaj¡ rozkªady brzegowe obydwu zmiennych tj. {X} oraz {Y }. Dlatego te» modeluj¡c

hipotez¦ o niezale»no±ci stochastycznej wystarcz¡ nam parametry d, dXi oraz dYj tj.

�XYij = d ⋅ dXi ⋅ dYj . (1.32)

Innymi sªowy zakªadamy, »e dla ka»dej kombinacji warto±ci obydwu zmiennych X

oraz Y parametr interakcji dXYij jest równy 1. W przypadku hipotezy [X] o równo-

mierno±ci rozkªadu zmiennej Y , zakªadamy dodatkowo, »e wszystkie parametry dYj
s¡ równe 1. Je»eli mamy do czynienia z hipotez¡ o równomierno±ci rozkªadu ª¡czne-

go wszystkie parametry dXi dYj oraz dXYij s¡ równe 1. Modele tego typu nazywa si¦

modelami nienasyconymi.

Model 1.31 ma posta¢ multiplikatywn¡ tj. parametry s¡ mno»one przez siebie.

W literaturze cz¦sto spotykamy wersj¦ addytywn¡ modelu. Parametry modelu de-

�niuj¡ wówczas logarytm prawdopodobie«stwa (lub liczebno±ci) rozkªadu ª¡cznego.

Wówczas

log �ij = �+ �Xi + �Yj + �XYij , (1.33)

gdzie:

� = log d, �Xi = log dXi , �Yj = log dYj , �XYij = log dXYij . (1.34)
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Od powy»szej postaci modele logarytmiczno-liniowe wzi¦ªy swoj¡ nazw¦. Obie

formy: addytywna i multiplikatywna s¡ równowa»ne. Wersja addytywna pokazu-

je, »e modele logarytmiczno�liniowe s¡ podklas¡ uogólnionego modelu liniowego

(Dobson 2002), przy czym zmienn¡ zale»n¡ jest logarytm prawdopodobie«stwa lub

liczebno±ci rozkªadu ª¡cznego. Daje si¦ wi¦c pokaza¢ pewne analogie pomi¦dzy t¡

metod¡ a regresj¡ liniow¡ czy analiz¡ wariancji. Uwa»a si¦ na ogóª, »e wykonywa-

nie niektórych oblicze« jest wygodniejsze w formie addytywnej. Jednak»e interpre-

tacja parametrów modelu w odniesieniu do prawdopodobie«stw (liczebno±ci) wydaje

si¦ bardziej naturalna ni» interpretowanie parametrów w odniesieniu do logarytmów

prawdopodobie«stw. Dlatego w dalszej cz¦±ci wykorzystywana b¦dzie gªównie forma

multiplikatywna.

1.2.2 Ró»ne wersje parametryzacji

Model 1.31 ma posta¢ ogóln¡. Istnieje wiele sposobów parametryzacji tego samego

modelu. Inaczej mówi¡c wielko±ci d, dXi , d
Y
j , d

XY
ij mo»na zde�niowa¢ na wiele spo-

sobów (Kutylowski 1979, Alba 1987). Istotne jest jednak, aby parametry byªy zde�-

niowane tak, aby posiadaªy pewn¡ sensown¡ merytorycznie interpretacj¦ i opisywaªy

rozkªad zmiennych i zwi¡zki mi¦dzy zmiennymi.

Wielko±ci parametrów okre±lane s¡ na podstawie informacji zawartych w rozkªa-

dzie. Liczba prawdopodobie«stw (liczebno±ci) rozkªadu ª¡cznego �XYij jest równa r ⋅ c,
gdzie r oznacza liczb¦ kategorii zmiennej X, a c oznacza liczb¦ kategorii zmiennej

Y . Jak wida¢ z równania 1.31 liczba ró»nych parametrów opisuj¡cych rozkªad ª¡cz-

ny dwóch zmiennych jest wi¦ksza. Mamy jeden parametr d, r parametrów dXi , c

parametrów dYj oraz c ⋅ r parametrów dXYij . Oznacza to, »e znaj¡c wszyskie prawdo-

podobie«stwa �ij nie jest mo»liwe jednoznaczne okreslenie wielko±ci parametrów bez

przyj¦cia dodatkowych zaªo»e«.

Nale»y jednak zauwa»y¢, »e wa»ne s¡ nie tyle bezwzgl¦dne warto±ci parametrów,

co relacje mi¦dzy nimi. Innymi sªowy bardziej ani»eli wielko±ci parametrów pewnego

typu, np. dXa , d
X
b interesowa¢ nas b¦d¡ relacje pomi¦dzy nimi, np. wielko±¢ dXa /d

X
b .

Dlatego, sensowne jest przyj¦cie warunków, okre±laj¡cych relacje mi¦dzy parame-

trami, które umo»liwiaj¡ jednoznaczne wyznaczenie ich wielko±ci. Warunki te mo»na

okre±li¢ na ró»ne sposoby. Mo»na przyj¡¢, »e niektóre wyró»nione parametry s¡ równe

pewnej staªej np. 1. Wówczas warto±ci pozostaªych parametrów ustalane s¡ wzgl¦dem

parametru wyró»nionego. Dla ró»nych parametryzacji warunki te s¡ inne i co si¦

z tym wi¡»e odmienna jest interpretacja parametrów. Poni»ej przedstawione zosta-

n¡ dwie parametryzacje najcz¦±ciej spotykane w literaturze: parametryzacja odchyle«
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multiplikatywnych (e�ect coding) oraz parametryzacja wzgl¦dem kategorii odniesienia

(dummy coding).

Parametryzacja odchyle« multiplikatywnych

Aby odró»ni¢ parametryzacj¦ odchyle« multiplikatywnych od zapisu ogólnego 1.31,

jej parametry oznacza¢ b¦dziemy jako � . Tak wi¦c w wersji multiplikatywnej, praw-

dopodobie«stwa modelu nasyconego mo»na przedstawi¢ jako:

�XYij = � ⋅ �Xi ⋅ �Yj ⋅ �XYij . (1.35)

W parametryzacji odchyle« multiplikatywnych przyjmuje si¦, »e iloczyn parametrów

danego typu po jakimkolwiek indeksie dolnym wynosi 1, tj.

r∏
i=1

�Xi = 1,
c∏
j=1

�Yj = 1,
r∏
i=1

�XYij = 1,
c∏
j=1

�XYij = 1. (1.36)

Po przyj¦ciu tych zaªo»e«, liczba niezale»nych parametrów modelu nasyconego

jest mniejsza: mamy jeden parametr � , (r − 1) parametrów �Xi , (c − 1) parametrów

�Yj , oraz (r− 1)(c− 1) parametrów �XYij . Liczba niezale»nych parametrów wynosi rc i

jest równa liczbie prawdopodobie«stw rozkªadu ª¡cznego. Tak jak zostaªo powiedzia-

ne, hipotezy prostsze mo»na opisywa¢ za pomoc¡ mniejszej liczby parametrów. W

przypadku niezale»no±ci stochastycznej wystarcza jedynie (r − 1) + (c− 1) + 1 nie-

zale»nych parametrów.

Przedstawione zostan¡ teraz formuªy dotycz¡ce parametrów modelu nasyconego

przy tej parametryzacji. Pomno»enie przez siebie wszystkich r ⋅ c prawdopodobie«stw
modelu 1.35 daje:

r∏
i=1

c∏
j=1

�XYij =
r∏
i=1

c∏
j=1

� ⋅ �Xi ⋅ �Yj ⋅ �XYij . (1.37)

Korzystaj¡c za± z warunków ograniczaj¡cych 1.36 otrzymujemy:

r∏
i=1

c∏
j=1

�XYij = � rc z tego za± wynika, »e � =

(
r∏
i=1

c∏
j=1

�XYij

) 1
rc

. (1.38)

Tak wi¦c parametr � jest równy ±redniej geometrycznej wszystkich prawdopodo-

bie«stw rozkªadu ª¡cznego. Zapisy 1.37 oraz 1.38 mo»na zobrazowa¢ na przykªadzie

dwóch zmiennych X oraz Y przyjmuj¡cych po dwie warto±ci. Wówczas:

r∏
i=1

c∏
j=1

�XYij = �XY11 �XY12 �XY21 �XY22 =

= � ⋅ �X1 ⋅ �Y1 ⋅ �XY11 � ⋅ �X1 ⋅ �Y2 ⋅ �XY12 � ⋅ �X2 ⋅ �Y1 ⋅ �XY21 � ⋅ �X2 ⋅ �Y2 ⋅ �XY.22
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a poniewa» z warunków 1.36 wynika, »e �X1 ⋅ �X2 = 1, �Y1 ⋅ �Y2 = 1, �XY12 ⋅ �XY22 = 1 itd.

wobec tego:
r∏
i=1

c∏
j=1

�XYij = � 4.

Podobnie daje si¦ wyprowadzi¢ wzór na parametr �Xi (oraz �Yj ). Mno»¡c wszystkie

prawdopodobie«stwa �XYij po indeksach j (w przypadku parametru �Yj odpowiednio

po indeksach i) otrzymujemy:

�Xi =

(
c∏
j=1

�XYij

) 1
c

�
oraz �Yj =

(
r∏
i=1

�XYij

) 1
r

�
. (1.39)

Parametr �Xi mo»e by¢ wi¦c interpretowany jako multiplikatywne odchylenie: po-

równuje si¦ ±redni¡ geometryczn¡ prawdopodobie«stw �XYij dla i−tej warto±ci zmien-

nej X do ±redniej geometrycznej prawdopodobie«stw w caªym rozkªadzie. Mo»na

wi¦c interpretowa¢ parametry �Xi jako czynniki mody�kuj¡ce rozkªad ª¡czny obydwu

zmiennych ze wzgl¦du na przynale»no±¢ do i−tej kategorii zmiennej X. Znaj¡c formu-

ªy na parametry � , �Xi oraz �Yj bezpo±rednio z równania 1.35 mo»na uzyska¢ formuª¦

na ka»dy z parametrów �XYij :

�XYij =
�XYij

� ⋅ �Xi ⋅ �Yj
(1.40)

Parametr ten zdaje spraw¦ z multiplikatywnego odchylenia prawdopodobie«stwa

zwi¡zanego z przynale»no±ci¡ do kategorii b¦d¡cej kombinacj¡ warto±ci dwóch zmien-

nych tj. i−tej kategorii zmiennej X oraz j−tej kategorii zmiennej Y , od prawdopo-

dobie«stwa wynikaj¡cego ze ±redniej ogólnej prawdopodobie«stw (czyli �) zmody�-

kowanej przez efekty gªówne zmiennych X i Y (czyli �Xi jest �Yj ). Je±li parametr ten

jest równy 1 oznacza to, »e nie istnieje interakcja pomi¦dzy zmiennymi, tj. zmienne

s¡ niezale»ne. Je±li istnieje interakcja mi¦dzy zmiennymi oznacza to, »e prawdopodo-

bie«stwo okre±lone przez parametry � , �Xi oraz �Yj powinno by¢ zmody�kowane przez

wielko±¢ �XYij . Je±li jest ona np. wi¦kszy od 1, wówczas prawdopodobie«stwo dla danej

kombinacji obydwu zmiennych jest wi¦ksze ni» wynikaªoby z parametrów � , �Xi oraz

�Yj , tj. hipotetycznej sytuacji niezale»no±ci stochastycznej. Tabela 1.19 stanowi ilu-

stracj¦ modelu nasyconego zgodnego z parametryzacj¡ odchyle« multiplikatywnych

dla dwóch zmiennych.

Podobnie parametryzowa¢ mo»na model logarytmiczno-liniowy dla wi¦kszej licz-

by zmiennych. Je»eli rozpatrywany jest rozkªad ª¡czny trzech zmiennych X, Y , Z

wówczas:

�XY Zijk = � ⋅ �Xi ⋅ �Yj ⋅ �Zk ⋅ �XYij ⋅ �XZik ⋅ �Y Zjk ⋅ �XY Zijk . (1.41)
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Tabela 1.19: Rozkªad ª¡czny zmiennych X i Y ilustruj¡cy model nasycony zgodny z

parametryzacj¡ odchyle« multiplikatywnych

X∖Y y1 y2 y3 y4

x1 � ⋅ �X1 ⋅ �Y1 ⋅ �XY11 � ⋅ �X1 ⋅ �Y2 ⋅ �XY12 � ⋅ �X1 ⋅ �Y3 ⋅ �XY13 � ⋅ �X1 ⋅ �Y4 ⋅ �XY14

x2 � ⋅ �X2 ⋅ �Y1 ⋅ �XY21 � ⋅ �X2 ⋅ �Y2 ⋅ �XY22 � ⋅ �X2 ⋅ �Y3 ⋅ �XY23 � ⋅ �X2 ⋅ �Y4 ⋅ �XY24

x3 � ⋅ �X3 ⋅ �Y1 ⋅ �XY31 � ⋅ �X3 ⋅ �Y2 ⋅ �XY32 � ⋅ �X3 ⋅ �Y3 ⋅ �XY33 � ⋅ �X3 ⋅ �Y4 ⋅ �XY34

x4 � ⋅ �X4 ⋅ �Y1 ⋅ �XY41 � ⋅ �X4 ⋅ �Y2 ⋅ �XY42 � ⋅ �X4 ⋅ �Y3 ⋅ �XY43 � ⋅ �X4 ⋅ �Y4 ⋅ �XY44

W równaniu tym pojawiª si¦ parametr �XY Zijk opisuj¡cy interakcj¦ trzeciego rz¦du. Pa-

rametry te informuj¡ o tym, w jakim stopniu zale»no±¢ pomi¦dzy dwiema zmiennymi

np. X i Y zale»y od warto±ci trzeciej zmiennej Z. Analogicznie do 1.36 zgodnie z

parametryzacj¡ wzgl¦dem odchyle« multiplikatywnych przyjmuje si¦, »e:

r∏
i=1

�Xi =
c∏
j=1

�Yj =
t∏

k=1

�Zk = 1, (1.42)

r∏
i=1

�XYij =
c∏
j=1

�XYij =
r∏
i=1

�XZik =
t∏

k=1

�XZik =
c∏
j=1

�Y Zjk =
t∏

k=1

�Y Zjk = 1,

r∏
i=1

�XY Zijk =
c∏
j=1

�XY Zijk =
t∏

k=1

�XY Zijk = 1.

Formuªy dotycz¡ce parametrów przy tej parametryzacji b¦d¡ wynosiªy:

� =

(
r∏
i=1

c∏
j=1

t∏
k=1

�XY Zijk

) 1
rct

(1.43)

�Xi =

(
c∏
j=1

t∏
k=1

�XY Zijk

) 1
ct

�
,

�XYij =

(
t∏

k=1

�XY Zijk

) 1
t

� ⋅ �Xi ⋅ �Yj
,

�XY Zijk =
�ijk

� ⋅ �Xi ⋅ �Yj ⋅ �Zk ⋅ �XYij ⋅ �XZik ⋅ �Y Zjk
.

Parametry �Yj , �
Z
k , �

XZ
ik , �Y Zjk mo»na okre±li¢ analogicznie. Jak pokazuj¡ powy»sze wzo-

ry, interpretacja poszczególnych parametrów jest podobna jak w przypadku dwóch
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zmiennych. Parametry opisuj¡ce interakcj¦ drugiego rz¦du �XYij okre±laj¡ na ile ±red-

nia geometryczna prawdopodobie«stw dla kombinacji i−tej warto±ci zmiennej X oraz

j−tej warto±ci zmiennej Y ró»ni si¦ od ±redniej ogólnej prawdopodobie«stw zmo-

dy�kowanej przez efekty gªówne zmiennych X i Y . Natomiast parametry opisuj¡-

ce interakcj¦ trzeciego rz¦du �XY Zijk okre±laj¡ w jakim stopniu prawdopodobie«stwa

zwi¡zane z przynale»no±ci¡ do i−tej warto±ci zmiennej X, j−tej warto±ci zmiennej Y

oraz k−tej warto±ci zmiennej Z ró»ni¡ si¦ od ±redniej ogólnej prawdopodobie«stw (�)

zmody�kowanej przez efekty gªówne zmiennych (�Xi , �
Y
j , �

Z
k ) oraz interakcje drugie-

go rz¦du (�XYij , �XZik , �Y Zjk ). Je±li wszystkie parametry tego typu s¡ równe 1 wówczas

interakcja trzeciego rz¦du nie wyst¦puje. Model taki opisuje sytuacj¦, gdy rozkªad

zgodny jest z hipotez¡ o równo±ci warunkowych stosunków szans [XY ][XZ][Y Z].

Daje si¦ równie» przedstawi¢ zwi¡zki pomi¦dzy zde�niowanymi powy»ej parame-

trami modelu logarytmiczno-liniowego a szansami i stosunkami szans. Mo»na np.

pokaza¢, »e iloraz parametrów okre±laj¡cy efekty gªówne zmiennej X dla kategorii xa

oraz xb tj. �Xa /�
X
b jest równy ±redniej geometrycznej warunkowych szans zwi¡zanych

z tymi kategoriami. �redni¡ warunkowych szans nazywa¢ b¦dziemy cz¡stkow¡ szans¡

(partial odd) i oznacza¢ jako Ω
X (Y Z)
a/b(∗∗) . Tak wi¦c:

�Xa
�Xb

=

(
c∏
j=1

t∏
k=1

�XY Zajk

) 1
ct

(
c∏
j=1

t∏
k=1

�XY Zbjk

) 1
ct

=

(
c∏
j=1

t∏
k=1

�XY Zajk

�XY Zbjk

) 1
ct

=

(
c∏
j=1

t∏
k=1

Ω
X (Y Z)
a/b(jk)

) 1
ct

= Ω
X (Y Z)
a/b(∗∗)

(1.44)

Jak wida¢ mamy do czynienia ze ±redni¡ obliczon¡ ze wszystkich warunkowych

szans jakie mo»na wyró»ni¢ ze wzgl¦du na warto±ci zmiennej zªo»onej Y Z. Tak wi¦c

porównanie ze sob¡ odpowiednich parametrów pierwszego rz¦du, daje informacj¦ o

relacjach pomi¦dzy warunkowymi prawdopodobie«stwami kategorii xa oraz xb we

wszystkich podzbiorowo±ciach wyró»nionych ze wzgl¦du pozostaªe zmienne.

Mo»na zada¢ pytanie, czy jedna ze zmiennych np. Y ró»nicuje okre±lone powy»ej

cz¡stkowe szanse Ω
X (Y Z)
a/b(∗∗) . Mo»liwe jest wyznaczenie ±redniej warunkowych szans dla

kategorii xa oraz xb w podzbiorowo±ci Y = yj, jakie mo»na wyró»ni¢ w podzbiorowo-

±ciach zde�niowanych przez zmienn¡ Z. Zde�niowana w ten sposób cz¡stkowa warun-

kowa szansa b¦dziemy oznaczana Ω
X (Y Z)
a/b(j∗) . Okazuje si¦, »e istnieje zwi¡zek pomi¦dzy

t¡ wielko±ci¡ a parametrami opisuj¡cymi interakcj¦ drugiego rz¦du. Mianowicie:

Ω
X (Y Z)
a/b(j∗) =

(
t∏

k=1

Ω
X (Y Z)
a/b(jk)

) 1
t

=

(
t∏

k=1

�XY Zajk

�XY Zbjk

) 1
t

=
�Xa ⋅ �XYaj

�Xb ⋅ �XYbj

(1.45)
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Je±li natomiast chcemy odtworzy¢ warunkow¡ szans¦ w podzbiorowo±ci b¦d¡c¡

kombinacj¡ zmiennych Y i Z potrzebne b¦d¡ parametry opisuj¡ce interakcje trzeciego

rz¦du, tj.

Ω
X (Y Z)
a/b(jk) =

�XY Zajk

�XY Zbjk

=
�Xa ⋅ �XYaj ⋅ �XZak ⋅ �XY Zajk

�Xb ⋅ �XYbj ⋅ �XZbk ⋅ �XY Zbjk

(1.46)

Powy»sze zwi¡zki pomi¦dzy parametrami i warunkowymi szansami pokazuj¡, »e od-

tworzenie bardziej szczegóªowych informacji odno±nie rozkªadu jednej zmiennej � w

tym przypadku zmiennej X � wymaga u»ycia parametrów opisuj¡cych interakcj¦

wy»szego rz¦du.

Daje si¦ równie» pokaza¢ relacje pomi¦dzy parametrami opisuj¡cymi interakcj¦

drugiego rz¦du a stosunkami szans. �redni¡ geometryczn¡ warunkowych stosunków

szans nazywa¢ b¦dziemy cz¡stkowym stosunkiem szans i oznacza¢ Θ
X Y (Z)
a/b;c/d(∗) :

Θ
X Y (Z)
a/b;c/d(∗) =

(
t∏

k=1

Θ
X Y (Z)
a/b;c/d(k)

) 1
t

=

(
t∏

k=1

�XY Zack ⋅ �XY Zbdk

�XY Zadk ⋅ �XY Zbck

) 1
t

=
�XYac ⋅ �XYbd

�XYad ⋅ �XYbc

. (1.47)

Jak wida¢, parametry opisuj¡ce interakcj¦ pomi¦dzy kategoriami xa, xb zmiennej

X oraz yc, yd zmiennej Y pozwalaj¡ na odtworzenie cz¡stkowego stosunku szans.

Warunkowe stosunki szans, z których obliczana jest ±rednia wyznaczane s¡ w pod-

zbiorowo±ciach wyró»nionych ze wzgl¦du na zmienn¡ Z. Porównuj¡c wzory 1.45 i 1.47,

widzimy, »e iloraz cz¡stkowych szans warunkowych daje nam odpowiedni cz¡stkowy

stosunek szans.

Θ
X Y (Z)
a/b;c/d(∗) =

Ω
X (Y Z)
a/b(c∗)

Ω
X (Y Z)
a/b(d∗)

. (1.48)

Mo»na równie» pokaza¢ relacje pomi¦dzy parametrami opisuj¡cymi interakcje trze-

ciego rz¦du a warunkowymi stosunkami szans. Mianowicie:

Θ
X Y (Z)
a/b;c/d(k) =

Ω
X (Y Z)
a/b(ck)

Ω
X (Y Z)
a/b(dk)

=
�XY Zack ⋅ �XY Zbdk

�XY Zadk ⋅ �XY Zbck

=
�XYac �XYbd �XY Zack �XY Zbdk

�XYad �XYbc �XY Zadk �XY Zbck

= Θ
X Y (Z)
a/b;c/d(∗) ⋅

�XY Zack �XY Zbdk

�XY Zadk �XY Zbck

(1.49)

Odtworzenie konkretnego warunkowego stosunku szans jest mo»liwe przez pomno-

»enie cz¡stkowego stosunku szans przez odpowiednie parametry opisuj¡ce interakcje

trzeciego rz¦du.

Mo»liwe jest oczywi±cie sformuªowanie addytywnej postaci modelu korespondu-

j¡cej z parametryzacj¡ odchyle« multiplikatywnych. Analogiczny do 1.36 warunek

ograniczaj¡cy liczb¦ niezale»nych parametrów, zakªada wówczas, »e suma parame-

trów danego typu po jakimkolwiek indeksie dolnym wynosi 0. Dla modelu opisuj¡cego
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rozkªad dwóch zmiennych:

r∑
i=1

�Xi = 0,
c∑
j=1

�Yj = 0,
r∑
i=1

�XYij = 0,
c∑
j=1

�XYij = 0. (1.50)

Formuªy dotycz¡ce parametrów przy tej parametryzacji b¦d¡ wynosiªy:

� =

(∑r
i=1

∑c
j=1 log �XYij

)
rc

, (1.51)

�Xi =

(∑c
j=1 log �XYij

)
c

− �,

�Yj =

(∑r
i=1 log �XYij

)
r

− �,

�XYij = log �XYij − �− �Xi − �Yj .

Parametr � mo»e by¢ wi¦c interpretowany jako ±rednia arytmetyczna logarytmów

prawdopodobie«stw. Parametr �Xi jako ró»nica mi¦dzy t¡ ±redni¡ a ±redni¡ wyli-

czon¡ dla danej kategorii zmiennej X. Parametry �Yj , �
XY
ij mo»emy interpretowa¢

analogicznie. Podobnie mo»na sformuªowa¢ addytywn¡ posta¢ modelu dla wi¦kszej

liczby zmiennych.

Parametryzacja wzgl¦dem kategorii odniesienia

Poni»ej przedstawiony zostanie inny sposób parametryzacji spotykany cz¦sto w lite-

raturze. W parametryzacji wzgl¦dem kategorii odniesienia (dummy e�ect) przyjmuje

si¦, »e parametry zwi¡zane z pewnymi ustalonymi warto±ciami zmiennych s¡ równe 1.

Kategorie te nazywa¢ b¦dziemy kategoriami odniesienia. Ich wybór zawsze pozostaje

do pewnego stopnia arbitralny. Parametry zwi¡zane z t¡ parametryzacj¡ oznacza-

ne b¦d¡ jako . W wersji multiplikatywnej prawdopodobie«stwa modelu nasyconego

opisuj¡cego rozkªad trzech zmiennych X,Y , Z mo»na przedstawi¢ jako:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XYij ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅ XY Zijk . (1.52)

Przyjmijmy, ze kategoriami odniesienia dla poszczególnych zmiennych b¦d¡: xa, yb

zc. Wówczas zakªada sie, »e dowolnych i, j oraz k:

Xa = Yb = Zc = 1, (1.53)

XYaj = XZak = XYib = Y Zbk = XZic = Y Zjc = 1,

XY Zajk = XY Zibk = XY Zijc = 1.
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Przyjmuj¡c powy»sze zaªo»enia ªatwo wyznaczy¢ parametry modelu dla pozostaªych

kategorii.

 = �XY Zabc , (1.54)

Xi =
�XY Zibc

�XY Zabc

= Ω
X (Y Z)
i/a;(bc) ,

XYij =
�XY Zijc

 ⋅ Xi ⋅ Yj
=
�XY Zabc ⋅ �XY Zijc

�XY Zajc ⋅ �XY Zibc

= Θ
X Y (Z)
i/a;j/b(c),

XY Zijk =
�XY Zijk

 ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XYij ⋅ XZik ⋅ Y Zjk
=

Θ
X Y (Z)
i/a;j/b(k)

Θ
X Y (Z)
i/a;j/b(c)

.

Parametry Yj , 
Z
k , 

XZ
ik , Y Zjk mo»na okre±li¢ analogicznie. W addytywnej postaci

parametryzacji tego typu, zakªada si¦, »e odpowiednie parametry s¡ równe 0.

Powy»sze zapisy pokazuj¡ relacje pomi¦dzy parametrami a szansami i stosunkami

szans. I tak efekt jednej zmiennej Xi posiada interpretacje w postaci szansy kate-

gorii xi wzgl¦dem kategorii odniesienia xa wyró»nionej dla kombinacji kategorii od-

niesienia dwóch pozostaªych zmiennych yb i zc. Podobnie, warunkowe stosunki szans

wyró»nione dla kategorii odniesienia mo»na wykorzysta¢ do interpretacji parametrów

opisuj¡cych interakcj¦.

Interpretacja ta mo»e wydawa¢ si¦ prostsza w porównaniu do tej zwi¡zanej pa-

rametryzacj¡ odchyle« multiplikatywnych (1.44�1.49). Warto jednak zwróci¢ uwag¦,

»e o ile parametry Xi opisuj¡ jedynie rozkªad zmiennej X w podzbiorowo±ci b¦d¡-

cej kombinacj¡ kategorii odniesienia dwóch pozostaªych zmiennych, to parametry �Xi
zdaj¡ spraw¦ ze wszystkich rozkªadów warunkowych X wzgl¦dem Y i Z. Podobnie

jest dla parametrów opisuj¡cych interakcj¦ wy»szego rz¦du. Wydaje si¦, »e pod tym

wzgl¦dem parametryzacja odchyle« multiplikatywnych pozwala na opis rozkªadów

zmiennych i zwi¡zków pomi¦dzy nimi w bardziej interesuj¡cy sposób ni» parametry-

zacja wzgl¦dem parametryzacji wzgl¦dem kategorii odniesienia. Stosowanie tej ostat-

niej mo»e by¢ jednak wygodne w sytuacji, gdy wyró»nienie jednej kategorii zmiennej

jako kategorii odniesienia ma pewne uzasadnienie merytoryczne, ze wzgl¦du na spe-

cy�k¦ tej kategorii. Tabela 1.20 ilustruje rozkªad ª¡czny dwóch zmiennych zgodny

z parametryzacj¡ wzgl¦dem kategorii x1, y1. Poniewa» wybrane parametry X1 , Y1 ,

XYi1 XY1j s¡ równe 1, nie jest konieczne uwzgl¦dnienie ich w tej tabeli.

Interpretacja parametrów modelu nasyconego � przykªad

W tej cz¦±ci przedstawiony zostanie przykªad interpretacji modelu logarytmiczno-

liniowego. Tabela 1.21 przedstawia dane �kcyjne dotycz¡ce trzech zmiennych: uczest-

nictwa w wyborach parlamentarnych (X), wyksztaªcenia (Y ) oraz miejsca zamiesz-
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Tabela 1.20: Rozkªad ª¡czny zmiennych X i Y ilustruj¡cy model nasycony zgodny z

parametryzacj¡ wzgl¦dem kategorii odniesienia x1, y1

X∖Y y1 y2 y3 y4

x1   ⋅ Y2  ⋅ Y3  ⋅ Y4
x2  ⋅ X2 ⋅  ⋅ X2 ⋅ Y2 ⋅ XY22  ⋅ X2 ⋅ Y3 ⋅ XY23  ⋅ X2 ⋅ Y4 ⋅ XY24

x3  ⋅ X3 ⋅  ⋅ X3 ⋅ Y2 ⋅ XY32  ⋅ X3 ⋅ Y3 ⋅ XY33  ⋅ X3 ⋅ Y4 ⋅ XY34

x4  ⋅ X4 ⋅  ⋅ X4 ⋅ Y2 ⋅ XY42  ⋅ X4 ⋅ Y3 ⋅ XY43  ⋅ X4 ⋅ Y4 ⋅ XY44

kania (Z). Rozkªad cz¦sto±ci pomi¦dzy tymi zmiennymi posªu»yª do wyznaczenia pa-

rametrów modelu nasyconego. W tabeli 1.22 zostaªy zamieszczone parametry zgodne

z obydwiema prezentowanymi wcze±niej parametryzacjami.

Tabela 1.21: Wyksztaªcenie (Y) a uczestnictwo w wyborach (X) w zale»no±ci od miej-

sca zamieszkania (Z) - rozkªad ª¡czny w procentach (dane �kcyjne)

Wie± (Z = 1)

Wyksztaªcenie (Y )

Czy uczestniczyª

w wyborach? (X) 1. Podstawowe 2. �rednie 3. Wy»sze

1. Nie 6,0 4,0 2,0

2. Tak 5,0 5,0 3,0

Maªe miasto (Z = 2)

Wyksztaªcenie (Y )

Czy uczestniczyª

w wyborach? (X) 1. Podstawowe 2. �rednie 3. Wy»sze

1. Nie 5,0 7,0 3,0

2. Tak 5,0 12,0 14,0

Du»e miasto (Z = 3)

Wyksztaªcenie (Y )

Czy uczestniczyª

w wyborach? (X) 1. Podstawowe 2. �rednie 3. Wy»sze

1. Nie 2,0 5,0 5,0

2. Tak 2,0 6,0 9,0

Parametry � oraz  zdaj¡ jedynie spraw¦ ze ±redniej geometrycznej prawdopo-

dobie«stw rozkªadu ª¡cznego b¡d¹ prawdopodobie«stwa zwi¡zanego z kategori¡ od-
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niesienia, nie s¡ one na ogóª celem zainteresowania badacza4. Parametry �Xi , �Yj , �
Z
k

opisuj¡ rozkªady poszczególnych zmiennych. Dla przykªadu: zgodnie ze wzorem 1.44,

cz¡stkowa szansa wyró»niona dla dwóch kategorii zmiennej Z maªe miasto i wie±

wynosi

Ω
Z (Y X)
2/1(∗∗) = �Z2 /�

Z
1 = 1, 39/0, 82 = 1, 70.

W pewnym uproszczeniu mo»na powiedzie¢, »e na 7 osób mieszkaj¡cych na wsi przy-

pada okoªo 12 osób mieszkaj¡cych w maªym mie±cie. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e jest

to ±rednia geometryczna warunkowych szans obliczonych dla wszystkich (sze±ciu)

podzbiorowo±ci wyró»nionych ze wzgl¦du na wyksztaªcenie i udziaª w wyborach. Dla

rozkªadu brzegowego proporcja ta nie musi wynosi¢ tyle samo, w omawianym przy-

padku wynosi 1,88. Podobnie daje si¦ wyró»ni¢ cz¡stkowe szanse porównuj¡ce propor-

cje osób mieszkaj¡cych w du»ym mie±cie do osób mieszkaj¡cych na wsi oraz proporcj¦

osób mieszkaj¡cych w du»ym mie±cie do osób mieszkaj¡cych w maªym mie±cie. Wy-

nosz¡ one odpowiednio: �Z3 /�
Z
1 = 1, 07 oraz �Z3 /�

Z
2 = 0, 62.

Podobnie interpretowa¢ mo»na szanse zwi¡zane ze zmienn¡ opisuj¡c¡ wyksztaªce-

nie badanych. Wyra»enie �Y2 /�
Y
1 =1,60, czyli cz¡stkowa szansa Ω

Y (XZ)
2/1(∗∗) pozwala po-

równa¢ prawdopodobie«stwo spotkania osoby ze ±rednim wyksztaªceniem wzgl¦dem

prawdopodobie«stwa spotkania osoby z wyksztaªceniem podstawowym. Jest to ±red-

nia warunkowych szans wyznaczona dla wszystkich podzbiorowo±ci jakie mo»na wy-

ró»ni¢ ze wzgl¦du na miejsce zamieszkania i udziaª w wyborach. Mo»na zada¢ kolejne

pytanie: na ile miejsce zamieszkania ró»nicuje t¦ szanse. Aby na nie odpowiedzie¢ na-

le»y wyznaczy¢ cz¡stkowe szanse Ω
Y (XZ)
2/1(∗1) , Ω

Y (XZ)
2/1(∗2) , Ω

Y (XZ)
2/1(∗3) . Jak pokazuje równanie

1.45 cz¡stkowe warunkowe szanse wynosz¡ odpowiednio:

1, 60 ⋅ �
Y Z
21

�Y Z11

= 0, 82

dla wsi, 1,83 dla maªych miast i 2,74 dla du»ych miast. Warto zwróci¢ uwag¦, »e w tym

przypadku s¡ to ±rednie warunkowych szans wyznaczonych w podzbiorowo±ciach okre-

±lonych przez dwie kategorie zmiennej uczestnictwo w wyborach. Analogicznie cz¡st-

kowe szanse porównuj¡ce wyksztaªcenie wy»sze i ±rednie wynosz¡ Ω
Y (XZ)
3/2(∗1) = 0, 54, dla

wsi, Ω
Y (XZ)
3/2(∗2) = 0, 70 dla maªych miast oraz Ω

Y (XZ)
3/2(∗3) = 1, 22 dla du»ych miast. �rednia

geometryczna tych szans wynosi Ω
Y (XZ)
3/2(∗∗) = �Y3 /�

Y
2 = 0, 77. Warto±ci analizowanych

powy»ej parametrów pokazuj¡, »e zmienne miejsce zamieszkania i wyksztaªcenie s¡

w opisywanej zbiorowo±ci zale»ne warunkowo wzgl¦dem trzeciej zmiennej.

4W przypadku, je±li parametryzujemy rozkªad ª¡czny liczebno±ci � a nie prawdopodobie«stwa

� parametry te zdaj¡ spraw¦ równie» z liczebno±ci próby lub liczebno±ci kategorii odniesienia.

Warto±ci pozostaªych parametrów s¡ oczywi±cie takie same bez wzgl¦du na to czy analizujemy

rozkªad prawdopodobie«stwa czy liczebno±ci.
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Cz¡stkowa szansa zwi¡zana z uczestnictwem wyborczym wynosi Ω
X (Y Z)
2/1(∗∗) =

�X2 /�
X
1 = (�X2 )2 = 1, 44. Wskazuje to, »e na dwie osoby, które nie gªosowaªy, przypa-

daj¡ prawie trzy osoby, które wzi¦ªy udziaª w wyborach, przy czym jest to ±rednia

wyznaczona wzgl¦dem pozostaªych zmiennych. Mo»na oczekiwa¢, »e wyksztaªcenie

b¦dzie te wielko±ci ró»nicowa¢. �rednia warunkowa szansa dla osób z wyksztaªceniem

podstawowym wynosi:

Ω
X (Y Z)
2/1(1∗) = 1, 44 ⋅ �

XY
21

�XY11

= 1, 44 ⋅ (�XY21 )2 = 0, 94.

Dla wyksztaªcenia ±redniego i wy»szego cz¡stkowe szanse warunkowe wynosz¡ odpo-

wiednio 1,37 oraz 2,32. Jak wida¢, zmienne te s¡ od siebie zale»ne. Zgodnie z równa-

niem 1.48 mo»na wyznaczy¢ cz¡stkowe stosunki szans. Je±li porównujemy uczestnic-

two wyborcze w kategoriach wyksztaªcenia ±redniego i podstawowego to wielko±¢ ta

wynosi:

Θ
X Y (Z)
2/1;2/1(∗) =

Ω
X (Y Z)
2/1(2∗)

Ω
X (Y Z)
2/1(1∗)

= 1, 46.

Je±li porównujemy skrajne kategorie wyksztaªcenia otrzymujemyΘ
X Y (Z)
2/1;3/1(∗) = 2, 47.

Wielko±ci te opisuj¡ ±rednie warunkowych zale»no±ci pomi¦dzy wyksztaªceniem i

uczestnictwem wyborczym wyznaczonych w podzbiorowo±ciach wyró»nionych ze

wzgl¦du na miejsce zamieszkania.

Mo»na zada¢ pytanie, czy miejsce zamieszkania ró»nicuje t¦ zale»no±¢, np. czy wa-

runkowe stosunki szans Θ
X Y (Z)
2/1;2/1(1), Θ

X Y (Z)
2/1;2/1(2), Θ

X Y (Z)
2/1;2/1(3), s¡ ró»ne czy te» takie same?

Innymi sªowy pytanie dotyczy tego, czy mamy do czynienia z interakcj¡ trzeciego

rz¦du. Przytoczone wcze±niej twierdzenie o agregacji wskazuje po±rednio, »e gdyby

wyksztaªcenie i miejsce zamieszkania byªy niezale»ne warunkowo, wówczas okre±lone

powy»ej stosunki szans mi¦dzy wyksztaªceniem a uczestnictwem wyborczym byªyby

takie same bez wzgl¦du na miejsce zamieszkania. Poniewa» jednak � jak zostaªo po-

kazane wcze±niej - zmienne te s¡ zale»ne, nale»y oczekiwa¢, »e miejsce zamieszkania

b¦dzie ró»nicowaªo zale»no±ci pomi¦dzy wyksztaªceniem i uczestnictwem w gªosowa-

niu. Zgodnie z równaniem 1.49 warunkowe stosunki szans porównuj¡ce wyksztaªcenie

podstawowe i ±rednie oraz uczestnictwo wyborcze s¡ równe odpowiednio:

Θ
X Y (Z)
2/1;2/1(1) = 1, 46 ⋅ �

XY Z
111 ⋅ �XY Z221

�XY Z121 ⋅ �XY Z211

= 1, 50

dla wsi, Θ
X Y (Z)
2/1;2/1(2) = 1, 71 dla maªego miasta i Θ

X Y (Z)
2/1;2/1(3) = 1, 20 dla du»ego

miasta. Analogicznie mo»na porówna¢ stosunki szans uwzgl¦dniaj¡ce skrajne ka-

tegorie wyksztaªcenia. Otrzymujemy wówczas wielko±ci Θ
X Y (Z)
2/1;3/1(1) = 1, 80 dla wsi,

Θ
X Y (Z)
2/1;3/1(2) = 4, 66 dla maªego miasta i Θ

X Y (Z)
2/1;3/1(3) = 1, 80 dla du»ego miasta. W po-

danym przykªadzie, zwi¡zki pomi¦dzy wyksztaªceniem a uczestnictwem wyborczym
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wydaj¡ si¦ znacz¡ce dla ka»dej kategorii miejsca zamieszkania i kierunek tej zale»no-

±ci jest pozytywny tj. osoby z wy»szym wyksztaªceniem gªosuj¡ cz¦±ciej (wszystkie

stosunki szans podane powy»ej s¡ wi¦ksze od 1). Jednak nale»y zauwa»y¢, »e miejsce

zamieszkania ró»nicuje siª¦ tego zwi¡zku. W maªym mie±cie zwi¡zek ten jest zdecydo-

wanie najsilniejszy. Na wsi i w du»ym mie±cie siªa zwi¡zku jest taka sama w odniesie-

niu do kategorii skrajnych wyksztaªcenia, jednak mo»na zaobserwowa¢ ró»nice przy

porównywaniu stosunków szans uwzgl¦dniaj¡cych wyksztaªcenie podstawowe i ±red-

nie Mo»na wi¦c mówi¢ o interakcji trzeciego rz¦du pomi¦dzy opisanymi zmiennymi.

Podobnie rozpatrywa¢ mo»na, na ile wyksztaªcenie ró»nicuje siª¦ zwi¡zku pomi¦dzy

uczestnictwem wyborczym a miejscem zamieszkania.

Tak jak zostaªo zasygnalizowane wcze±niej, interpretacja parametrów zwi¡zanych

z drugim rodzajem parametryzacji jest prostsza, ale pod pewnymi wzgl¦dami bar-

dziej ograniczona. Dla przykªadu: efekt gªówny zwi¡zany z uczestnictwem wyborczym

X2 = 0, 833 informuje nas jedynie, »e w±ród osób z wyksztaªceniem podstawowym

mieszkaj¡cych na wsi na cztery osoby gªosuj¡ce przypada okoªo pi¦ciu nie bior¡cych

udziaªu wyborach. Jak pokazuje równanie 1.46 informacj¦ t¦ stosunkowo ªatwo od-

tworzy¢ za pomoc¡ parametrów opisuj¡cych multiplikatywne odchylenia:

X2 =
�X2 ⋅ �XY21 ⋅ �XZ21 ⋅ �XY Z211

�X1 ⋅ �XY11 ⋅ �XZ11 ⋅ �XY Z111

.

Wielko±¢ parametru XY23 = 1, 80 okre±laj¡ca warunkowy stosunek szans dla mieszka«-

ców wsi Θ
X Y (Z)
2/1;3/1(1), równie» zostaªa przedstawiona powy»ej jako funkcja odpowiednich

parametrów � . Parametry  maj¡ bezpo±redni¡ interpretacj¦ w postaci warunkowych

szans i stosunków szans wyró»nionych dla kategorii odniesienia, jednak odtworzenie

na ich podstawie informacji o szansach i stosunkach szans dla pozostaªych kategorii

jest trudniejsze.

1.2.3 Modele hierarchiczne i niehierarchiczne

Jak zostaªo powiedziane model nasycony opisuje sytuacj¦, w której nie przyjmu-

je si¦ »adnych zaªo»e« dotycz¡cych rozkªadu ª¡cznego zmiennych. Modelowanie

logarytmiczno�liniowe pozwala nakªada¢ na poszczególne parametry kolejne ogra-

niczenia, aby powstaªy w ten sposób model nienasycony opisywaª hipotez¦ prostsz¡.

Jednym ze sposobów upraszania modelu jest zaªo»enie, »e wybrane parametry mode-

lu s¡ równe 1 (lub 0 w wersji addytywnej). Je»eli rozpatrujemy rozkªad ª¡czny pi¦ciu

zmiennych A, B, C, D, E to hipotez¦ [ABC] [AD] mo»na modelowa¢ jako:

�ABCDEijklm = d ⋅ dAi ⋅ dBj ⋅ dCk ⋅ dDl ⋅ dABij ⋅ dACik ⋅ dBCjk ⋅ dADil ⋅ dABCijk (1.55)
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Jak wida¢ parametry dBDjl , dCDkl , dABDijl , dACDikl , dBCDjkl oraz wszystkie parametry zwi¡-

zane ze zmienn¡ E s¡ równe 1.

Innym rodzajem ogranicze« nakªadanych na model, mo»e by¢ zaªo»enie o równo-

±ci wybranych parametrów, np. dX1 = dX2 co oznacza, »e efekty gªówne zwi¡zane z

pierwsz¡ i druga kategori¡ zmiennej X s¡ sobie równe.

Przedstawiane do tej pory modele posiadaj¡ pewn¡ specy�czn¡ struktur¦. Za-

uwa»my, »e je±li w modelu wyst¦powaª parametr opisuj¡cy interakcj¦ wy»szego rz¦du

dla okre±lonych zmiennych poci¡gaªo to za sob¡ wyst¦powanie parametrów ni»szego

rz¦du zwi¡zanych z tymi zmiennymi. Np. w powy»szym modelu 1.55 wyst¦powanie

parametru pisuj¡cego interakcj¦ trzeciego rz¦du dABCijk poci¡ga za sob¡ wyst¦powanie

parametrów drugiego rz¦du dABij , dACik , dBCjk oraz parametrów opisuj¡cych efekty gªów-

ne, tj. dAi , d
B
j , d

C
k . Modele tego typu nazywa si¦ modelami hierarchicznymi . Ta cecha

modeli hierarchicznych umo»liwia uproszczony zapis tych modeli. Z zapisu [ABC]

[AD] wnioskujemy, »e w modelu wyst¦puj¡ nie tylko parametry dABCijk oraz dADil ale

te» parametry dAi , d
B
j , d

C
k , d

D
l d

AB
ij dACik dBCjk . Mo»liwe jest jednak formuªowanie modeli

nie�hierarchicznych. Przykªadem takim jest model:

�ABCDEijklm = d ⋅ dBj ⋅ dCk ⋅ dDl ⋅ dABij ⋅ dACik ⋅ dADil ⋅ dABCijk (1.56)

Zauwa»my, »e w modelu nie wyst¦puje efekt gªówny dAi mimo, »e wyst¦puj¡ parame-

try wy»szego rz¦du zwi¡zane ze zmienn¡ A. Tak wi¦c zgodnie z tym modelem rozkªad

zmiennej A jest równomierny, jednak nie zakªadamy, »e zmienne A i B s¡ niezale»-

ne warunkowo wzgl¦dem pozostaªych zmiennych, nie czynimy równie» analogicznego

zaªo»enia w odniesieniu do par A i C oraz A i D. Podobnie, nie wyst¦puje równie»

parametr drugiego rz¦du dBCjk mimo, »e wyst¦puje parametr trzeciego rz¦du dABCijk .

Modele nie�hierarchiczne s¡ stosunkowo rzadko wykorzystywane w praktyce. Wynika

to mi¦dzy innymi z tego, »e nie s¡ one ªatwe do interpretacji i estymacji. W tej pracy

skupia¢ si¦ b¦d¦ przede wszystkim na modelach hierarchicznych.

1.3 Estymacja i wery�kacja modeli

Do tej pory zaprezentowane zostaªy poszczególne hipotezy, jak równie» sposoby ich

parametryzacji. W tej cz¦±ci omówione zostan¡ kwestie estymacji i wery�kacji modeli

logarytmiczno�liniowych. Estymacja dotyczy oszacowania na podstawie danych z pró-

by rozkªadu zgodnego z testowan¡ hipotez¡. Wery�kacja hipotez polega na konfron-

tacji tego rozkªadu z danymi empirycznymi, a dokªadniej na porównaniu liczebno±ci

rozkªadu zgodnego z dan¡ hipotez¡ � czyli tzw. rozkªadu oczekiwanego � z rozkªa-

dem liczebno±ci uzyskanym w próbie losowej, nazywanym rozkªadem empirycznym
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lub obserwowanym. Liczebno±ci oczekiwane oznacza¢ b¦dziemy FXY
ij = n ⋅�XYij , gdzie

n oznacza ogóln¡ liczebno±¢ próby a �XYij prawdopodobie«stwa zgodne z dan¡ hipote-

z¡. Na ogóª nie dysponujemy rozkªadem oczekiwanym, jak sygnalizowali±my podczas

prezentacji hipotez nie wynika on bezpo±rednio z tre±ci hipotezy, a do jego wyznacze-

nia potrzebne s¡ dodatkowe informacje o rozkªadzie poszczególnych zmiennych, które

szacuje si¦ na podstawie próby. Takie oszacowane liczebno±ci i prawdopodobie«stwa

oczekiwane oznaczymy jako F̂XY
ij oraz �̂XYij . Odpowiednio przez fXYij oznaczamy li-

czebno±ci obserwowane w próbie, a przez pXYij � cz¦sto±ci w próbie, tj. pXYij = fXYij /n.

W przypadku wi¦kszej liczby zmiennych zastosowane b¦d¡ analogiczne oznaczenia.

1.3.1 Estymacja

Jak pokazuje tabela 1.18, spo±ród hipotez omawianych do tej pory, jedynie rozkªad

oczekiwany zgodny z hipotez¡ [⋅] mo»na wyznaczy¢ bezpo±rednio: trzeba jedynie zna¢

liczb¦ kategorii poszczególnych zmiennych i liczebno±¢ próby. Dla pozostaªych hipo-

tez potrzebna jest informacja dotycz¡ca rozkªadów poszczególnych zmiennych, b¡d¹

rozkªadu ª¡cznego kilku zmiennych. Informacje te estymujemy na podstawie próby,

tj. warto±¢ parametru populacyjnego5 #� w tym przypadku odpowiedniego prawdo-

podobie«stwa � szacujemy na podstawie statystyki z n�elementowej próby, tj. esty-

matora Tn. W modelach logarytmiczno�liniowych wykorzystuje si¦ estymacj¦ metod¡

najwi¦kszej wiarygodno±ci (maximum likelihood estimation). Estymatorem najwi¦k-

szej wiarygodno±ci parametru jest wielko±¢ TML
n , o ile speªniony jest warunek:

P (obserwowane dane∣# = TML
n ) ≥ P (obserwowane dane∣# = Tn) (1.57)

dla ka»dej warto±ci Tn. Innymi sªowy szukamy takiej wielko±ci Tn, która maksyma-

lizuje prawdopodobie«stwo otrzymania obserwowanych danych. Przypu±¢my, »e roz-

wa»amy hipotezy [X] oraz [⋅] dla rozkªadu dwóch dwuwarto±ciowych zmiennych X

oraz Y . Hipotezy te chcemy zwery�kowa¢ na podstawie danych z tabeli 1.23a. Dla

prostoty oblicze« zaªó»my, »e próba byªa dobrana w sposób prosty niezale»ny. Roz-

kªady prawdopodobie«stwa zwi¡zane z hipotezami [X] oraz [⋅] przedstawiaj¡ tabele

1.23b oraz 1.23c. Rozkªad dla hipotezy gªosz¡cej równomierno±¢ rozkªadu ª¡cznego

jest okre±lony jednoznacznie, natomiast dla hipotezy [X] wielko±¢ �X1 jest nieznana.

Je±li chcemy oszacowa¢ t¦ wielko±¢ metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci, powinni±my

odpowiedzie¢ na pytanie: dla jakiej wielko±ci �X1 najbardziej jest prawdopodobne

uzyskanie takiego wyniku jaki otrzymano w próbie.

5Sªowa parametr u»ywamy tu w znaczeniu bardziej ogólnym ni» w cz¦±ci dotycz¡cej parametry-

zacji modelu logarytmiczno�liniowego.
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Tabela 1.23: Rozkªad empiryczny liczebno±ci i rozkªady prawdopodobie«stwa zgodne

z hipotezami [X] oraz [⋅]

Tabela 1.23a Tabela 1.23b Tabela 1.23c

X∖Y y1 y2 Σ X∖Y y1 y2 Σ X∖Y y1 y2 Σ

x1 1 2 3 x1 0,5�X1 0,5�X1 �X1 x1 0,25 0,25 0,5

x2 4 5 9 x2 0,5(1-�X1 ) 0,5(1-�X1 ) 1− �X1 x1 0,25 0,25 0,5

Σ 5 7 12 Σ 0,5 0,5 1 Σ 0,5 0,5 1

Prawdopodobie«stwo uzyskania danego wyniku z próby, tj. liczebno±ci fXYij przy

zaªo»eniu o prawdziwo±ci hipotezy HA, okre±la tzw. funkcja wiarygodno±ci. Przez ℓA

b¦dziemy oznacza¢ warto±¢ tej funkcji dla hipotezy A. Prawdopodobie«stwo to zale»y

od tego, z jakim schematem doboru próby mamy do czynienia. Poni»ej zakªadamy, »e

mamy do czynienia z doborem prostym niezale»nym. Bardziej skomplikowane sche-

maty � stosowane powszechnie � wymagaªyby pewnych mody�kacji w stosunku do

opisanej poni»ej procedury. W tej pracy ogranicz¦ si¦ jedynie do pokazanie gªównej

idei estymacji i wery�kacji hipotez. Przy przyj¦tym zaªo»eniu, prawdopodobie«stwo

ℓA, okre±la formuªa6:

ℓA = P (fXY11 , fXY12 , . . . fXYij , . . . fXYrc ∣HA) = (1.58)

=
n!

fXY11 !fXY12 ! . . . fXYij ! . . . fXYrc !
(�XY11A)f

XY
11 (�XY12A)f

XY
12 . . . (�XYijA )f

XY
ij . . . (�XYrcA)f

XY
rc .

gdzie �XYijA s¡ prawdopodobie«stwami oczekiwanymi zgodnymi z hipotez¡ HA. Dla

danych z tabeli 1.23a, i hipotezy [X] prawdopodobie«stwo to wynosi:

ℓ[X] =
12!

2! ⋅ 4! ⋅ 5!
⋅ 0, 512 ⋅ (�X1 )3 ⋅ (1− �X1 )9 (1.59)

Jak ªatwo zauwa»y¢, aby powy»sze prawdopodobie«stwo byªo mo»liwie najwi¦k-

sze, nale»y zmaksymalizowa¢ wielko±¢ (�X1 )3 ⋅ (1−�X1 )9, mo»na bowiem zauwa»y¢, »e

wyra»enie n!
fXY
11 !fXY

12 !...fXY
ij !...fXY

rc !
nie jest zwi¡zane z parametrem, który chcemy oszaco-

wa¢ (�X1 ). Maksymalizacja interesuj¡cego nas wyra»enia jest równoznaczna z maksy-

6Formuªa ta jest zwi¡zana z rozkªadem wielomianowym, czyli sytuacj¡ doboru prostego nie-

zale»nego. Gdyby rozkªad obejmowaª jedynie dwie komórki, mieliby±my do czynienia z rozkªadem

dwumianowym, czyli odpowiednie prawdopodobie«stwo mo»na byªoby obliczy¢ za pomoc¡ schematu

Bernoulliego (widoczne s¡ analogie pomi¦dzy tymi wzorami.)
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malizacj¡ jego logarytmu, tj.

log[(�X1 )3 ⋅ (1− �X1 )9] = log(�X1 )3 + log(1− �X1 )9 = 3 log(�X1 ) + 9 log(1− �X1 )

Obliczaj¡c pochodn¡ powy»szego wyra»enia wzgl¦dem �X1 i przyrównuj¡c j¡ do 0,

otrzymujemy:
3

�X1
− 9

1− �X1
= 0.

Rozwi¡zuj¡c powy»sze równanie okazuje si¦, »e rozwi¡zaniem b¦dzie warto±¢ 0,25.

Uogólniaj¡c oszacowaniem najwi¦kszej wiarygodno±ci b¦dzie odpowiednia cz¦sto±¢

brzegowa w próbie, tj. �̂X1 = pX1 = fXi /n.

Podobnie jest dla innych hipotez. Na przykªad, je±li przedmiotem analizy jest

rozkªad trzech zmiennych i testujemy hipotez¦ [X][Y Z], formuªa 1.22 pokazuje, »e w

celu wyznaczenia rozkªadu oczekiwanego konieczne jest oszacowanie wielko±ci �Xi oraz

�Y Zjk . Tak jak poprzednio, oszacowaniem najwi¦kszej wiarygodno±ci s¡ odpowiednie

cz¦sto±ci brzegowe w próbie tj.

�̂Xi = pXi oraz �̂Y Zjk = pY Zjk

Jak zostaªo zasygnalizowane wcze±niej, dla pewnych hipotez nie istnieje formu-

ªa, pozwalaj¡ca wyznaczy¢ prawdopodobie«stwa rozkªadu ª¡cznego. Spo±ród modeli

omawianych do tej pory, przykªadem takiej hipotezy jest zaªo»enie o równo±ci warun-

kowych stosunków szans [XY ][XZ][Y Z]. W tym przypadku, wyznaczenie rozkªadu

oczekiwanego wymaga zastosowania zªo»onych procedur iteracyjnych, niemniej rów-

nie» dla tej hipotezy, zgodnie z metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci, zakªadamy, »e:

�̂XYij = pXYij , �̂XZik = pXZik oraz �̂Y Zjk = pY Zjk

Bardziej szczegóªowy opis estymacji za pomoc¡ metod iteracyjnych mo»na znale¹¢

w pracy Agrestiego (1984).

1.3.2 Iloraz wiarygodno±ci, statystki G2 oraz X2

Po oszacowaniu parametrów potrzebnych do wyznaczenia rozkªadu oczekiwanego,

mo»liwe jest � zgodnie z formuª¡ 1.58 � wyznaczenie prawdopodobie«stwa uzyska-

nia danego wyniku w próbie losowej przy hipotezie A. Potraktujmy hipotez¦ [X] jako

hipotez¦ zerow¡ H0 w odniesieniu do danych z tabeli 1.23. Hipoteza konkurencyjna

niech gªosi H1 :∼ H0, tak wi¦c jest równoznaczna z modelem nasyconym [XY ], który

gªosi, »e rozkªad dwóch zmiennych mo»e by¢ dowolny. Prawdopodobie«stwa otrzy-

mania danych przy ka»dej z dwóch rozpatrywanych hipotez ℓ0 oraz ℓ1 porównujemy

za pomoc¡ tzw. ilorazu wiarygodno±ci:
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Λ =
ℓ0

ℓ1

=
P (fXY11 , . . . fXYij , . . . fXYrc ∣H0)

P (fXY11 , . . . fXYij , . . . fXYrc ∣H1)
=

∏r
i=1

∏c
j=1(�̂XYij0 )f

XY
ij∏r

i=1

∏c
j=1(�̂XYij1 )f

XY
ij

(1.60)

gdzie �̂XYij0 oraz �̂XYij1 s¡ prawdopodobie«stwami szacowanymi zwi¡zanymi odpowied-

nio z hipotezami H0 oraz H1. Prawdopodobie«stwa �̂XYij0 zostaªy oszacowane powy-

»ej, natomiast prawdopodobie«stwa dla modelu nasyconego [XY ] zgodnie z metod¡

najwi¦kszej wiarygodno±ci s¡ równe odpowiednim cz¦sto±ciom rozkªadu ª¡cznego z

próby, tj. �̂XYij = pXYij . Iloraz wiarygodno±ci � zgodnie z formuª¡ (1.60) � jest równy

w przybli»eniu 0,8.

Przyjmijmy teraz, »e hipotez¡ zerow¡ jest hipoteza o równomierno±ci rozkªadu

ª¡cznego [⋅]. Obliczony analogicznie iloraz wiarygodno±ci wynosi w przybli»eniu 0,166.

Wielko±¢ ta nie mo»e by¢ wi¦ksza od 1, co wynika z tego, »e hipoteza zerowa w

stosunku do hipotezy alternatywnej zawiera dodatkowe zaªo»enia.

Generalnie wy»sze warto±ci ilorazu wiarygodno±ci przemawiaj¡ na rzecz hipotezy

zerowej, ni»sze warto±ci � na rzecz hipotezy konkurencyjnej. Mo»na jednak zada¢ py-

tanie, jakie dokªadnie warto±ci przemawiaj¡ za odrzuceniem hipotezy zerowej, a jakie

za jego za jej zaakceptowaniem? Decyzj¦ t¦ podejmujemy zgodnie z reguªami wnio-

skowania statystycznego. W tym celu konieczne jest wyznaczenie rozkªadu zmiennej

okre±laj¡cej, jakie s¡ warto±ci ilorazu wiarygodno±ci dla mo»liwych do wylosowania

prób n−elementowych, przy zaªo»eniu prawdziwo±ci hipotezy zerowej. Przypu±¢my,

»e rozpatrujemy hipotez¦ [⋅] i próby 12�elementowe. Wybrane kwantyle tak wyzna-

czonego rozkªadu przedstawiamy w tabeli 1.24.

Tabela 1.24: Wybrane percentyle rozkªadu statystyk Λ oraz G2 przy zaªo»eniu praw-

dziwo±ci hipotezy [⋅]

Percentyl Λ G2

1�ty 0,003 9,2

5�ty 0,012 6,0

10�ty 0,026 4,6

20�ty 0,105 3,2

30�ty 0,166 2,4

50�ty 0,300 1,4

70�ty 0,394 0,7

80�ty 0,712 0,4
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Informacje w dwóch pierwszych kolumnach tej tabeli wskazuj¡, dla jakiego odsetka

12�elementowych prób � przy zaªo»eniu prawdziwo±ci hipotezy zerowej [⋅]� iloraz

wiarygodno±ci uzyskuje warto±¢ nie wi¦ksz¡ ni» przedstawiona w tabeli. Na przy-

kªad, je±li w populacji rozkªad ª¡czny zmiennych jest równomierny, obliczony iloraz

wiarygodno±ci dla 5% prób b¦dzie nie wi¦kszy ni» 0,012. Przypu±¢my, »e przyjmie-

my poziom istotno±ci równy 0,1, tj. zakªadamy, »e warunkowe prawdopodobie«stwo

odrzucenia hipotezy zerowej, gdy jest ona prawdziwa, nie przekracza 0,1. W takiej sy-

tuacji powinny±my odrzuci¢ hipotez¦ zerow¡, gdy Λ ≤ 0, 026, itd. Jak widzimy, przy

takim poziomie istotno±ci, dla analizowanego przykªadu nie ma potrzeby odrzucania

hipotezy zerowej [⋅], gdy» wyznaczony dla próby z tabeli 1.23b iloraz wynosi 0,166.

Na ogóª nie rozpatrujemy jednak rozkªadu ilorazu wiarygodno±ci, a ±ci±le z nim

zwi¡zany rozkªad statystyki z próby G2 = −2 ln Λ. Statystyk¦ t¦ formuªuje si¦ zazwy-

czaj za pomoc¡ liczebno±ci z próby i liczebno±ci oczekiwanych zwi¡zanych z testowan¡

hipotez¡. Mianowicie:

G2 = −2 ln Λ = 2 ln
ℓ1

ℓ0

= 2 ln

∏r
i=1

∏c
j=1(�̂XYij1 )f

XY
ij∏r

i=1

∏c
j=1(�̂XYij0 )f

XY
ij

= 2 ln
r∏
i=1

c∏
j=1

(
�̂XYij1
�̂XYij0

)fXY
ij

=

= 2
r∑
i=1

c∑
j=1

ln

(
�̂XYij1
�̂XYij0

)fXY
ij

= 2
r∑
i=1

c∑
j=1

fXYij ln

(
�̂XYij1
�̂XYij0

)
=

= 2
r∑
i=1

c∑
j=1

fXYij ln

(
fXYij

F̂XY
ij

)
(1.61)

W przypadku rozkªadu trzech lub wi¦kszej liczby zmiennych formuªa wygl¡daªaby

analogicznie. Jak wida¢, statystyka G2 zdaje spraw¦ z rozbie»no±ci pomi¦dzy rozkªa-

dem oczekiwanym i rozkªadem w próbie. Rozkªad tej statystyki z próby dla hipotezy

[⋅] � a dokªadniej wybrane percentyle tego rozkªadu � zamie±cili±my w ostatniej

kolumnie tabeli 1.24. Wnioskowanie na podstawie tej statystyki mo»na przeprowa-

dzi¢ analogicznie jak przedstawili±my to dla ilorazu wiarygodno±ci, z t¡ ró»nic¡, »e

wysokie jej warto±ci b¦d¡ nas skªania¢ do odrzucenia hipotezy zerowej a niskie do

jej akceptacji. W praktyce, zazwyczaj posªugujemy si¦ statystyk¡ G2. Jak wykazaª

Wilks (1935, 1938) � w sytuacji gdy hipoteza zerowa jest prawdziwa jej rozkªad

d¡»y asymptotycznie do rozkªadu �2 o okre±lonej liczbie stopni swobody (df), tj. nie

odbiega znacz¡co od tego rozkªadu, je±li posªugujemy si¦ wystarczaj¡co du»¡ prób¡.

Nie ma wi¦c konieczno±ci konstruowania rozkªadu tej zmiennej na podstawie formuª

(1.60) i (1.61) - tak jak robili±my to w tabeli 1.24 - co byªoby kªopotliwe obliczeniowo.

Kilka sªów wyja±nienia wymaga liczba stopni swobody zwi¡zanych z poszczegól-

nymi hipotezami. Zdaje ona spraw¦ z liczby niezale»nych zaªo»e«, które gªosi mo-
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del. Przypomnijmy, »e zaªo»enia dotyczy¢ mog¡ przykªadowo równo±ci odpowiednich

prawdopodobie«stw, szans i stosunków szans. Im prostszy jest model, tj. im wi¦cej

zaªo»e« gªosi odno±nie rozkªadu ª¡cznego, tym wi¦ksza jest jego liczba stopni swo-

body. Przykªadowo, rozpatrywany jest rozkªad ª¡czny zmiennych X i Y . Model [X]

gªosi, »e:

∙ Zmienne s¡ niezale»ne stochastyczne, oznacza to, »e rozkªady warunkowe zmien-

nej X wzgl¦dem Y s¡ identyczne, tj.

�
X(Y )
1(1) = �

X(Y )
1(2) = . . . = �

X(Y )
1(c) ,

�
X(Y )
2(1) = �

X(Y )
2(2) = . . . = �

X(Y )
2(c) ,

. . .

�
X(Y )
(r−1)(1) = �

X(Y )
(r−1)(2) = . . . = �

X(Y )
(r−1)(c).

Zauwa»my, »e w ka»dym wierszu mamy (c − 1) zaªo»e« dotycz¡cych równo±ci

warunkowych prawdopodobie«stw. Wierszy jest (r− 1), nie ma potrzeby wpro-

wadzania warunku dla kategorii xr, gdy» identyczno±¢ prawdopodobie«stw do-

tycz¡cych tej kategorii wynika z pozostaªych wierszy, tj. warunek �X(Y )
r(1) = �

X(Y )
r(2)

wynikaªby z pozostaªych warunków, nie byªby od nich niezale»ny. Jak wida¢ nie-

zale»no±¢ stochastyczna X i Y jest de�niowana przez (r−1)(c−1) niezale»nych

warunków.

∙ Rozkªad zmiennej Y jest równomierny, czyli:

�Y1 = �Y2 = . . . = �Yc ,

czyli odpowiednich warunków jest (c− 1).

Liczba stopni swobody dla modelu [X] jest równa ª¡cznej liczbie warunków okre±lo-

nych powy»ej7, czyli:

(r − 1)(c− 1) + (c− 1) = r(c− 1).

Przykªadowo, liczba stopni swobody dla bardziej skomplikowanego modelu niezale»-

no±ci jest mniejsza i wynosi (r− 1)(c− 1). Model prostszy [⋅], posiada w stosunku do

7T¦ sam¡ hipotez¦ mo»na sformuªowa¢ za pomoc¡ szans i stosunków szans, tj. wszystkie mo»liwe

do wyró»nienia stosunki szans s¡ równe 1, podobnie równe 1 s¡ wszystkie szanse zwi¡zane ze zmienn¡

Y. Jak zostanie pokazane w rozdziale drugim, wystarczy okre±li¢ warto±ci dla szans i lokalnych

stosunków szans wyró»nionych dla s¡siednich kategorii jednej i drugiej zmiennej. Na ich podstawie

mo»na okre±li¢, ile wynosz¡ pozostaªe szanse i stosunki szans. Dlatego liczba niezale»nych od siebie

warunków wynosi (r − 1)(c− 1) w odniesieniu do stosunków szans i (c− 1) w odniesieniu do szans,

co koresponduje z liczb¡ warunków sformuªowanych w odniesieniu do prawdopodobie«stw.
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modelu [X] dodatkowo (r − 1) zwi¡zanych z równomierno±ci¡ rozkªadu zmiennej X,

wi¦c liczba stopni swobody dla takiego modelu jest wi¦ksza i wynosi (rc− 1).

Liczb¦ stopni swobody mo»na te» okre±li¢ inaczej. Im zaªo»e« zwi¡zanych z mode-

lem jest mniej, tym wi¦cej prawdopodobie«stw trzeba szacowa¢ na podstawie próby.

Liczb¦ stopni swobody mo»na okre±li¢ za pomoc¡ formuªy:

df = k − 1− p, (1.62)

gdzie k oznacza liczb¦ komórek rozkªadu ª¡cznego, a p liczb¦ niezale»nych parametrów

(prawdopodobie«stw), które musimy oszacowa¢ na podstawie próby. Dla przykªadu:

w przypadku hipotezy [⋅] i rozkªadu dwóch zmiennych, liczba stopni swobody wy-

nosi: rc − 1, gdy» nie musimy szacowa¢ na podstawie próby »adnego parametru. W

przypadku hipotezy [X] musimy oszacowa¢ na podstawie próby r − 1 prawdopo-

dobie«stw zwi¡zanych ze zmienn¡ X, wi¦c liczba stopni swobody dla tego modelu

wynosi rc− 1− (r − 1) = r(c− 1).

Koncepcj¦ liczby stopni swobody mo»emy równie» wytªumaczy¢ odwoªuj¡c si¦

parametrów modelu logarytmiczno�liniowego. Jak zostaªo powiedziane, aby sformu-

ªowa¢ model zgodny z dan¡ hipotez¡ wybranym parametrom modelu nasyconego

nale»y przypisa¢ warto±¢ 1 (lub 0 w przypadku addytywnej formy modelu). W ten

sposób uzyskujemy model prostszy. Liczba stopni swobody jest okre±lona przez licz-

b¦ niezale»nych parametrów którym przypisali±my warto±¢ 1 (lub odpowiednio 0).

Na przykªad, model [X] ma jeden parametr d oraz (c − 1) niezale»nych parame-

trów dXj . Model nasycony ma dodatkowo (r − 1) niezale»nych parametrów dYi , oraz

(r−1)(c−1) niezale»nych parametrów interakcji dXYij . Ró»nica pomi¦dzy liczb¡ para-

metrów dla modelu nasyconego i modelu [X] okre±la nam jego liczb¦ stopni swobody,

tj. df = (r − 1)(c − 1) + (c − 1) = r(c − 1). Tabele 1.25 i 1.26 pokazuj¡ liczb¦

stopni swobody dla modeli jakie mo»na sformuªowa¢ dla rozkªadu dwóch i trzech

zmiennych8.

W podobny sposób do testowania modeli logarytmiczno�liniowych mo»na stoso-

wa¢ zaproponowan¡ przez Karla Pearsona statystyk¦ X2, która równie» porównuje

liczebno±ci oczekiwane z liczebno±ciami empirycznymi, tj.

X2 =
r∑
i=1

c∑
j=1

(
fXYij − F̂XY

ij

)2

F̂XY
ij

(1.63)

Analogicznie mo»na sformuªowa¢ wzór na statystyk¦X2 dla wi¦kszej liczby zmien-

nych. Podobnie jak statystyka G2 jej rozkªad d¡»y asymptotycznie do rozkªadu �2, je-

8W przypadku trzech zmiennych ograniczyli±my si¦ do typów modeli, dla pozostaªych modeli

liczb¦ stopni swobody mo»na wyznaczy¢ analogicznie.
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Tabela 1.25: Liczba parametrów i stopni swobody dla poszczególnych modeli dla

dwóch zmiennych
Oznaczenie

modelu

�XYij = . . . Liczba niezale»nych

parametrów

Liczba stopni swobody

[XY ] d ⋅ dXi ⋅ dYj ⋅ dXYij rc 0

[X][Y ] d ⋅ dXi ⋅ dYj (r-1)+(c-1)+1=r+c-1 (r-1)(c-1)

[X] d ⋅ dXi (r-1) +1 =r (r-1)(c-1)+(c-1)=r(c-1)

[Y ] d ⋅ dYj (c-1) +1 = c (r-1)(c-1)+(r-1)=c(r-1)

[⋅] d 1 rc− 1

Tabela 1.26: Liczba parametrów i stopni swobody dla poszczególnych typów modeli

dla trzech zmiennych
Oznaczenie

modelu

�XY Zijk = . . . Liczba

niezale»nych

parametrów

Liczba

stopni

swobody

[XYZ] d dXi d
Y
j d

Z
k d

XY
ij dXZik dY Zjk d

XY Z
ijk rct 0

[XY][XZ][YZ] d dXi d
Y
j d

Z
k d

XY
ij dXZik dY Zjk rct-(r-1)(c-1)(t-1) (r-1)(c-1)(t-1)

[XY][XZ] d dXi d
Y
j d

Z
k d

XY
ij dXZik r(c+t-1) r(c-1)(t-1)

[XY][Z] d dXi d
Y
j d

Z
k d

XY
ij rc+t-1 (t-1)(rc-1)

[XY] d dXi d
Y
j d

XY
ij rc rc(t-1)

[X][Y][Z] d dXi d
Y
j d

Z
k r+c+t-2 rct-r-c-t+2

[X][Y] d dXi d
Y
j r+c-1 rct-r-c+1

[X] d dXi r rct-r

[⋅] d 1 rct-1

±li hipoteza zerowa jest prawdziwa. Mo»na zada¢ pytanie jak du»a powinna by¢ próba,

aby przy zastosowaniu statystykX2 oraz G2 byªo mo»liwe posªugiwanie si¦ rozkªadem

granicznym �2. Zazwyczaj wskazuje si¦, »e liczebno±¢ próby powinna by¢ co najmniej

dziesi¦ciokrotnie wi¦ksza od liczby komórek rozkªadu ª¡cznego (Fienberg 1980). Co-

chran (1954) podaje, »e liczebno±ci oczekiwane powinny by¢ wi¦ksze od 5 dla co-

najmniej 80% komórek rozkªadu. Je±li warunki powy»sze nie s¡ speªnione mo»liwe

jest ª¡czenie ze sob¡ poszczególnych kategorii9. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e mamy

wówczas do czynienia z hipotez¡ dotycz¡c¡ innych zmiennych, np. hipoteza, »e pªe¢

jest niezale»na od wyksztaªcenia mierzonego na skali 1. podstawowe, 2. ±rednie 3.

wy»sze, nie jest to»sama z hipotez¡ o niezale»no±ci pªci i zmiennej dychotomicznej

zdaj¡cej spraw¦ z tego, czy osoba ma wy»sze wyksztaªcenie, czy te» nie. Z pierwszej

9Statystyczne kryteria dotycz¡ce mo»liwo±ci ª¡czenia ze sob¡ kategorii zmiennej przedstawia Go-

odman (1981a).
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hipotezy wynika druga, ale nie na odwrót. W przypadku, gdy mamy do czynienia z

maª¡ prób¡ mo»liwe jest równie» dokªadne odtworzenie rozkªadu statystyki X2 oraz

G2, tak jak zrobili±my to w odniesieniu do hipotezy [⋅] w tabeli 1.24. Pami¦ta¢ jednak

nale»y, »e testy oparte na maªej próbie cechuje na ogóª mniejsza moc, tj. zwi¦ksza si¦

prawdopodobie«stwo, »e nie odrzucimy hipotezy zerowej, gdy jest ona bª¦dna.

Posªugiwanie si¦ statystykami X2 oraz G2 prowadzi zazwyczaj do tego samego

rezultatu, tj. je±li odrzucamy hipotez¦ za pomoc¡ statystyki X2, to zwykle odrzu-

cimy j¡ równie» stosuj¡c statystyk¦ G2. Niemniej, nawet dla bardzo du»ych prób

warto±ci tych statystyk mog¡ si¦ od siebie ró»ni¢, i � co si¦ z tym wi¡»e � ró»ne

mog¡ by¢ wyniki wery�kacji hipotezy. Porównanie zastosowania obydwu statystyk

(Agresti 2002) pokazuje, »e wraz ze wzrostem liczebno±ci próby rozkªad statystyki

X2 szybciej d¡»y do rozkªadu �2 ni» rozkªad statystyki G2. Wzór 1.63 pokazuje, »e

przy obliczaniu statystyki X2 zakªada si¦ jedynie, »e liczebno±ci oczekiwane powinny

by¢ wi¦ksze od 0. Natomiast ze wzoru 1.61 wynika, »e obliczenie statystyki G2 wy-

maga, aby zarówno liczebno±ci oczekiwane, jak te» empiryczne byªy ró»ne od 0. W

takich przypadkach, na ogóª dodaje si¦ do ka»dej komórki niewielk¡ staª¡ (np. 0,1),

co umo»liwia wery�kacj¦ za pomoc¡ statystyki G2, a nie zmienia w sposób istotny

relacji pomi¦dzy liczebno±ciami w poszczególnych komórkach. Rozwi¡zanie to jest

stosowane w wi¦kszo±ci pakietów statystycznych10.

Zastosowanie statystyki G2 ma pewn¡ istotn¡ przewag¦ nad statystyk¡ X2. Po-

zwala ona na przeprowadzanie testów warunkowych, tj. porównywanie ze sob¡ dwóch

modeli, które ró»ni¡ si¦ ze sob¡ pod wzgl¦dem prostoty, czyli tzw. modeli zagnie»-

d»onych. Model A jest zagnie»d»ony w modelu B, gdy mo»emy uzyska¢ model A z

modelu B, czyni¡c pewne dodatkowe zaªo»enia dotycz¡ce np. równomierno±ci roz-

kªadu, zale»no±ci stochastycznej dla wybranej pary zmiennych, itd. Przekªadaj¡c to

na j¦zyk parametrów modelu logarytmiczno�liniowego, je±li dodatkowe zaªo»enie, »e

w modelu B, niektóre jego parametry s¡ równe 1, b¡d¹ s¡ sobie równe11 prowadzi

do sformuªowania modelu A, oznacza to, »e model A jest zagnie»d»ony w modelu

B. Na przykªad: model zgodny z hipotez¡ o równomierno±ci rozkªadu ª¡cznego [⋅]
jest zagnie»d»ony w modelu o niezale»no±ci stochastycznej [X][Y ], gdy» pierwszy z

nich mo»emy uzyska¢ po przyj¦ciu dodatkowych zaªo»e« o równomierno±ci obydwu

zmiennych, tj. dXi = 1 oraz dYj = 1 dla wszystkich warto±ci xi oraz yj zmiennych X

oraz Y . Podobnie model [X][Y ][Z] jest zagnie»d»ony w modelu [XY ][Z], gdy» przy-

10Podobne zaªo»enie, przyj¦te zostaªo w tabeli 1.24. Uwzgl¦dnione zostaªy wszystkie próby, ja-

kie mo»na wylosowa¢, dla niektórych z nich niektóre liczebno±ci byªy zerowe, wówczas dodano do

wszystkich komórek staª¡ 0,005.
11Przykªady modeli zakªadaj¡ce równo±¢ pewnych parametrów zostan¡ przedstawione w dalszej

cz¦±ci tej pracy.
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j¦cie dodatkowo w drugim modelu, »e zmienne X oraz Y s¡ niezale»ne stochastycznie

wzgl¦dem Z (tj. dXYij = 1) prowadzi do sformuªowania pierwszego z nich.

Okazuje si¦, »e je±li model B jest prawdziwy, to ró»nica w dopasowaniu do danych

pomi¦dzy modelami tj. G2[A∣B] = G2[A] − G2[B] d¡»y asymptotycznie do rozkªadu

�2 o liczbie stopni swobody dfA∣B = dfA − dfB. Wynika to z tego, »e statystyka

G2[A∣B] jest zwi¡zana z ilorazem wiarygodno±ci porównuj¡cym prawdopodobie«stwo

uzyskania danych przy zaªo»eniu modelu A i modelu B, tj.

G2[A∣B] = G2[A]−G2[B] = −2 ln
ℓA
ℓ1

− (−2 ln
ℓB
ℓ1

) = −2 ln
ℓA
ℓB

(1.64)

Okre±lona powy»ej statystyka b¦dzie zawsze nieujemna co wynika z tego, »e

G2[A] ≥ G2[B], a iloraz wiarygodno±ci porównuj¡cy model A z modelem B nie mo-

»e by¢ wi¦kszy od 1. Dla przykªadu, model [⋅] jest zagnie»d»ony w modelu [X]. Dla

danych z tabeli 1.23 iloraz wiarogodno±ci wynosi ℓ[⋅]/ℓ[X] ≈ 0, 166/0, 8 ≈ 0, 2075, co

oznacza, »e uzyskanie danych z próby, takich jak w tabeli 1.23a jest prawie 5-krotnie

mniej prawdopodobne, je±li dane w populacji byªyby zgodne z modelem [⋅], ni» gdyby
byªy zgodne z modelem [X].

W zwykªym te±cie G2 model prostszy zawsze porównywany jest z modelem na-

syconym. W tym sensie jest to test bezwarunkowy, gdy» model nasycony nie jest

zwi¡zany z »adna hipotez¡. Testy warunkowe s¡ u»yteczne do odpowiedzi na pyta-

nie, czy uproszczenie modelu pogarsza jego dopasowanie do danych w sposób istotny

statystycznie. Pozwala te» na przetestowanie zaªo»enia, które ró»ni dwie porówny-

wane hipotezy: w przypadku modeli [⋅] oraz [X] testujemy hipotez¦ o warunkowej

równomierno±ci zmiennej X wzgl¦dem Y . Hipotez¦ t¦ mo»emy sformuªowa¢ równie»

w j¦zyku parametrów12 , tj. dXi = 1, lub analogicznie w wersji addytywnej �Xi = 0,

dla ka»dego i.

Warto podkre±li¢ zalety testów warunkowych: w porównaniu do testów bezwarun-

kowych maj¡ wi¦ksz¡ one wi¦ksz¡ moc, tj. bardziej prawdopodobne jest, »e odrzucimy

hipotez¦ zerow¡, gdy jest ona bª¦dna (Goodman 1981b). Bardziej ogólnie, mo»na po-

kaza¢, »e je±li testujemy A przeciwko modelowi B i model A jest zagnie»d»ony w mo-

delu B, moc testu jest tym wi¦ksza, im prostszy jest model B, przy zaªo»eniu jest on

prawdziwy. Ponadto, jak pokazuje Haberman (1978) w sytuacji, gdy mamy do czynie-

nia z rozkªadem ª¡cznym, w którym wiele komórek posiada bardzo maªe liczebno±ci,

w przypadku testów warunkowych w porównaniu do bezwarunkowych istniej¡ moc-

niejsze podstawy by oczekiwa¢, »e rozkªad statystyki G2 nie b¦dzie znacz¡co odbiegaª

od rozkªadu teoretycznego �2. Warto w tym miejscu zaznaczy¢, »e statystyka X2 nie

12Istniej¡ równie» testy, które bezpo±rednio pozwalaj¡ testowa¢ hipotezy dotycz¡ce poszczególnych

parametrów. Mo»liwe jest równie» wyznaczenie przedziaªu ufno±ci dla konkretnego parametru.
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pozwala na porównywanie modeli zagnie»d»onych. Ró»nica X2[A] −X2[B] nie d¡»y

asymptotycznie do rozkªadu �2, co wi¦cej mo»e si¦ nawet zdarzy¢, »e X2[A] < X2[B].

1.3.3 Inne metody oceny dopasowania modelu

Testy oparte na statystykach � X2 oraz G2 � w przypadku posªugiwania si¦ pró-

b¡ o bardzo du»ej liczebno±ci, prowadz¡ zazwyczaj do odrzucenia hipotezy prostszej

na rzecz hipotezy bardziej zªo»onej. W praktyce, cz¦sto okazuje si¦, »e na konwen-

cjonalnie przyjmowanym poziomie istotno±ci � = 0, 05 wszystkie modele � poza

nasyconym � s¡ nieakceptowalne. Zauwa»my, »e formuª¦ (1.63) na statystyk¦ X2

mo»emy zapisa¢ jako:

X2 =
r∑
i=1

c∑
j=1

(
fXYij − F̂XY

ij

)2

F̂XY
ij

=
r∑
i=1

c∑
j=1

(
npXYij − n�̂XYij

)2

n�̂XYij
=

r∑
i=1

c∑
j=1

n
(
pXYij − �̂XYij

)2

�̂XYij

Jak wida¢ statystyka ta wskazuje na rozbie»no±ci pomi¦dzy cz¦sto±ciami z próby

i odpowiednimi oszacowanymi prawdopodobie«stwami zgodnymi z rozpatrywanym

modelem, przy czym jest tym wi¦ksza, im wi¦ksza jest liczebno±¢ próby. Wynika to

z tego, »e je±li rozpatrywana hipoteza jest prawdziwa, mo»na oczekiwa¢, »e w przy-

padku du»ej próby rozbie»no±ci pomi¦dzy rozbie»no±ci pomi¦dzy rozkªadem cz¦sto±ci

w próbie i modelem b¦d¡ mniejsze ni» w przypadku maªej próby. Podobnie jest w

przypadku statystyki G2. W konsekwencji, gdy liczebno±¢ próby jest bardzo du»a

nawet niewielkie rozbie»no±ci pomi¦dzy rozkªadem oczekiwanym i rozkªadem z próby

prowadzi¢ mog¡ do odrzucenia modelu prostszego, nawet je±li opisuje on adekwatnie

badane zjawisko.

Poniewa» posªugiwanie si¦ bardzo du»¡ prób¡ prowadzi zazwyczaj do odrzucenia

wszystkich modeli poza modelem nasyconym, stawia to badacza w trudnej sytuacji.

Z modelem nasyconym nie jest zwi¡zana »adna hipoteza, odzwierciedla on jedynie

dane uzyskane w próbie losowej. Aby zdecydowa¢, czy hipotezy prostszej nie daje

si¦ obroni¢, zwªaszcza, je±li przemawiaj¡ za ni¡ mocne argumenty teoretyczne, poza

przytoczonymi powy»ej statystykami G2 oraz X2 stosuje si¦ inne kryteria i procedury.

Wiele z nich mo»e pomóc badaczowi przy wyborze modelu przy posªugiwaniu si¦

bardzo du»¡ prób¡. Poni»ej przedstawione zostan¡ alternatywne metody wery�kacji

najcz¦±ciej stosowane w modelowaniu logarytmiczno�liniowym.

Przyjmowanie ni»szego poziomu istotno±ci

Jedn¡ ze stosowanych przez badaczy strategii jest dostosowywanie poziomu istotno±ci

do wielko±ci próby. Jak wiadomo, poziom istotno±ci (�) okre±la warunkowe prawdo-
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podobie«stwo popeªnienia bª¦du I rodzaju, tj. odrzucenia hipotezy zerowej w sytuacji

gdy jest ona prawdziwa. Przy ustalonej wielko±ci próby zmniejszenie poziomu istotno-

±ci wi¡»e si¦ na ogóª ze zwi¦kszeniem warunkowego prawdopodobie«stwa popeªnienia

bª¦du II rodzaju (�), (tj. nie odrzucenia hipotezy zerowej gdy prawdziwa jest hipoteza

alternatywna).

Poziom istotno±ci jest ustalany przez badacza, wi¦c jego wielko±¢ nie zale»y od

wielko±ci próby. Niemniej, nale»y zauwa»y¢, »e wielko±¢ warunkowego prawdopodo-

bie«stwa popeªnienia bª¦du II rodzaju jest na ogóª tym mniejsza, im wi¦ksz¡ prób¡

posªugujemy si¦ przy wery�kacji, mówi¡c inaczej, przy wi¦kszej próbie mniej jest

prawdopodobne, »e nie odrzucimy bª¦dnej hipotezy zerowej, co oznacza, »e moc testu

jest wi¦ksza 13.

Z powy»szych wzgl¦dów, wielu badaczy zaleca, aby w przypadku posªugiwania si¦

du»¡ prób¡ zmniejszy¢ poziom istotno±ci, gdy» mo»na mie¢ nadziej¦, »e taka strate-

gia prowadzi do zminimalizowania prawdopodobie«stwa popeªnienia jakiegokolwiek

bª¦du podczas wery�kacji 14. Przy ni»szym poziomie istotno±ci bardziej jest prawdo-

podobne, »e nie odrzucimy modelu prostego adekwatnie opisuj¡cego rzeczywisto±¢,

zauwa»my jednak, »e trudno okre±li¢ jak niski powinien by¢ poziom istotno±ci przy da-

nej wielko±ci próby. Sformuªowanie algorytmu, w którym poziom istotno±ci zale»aªby

od wielko±ci próby, byªoby niezgodne z ide¡ wery�kacji hipotez Neymana-Pearsona,

gdy» poziom istotno±ci powinien wynika¢ z decyzji badacza.

Indeks rozbie»no±ci

Oceniaj¡c dopasowanie modelu do danych, mo»na zapyta¢ jak du»y jest odsetek osób

(obiektów) w przebadanej próbie, które nale»aªoby inaczej zaklasy�kowa¢ w tabeli

rozkªadu ª¡cznego, aby dane z próby idealnie odzwierciedlaªy model. Informuje nas

o tym indeks rozbie»no±ci (dissimilarity index ). Formalnie jest on równy:

Δ =

∑r
i=1

∑c
j=1 ∣pXYij − �̂XYij ∣

2
(1.65)

13Okre±lenie warunkowego prawdopodobie«stwa popeªnienia bª¦du II rodzaju wymaga, aby hi-

poteza alternatywna byªa hipotez¡ prost¡, w przypadku modeli logarytmiczno�liniowych jest ona

hipotez¡ zªo»on¡, dlatego posªugujemy si¦ poj¦ciem mocy testu, które jest ogólniejsze.
14Wielko±ci � i � okre±laj¡ warunkowe prawdopodobie«stwa popeªnienia bª¦du I i II rodzaju, nato-

miast prawdopodobie«stwo popeªnienia jakiegokolwiek bª¦du wymaga uwzgl¦dnienia prawdopodo-

bie«stw hipotezy zerowej i alternatywnej, tj. jest ono okre±lone przez wyra»enie �P (ℎ0) + �P (ℎ1).

Na ogóª nie znamy prawdopodobie«stwa tego, ze stan rzeczy jest zgodny z hipotez¡ zerow¡ lub

hipotez¡ konkurencyjn¡. O ile jednak P (ℎ1) nie jest zdecydowanie wi¦ksze od P (ℎ0) mo»na mie¢

nadziej¦, »e przy bardzo du»ej liczebno±ci i wzgl¦dnie maªej warto±ci � przyj¦cie bardzo maªego

poziomu istotno±ci zmniejszy prawdopodobie«stwa jakiegokolwiek bª¦du.
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W przypadku wi¦kszej liczby zmiennych wzór wygl¡da analogicznie. Indeks rozbie»-

no±ci jest równy poªowie sumy absolutnych ró»nic pomi¦dzy cz¦sto±ciami z próby

(pXYij ) oraz oszacowanymi prawdopodobie«stwami oczekiwanymi (�̂XYij ), przy czym

sumowanie dotyczy wszystkich komórek rozkªadu ª¡cznego zmiennych X i Y . Gdy-

by±my mieli do czynienia z wi¦ksz¡ liczb¡ zmiennych formuªa byªaby analogiczna.

Indeks ten przyjmuje warto±ci od 0 do 1, przy czym ni»sze warto±ci wskazuj¡

na lepsze dopasowanie modelu do danych. Warto±¢ 0 wskazuje, »e rozkªad w próbie

caªkowicie pokrywa si¦ z rozkªadem oczekiwanym. Uzyskanie warto±ci 1 rozwa»anego

indeksu oznaczaªoby, »e wszystkie osoby w próbie nale»aªoby przesun¡¢ do innych

komórek, aby dane z próby pokrywaªy si¦ z modelem, tj. »adna osoba w próbie nie

lokuje si¦ w komórce, która zgodnie z modelem ma niezerowe prawdopodobie«stwo.

Nale»y jednak zauwa»y¢, »e dla wi¦kszo±ci modeli logarytmiczno�liniowych warto±¢

1 nie mo»e by¢ osi¡gni¦ta, gdy» nie jest mo»liwe skonstruowanie rozkªadu caªkowicie

rozbie»nego z modelem. Przykªadowo zgodnie z modelem niezale»no±ci stochastycz-

nej, oszacowany rozkªad oczekiwany b¦dzie miaª niezerowe prawdopodobie«stwa dla

ka»dej kombinacji warto±ci zmiennej wierszowej i kolumnowej, która pojawia si¦ w

próbie. Dla tego modelu nie jest wi¦c mo»liwe osi¡gni¦cie warto±ci indeksu rozbie»-

no±ci równej 1.

Indeks rozbie»no±ci pocz¡tkowo wykorzystywany byª do opisu rozbie»no±ci pomi¦-

dzy rozkªadem zmiennej w dwóch populacjach. Goodman i Kruskal (1959) wskazuj¡,

»e jako pierwszy zaproponowaª go Gini (1914). Zauwa»my, »e miara ta zdaje jedynie

spraw¦, jaki odsetek osób w jednej populacji powinien by¢ �przesuni¦ty� aby rozkªady

w obydwu populacjach byªy zgodne, przy czym nie bierze pod uwag¦ typu �przesu-

ni¦¢�. Wydaje si¦ to niepo»¡dana wªasno±¢ na przykªad w odniesieniu do zmiennej

porz¡dkowej, która opisuje opinie respondenta na skali, czym innym jest przesuni¦cie

od odpowiedzi �zdecydowanie si¦ zgadzam� do odpowiedzi �raczej si¦ zgadzam� ni»

do odpowiedzi �zdecydowanie si¦ nie zgadzam�.

Indeks rozbie»no±ci, cho¢ bywa pomocny do oceny modelu, nie powinien by¢ je-

dynym kryterium. Jedn¡ z jego wad jest trudno±¢ w okre±leniu warto±ci, od której

nale»aªoby akceptowa¢ dany model. Trudno powiedzie¢, czy dana warto±¢ jest wy-

starczaj¡co du»a by model odrzuci¢. Ponadto, jak pokazuje formuªa 1.65 indeks nie

zale»y od wielko±ci próby. Przypu±¢my, »e oceniamy ten sam model na podstawie

próby 100 i 1000�elementowej i uzyskujemy tak¡ sam¡ warto±¢ indeksu rozbie»no-

±ci równ¡ 0,05. Wydaje si¦, ze w drugim przypadku jest to powa»niejsza przesªanka

do odrzucenia modelu: mo»na bowiem przypuszcza¢, »e je±li model jest prawdziwy

to cz¦sto±ci z wi¦kszej próby powinny by¢ bardziej zbli»one do tego co dzieje si¦ w

populacji.
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Wady posªugiwaniem si¦ indeksem rozbie»no±ci daje si¦ w pewnej mierze wyeli-

minowa¢15. Mo»liwe jest wyznaczenie rozkªadu indeksu rozbie»no±ci jako statystyki z

próby i przeprowadzenie wery�kacji podobnie jak w przypadku statystyk G2 oraz X2.

W pracy tej strategia ta nie b¦dzie stosowana: indeks rozbie»no±ci b¦dzie wykorzysty-

wany jedynie jako miara dodatkowa, która mo»e ustrzec przed pochopnym odrzuce-

niem modelu. Przykªadowo, je±li badacz posªuguje si¦ bardzo du»¡ prób¡, statystyki

G2 oraz X2 pokazuj¡, »e na konwencjonalnie przyjmowanym poziomie istotno±ci 0,01

lub 0,05 powinni±my model odrzuci¢, a indeks rozbie»no±ci pokazuje, »e mniej ni»

1% osób w próbie jest zaklasy�kowanych niezgodnie z modelem, mo»e skªoni¢ to ba-

dacza do zaakceptowania modelu jako adekwatnego opisu rzeczywisto±ci, zwªaszcza

je±li model posiada uzasadnienie teoretyczne.

Bayesowskie podej±cie do wery�kacji hipotez. Indeks BIC

Alternatywne podej±cie do wnioskowania statystycznego zwi¡zane jest z wykorzysta-

niem twierdzenia Bayesa. W modelowaniu logarytmiczno�liniowym szczególnie cz¦-

sto stosowany jest indeks BIC (Bayesian Information Criterion) wprowadzony przez

Raftery'ego (1986a, 1986b, 1995). Jest on jedn¡ z mo»liwych implementacji tego po-

dej±cia. Indeks ten de�niuje si¦ nast¦puj¡co:

BIC = G2 − (lnn)df (1.66)

Z jednej strony bierze on pod uwag¦ stopie« rozbie»no±ci mi¦dzy rozkªadem ocze-

kiwanym i rozkªadem z próby (G2), z drugiej strony, prostot¦ modelu, okre±lon¡ przez

liczb¦ stopni swobody (df) i wielko±¢ próby (a dokªadniej jej logarytm). Dla mode-

lu nasyconego warto±¢ tego indeksu jest równa 0, warto±ci mniejsze od 0 wskazuj¡

na modele akceptowalne. Zalet¡ indeksu BIC, jest to, »e pozwala on na porównywa-

nie ze sob¡ dopasowania dwóch, niekoniecznie zagnie»d»onych modeli (inaczej ni» w

przypadku statystyki G2). Porównuj¡c dwa modele, wybieramy ten o ni»szej warto±ci

BIC.

Wery�kacja hipotez w uj¦ciu bayesowskim zostaªa zapocz¡tkowana przez Je�rey'a

w latach 30-tych (Je�reys 1961, Raftery i Kass 1995). Zaproponowana idea dotyczyªa

porównania mocy predyktywnej dwóch konkuruj¡cych ze sob¡ teorii. Zgodnie z tym

uj¦ciem modele statystyczne powi¡zane z tymi teoriami, powinny by¢ konstruowane

w taki sposób, aby mo»na byªo oszacowa¢ prawdopodobie«stwo otrzymania wyników

testu empirycznego (np. danych z próby losowej) przy zaªo»eniu prawdziwo±ci ka»-

dej teorii. W omawianym podej±ciu prawdopodobie«stwa te wykorzystywane s¡ do

15Kuha i Firth (2004) omawiaj¡ szczegóªowo, równie» inne wady tej miary, jak równie» przedsta-

wiaj¡ propozycje mody�kacji indeksu.
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policzenia tzw. prawdopodobie«stw a posteriori. Poj¦cie to opisuje prawdopodobie«-

stwo tego, »e dany modelM1 jest prawdziwy, przy zaªo»eniu otrzymaniu konkretnych

danych z próby. B¦dziemy je oznacza¢ jako P (M1∣D). W przypadku, gdy rozwa»a-

my dwa konkuruj¡ce ze sob¡ modele M1 i M2, prawdopodobie«stwo a posteriori dla

modelu M1 mo»na przedstawi¢ wykorzystuj¡c twierdzenie Bayesa:

P (M1∣D) =
P (D∣M1)P (M1)

P (D)
=

P (D∣M1)P (M1)

P (D∣M1)P (M1) + P (D∣M2)P (M2)
(1.67)

gdzie P (D∣M1) okre±la prawdopodobie«stwo uzyskania danych z próby przy zaªo»e-

niu, »e prawdziwy jest model M1, a P (M1) jest okre±lonym a priori prawdopodo-

bie«stwem, »e prawdziwy jest model M1. Porównuj¡c ze sob¡ prawdopodobie«stwa a

posteriori dla dwóch modeli M1 i M2, de�niujemy, tzw. szans¦ a posteriori (posterior

odd):
P (M1∣D)

P (M2∣D)
=
P (D∣M1)P (M1)

P (D∣M2)P (M2)
(1.68)

Modele M1 i M2 mog¡ by¢ dowolnymi modelami, niekoniecznie jeden z nich musi

by¢ zagnie»d»ony w drugim. Badacz na ogóª nie ma wiedzy, odno±nie tego, który

z modeli M1, M2 jest bardziej prawdopodobny. Czasem zakªada si¦ arbitralnie, »e:

P (M1) = P (M2), aczkolwiek nale»y pami¦ta¢, »e zaªo»enie to mo»e nie by¢ trafne.

Zde�niowana powy»ej szansa a posteriori przy takim zaªo»eniu sprowadza si¦ wówczas

do:

B12 =
P (M1∣D)

P (M2∣D)
=
P (D∣M1)

P (D∣M2)
(1.69)

Wielko±¢ B12 okre±la, czy przy obserwowanych danych bardziej prawdopodobny

jest model M1 czy M2 i nazywa si¦ j¡ czynnikiem bayesowskim (bayes factor). Praw-

dopodobie«stwo P (D∣M1) jest okre±lone przez:

P (D∣M1) =

∫
P (D∣�1)P (�1∣M1)d�1 (1.70)

gdzie �1 jest parametrem, lub wektorem parametrów okre±lonych przez model M1.

Przypu±¢my, »e rozwa»amy rozkªad dwóch dychotomicznych zmiennych X i Y . Po-

równujemy ze sob¡ model niezale»no±ci stochastycznej i model nasycony. Ró»ni¡ si¦

one wyst¦powaniem parametru interakcji �XY11 (lub jego multiplikatywnym odpowied-

nikiem dXY11 )16. Wielko±¢ ta wskazuje na siª¦ zwi¡zku mi¦dzy zmiennymi. W modelu

niezale»no±ci zakªadamy, »e parametr ten jest równy 0 (w wersji multiplikatywnej

1). W odniesieniu do modelu nasyconego badacz powinien zaªo»y¢, jak jego zdaniem

16Równowa»nie jako parametr mo»emy potraktowa¢ stosunek szans ΘXY
11 , lub jej logarytm.
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prawdopodobne s¡ ró»ne warto±ci tego parametru, przy zaªo»eniu prawdziwo±ci mo-

delu M1, tj. P (�1∣M1). Okre±lone w ten sposób oczekiwania badacza okre±laj¡ tzw.

rozkªad a priori (prior distribution) parametru lub parametrów �1, zwi¡zanych z hi-

potez¡ M1.

Zde�niowanie rozkªadu a priori parametru, a szczególnie rozkªadu ª¡cznego kilku

parametrów �1 nie zadaniem ªatwym. Skomplikowane pod wzgl¦dem obliczeniowym

jest równie» wykorzystanie tego rozkªadu do wyznaczenia czynnika bayesowskiego.

Omawiany w tym miejscu indeks BIC, zde�niowany w formule (1.66), przy pewnych

zaªo»eniach, których nie b¦dziemy omawia¢ szczegóªowo mo»e by¢ interpretowany

jako czynnik bayesowski. Po uwzgl¦dnieniu tych zaªo»e« je±li porównujemy dowolny

model z modelem nasyconym, to dla wystarczaj¡co du»ej próby zachodzi:

BIC ≈ −2 logB01 (1.71)

W tym przypadku model M0 porównujemy z modelem nasyconym M1. Podob-

nie ró»nica indeksu BIC dla dwóch dowolnych modeli koresponduje z czynnikiem

bayesowskim dla tych modeli.

BIC(M1)−BIC(M2) ≈ −2 logB12 (1.72)

Wielu badaczy przekonuje, »e indeks ten w praktyce jest dobrym miernikiem oceny

dopasowania modelu do danych i okazuje si¦ szczególnie przydatny w sytuacji, gdy po-

sªugujemy si¦ bardzo du»¡ prób¡ (Raftery 1986a, 19986b, 1995, 1999, Raftery i Kass

1995, Hagenaars 1990, Xie 1999). Indeks BIC mo»e by¢ traktowany jako przybli»e-

nie czynnika bayesowskiego17, po przyj¦ciu pewnych zaªo»e« dotycz¡cych rozkªadu a

priori P (�1∣M1), dzi¦ki czemu badacz nie musi specy�kowa¢ ich samodzielnie.

Wielu innych badaczy krytykuje jednak przyj¦te zaªo»enia i indeks BIC (Gelman i

Rubin 1995, 1999, Weakliem 1999a, 1999b). Wskazuj¡, »e wad¡ indeksu BIC, jest to,

»e rozkªad a priori nie wynika z przekona« badacza, a zaªo»enia s¡ przyjmowane �au-

tomatycznie� na podstawie danych empirycznych, co kªóci si¦ z ide¡ �baeysowkiej�

wery�kacji hipotez. Zaªo»enia te mog¡ by¢ nietrafne w stosunku do wielu hipotez.

Wskazywano na liczne paradoksalne i niepo»¡dane wªasno±ci zwi¡zane z zastosowa-

niem tego kryterium, ponadto nie jest prawd¡, »e indeks ten jest �odporny� na od-

rzucanie hipotezy prostszej na rzecz bardziej skomplikowanej w przypadku bardzo

du»ych prób. Na przykªad, jak pokazuje Weakliem (2004) o ile w odniesieniu do prób

licz¡cych okoªo 10 tysi¦cy obserwacji, indeks BIC cz¦sto prowadzi do wyboru modelu

prostszego, nawet gdy jest on odrzucony przy posªugiwaniu si¦ statystyk¡ G2 lub X2,

to je±li próba liczy okoªo 100 tysi¦cy obserwacji obydwie metody prowadz¡ zazwyczaj

do wyboru modelu nasyconego.
17Czytelnik mo»e znale¹¢ odpowiednie przeksztaªcenia w: Raftery 1995, Raftery i Kass 1995.
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Inne miary dopasowania

W literaturze zaproponowano szereg innych miar, pomocnych do oceny modelu. Cz¦-

sto stosowan¡ strategi¡ jest odniesienie statystyki G2 lub X2 do wielko±ci próby n,

b¡d¹ do liczby stopni swobody modelu df (Bonett i Bentler 1971, Goodman 1971,

1975, Hagenaars 1990). Pierwsza z tych propozycji (G2/n) ma na celu uwzgl¦dnie-

nie faktu, »e liczebno±¢ próby wpªywa na wielko±¢ tych statystyk, druga propozycja

(G2/df) uwzgl¦dnia, »e w odniesieniu do modeli prostszych mo»emy oczekiwa¢, »e

statystyka G2 (i podobnie X2) b¦dzie wi¦ksza, gdy model jest prostszy. Zaleca si¦ od-

rzucenie modelu gdy warto±¢ pierwszej z tych miar przekracza 0,1 a drugiej znacznie

przekracza 118 .

Goodman (1972a, 1972b) zaproponowaª miar¦ przydatn¡ do porównywania modeli

zagnie»d»onych. Miernik ten okre±la w jakim stopniu dodanie kolejnych parametrów

do modelu poprawia dopasowanie modelu do danych. Formalnie:

R′ =
G2(A)−G2(B)

G2(A)
(1.73)

przy czym model A jest prostszy ni» model B. Je±li R′ = 0, oznacza to, »e dopasowa-

nie obydwu modeli jest identyczne. Przyjmuje si¦, »e warto±ci wy»sze ni» 0,8 powinny

nas skªania¢ do odrzucenia modelu prostszego (Zahn i Fein 1979)19. Badacze cz¦sto

porównuj¡ wszystkie rozwa»ane modele z jednym modelem A. Mo»e to by¢ szcze-

gólnie sensowne je±li posiada on dogodn¡ interpretacj¦ jako model �odniesienia�. Na

przykªad, model gªosz¡cy niezale»no±¢ stochastyczn¡ trzech zmiennych, mo»e stano-

wi¢ odniesienie dla modeli opisuj¡cych ró»ne typy zale»no±ci. To, czy który± z modeli

ma dogodn¡ interpretacj¦ jako model odniesienia zale»y od badanego zjawiska. Miara

ta mo»e by¢ równie» u»yteczna przy posªugiwaniu si¦ du»¡ prób¡. Na przykªad: je±li

model B nie mo»e by¢ zaakceptowany, w oparciu o test bezwarunkowy za pomoc¡

statystyki G2, to jej znaczna redukcja w stosunku do modelu A, mo»e powstrzyma¢

badacza od jego odrzucenia.

Bentler i Bonnet (1983) zaproponowali mody�kacj¦ miernika R′ polegaj¡c¡ na

uwzgl¦dnieniu prostoty modelu, tj. jego liczby stopni swobody:

R′′ =
G2(A)/dfA −G2(B)/dfB

G2(A)/dfA
(1.74)

18W przypadku miary G2/n, reguªa ta opiera si¦ na obserwacjach empirycznych i nie ma teo-

retycznego uzasadnienia. Je±li chodzi o miar¦ (G2/df), to o ile model jest prawdziwy, statystyka

ta ma rozkªad, który asymptotycznie d¡»y do rozkªadu F, przy liczbie stopni swobody df1 = df ,

df2 = ∞, gdzie df wskazuje na liczb¦ stopni swobody rozpatrywanego modelu (Goodman 1971,

1975). Dokªadniejsze omówienie wªasno±ci tych statystyk przekracza jednak ramy tej pracy.
19Nie mo»na wi¦c wykorzystywa¢ tego miernika do przeprowadzania testów bezwarunkowych,

gdy» je±li model B, jest modelem nasyconym, warto±¢ powy»szego indeksu b¦dzie równa 1 (poniewa»

statystyka dopasowania G2 dla modelu nasyconego wynosi 0)
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Podobnie jak w przypadku R′ wysokie warto±ci tego miernika skªania¢ b¦d¡ do od-

rzucenia modelu prostszego. Nale»y zauwa»y¢, »e warto±ci miernika R′′ mog¡ by¢

równie» negatywne. Dzieje si¦ tak w sytuacji, gdy naªo»one ograniczenia na model

prostszy nie powoduj¡ znacznego pogorszenia dopasowania modelu do danych.

Istotno±¢ statystyczna a wielko±¢ efektu

Powy»ej przedstawione zostaªy miary opisowe pozwalaj¡ce oceni¢ dopasowanie mo-

delu do danych. Wiele z nich mo»e by¢ pomocne gdy posªugujemy si¦ bardzo du»a

prób¡, czyli w sytuacji, gdy statystyki G2 lub X2 na ogóª prowadz¡ do odrzucenia

hipotezy prostszej na rzecz modelu nasyconego. Nie oznacza to, »e wielko±¢ próby, nie

ma wpªywu na warto±ci tych miar ani na decyzje, które za ich pomoc¡ si¦ podejmuje.

Wielu badaczy zwraca uwag¦ na bardziej ogólny problem. W procesie wery�kacji

hipotez odpowiadamy na pytanie: czy model opisuje populacj¦? a nie na pytanie: czy

model w przybli»eniu opisuje populacj¦? Na przykªad: testujemy hipotez¦ o niezale»-

no±ci dwóch zmiennych. Trudno oczekiwa¢, »e zmienne w populacji s¡ rzeczywi±cie

idealnie niezale»ne. Je±li zwi¡zek ten istnieje i nawet je±li jest bardzo sªaby, wówczas

bardzo du»a próba na ogóª prowadzi do odrzucenia hipotezy o niezale»no±ci. Zauwa»-

my, »e z perspektywy wery�kacji hipotez jest to poprawna konkluzja. Oczywi±cie,

siªa tego zwi¡zku mo»e by¢ tak maªa, »e model o niezale»no±ci wydaje si¦ z mery-

torycznego punktu widzenia dobrym opisem. Nale»y jednak podkre±li¢, »e wskazuj¡

na to wielko±ci poszczególnych parametrów, natomiast przedstawione testy oparte

statystykach G2, X2 i wiele innych miar dopasowania modelu do danych odpowiada-

j¡ na pytanie czy zaobserwowane rozbie»no±ci pomi¦dzy modelem a prób¡ wynikaj¡

jedynie z bª¦du losowego, nie za±, czy rozbie»no±ci pomi¦dzy modelem a populacj¡

s¡ tak maªe, »e mo»na je pomin¡¢. Warto równie» zauwa»y¢, »e przedstawiona pro-

cedura wery�kacji hipotez uwzgl¦dnia jedynie bª¡d losowy nie uwzgl¦dnia natomiast,

»e rozbie»no±ci pomi¦dzy prób¡ losow¡ a modelem mog¡ wynika¢ z innych rodza-

jów bª¦dów, np: pomiaru, proceduralnych (pomyªek ankietera, osoby wprowadzaj¡cej

dane do komputera, itd). Nawet je±li wyst¦puj¡ one relatywnie rzadko, szczególnie

przy bardzo du»ej próbie, mog¡ one mie¢ wpªyw na odrzucenie hipotezy zerowej.

Przedstawiona procedura wery�kacji, zakªadaªa, ze bª¦dy te byªy nieobecne20.

.

20Bª¦dy te uwzgl¦dnia si¦ czasem na etapie budowy modelu, przedstawienie tego zagadnienia

przekracza jednak ramy tej pracy.
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1.4 Przykªad analizy empirycznej

W tabeli 1.27 przedstawiony zostaª rozkªad ª¡czny trzech zmiennych: pªci (P ), przyna-

le»no±ci spoªeczno�zawodowej, (klasy�kacja SKZ21) (Z), oraz deklaracji respondenta

dotycz¡cej udziaªu w wyborach parlamentarnych w roku 200122, (zmienna V ). Da-

ne pochodz¡ z polskiej edycji I rundy mi¦dzynarodowego badania European Social

Survey23 (Sztabi«ski i Sztabi«ski, 2003).

Wyniki wery�kacji omówionych w tym rozdziale modeli logarytmiczno�liniowych

dla trzech zmiennych zostaªy zamieszczone w tabeli 1.28. Przedstawione zostaªy war-

to±ci statystyk �2 oraz G2. W nawiasach zamieszczone zostaªy minimalne poziomy

istotno±ci (oznaczane na ogóª jako p), które pozwalaªyby testowany model odrzuci¢.

Je±li przyj¦ty przez nas poziom istotno±ci (�) jest wi¦kszy od uzyskanej wielko±ci p,

oznacza to, »e powinni±my testowan¡ hipotez¦ odrzuci¢.

Posªuguj¡c si¦ statystykami �2 oraz G2 na poziomie istotno±ci � = 0, 01, wi¦k-

szo±¢ modeli nale»aªoby odrzuci¢, akceptowalne s¡ jedynie modele [PZ][V Z] oraz

[PV ][PZ][V Z]. Pierwszy z nich gªosi, ze pªe¢ (P ) i udziaª w wyborach (V ) s¡ warun-

kowo niezale»ne wzgl¦dem przynale»no±ci spoªeczno�zawodowej. Model ten jest ak-

ceptowalny na poziomie istotno±ci równym � = 0, 01, ale musiaªby zosta¢ odrzucony

poziomie istotno±ci równym � = 0, 05. Zgodnie z drugim modelem ka»da para zmien-

nych mo»e by¢ warunkowo zale»na stochastycznie, ale siªa tej zale»no±ci mierzona

stosunkiem szans jest taka sama dla ka»dej warto±ci trzeciej zmiennej. Na przykªad:

pªe¢ i udziaª w wyborach s¡ zale»ne stochastycznie, tj. stosunek szans opisuj¡cy t¦

zale»no±¢ nie musi by¢ równy 1, ale jego warto±¢ jest taka sama dla ka»dej kategorii

zawodowej. To samo mo»na powiedzie¢ o zale»no±ci pomi¦dzy pªci¡ i przynale»no±ci¡

zawodow¡ wzgl¦dem uczestnictwa w wyborach i zwi¡zku pomi¦dzy zawodem i uczest-

nictwem w wyborach wzgl¦dem pªci. Model ten ma 6 stopni swobody a statystyki dla

21Spoªeczna Klasy�kacja Zawodów jest rozwijana w Polsce od lat 70-tych (Pohoski, Sªomczy«ski i

Milczarek 1974, Pohoski i Sªomczy«ski 1978). W odniesieniu do powy»szych danych wykorzystana

zostaªa wersja z 1995 roku (Doma«ski i Sawi«ski 1995). Ostatnia mody�kacja dokonana zostaªa w

2007 roku (Doma«ski, Sªomczy«ski i Sawi«ski 2008). W przypadku tej analizy, informacja o zawodzie

dotyczy pracy aktualnie b¡d¹ ostatnio wykonywanej.
22Badanie odbyªo si¦ rok po wyborach. W analizie uwzgl¦dnione zostaªy jedynie te osoby, dla

których mieli±my informacj¦ o wszystkich trzech zmiennych, czyli okoªo 83% zrealizowanej próby.
23Zastosowano zªo»ony schemat doboru próby, przy wyznaczaniu rozkªadu ª¡cznego zastosowano

odpowiedni¡ wag¦, dlatego liczebno±ci nie s¡ liczbami caªkowitymi. Prezentacja analiz ma gªów-

nie cel ilustracyjny, dlatego wery�kacja hipotez zostaªa przeprowadzona przy zaªo»eniu, »e mamy

do czynienia z doborem prostym zale»nym. Podobna strategia � dotycz¡ca wa»enia i wery�ka-

cji hipotez � zostanie przyj¦ta równie» w kolejnych analizach empirycznych. Dodatkowe infor-

macje o badaniu, z którego pochodz¡ dane mo»na znale¹¢ w Aneksie i na stronie internetowej

www.europeansocialsurvey.org .
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Tabela 1.27: Udziaª w wyborach parlamentarnych 2001 roku w zale»no±ci od pªci i

przynale»no±ci spoªeczno�zawodoweja

M¦»czy¹ni (P = 1)

Kategorie spoª.�zawodowe (Z) Nie gªosowaª (V = 1) Gªosowaª (V = 2)

1. Inteligencja 19,7 85,1

2. Pozostali pracownicy umysªowi 18,0 104,4

3. Pracownicy �zyczno�umysªowi 17,0 50,1

4. Robotnicy wykwali�kowani 133,1 243,9

5. Robotnicy nie wykwali�kowani 21,9 29,7

6. Rolnicy 20,5 71,5

7. Prywatni przedsi¦biorcy 11,9 47,9

Kobiety (P = 2)

Kategorie spoª.�zawodowe (Z) Nie gªosowaª (V = 1) Gªosowaª (V = 2)

1. Inteligencja 12,0 41,3

2. Pozostali pracownicy umysªowi 76,9 217,6

3. Pracownicy �zyczno�umysªowi 51,0 98,9

4. Robotnicy wykwali�kowani 41,7 60,5

5. Robotnicy nie wykwali�kowani 60,1 69,8

6. Rolnicy 45,4 83,5

7. Prywatni przedsi¦biorcy 9,4 19,4
a�ródªo: Europejski Sonda» Spoªeczny, 2002. Dane przewa»one.

tego modelu wskazuj¡ na jego dobre dopasowanie do danych: �2 = 3, 34 (p = 0, 7656)

oraz G2 = 3, 38 (p = 0, 7602).

Model [PZ][V Z] jest modelem zagnie»d»onym w modelu [PV ][PZ][V Z], tj. model

ten zakªada dodatkowo, »e zmienne ple¢ i udziaª w wyborach s¡ warunkowo niezale»-

ne stochastycznie. Modele te mo»na wi¦c porówna¢ za pomoc¡ warunkowego testu,

jego liczba stopni swobody wynosi 1. Ró»nica w dopasowaniu dla obydwu modeli

wynosi G2 = 16, 08 − 3, 38 = 12, 7 (p=0,0004). Oznacza to, »e nawet przy bar-

dzo niskim poziomie istotno±ci � = 0, 001 nale»y odrzuci¢ hipotez¦ zgodnie z któr¡

parametr interakcji drugiego rz¦du dPV11 = 1. Test warunkowy wskazuje wi¦c na mo-

del [PV ][PZ][V Z]. Do podobnych wniosków prowadzi porównanie mierników BIC

(dla tego modelu warto±¢ tego miernika jest najni»sza). Warto±¢ indeksu rozbie»no±ci

wskazuje, »e jedynie 1,6% próby jest zaklasy�kowanych niezgodnie z tym modelem.
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Tabela 1.28: Wyniki wery�kacji modeli dla danych z tabeli 1.27

Model df �2 G2 Δ BIC

[PV ][PZ][V Z] 6 3,3 (p = 0, 7656) 3,4 (p = 0, 7602) 1,6 -41,5

[PV ][PZ] 12 56,6 (p < 0, 0001) 57,5 (p < 0, 0001) 7,2 -32,2

[PV ][V Z] 12 335,9 (p < 0, 0001) 351,7 (p < 0, 0001) 20,6 262,0

[PZ][V Z] 7 15,6 (p = 0, 0289) 16,1 (p = 0, 0244) 3,5 -36,2

[PV ][Z] 18 390,4 (p < 0, 0001) 399,9 (p < 0, 0001) 20,7 265,4

[PZ][V ] 13 62,5 (p < 0, 0001) 64,3 (p < 0, 0001) 7,56 -32,8

[V Z][P ] 13 341,2 (p < 0, 0001) 358,5 (p < 0, 0001) 20,6 261,3

[PV ] 24 1054,0 (p < 0, 0001) 864,3 (p < 0, 0001) 27,1 685,0

[PZ] 14 319,4 (p < 0, 0001) 337,7 (p < 0, 0001) 19,4 233,1

[V Z] 14 341,3 (p < 0, 0001) 358,6 (p < 0, 0001) 20,6 254,0

[P ][V ][Z] 19 392,4 (p < 0, 0001) 406,7 (p < 0, 0001) 20,9 264,7

[P ][V ] 25 1040,0 (p < 0, 0001) 871,2 (p < 0, 0001) 27,9 684,3

[P ][Z] 20 677,8 (p < 0, 0001) 680,1 (p < 0, 0001) 25,7 530,7

[V ][Z] 20 392,4 (p < 0, 0001) 406,8 (p < 0, 0001) 21,0 257,3

[P ] 26 1402,9 (p < 0, 0001) 1144,6 (p < 0, 0001) 31,5 950,3

[V ] 26 1038,0 (p < 0, 0001) 871,3 (p < 0, 0001) 27,9 676,9

[Z] 21 677,4 (p < 0, 0001) 680,2 (p < 0, 0001) 25,7 523,3

[⋅] 27 1400,7 (p < 0, 0001) 1144,7 (p < 0, 0001) 31,5 942,9

W tabeli 1.29 prezentujemy parametry tego modelu. Efekty gªówne zmiennej V

wskazuj¡, »e � zgodnie z tym modelem � ±rednia geometryczna szans wyznaczo-

nych dla wszystkich podzbiorowo±ci wyró»nionych ze wzgl¦du na pªe¢ i przynale»no±¢

spoªeczno�zawodow¡ na spotkanie osoby gªosuj¡cej w stosunku do niegªosuj¡cej24 wy-

nosi:

Ω
V (PZ)
2/1(∗∗) = �V2 ∖�V1 = 1, 56/0, 64 = 2, 43.

Okre±lona w ten sposób proporcja osób gªosuj¡cych do niegªosuj¡cych, jest wi¦k-

sza w±ród m¦»czyzn ni» w±ród kobiet o czym informuj¡ parametry drugiego rz¦du:

±rednia geometryczna okre±lonej powy»ej szansy obliczona dla wszystkich kategorii

24Nale»y podkre±li¢ »e mamy do czynienia z deklaracj¡ gªosowania, co nie musi by¢ zbie»ne z

faktycznym uczestnictwem respondenta w wyborach. Frekwencja wyborcza w 2001 roku nie prze-

kraczaªa 50%. Rozbie»no±ci wynika¢ mog¡ zarówno ze sªabej pami¦ci respondentów, niech¦ci do

przyznania si¦ do nie�uczestniczenia w wyborach, jak równie» z tego, »e mo»na oczekiwa¢, »e osoby

odmawiaj¡ce udziaªu w badaniu to relatywnie cz¦±ciej osoby niegªosuj¡ce
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Tabela 1.29: Parametry modelu [PV ][PZ][V Z]

Parametryzacja odchyle« Parametryzacja wzgl¦dem

multiplikatywnych kategorii odniesienia

�Z1 = 0, 68 �ZP11 = 1, 40 �ZV11 = 0, 80 Z1 = 1, 00 ZP11 = 1, 00 ZV11 = 1, 00

�Z2 = 1, 72 �ZP12 = 0, 71 �ZV12 = 1, 24 Z2 = 1, 18 ZP12 = 1, 00 ZV12 = 1, 00

�Z3 = 1, 02 �ZP21 = 0, 64 �ZV21 = 0, 81 Z3 = 0, 92 ZP21 = 1, 00 ZV21 = 1, 00

�Z4 = 2, 13 �ZP22 = 1, 55 �ZV22 = 1, 24 Z4 = 6, 98 ZP22 = 4, 73 ZV22 = 0, 99

�Z5 = 0, 90 �ZP31 = 0, 68 �ZV31 = 1, 01 Z5 = 1, 05 ZP31 = 1, 00 ZV31 = 1, 00

�Z6 = 1, 10 �ZP32 = 1, 47 �ZV32 = 0, 99 Z6 = 1, 23 ZP32 = 4, 24 ZV32 = 0, 63

�Z7 = 0, 40 �ZP41 = 1, 99 �ZV41 = 1, 25 Z7 = 0, 69 ZP41 = 1, 00 ZV41 = 1, 00

�ZP42 = 0, 50 �ZV42 = 0, 80 ZP42 = 0, 49 ZV42 = 0, 41

�P1 = 0, 94 �ZP51 = 0, 66 �ZV51 = 1, 35 P1 = 1, 00 ZP51 = 1, 00 ZV51 = 1, 00

�P2 = 1, 06 �ZP52 = 1, 52 �ZV52 = 0, 74 P2 = 0, 71 ZP52 = 4, 52 ZV52 = 0, 35

�ZP61 = 0, 86 �ZV61 = 1, 00 ZP61 = 1, 00 ZV61 = 1, 00

�V1 = 0, 64 �ZP62 = 1, 17 �ZV62 = 1, 00 V1 = 1, 00 ZP62 = 2, 66 ZV62 = 0, 65

�V2 = 1, 56 �ZP71 = 1, 45 �ZV71 = 0, 91 V2 = 4, 65 ZP71 = 1, 00 ZV71 = 1, 00

�ZP72 = 0, 69 �ZV72 = 1, 10 ZP72 = 0, 93 ZV72 = 0, 79

�PV11 = 0, 90 PV11 = 1, 00

�PV12 = 1, 11 PV12 = 1, 00

�PV21 = 1, 11 PV21 = 1, 00

�PV22 = 0, 90 PV22 = 0, 66

zawodowych w±ród m¦»czyzn wynosi:

Ω
V (PZ)
2/1(1∗) = Ω

V (PZ)
2/1(∗∗) ⋅

�PV12

�PV11

= 2, 43 ⋅ 1, 112 = 2, 99

analogiczna ±rednia dla kobiet wynosi 1,97. Podobnie mo»na wyznaczy¢ ±rednie geo-

metryczne szans zwi¡zane z gªosowaniem dla poszczególnych kategorii zawodowych

(±rednie te obliczamy dla szans wyznaczonych dla kobiet i m¦»czyzn ). �rednia ta jest

najwy»sza dla inteligencji (2, 43 ⋅ 1, 242 = 3, 73) i pozostaªych pracowników umysªo-

wych, natomiast najni»sza dla robotników niewykwali�kowanych (2, 43⋅0, 742 = 0, 84).

Parametry interakcji pozwalaj¡ nam równie» zrekonstruowa¢ warto±ci stosunków

szans. Cho¢ mo»emy je wyznaczy¢ na podstawie parametryzacji odchyle« multipli-

katywnych, wygodniej b¦dzie posªu»y¢ si¦ parametryzacj¡ wzgl¦dem pierwszych ka-

tegorii trzech zmiennych. Stosunek szans dla pªci i uczestnictwa w wyborach wynosi

Θ
P V (Z)
2/1;2/1(1) = PV22 = 0, 64, co oznacza, »e proporcja osób gªosuj¡cych do niegªosuj¡-

cych, jest w±ród kobiet ponad 1,5 razy ni»sza (tj. 1/0,64) ani»eli w±ród m¦»czyzn.
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Parametr PV22 opisuje stosunek szans Θ
P V (Z)
2/1;2/1(1) w podzbiorowo±ci odniesienia Z = 1,

jednak zgodnie z tym modelem stosunki szans s¡ takie same w ka»dej podzbiorowo±ci

wyodr¦bnionej ze wzgl¦du na przynale»no±¢ spoªeczno�zawodow¡.
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Rozdziaª 2

Modele logarytmiczno�liniowe dla

zmiennych porz¡dkowych

W poprzednim rozdziale przedstawione zostaªy modele dla zmiennych nominalnych.

Modele te mo»na równie» stosowa¢ do analizy zmiennych mierzonych na mocniej-

szych skalach, na przykªad do zmiennych porz¡dkowych. Nale»y jednak zauwa»y¢, »e

nie jest w nich wykorzystana informacja o niearbitralnym uporz¡dkowaniu kategorii

jednej b¡d¹ kilku z analizowanych zmiennych. Wykorzystanie tej informacji pozwala

sformuªowa¢ dodatkowe modele opisuj¡ce zwi¡zki pomi¦dzy zmiennymi.

Rozwa»my na pocz¡tku sytuacj¦, gdy analizujemy rozkªad ª¡czny dwóch zmien-

nych. O ile zmienne nie s¡ niezale»ne stochastycznie, nale»y przyj¡¢ model nasycony,

który peªni jedynie funkcj¦ opisow¡. Z modelem tym nie jest zwi¡zana »adna hi-

poteza dotycz¡ca zwi¡zku pomi¦dzy zmiennymi, zmienne mog¡ by¢ zale»ne, ale nie

mo»na nic powiedzie¢ na temat rodzaju tej zale»no±ci. Model nasycony posiada zero

stopni swobody. Jak zostanie pokazane w tym rozdziale wykorzystanie informacji o

porz¡dkowym charakterze jednej lub dwóch zmiennych, pozwoli na wyszczególnienie

pewnych typów zale»no±ci, do opisania których potrzeba mniej parametrów ani»eli

w modelu nasyconym. W tym sensie zaprezentowane modele dla dwóch zmiennych

b¦d¡ modelami �po±rednimi� pomi¦dzy niezale»no±ci¡ stochastyczn¡ a modelem nasy-

conym. Modele te opisuj¡ sytuacj¦, w której zmienne s¡ od siebie zale»ne, natomiast

zale»no±¢ ta ma pewien specy�czny charakter. Zwi¡zki pomi¦dzy zmiennymi w mode-

lach dla zmiennych porz¡dkowych formuªuje si¦ na ogóª za pomoc¡ stosunków szans.

Na pocz¡tku zostan¡ przedstawione wªasno±ci stosunków szans oraz poj¦cie nie-

mniejszo±ci stochastycznej. Poj¦cia te s¡ pomocne przy analizowaniu zwi¡zków pomi¦-

dzy zmiennymi porz¡dkowymi. Nast¦pnie przedstawione zostan¡ modele formuªowane

dla dwóch zmiennych, z których jedna b¡d¹ obie mierzone s¡ na skali porz¡dkowej.

Omówione zostan¡ hipotezy zwi¡zane z tymi modelami, kwestie ich parametryzacji
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i estymacji. W dalszej cz¦±ci pokazane zostanie, »e analogicznie modele formuªowa¢

mo»na dla wi¦kszej liczby zmiennych.

2.1 Lokalne stosunki szans i ich wªasno±ci

W rozdziale pierwszym omówione zostaªy stosunki szans opisuj¡ce zale»no±ci pomi¦-

dzy dowolnymi kategoriami zmiennych. W sytuacji, gdy analizowany jest rozkªad

ª¡czny zmiennej X, która przyjmuje r warto±ci oraz zmiennej Y , która przyjmuje

c warto±ci mo»na wyró»ni¢
(
r
2

)(
c
2

)
ró»nych stosunków szans. Okazuje si¦ jednak, »e

okre±lony w ten sposób zbiór jest �nadmiarowy� w takim sensie, »e na podstawie wy-

branych stosunków szans jeste±my w stanie odtworzy¢ pozostaªe. Taki �minimalny�

zbiór stosunków szans mo»na okre±li¢ na wiele sposobów. Zazwyczaj wykorzystuje

si¦ na tzw. lokalne stosunki szans, które wyró»nia si¦ dla s¡siednich kategorii jednej

i drugiej zmiennej. Daje si¦ pokaza¢, »e zestaw lokalnych stosunków szans:

ΘXY
ij = ΘX Y

(i+1)/i;(j+1)/j =
�XYij ⋅ �XY(i+1)(j+1)

�XYi(j+1) ⋅ �XY(i+1)j

(2.1)

okre±lony dla wszystkich i=1, 2,. . . , r−1 oraz j=1, 2,. . . , c−1 kategorii, pozwala na

odtworzenie wszystkich pozostaªych stosunków szans dla zmiennych X i Y . Ka»dy

stosunek szans daje si¦ przedstawi¢ jako iloczyn odpowiednich lokalnych stosunków

szans. Formalnie:

ΘX Y
(a+k)/a;(b+m)/b =

a+k−1∏
i=a

b+m−1∏
j=b

ΘXY
ij (2.2)

dla ka»dego a, b, k, m, takich, »e (a+ k) ≤ (r− 1), (b+m) ≤ (c− 1). Warto±ci k, m

wskazuj¡ o ile kategorii od siebie znajduj¡ si¦ porównywane warto±ci zmiennej wier-

szowej i kolumnowej. Aby lepiej wyja±ni¢ powy»szy zapis formalny pomocny b¦dzie

przykªad: stosunek szans dla kategorii xb i xd zmiennej X oraz yf i yℎ zmiennej Y

dla rozkªadu z tabeli 2.1 daje si¦ przedstawi¢ jako:

ΘX Y
d/b;ℎ/f = ΘX Y

c/b;g/f ⋅ΘX Y
c/b;ℎ/g ⋅ΘX Y

d/c;g/f ⋅ΘX Y
d/c;ℎ/g =

=
�XYbf ⋅ �XYcg
�XYbg ⋅ �XYcf

⋅
�XYbg ⋅ �XYcℎ
�XYbℎ ⋅ �XYcg

⋅
�XYcf ⋅ �XYdg
�XYcg ⋅ �XYdf

⋅
�XYcg ⋅ �XYdℎ
�XYcℎ ⋅ �XYdg

=

=
�XYbf ⋅ �XYdℎ
�XYbℎ ⋅ �XYdf

Zestaw wszystkich lokalnych stosunków szans zde�niowany w 2.1 opisuje wi¦c w

peªni zwi¡zki pomi¦dzy kategoriami obydwu zmiennych X i Y . Nale»y zauwa»y¢,

»e lokalne stosunki szans b¦d¡ szczególnie u»yteczne do opisu zwi¡zku pomi¦dzy
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Tabela 2.1: Rozkªad ª¡czny dwóch zmiennych X i Y (przykªad omawiany w te±cie)

X∖Y ye yf yg yℎ yi

xa �XYae �XYaf �XYag �XYaℎ �XYai

xb �XYbe �XYbf �XYbg �XYbℎ �XYbi

xc �XYce �XYcf �XYcg �XYcℎ �XYci

xd �XYde �XYdf �XYdg �XYdℎ �XYdi

zmiennymi porz¡dkowymi. W przypadku tych zmiennych kolejno±¢ kategorii nie jest

ustalona arbitralnie, tak wi¦c rozpatrywanie stosunku szans dla s¡siednich kategorii

ma pewien merytoryczny sens. W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu pokazane zostanie, »e

lokalne stosunki mo»na wykorzysta¢ do formuªowania hipotez dotycz¡cych rozkªadu

ª¡cznego zmiennych porz¡dkowych.

2.2 Niemniejszo±¢ stochastyczna

Poj¦cie to pozwala porównywa¢ ze sob¡ rozkªad dwóch zmiennych mierzonych na skali

porz¡dkowej (lub mocniejszej), b¡d¹ porównywa¢ dwa rozkªady warunkowe jednej

zmiennej w ró»nych podzbiorowo±ciach. Dla nas szczególnie u»yteczne b¦dzie drugie

z wymienionych zastosowanie tego poj¦cia. Niemniejszo±¢ stochastyczna bazuje na

porównaniu rozkªadu skumulowanego zmiennej do k-tej warto±ci, tj.

P (X ≤ xk) =
k∑
i=1

�Xi

lub rozkªadu skumulowanego od k-tej warto±ci:

P (X ≥ xk) =
r∑
i=k

�Xi .

Zmienna X ma w podzbiorowo±ci Y=ya rozkªad nie mniejszy stochastycznie ni» w

podzbiorowo±ci Y=yb je±li rozkªad prawdopodobie«stwa tej zmiennej speªnia nast¦-

puj¡cy warunek:

(X∣Y = ya) ≥st (X∣Y = yb)⇔ P (X ≤ xk∣Y = ya) ≤ P (X ≤ xk∣Y = yb), (2.3)

b¡d¹ równowa»nie

(X∣Y = ya) ≥st (X∣Y = yb)⇔ P (X ≥ xk∣Y = ya) ≥ P (X ≥ xk∣Y = yb). (2.4)
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dla ka»dej warto±ci xk zmiennej X. Oznacza to, »e porównuj¡c dwie podzbiorowo±ci

�wy»sze� warto±ci zmiennej X wyst¦puj¡ relatywnie cz¦±ciej w podzbiorowo±ci Y = ya

ni» w podbiorowo±ci Y = yb. Tabela 2.2 stanowi ilustracj¦ rozkªadów pozostaj¡cych

w relacji nie mniejszo±ci stochastycznej. W górnej cz¦±ci tabeli zamieszczony zostaª

rozkªad ª¡czny dwóch zmiennych ocena sytuacji materialnej i wyksztaªcenie, w dolnej

cz¦±ci tabeli przedstawiono warunkowe odsetki skumulowane. Porównajmy osoby z

wyksztaªceniem wy»szym z osobami z wyksztaªceniem ±rednim. Jak wida¢, wªasn¡

sytuacj¦ materialn¡ jako �bardzo dobr¡� okre±la 15% osób z wyksztaªceniem wy»szym

i jedynie 10% osób z wyksztaªceniem ±rednim. Jako �dobr¡� lub �bardzo dobr¡� opisuje

swoj¡ sytuacj¦ 55% osób z wyksztaªceniem wy»szym i 25% osób z wyksztaªceniem

±rednim. Podobnie jest, gdy porównamy odsetki skumulowane wyró»nione dla innych

kategorii. Wynika z tego, »e rozkªad zmiennej �ocena wªasnej sytuacji materialnej�

jest niemniejszy stochastycznie w podzbiorowo±ci osób z wyksztaªceniem wy»szym w

porównaniu do osób z wyksztaªceniem ±rednim.

Tabela 2.2: Wyksztaªcenie a ocena wªasnej sytuacji materialnej � rozkªad ª¡czny (w

procentach, dane �kcyjne)

Rozkªad ª¡czny (%)

Wyksztaªcenie (Y )

Ocena wªasnej

sytuacji materialnej (X) 1. Podstawowe 2. �rednie 3. Wy»sze

1. Bardzo ci¦»ka 3,75 7,50 1,75

2. Do±¢ ci¦»ka 6,00 10,00 3,50

3. Przeci¦tna 3,00 20,00 10,50

4. Do±¢ dobra 1,50 7,50 14,00

5. Bardzo dobra 0,75 5,00 5,25

Skumulowane rozkªady warunkowe X wzgl¦dem Y od danej warto±ci (%)

Wyksztaªcenie (Y )

Ocena wªasnej

sytuacji materialnej (X) 1. Podstawowe 2. �rednie 3. Wy»sze

1. Bardzo ci¦»ka 100 100 100

2. Do±¢ ci¦»ka 75 85 95

3. Przeci¦tna 35 65 85

4. Do±¢ dobra 15 25 55

5. Bardzo dobra 5 10 15
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Bardziej szczegóªowa analiza danych z tabeli 2.2 pokazuje, »e relacja niemniejszo-

±ci stochastycznej zachodzi równie» je±li porównamy osoby z wyksztaªceniem ±rednim

i podstawowym. Poniewa» jest to wªasno±¢ przechodnia wynika z tego, »e samoocena

sytuacji materialnej musi by¢ nie mniejsza stochastycznie je±li porównamy osoby z

wyksztaªceniem wy»szym i podstawowym. Je±li relacja niemniejszo±ci stochastycznej

zachodzi dla kolejnych kategorii zmiennej porz¡dkowej Y mo»emy wówczas mówi¢ o

zale»no±ci regresyjnej zmiennejX od zmiennej Y . ZmiennaX jest pozytywnie zale»na

regresyjnie od zmiennej Y , je±li:

(X∣Y = yj+1) ≥st (X∣Y = yj) dla ka»dej j kategorii yj. (2.5)

Analogicznie zmienna X jest negatywnie zale»na regresyjnie od zmiennej Y , je±li:

(X∣Y = yj) ≥st (X∣Y = yj+1) dla ka»dej j kategorii yj. (2.6)

Zale»no±¢ regresyjna nie jest wªasno±ci¡ symetryczn¡. Oznacza to, »e jest mo»liwe,

»e zmienna X jest zale»na regresyjnie od zmiennej Y (pozytywnie lub negatywnie), a

zmienna Y nie jest zale»na regresyjnie od zmiennej X (przeanalizowanie rozkªadów

warunkowych Y wzgl¦dem X w powy»szym przykªadzie pokazuje asymetryczno±¢

zale»no±ci regresyjnej). Jak ªatwo zauwa»y¢, mówienie o zale»no±ci regresyjnej ma sens

tylko wtedy gdy obydwie zmienne s¡ mierzone na skali porz¡dkowej lub mocniejszej.

2.3 Modele dla dwóch zmiennych

W tej cz¦±ci przedstawione zostan¡ modele logarytmiczno�liniowe dla dwóch zmien-

nych, z których jedna b¡d¹ dwie s¡ zmiennymi porz¡dkowymi. Modele te zostaªy

sformuªowane przez Goodmana (1979b) i Habermana (1974a) w latach siedemdzie-

si¡tych. Tak jak zostaªo zasygnalizowane na pocz¡tku tego rozdziaªu, modele te w

pewnym sensie mo»emy traktowa¢ jako �po±rednie� pomi¦dzy hipotez¡ niezale»no±ci

stochastycznej a modelem nasyconym. Zaprezentowane zostan¡: model jednakowej in-

terakcji, model wierszowy i dwie wersje modeli wierszowo�kolumnowych. Druga wer-

sja modelu wierszowo�kolumnowego daje mo»liwo±¢ skalowania kategorii zmiennej.

Tak jak przy omawianiu modeli dla zmiennych nominalnych zostan¡ zaprezentowane

hipotezy dotycz¡ce rozkªadu ª¡cznego zwi¡zane z poszczególnymi modelami, kwestia

ich parametryzacji, estymacji oraz wery�kacji statystycznej.
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2.3.1 Model jednakowej interakcji (UA)

Model ten dotyczy dwóch zmiennych, z których ka»da mierzona jest na skali porz¡d-

kowej lub mocniejszej. Przyjmujemy wi¦c, »e:

x1 < x2 < . . . < xj < . . . < xr oraz y1 < y2 < . . . < yj < . . . < yc.

Do opisu zwi¡zku pomi¦dzy zmiennymi wykorzystuje si¦ poj¦cie lokalnego stosun-

ku szans. Jak pami¦tamy, model niezale»no±ci stochastycznej zakªada, »e wszystkie

stosunki szans s¡ równe 1. W modelu nasyconym, gdy na rozkªad dwóch zmiennych

nie nakªadamy »adnych ogranicze« warto±ci stosunków szans mog¡ by¢ dowolne. Hi-

poteza o jednakowej interakcji (oznaczana jako UA � uniform association) gªosi, »e

wszystkie lokalne stosunki szans, tj. stosunki szans wyznaczone dla s¡siednich kate-

gorii zmiennej X i zmiennej Y s¡ sobie równe, tj.

ΘXY
ij = � dla ka»dego i = 1, 2, . . . , r − 1, oraz j = 1, 2, . . . , c− 1. (2.7)

Lokalny stosunek szans, tj. wyra»enie ΘXY
ij zostaªo zde�niowane w formule 2.1. Hi-

potez¦ o jednakowej interakcji ilustruje tabela 2.3 (wielko±ci w tej tabeli zostan¡

omówione poni»ej).

Tabela 2.3: Rozkªad ª¡czny zmiennych X i Y ilustruj¡cy model jednakowej interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4

x1   ⋅ Y2  ⋅ Y3  ⋅ Y4
x2  ⋅ X2  ⋅ X2 ⋅ Y2 ⋅ �  ⋅ X2 ⋅ Y3 ⋅ �2  ⋅ X2 ⋅ Y4 ⋅ �3

x3  ⋅ X3  ⋅ X3 ⋅ Y2 ⋅ �2  ⋅ X3 ⋅ Y3 ⋅ �4  ⋅ X3 ⋅ Y4 ⋅ �6

x4  ⋅ X4  ⋅ X4 ⋅ Y2 ⋅ �3  ⋅ X4 ⋅ Y3 ⋅ �6  ⋅ X4 ⋅ Y4 ⋅ �9

Hipoteza ta opisuje pewien szczególny typ zale»no±ci mi¦dzy zmiennymi. Istotne

jest, »e je±li hipoteza ta jest speªniona, zale»no±¢ � opisywana lokalnym stosunkiem

szans � jest taka sama, dla ka»dej tabeli o wymiarach 2 x 2 zªo»onej z s¡siednich ka-

tegorii zmiennej X i s¡siednich kategorii zmiennej Y . Siª¦ tak zde�niowanego zwi¡zku

de�niuje wielko±¢ lokalnego stosunku szans czyli wielko±¢ �. Je±li � > 1 to z wªasno-

±ci (2.2) wiadomo, »e wszystkie stosunki szans wyznaczone dla kategorii xa oraz xb

zmiennej X oraz kategorii yc, yd zmiennej Y takich, »e a < b oraz c < d, b¦d¡ wi¦ksze

od 1, tj. ΘX Y
a/b;c/d > 1, bez wzgl¦du na to ile kategorii dzieli warto±ci xa, xb oraz yc,

yd (przy czym dla kategorii bardziej oddalonych od siebie odpowiedni stosunek szans

jest wi¦kszy).
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Sytuacja gdy � > 1 wskazuje wi¦c na pozytywn¡ zale»no±¢ pomi¦dzy zmiennymi

porz¡dkowymi. Im wi¦ksza jest warto±¢ lokalnego stosunku szans, tym ta zale»no±¢

pomi¦dzy zmiennymi silniejsza jest silniejsza. Je±li � < 1 wskazuje to na zale»no±¢

negatywn¡ 1. W sytuacji niezale»no±ci stochastycznej wielko±¢ � byªaby równa 1.

Istnieje zwi¡zek pomi¦dzy hipotez¡ o jednakowej interakcji a stochastyczn¡ nie-

mniejszo±ci¡ rozkªadów warunkowych jednej zmiennej wzgl¦dem drugiej zmiennej.

Je±li rozkªad jest zgodny z modelem jednakowej interakcji, to zmienna X jest za-

le»na regresyjnie od zmiennej Y jak równie» zmienna Y jest zale»na regresyjnie od

zmiennej X. Kierunek tej zale»no±ci � pozytywny lub negatywny � zale»y wielko±ci

lokalnego stosunku szans. Je±li jest on wi¦kszy od 1 mamy do czynienia z pozytywn¡

zale»no±ci¡ regresyjn¡, czyli porównuj¡c dwie kategorie xa oraz xb, takie , »e a < b,

rozkªad warunkowy Y jest nie mniejszy stochastycznie w podzbiorowo±ci xb. Mo»na

to ªatwo zauwa»y¢ porównuj¡c dowolne dwa wiersze w tabeli 2.3, b¦d¡cej ilustra-

cj¡ rozkªadu zgodnego z hipotez¡ o jednakowej interakcji. Do podobnych wniosków

dojdziemy porównuj¡c dowolne dwie kolumny tj. dwa rozkªady warunkowe X.

Nale»y podkre±li¢, »e zwi¡zek pomi¦dzy hipotez¡ o jednakowej interakcji z zale»no-

±ci¡ regresyjn¡ zachodzi w jedn¡ stron¦. Nawet je±li rozkªad ª¡czny dwóch zmiennych

speªnia¢ b¦dzie dwa warunki tj. zale»no±¢ regresyjn¡ X wzgl¦dem Y oraz zale»no±¢

regresyjn¡ Y wzgl¦dem X, to nie oznacza to jeszcze, »e wszystkie lokalne stosunki

szans s¡ równe, tak wi¦c nie musi by¢ speªniona hipoteza o jednakowej interakcji.

W modelu jednakowej interakcji stosunek szans dla dowolnych kategorii mo»na

przedstawi¢ � zgodnie z 2.2 � jako iloczyn odpowiednich lokalnych stosunków szans

ΘXY
ij . Poniewa» warto±ci lokalnych stosunków szans s¡ sobie równe mo»na pokaza¢, »e

stosunek szans obliczony dla i�tej wzgl¦dem pierwszej kategorii zmiennej X a tak»e

j�tej wzgl¦dem pierwszej kategorii zmiennej Y wynosi:

ΘX Y
i/1;j/1 = �(i−1)(j−1). (2.8)

Zamieszczona powy»ej tabela 2.3, stanowi¡ca ilustracj¦ modelu jednakowej inte-

rakcji jest analogiczna do tabeli 1.20 zgodnej z parametryzacj¡ wzgl¦dem kategorii

odniesienia. Jak wida¢ wszystkie lokalne stosunki szans s¡ sobie równe. Poniewa» lo-

kalny stosunek szans opisuje zale»no±¢ pomi¦dzy dwiema zmiennymi, istnieje ±cisªa

relacja pomi¦dzy parametrem interakcji XZij z tabeli 1.20 a wyra»eniem �(i−1)(j−1).

1Nale»y zauwa»y¢, »e jest to zale»no±¢ innego rodzaju ni» opisuj¡ np. mierniki korelacji rangowej.

Na przykªad u»ywany cz¦sto wspóªczynnik tau − b Kendalla przyjmuje warto±¢ maksymaln¡, gdy

jedna zmienna jest rosn¡c¡ funkcj¡ drugiej zmiennej. W tym przypadku rozkªad nie byªby zgodny

z hipotez¡ o jednakowej interakcji.
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Tabela 2.4: Tablica ilustruj¡ca model ilustruj¡cy model jednakowej interakcji � pa-

rametry opisuj¡ce zwi¡zek mi¦dzy zmiennymi

X∖Y y1 y2 y3 y4

x1 1 1 1 1

x2 1 � �2 �3

x3 1 �2 �4 �6

x4 1 �3 �6 �9

Tabela 2.4 jest uproszczon¡ wersj¡ poprzedniej tabeli, tj. zawiera wyª¡cznie para-

metry interakcji i pomija parametry , Xi , 
Y
j , które nie opisuj¡ zwi¡zku pomi¦dzy

zmiennymi a jedynie rozkªady poszczególnych zmiennych. Ten sposób prezentacji wy-

korzystany zostanie przy wprowadzaniu kolejnych modeli w dalszej cz¦±ci tej racy. W

obydwu tabelach 2.3, 2.4 podobnie jak w tabeli 1.20 kategoriami odniesienia s¡ pierw-

sze kategorie obydwu zmiennych. Dlatego te» wyra»enie �(i−1)(j−1) jest stosunkiem

szans wyznaczonym wzgl¦dem pierwszych kategorii obydwu zmiennych. Oczywi±cie,

mo»liwe jest przyj¦cie innych kategorii odniesienia. Ogólnie, je±li kategoriami odnie-

sienia dla obydwu zmiennych s¡ odpowiednio warto±ci xa oraz yb to model zgodny z

t¡ parametryzacj¡ przyjmuje posta¢:

�XYij =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ �(i−a)(j−b). (2.9)

Przy czym parametry Xa , 
Y
b , s¡ równe 1 zgodnie z 1.53. Model jednakowej interakcji

w parametryzacji odchyle« multiplikatywnych ró»ni si¦ nieznacznie:

�XYij = � ⋅ �Xi ⋅ �Yj ⋅ �(i−ī)(j−j̄). (2.10)

Staªe ī oraz j̄ dobrane s¡ w taki sposób, »e
∑

(i − ī) = 0 oraz
∑

(j − j̄) = 0.

Wynika to z warunków 1.36 nakªadanych na parametry interakcji przy tym rodzaju

parametryzacji, tj. iloczyn parametrów interakcji dla poszczególnych wierszy oraz

iloczyn parametrów dla kolumn jest równy 1, tj.

r∏
i=1

�(i−ī)(j−j̄) = 1 oraz
c∏
j=1

�(i−ī)(j−j̄) = 1. (2.11)

Porównuj¡c model jednakowej interakcji do modelu niezale»no±ci stochastycznej

widzimy, »e pierwszy z nich wykorzystuje tylko jeden parametr wi¦cej ni» drugi.

Parametr � opisuje zwi¡zek miedzy zmiennymi i mo»na go interpretowa¢ jako lokalny

stosunek szans. Ta interpretacja pozostaje taka sama dla obydwu parametryzacji.
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Model jednakowej interakcji mo»na przedstawi¢ równie» w formie addytywnej:

log �XYij = �+ �Xi + �Yj + a(i− ī)(j − j̄). (2.12)

gdzie � jak daje si¦ pokaza¢ � parametr a jest równy logarytmowi parametru � z

wersji multiplikatywnej, czyli logarytmowi lokalnego stosunku szans. Aby móc jed-

noznacznie okre±li¢ metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci rozkªad oczekiwany zgodny z

hipotez¡ o jednakowej interakcji � oprócz informacji na temat rozkªadów brzegowych

obydwu zmiennych � potrzebna jest informacja na temat wspóªwyst¦powania ze sob¡

ró»nych kategorii obydwu zmiennych. Innymi sªowy szacowane prawdopodobie«stwa

rozkªadu oczekiwanego �̂ij musz¡ speªnia¢ nast¦puj¡ce warunki:

�̂Xi = pXi , (2.13)

�̂Yj = pYj , (2.14)
r∑
i=1

c∑
j=1

i ⋅ j ⋅ �̂XYij =
r∑
i=1

c∑
j=1

i ⋅ j ⋅ pXYij , (2.15)

gdzie pij to cz¦sto±ci z próby. Wyra»enie 2.15 informuje nas z jakimi kategoriami

jednej zmiennej wspóªwyst¦puj¡ kategorie drugiej zmiennej. Je±li jest dodatnie, mo-

»e to wskazywa¢ na zale»no±¢ pozytywn¡. Hipoteza dotycz¡ca jednakowej interakcji

jest hipotez¡ nie�elementarn¡, nie istnieje wi¦c formuªa pozwalaj¡ca wyznaczy¢ roz-

kªad oczekiwany zgodny z powy»szym modelem. Konieczne jest zastosowanie metod

iteracyjnych (Goodman 1979b, Agresti 1984).

Jak zostaªo powiedziane wcze±niej model jednakowej interakcji posiada jedynie o

jeden parametr wi¦cej ani»eli model niezale»no±ci stochastycznej - parametr �. Liczba

stopni swobody tego modelu wynosi wi¦c: df = (r − 1)(c− 1)− 1 = rc− r − c.
Liczb¦ stopni swobody mo»na zde�niowa¢ równie» odwoªuj¡c si¦ do liczby nie-

zale»nych od siebie lokalnych stosunków szans. Dla tabeli o wymiarach r x c mo»na

wyznaczy¢ (r−1)(c−1) takich wielko±ci. Zgodnie z omawianym modelem, wszystkie

one s¡ sobie równe, tj.

ΘXY
11 = ΘXY

12 = . . . = ΘXY
(r−1)(c−1),

a wi¦c liczba odpowiednich niezale»nych od siebie warunków wynosi

df = (r − 1)(c− 1)− 1.

W tabeli 2.5 przedstawiony zostaª rozkªad ª¡czny dwóch zmiennych: ocena wªa-

snej sytuacji materialnej i wªasnego gospodarstwa domowego (X) oraz opinie doty-

cz¡ce tego, czy rz¡d powinien zmniejszy¢ ró»nice w dochodach(Y )2. Dane pochodz¡

2Pytanie o sytuacj¦ materialn¡ brzmiaªo: Interesuje nas równie», jak obecnie ludzie radz¡ sobie

�nansowo. Bior¡c pod uwag¦ swoj¡ sytuacj¦ i sytuacj¦ �nansow¡ Pana(-i) rodziny, prosz¦ powiedzie¢,
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Tabela 2.5: Zadowolenie z wªasnej sytuacji materialnej a opinie dotycz¡ce zmniejsze-

nia ró»nic w dochodach przez rz¡da

Rz¡d powinien Zadowolenie z wªasnej sytuacji �nansowej (Y )

zmniejszy¢ ró»nice 1. Zadowolony(a) 3. Mniej wi¦cej 3. Niezadowolony(a)

w dochodach (X) zadowolony(a) 3

1. Zdecydowanie 53,2 160,8 366,3

si¦ zgadzam

2. Zgadzam si¦ 53,8 195,1 235,2

3. Ani si¦ zgadzam,

ani nie zgadzam 14,2 43,6 36,6

4. Nie zgadzam si¦ 15,1 24,3 22,4

5. Zdecydowanie

si¦ nie zgadzam 3,9 10,6 2,0
a�ródªo: Polski Generalny Sonda» Spoªeczny, 2005. Dane przewa»one.

Tabela 2.6: Wyniki wery�kacji dla danych z tabeli 2.5

Model df �2 G2 Δ

[X][Y ] 8 60,2 (p<0,0001) 59,7 (p<0,0001) 9,0

UA 7 13,5 (p=0,0604) 13,5 (p=0,0604) 4,2

R 4 12,8 (p=0,0124) 12,7 (p=0,0130) 3,8

C 6 7,1 (p=0,3097) 7,2 (p=0,3035) 2,7

RC1 3 6,7 (p=0,0831) 6,7 (p=0,0823) 2,5

RC2 3 4,7 (p=0,1931) 4,5 (p=0,2089) 1,4

z Polskiego Generalnego Sonda»u Spoªecznego, z 2005 roku (Cichomski i inni, 2009).

W tabeli 2.6 zostaªy przedstawione wyniki dopasowania do danych dla kilku modeli.

czy jest Pan(-i), zadowolony, mniej wi¦cej zadowolony, czy te» niezadowolony ze swojej obecnej

sytuacji �nansowej . W drugim pytaniu respondenci mieli si¦ ustosunkowa¢ do opinii: Do zada« rz¡du

powinno nale»e¢ zmniejszenie ró»nic pomi¦dzy wysokimi i niskimi dochodami . Respondenci mieli do

wyboru odpowiedzi podane w tabeli 2.5. Osoby, które nie udzieliªy odpowiedzi na przynajmniej jedno

z pyta« zostaªy wyª¡czone z analizy (stanowiªy one 2,4% wszystkich respondentów). Zastosowano

zªo»ony schemat doboru próby, jednak � tak jak zostaªo zasygnalizowane w poprzednim rozdziale

� wery�kacja hipotez w tej i w kolejnych analizach zostaªa przeprowadzona przy zaªo»eniu, »e

mamy do czynienia z doborem prostym. Dane zostaªy przewa»one, dlatego liczebno±ci w tabeli

nie s¡ liczbami caªkowitymi. Wi¦cej informacji o badaniu mo»na znale¹¢ w Aneksie i na stronie

internetowej pgss.iss.uw.edu.pl.
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Cz¦±¢ z nich omówiona zostanie w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu. Modelem wyj±ciowym

jest model niezale»no±ci stochastycznej. Jak wida¢, model ten nie jest realistycznym

opisem danych. Okazuje si¦ jednak, »e model jednakowej interakcji (UA) � cho¢ po-

siada tylko jeden dodatkowy parametr � jest akceptowalny na poziomie istotno±ci

� = 0, 05. Jego liczba stopni swobody wynosi 7, a statystyki dopasowania wynosz¡

odpowiednio �2 = 13, 52 (p = 0, 06), G2 = 13, 50 (p = 0, 06).

Tabela 2.7: Rozkªad oczekiwany zgodny z modelem jednakowej interakcji dla danych

z tabeli 2.5

Rz¡d powinien Zadowolenie z wªasnej sytuacji �nansowej (Y )

zmniejszy¢ ró»nice 1. Zadowolony(a) 3. Mniej wi¦cej 3. Niezadowolony(a)

w dochodach (X) zadowolony(a) 3

1. Zdecydowanie 44,2 185,0 351,1

si¦ zgadzam

2. Zgadzam si¦ 57,7 177,9 248,4

3. Ani si¦ zgadzam,

ani nie zgadzam 16,9 38,2 39,3

4. Nie zgadzam si¦ 15,7 26,2 19,8

5. Zdecydowanie

si¦ nie zgadzam 5,7 7,0 3,9

W tabeli 2.7 zostaªy podane liczebno±ci oczekiwane zgodne z omawianym mode-

lem. Jak ªatwo sprawdzi¢ wszystkie lokalne stosunki s¡ sobie równe:

� =
44, 2 ⋅ 177, 9

185, 0 ⋅ 57, 7
=

185, 0 ⋅ 248, 4

351, 1 ⋅ 177, 9
= . . . = 0, 74.

Zinterpretujmy powy»szy parametr w odniesieniu do stosunku szans ΘXY
21 . Zgod-

nie z modelem jednakowej interakcji proporcja liczby osób, które zgadzaj¡ si¦ co do

tego, »e rz¡d powinien zmniejszy¢ ró»nice w dochodach (X = x2) do liczby osób, któ-

re s¡ neutralne wobec takiej opinii(X = x3) jest 1,35 (1/0,74) razy mniejsza w±ród

respondentów, którzy s¡ zadowoleni z sytuacji �nansowej (Y = y1) ani»eli w±ród osób

±rednio zadowolonych (Y = y2). Podobny wniosek mo»na sformuªowa¢ dla dowolnej

pary �s¡siednich� kategorii zmiennej X i zmiennej Y . Jest równie» mo»liwe okre±lenie

zale»no±ci dla kategorii �odlegªych� od siebie, na przykªad ΘX Y
5/1;3/1 = �8, co oznacza,

»e zgodnie z modelem proporcja liczby osób, które zdecydowanie zgadzaj¡ si¦ co do

tego, »e rz¡d powinien zmniejszy¢ ró»nice w dochodach (X = x1) do liczby osób, któ-

re zdecydowanie si¦ nie zgadzaj¡ z tak¡ opini¡ (X = x5) jest ponad jedena±cie razy
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Rysunek 2.1: Warunkowe logity dla s¡siednich kategorii zmiennej X wzgl¦dem Y

(model jednakowej interakcji)

mniejsza (1/0, 748), w±ród respondentów, którzy s¡ zadowoleni z sytuacji �nansowej

(Y = y1) ani»eli w±ród osób niezadowolonych (Y = y3).

Warto kilka sªów po±wieci¢ gra�cznej interpretacji modelu jednakowej interak-

cji. Cz¦sto w literaturze wskazuje si¦, »e model ten opisuje pewnego rodzaju liniow¡

zale»no±¢3. Rysunek 2.1 pokazuje, na czym polega liniowo±¢ tej zale»no±ci w od-

niesieniu do analizowanego powy»ej przykªadu empirycznego4. Na osi pionowej na-

niesione zostaªy warunkowe logarytmy szans5, czyli tzw. logity wyznaczone dla s¡-

siednich kategorii zmiennej X, wzgl¦dem poszczególnych kategorii zmiennej Y tj.

log
(

Ω
X (Y )
2/1(j)

)
, log

(
Ω
X (Y )
3/2(j)

)
, log

(
Ω
X (Y )
4/3(j)

)
, log

(
Ω
X (Y )
5/4(j)

)
. Wielko±ci te wskazuj¡ infor-

muj¡ jak cz¦sto byªa wybierana kategoria xi+1 wzgl¦dem kategorii xi. Na przykªad,

je±li log
(

Ω
X (Y )
2/1(1)

)
= 0 oznacza to, »e osoby zadowolone z wªasnej sytuacji �nansowej,

w kwestii zmniejszania ró»nic w dochodach przez rz¡d równie cz¦sto wskazuj¡ na od-

powied¹ zdecydowanie si¦ zgadzam jak odpowied¹ zgadzam si¦. Wielko±¢ wi¦ksza od

0 wskazuje, »e relatywnie cz¦±ciej wybierana byªa odpowied¹ zgadzam si¦, natomiast

wielko±¢ mniejsza od 0 � odpowied¹ zdecydowanie si¦ zgadzam.

3W literaturze anglosaskiej okre±la si¦ go cz¦sto jako linear�by�linear model (Agresti 1984,

Haberman 1974a).
4Podobn¡ ilustracj¦ w odniesieniu do tablic ruchliwo±ci zamieszcza Hout (1983).
5Poj¦cie szansy zostaªo omówione w rozdziale 1 przy okazji modelu [XY ][XZ][Y Z].
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Na rysunku naniesione zostaªy zarówno logity z próby, jak równie» logity zgodne

z zaªo»onym modelem. Widoczna jest nast¦puj¡ca tendencja: wielko±ci logitów ma-

lej¡, gdy przechodzimy od osób zadowolonych do osób niezadowolonych, co wskazuje

na nast¦puj¡cy trend: im gorsza jest sytuacja materialna, tym cz¦±ciej respondenci

postuluj¡ zmniejszenie ró»nic w dochodach. Zauwa»my, »e logity opisuj¡ce jednakow¡

interakcj¦, ukªadaj¡ si¦ na linii prostej a jej k¡t nachylenia okre±la wielko±¢:

log
(

Ω
X (Y )
i+1/i(j+1)

)
− log

(
Ω
X (Y )
i+1/i(j)

)
= log

(
Ω
X (Y )
i+1/i(j+1)

Ω
X (Y )
i+1/i(j)

)
= log(�) = a,

czyli jest równy parametrowi interakcji z addytywnej postaci modelu 2.12. Co wi¦cej,

linie dla poszczególnych logitów s¡ równolegªe do siebie. To, na jakiej wysoko±ci jest

linia zale»y od wielko±ci wyra»enia

�Xi+1 − �Xi .

W przypadku parametryzacji odchyle« multiplikatywnych wielko±¢ ta oznacza loga-

rytm cz¡stkowej szansy � tj. logarytm ±redniej geometrycznej warunkowych szans

� »e zmienna X przyjmie raczej warto±¢ xi+1 ani»eli warto±¢ xi. Daje si¦ równie»

zauwa»y¢, »e logity empiryczne le»¡ stosunkowo blisko tych linii, co stanowi gra�czne

potwierdzenie dobrego dopasowania modelu do danych. Stosunkowo najgorzej dopa-

sowane s¡ logity log
(

Ω
X (Y )
5/4(j)

)
, ale warto zauwa»y¢, »e liczebno±ci dla pi¡tej kategorii

zmiennej X liczebno±ci s¡ maªe, st¡d mo»na si¦ spodziewa¢, »e zale»no±ci ustalone na

podstawie próby mog¡ by¢ najbardziej przypadkowe. Rysunek 2.2 przedstawia ana-

logiczne logity dla s¡siednich kategorii zmiennej Y wzgl¦dem kategorii zmiennej X.

Wzór zale»no±ci jest podobny: logity zgodne z modelem s¡ liniowe wzgl¦dem kolejnych

kategorii zmiennej X, a linie dla logitów log
(

Ω
Y (X)
2/1(i)

)
oraz log

(
Ω
Y (X)
3/2(i)

)
s¡ równo-

legªe do siebie. Równie» na tym rysunku wida¢, »e najgorzej dopasowane s¡ logity

wyznaczone dla podzbiorowo±ci okre±lonej przez pi¡t¡ warto±¢ zmiennej X, co mo»e

wynika¢ z tego, »e kategoria ta byªa wybierana przez respondentów sporadycznie.

2.3.2 Model efektu wierszowego (R)

Model ten uwzgl¦dnia informacje o niearbitralnym uporz¡dkowaniu kategorii jednej

zmiennej. Przyjmijmy, »e zmienn¡ t¡ b¦dzie zmienna kolumnowa Y . Druga zmienna

X � zmienna wierszowa�mo»e by¢ mierzona na skali nominalnej. Oczywi±cie model

ten mo»e opisywa¢ równie» zwi¡zek pomi¦dzy dwiema zmiennymi porz¡dkowymi. W

takiej sytuacji nie wykorzystujemy informacji o uporz¡dkowaniu kategorii zmiennej

wierszowej (X), jednak mo»e si¦ okaza¢, »e model ten b¦dzie lepiej opisywaª zwi¡zek

mi¦dzy zmiennymi ni» hipoteza o jednakowej interakcji.
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Rysunek 2.2: Warunkowe logity dla s¡siednich kategorii zmiennej Y wzgl¦dem X

(model jednakowej interakcji)

W modelu efektu wierszowego (oznaczonym jako R � row e�ect model) � po-

dobnie w modelu jednakowej interakcji � zwi¡zek pomi¦dzy dwiema zmiennymi jest

opisywany za pomoc¡ stosunku szans. Hipoteza zwi¡zana z tym modelem gªosi, »e

stosunki szans dla dwóch dowolnych kategorii zmiennej wierszowej X tj. xa, xb, oraz

s¡siaduj¡cych ze sob¡ kategorii zmiennej porz¡dkowej Y , tj. yj, yj+1 zale»¡ tylko od

tego, które warto±ci zmiennej wierszowej s¡ porównywane, natomiast s¡ takie same

dla kolejnych kolumn. Formalnie:

ΘX Y
b/a;(j+1)/j = �Xb/a. (2.16)

Prawidªowo±¢ ta zachodzi dla ka»dej pary kategorii xa, xb zmiennej X oraz dla ka»dego

j = 1, 2, . . . , c− 1. Wielko±¢ stosunku szans informuje nas na ile rozkªady oczekiwane

zmiennej porz¡dkowej Y dla dwóch kategorii zmiennej X s¡ podobne lub ró»ni¡ si¦

od siebie. Je±li stosunki szans s¡ równe jedno±ci wskazuje to, »e warunkowe rozkªady

prawdopodobie«stwa zmiennej Y wyró»nione ze wzgl¦du na kategorie xa, xb zmiennej

X s¡ takie same.

Ilustracj¡ modelu wierszowego jest tablica 2.8 (interpretacja wielko±ci w niej

przedstawionych zostanie przedstawiona w dalszej cz¦±ci). Porównuj¡c t¦ tabel¦ z

tablic¡ 2.4, jak równie» formuªy 2.7 oraz 2.16, mo»na zauwa»y¢, »e model jednakowej

interakcji jest prostszy w stosunku do modelu efektu wierszowego tj. pierwszy z nich

jest szczególnym przypadkiem drugiego. �atwo daje si¦ pokaza¢ zwi¡zek pomi¦dzy
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obydwiema hipotezami. Hipoteza o efekcie wierszowym gªosi, »e je±li z tabeli rozkªadu

ª¡cznego zmiennych X i Y o wymiarach r x c wyodr¦bnimy tabel¦ o wymiarach 2 x

c, (dla dowolnych dwóch wierszy), to rozkªad w tej tabeli b¦dzie zgodny z hipotez¡ o

jednakowej interakcji, bo dla takiej �zredukowanej tabeli� wszystkie lokalne stosunki

szans s¡ sobie równe.

Tabela 2.8: Ilustracja modelu efektu wierszowego - parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4

x1 1 1 1 1

x2 1 �2 �2
2 �3

2

x3 1 �3 �2
3 �3

3

x4 1 �4 �2
4 �3

4

Podobnie jak w przypadku modelu jednakowej interakcji, równie» w przypadku

modelu efektu wierszowego mo»na pokaza¢ zwi¡zek z niemniejszo±ci¡ stochastyczn¡

wybranych rozkªadów. Dwa dowolne warunkowe rozkªady zmiennej porz¡dkowej Y w

zbiorowo±ciach wyró»nionych, ze wzgl¦du na kategorie xa, xb, zmiennej wierszowej X

pozostaj¡ w relacji niemniejszo±ci stochastycznej. To, który rozkªad jest nie mniejszy

stochastycznie zale»y od wielko±ci lokalnego stosunku szans �b/a. Je±li jest on wi¦kszy

od 1, to rozkªad dla podzbiorowo±ci xb jest nie mniejszy stochastycznie w porówna-

niu do rozkªadu w podzbiorowo±ci xa. Zale»no±¢ ta nie zachodzi jednak w obydwie

strony: z tego, »e rozkªady warunkowe dla dowolnej pary wierszy pozostaj¡ w relacji

niemniejszo±ci stochastycznej nie wynika, »e rozkªad ª¡czny jest zgodny z modelem

wierszowym.

Zakªadaj¡c, »e model o efekcie wierszowym jest speªniony, mo»na wyró»ni¢
(
r
2

)
ró»nych stosunków szans dla s¡siednich kategorii zmiennej porz¡dkowej Y i dwóch

dowolnych kategorii zmiennej X, tj. zwi¡zek pomi¦dzy zmiennymi opisywaªyby
(
r
2

)
parametry �b/a. Z wªasno±ci 2.2 wynika jednak, »e do opisu zale»no±ci pomi¦dzy

zmiennymi nie jest konieczne rozwa»anie ich wszystkich. Mo»na skupi¢ si¦ na lo-

kalnych stosunkach szans. Hipoteza o efekcie wierszowym gªosi, »e:

ΘXY
ij = �Xi . (2.17)

Powy»sz¡ hipotez¦, mo»emy równie» wyrazi¢ w odniesieniu do zestawu (r − 1) sto-

sunków szans wyodr¦bnionych wzgl¦dem kategorii odniesienia x1 zmiennej X, tj.

ΘX Y
i/1;(j+1)/j = �Xi/1. (2.18)
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dla ka»dego i = 1, 2, . . . , r − 1 takiego, »e i ∕= 1 oraz j = 1, 2, . . . , c − 1. Powy»sze

formuªy s¡ równowa»ne. Na podstawie zestawu z formuªy 2.17 b¡d¹ formuªy 2.18 je-

ste±my w stanie odtworzy¢ wszystkie stosunki szans, dla dowolnych kategorii zmiennej

X i zmiennej Y . Na przykªad dla dowolnych kategorii, xe, xf zmiennej X i dowolnego

j zachodzi:

ΘX Y
f/e;(j+1)/j =

ΘX Y
f/1;(j+1)/j

ΘX Y
e/1;(j+1)/j

=
�Xf/1
�Xe/1

= �f/e. (2.19)

Tak wi¦c, do porównania rozkªadów warunkowych zmiennej Y w kategoriach wy-

ró»nionych ze wzgl¦du na zmienn¡ wierszow¡ Y wystarczy w przypadku hipotezy o

efekcie wierszowym r − 1 parametrów.

Zauwa»my, »e tabela 2.8 ilustruj¡ca model efektu wierszowego � podobnie jak 2.4

dotycz¡ca jednakowej interakcji � jest zgodna z parametryzacj¡ wzgl¦dem kategorii

odniesienia, przy czym kategoriami odniesienia dla obydwu zmiennych s¡ pierwsze

kategorie zmiennych X oraz Y . Parametr �i mo»na interpretowa¢ jako stosunek szans

ΘX Y
i/1;(j+1)/j. Jest on indeksowany przez warto±¢ zmiennej wierszowej, tak wi¦c do opisu

zale»no±ci pomi¦dzy zmiennymi potrzebnych jest wi¦cej parametrów ni» w modelu

jednakowej interakcji a mianowicie r− 1. Korzystaj¡c z 2.2 wiadomo, »e je±li rozkªad

jest zgodny z modelem wierszowym to ka»dy stosunek szans obliczony dla kategorii

j-tej wzgl¦dem pierwszej kategorii zmiennej Y oraz kategorii i-tej wzgl¦dem pierwszej

kategorii zmiennejX, daje si¦ przedstawi¢ jako iloczyn odpowiednich stosunków szans

w danym wierszu:

ΘX Y
i/1;j/1 = �j−1

i dla ka»dego i = 1, 2, . . . , r − 1 oraz j = 1, 2, . . . , c− 1. (2.20)

Oczywi±cie, mo»na wybra¢ dowolne kategorie odniesienia xc oraz yd obydwu zmien-

nych. Ogólnie, model efektu wierszowego mo»na przestawi¢ jako:

�XYij =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ �
(j−d)
i . (2.21)

Przy czym parametry Xc , 
Y
d , �c s¡ równe 1 zgodnie z 1.53. Ró»nica (j − d) infor-

muje, ile kategorii dzieli kategori¦ yj od kategorii odniesienia yd. Dla parametryzacji

odchyle« multiplikatywnych powy»szy model przyjmuje posta¢:

�XYij = � ⋅ �Xi ⋅ �Yj ⋅ '
(j−j̄)
i . (2.22)

Przy czym na parametry �Xi , �Yj nakªadamy warunki 1.36, natomiast j̄ jest tak¡ staª¡,

»e
∑

(j − j̄) = 0 a iloczyn wszystkich parametrów �i jest równy 1, tj:

r∏
i=1

'i = 1. (2.23)
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Model efektu wierszowego w formie addytywnej, wygl¡da nast¦puj¡co:

log �XYij = �+ �Xi + �Yj + bi(j − j̄). (2.24)

Oszacowanie metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci rozkªadu oczekiwanego zgodnego z

hipotez¡ o efekcie wierszowym, wymaga oprócz informacji na temat rozkªadów brze-

gowych obydwu zmiennych (2.13, 2.14) równie» informacji na temat rozkªadów wa-

runkowych zmiennej Y wzgl¦dem zmiennej X. Mówi¡c dokªadniej musi zachodzi¢:

c∑
j=1

j ⋅ �̂XYij =
c∑
j=1

j ⋅ pXYij , (2.25)

dla ka»dego i, gdzie pij to cz¦sto±ci z próby. Wyra»enie to informuje nas, czy ka-

tegorie �wy»sze� zmiennej porz¡dkowej Y pojawiaj¡ si¦ cz¦±ciej czy te» rzadziej w

stosunku do kategorii �ni»szych�. Podobnie jak w modelu o jednakowej interakcji nie

istnieje formuªa pozwalaj¡ca na skonstruowanie rozkªadu oczekiwanego i konieczne

jest zastosowanie metod iteracyjnych.

Jak wida¢, model efektu wierszowego posiada wi¦cej parametrów ani»eli model

jednakowej interakcji. W porównaniu do modelu niezale»no±ci stochastycznej posiada

on dodatkowo (r − 1) parametrów �i, dlatego liczba stopni swobody tego modelu

wynosi:

df = (r − 1)(c− 1)− (r − 1) = (r − 1)(c− 2).

Liczb¦ stopni swobody mo»na równie» wyznaczy¢ odwoªuj¡c si¦ do zaªo»e« dotycz¡-

cych lokalnych stosunków szans. Liczba s¡siaduj¡cych ze sob¡ par wierszy wynosi

(r− 1), dla ka»dej pary wierszy mo»na wyznaczy¢ (c− 1) lokalnych stosunków szans.

Zakªadamy, »e dla ka»dej pary wierszy s¡ one równe, co przekªada si¦ na (c− 2) wa-

runków. �¡cznie liczba zaªo»e« wynosi wi¦c (r− 1)(c− 2). Na ich podstawie mo»emy

wyznaczy¢ warto±¢ ka»dego nie�lokalnego stosunku szans.

Analogicznie daje si¦ sformuªowa¢ hipotez¦ o efekcie kolumnowym (oznaczan¡

jako C � column e�ect model): zmienna wierszowa jest zmienn¡ porz¡dkow¡ i po-

równujemy jej rozkªady dla wybranych kategorii zmiennej wierszowej. Liczba stopni

swobody tego modelu wynosi df = (r − 2)(c− 1).

Hipotez¦ efektu wierszowego wyra»a si¦ równie» za pomoc¡ nieco odmiennej pa-

rametryzacji uªatwiaj¡cej jej porównanie z modelem jednakowej interakcji. Formuª¦

2.17 de�niuj¡c¡ lokalny stosunek szans mo»na alternatywnie przedstawi¢ jako iloczyn

parametrów dwóch typów.

ΘXY
ij = � ⋅ �i (2.26)

dla ka»dego i = 1, 2, . . . , r− 1 oraz j = 1, 2, . . . , c− 1. Zgodnie z tym uj¦ciem formuª¦

dotycz¡c¡ prawdopodobie«stwa rozkªadu oczekiwanego mo»emy przedstawi¢ nast¦-
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puj¡co:

�XYij =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ �(i−1)(j−1) ⋅ �(j−1)
i , (2.27)

zakªadaj¡c, »e kategoriami odniesienia s¡ pierwsze kategorie obydwu zmiennych. W

stosunku do 2.21 formuªa zawiera parametr �. Mo»na natomiast przyj¡¢, »e dwa

parametry �i � a nie jeden, jak zakªadali±my przy formule 2.21 � s¡ równe 1,

np: �1 = �r = 1. Jest to równoznaczne z przyj¦ciem, »e parametr � w formule 2.26

wskazuje na stosunek szans wyznaczony dla skrajnych kategorii zmiennej X, a iloczyn

parametrów �i z formuªy jest równy 1.

Aby zinterpretowa¢ wielko±ci parametrów � oraz �i z formuªy 2.27 pomocne b¦-

dzie wyznaczenie stosunku szans porównuj¡cego pierwsze i ostatnie kategorie obydwu

zmiennych. Jak wiadomo, jest on równy iloczynowi wszystkich lokalnych stosunków

szans i wynosi:

ΘX Y
r/1;c/1 =

r−1∏
i=1

c−1∏
i=1

ΘXY
ij = �(r−1)(c−1). (2.28)

Pokazuje to, »e w tym uj¦ciu parametr � jest ±redni¡ geometryczn¡ lokalnych sto-

sunków szans wyznaczon¡ na podstawie rozkªadu oczekiwanego zgodnego z hipotez¡

o efekcie wierszowym. W tym sensie jest on �odpowiednikiem� parametru z modelu

jednakowej interakcji. Natomiast parametry wierszowe � mody�kuj¡ jednakow¡ in-

terakcj¦ poprzez wprowadzenie specy�ki zmiennej wierszowej. Parametr � z formuªy

2.26 mo»na umownie interpretowa¢ jako ±redni¡ ogóln¡ siªy zale»no±ci. Ten sposób

parametryzacji mo»e by¢ u»yteczny dla omówienia pewnych zagadnie« zwi¡zanych z

hipotezami dla trzech zmiennych, które przedstawimy w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu.

Gdyby±my zaªo»yli �1 = �2 = 1 wówczas interpretacja � zmieniaªaby si¦. Okre±laª by

on wówczas lokalne stosunki szans dla dwóch pierwszych kategorii zmiennej wierszo-

wej.

W Tabeli 2.9 zamieszczony jest rozkªad liczebno±ci dwóch zmiennych (Europej-

ski Sonda» Spoªeczny, 2004). Zmienna wierszowa X opisuje poªo»enie spoªeczno-

zawodowe badanych. Wykorzystana zostaªa Spoªeczna Klasy�kacja Zawodów w wersji

wyró»niaj¡cej 7 grup6 Druga zmienna (Y ) dotyczy zainteresowania polityk¡7. Okazuje

si¦, »e model wierszowy jest adekwatnym opisem danych: posiada 12 stopni swobody,

statystyka �2 = 14, 74 (p = 0, 26) natomiast statystyka G2 = 15, 13 (p = 0, 26).

W tabeli 2.10 zostaªy przedstawione parametry modelu wierszowego. Kategori¡

odniesienia jest �inteligencja�, dlatego dla tej kategorii warto±¢ parametru jest równa

6Porównaj omówienie danych z tabeli 1.27.
7Na pytanie o zainteresowanie polityk¡ jedynie trzy osoby odpowiedziaªy �Trudno powiedzie¢�.

Zostaªy one wyª¡czone z analizy. Informacja o przynale»no±ci do grupy spoªeczno-zawodowej doty-

czyªa jedynie osób, które kiedykolwiek pracowaªy. Dane zostaªy przewa»one zgodnie ze schematem

doboru próby. W procesie wery�kacji przyj¦to dla uproszczenia zaªo»enie o doborze prostym.
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Tabela 2.9: Przynale»no±¢ spoªeczno�zawodowa (klasy�kacja SKZ) a zainteresowanie

polityk¡a

Jak by Pan(i) okre±liª(a) swoje zainteresowanie polityk¡? Czy Pan(i) polityk¡ . . . (X)

Kategorie 1. bardzo si¦ 2. dosy¢ si¦ 3. niezbyt si¦ 4. w ogóle si¦

spoªeczno�zawodowe (Y ) interesuje interesuje interesuje nie interesuje

1. Inteligencja 12,6 52,4 30,2 4,1

2. Pozostali pracownicy umysªowi 20,5 122,4 111,9 36,8

3. Pracownicy �zyczno�umysªowi 10,2 67,1 84,4 37,8

4. Robotnicy wykwali�kowani 28,1 124,9 162,0 72,4

5. Robotnicy nie wykwali�kowani 8,0 42,7 95,5 44,7

6. Rolnicy 7,0 43,4 71,8 41,4

7. Prywatni przedsi¦biorcy 5,9 69,9 56,0 16,4
a�ródªo: Europejski Sonda» Spoªeczny, 2004. Dane przewa»one.

1. Je±li chodzi o zainteresowanie polityk¡, warto±ci parametrów wierszowych pokazuj¡,

»e najbardziej zbli»eni do inteligencji s¡ prywatni przedsi¦biorcy (�2 = 1, 59) i pra-

cownicy umysªowi (�2 = 1, 61). Przypomnijmy, »e warto±ci parametrów wierszowych

mo»na interpretowa¢ jako stosunki szans dla s¡siednich kategorii zmiennej porz¡dko-

wej Y dla dwóch wybranych kategorii spoªeczno�zawodowych. Na przykªad, zgodnie

z hipotez¡ o efekcie wierszowym w±ród prywatnych przedsi¦biorców proporcja osób,

które polityk¡ bardzo si¦ interesuj¡ w stosunku do osób, które do±¢ si¦ interesuj¡ jest

1,59 razy mniejsza ni» w±ród inteligencji (co okre±la iloraz �7/�1). Porównuj¡c do in-

teligencji inne grupy, stosunek ten jest jeszcze wi¦kszy, na przykªad w±ród robotników

Tabela 2.10: Parametry modelu wierszowego �i dla danych z tabeli 2.9

Kategoria spoªeczno�zawodowa �i

1. Inteligencja 1,00

2. Pozostali pracownicy umysªowi 1,61

3. Pracownicy �zyczno-umysªowi 2,13

4. Robotnicy wykwali�kowani 2,03

5. Robotnicy nie wykwali�kowani 2,80

6. Rolnicy 2,69

7. Prywatni przedsi¦biorcy 1,59
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niewykwali�kowanych proporcja ta jest prawie 3 razy mniejsza. Mo»na te» zauwa»y¢,

»e s¡ grupy bardzo podobne do siebie pod wzgl¦dem zainteresowania polityk¡ np. pry-

watni przedsi¦biorcy i pozostali pracownicy umysªowi. Jak wida¢, �7/�2=0,99, czyli

rozkªady warunkowe s¡ dla tych dwóch grup prawie identyczne. Powy»sze parametry

pozwalaj¡ te» porównywa¢ rozkªad zmiennej zainteresowanie polityk¡ w poszczegól-

nych grupach zawodowych. Rozkªad tej zmiennej w±ród inteligencji jest nie wi¦kszy

stochastycznie ni» w±ród prywatnych przedsi¦biorców, a w±ród tych ostatnich nie

wi¦kszy stochastycznie ni» w±ród rolników itd.

Jak zostaªo zasygnalizowane, cho¢ zmienna wierszowa w modelu wierszowym (i

odpowiednio zmienna kolumnowa w modelu kolumnowym) mo»e by¢ mierzona na

skali nominalnej, to model ten mo»e by¢ równie» u»yteczny w sytuacji, gdy obydwie

zmienne s¡ mierzone na skali porz¡dkowej. Dzieje si¦ tak wówczas, gdy zwi¡zek po-

mi¦dzy zmiennymi jest bardziej skomplikowany ani»eli zakªada to hipoteza jednako-

wej interakcji. W tabeli 2.6 zostaªy zamieszczone wyniki wery�kacji hipotez o efekcie

wierszowym (kolumnowym) w odniesieniu do danych z tabeli 2.5. Model wierszowy

uwzgl¦dniaj¡cy specy�k¦ poszczególnych kategorii zmiennej dotycz¡cej opinii w kwe-

stii zmniejszenia zró»nicowania zarobków przez rz¡d, jest akceptowalny na poziomie

istotno±ci � = 0, 01, ale nale»aªoby go odrzu¢ na poziomie istotno±ci � = 0, 05.

Nale»y przypomnie¢, »e model jednakowej interakcji jest zagnie»d»ony w modelu

wierszowym. Porównuj¡c modele 2.9 i 2.21 widzimy, »e �i = �i−1. Obydwa modele

mo»emy porówna¢ za pomoc¡ testu warunkowego: G2 = 13, 50−12, 67 = 0, 83 przy 4

stopniach swobody, co pokazuje, »e uwzgl¦dnienie specy�ki zmiennej wierszowej nie

poprawia dopasowania do danych w sposób znacz¡cy (p = 0, 93). Parametry mode-

lu wierszowego wynosz¡ odpowiednio: �1 = 1, �2 = 0, 69, �3 = 0, 42, �4 = 0, 42,

�5 = 0, 28. Gdyby±my próbowali �zrekonstruowa¢� powy»sze warto±ci na podstawie

kolejnych pot¦g parametru � z modelu jednakowej interakcji wynosiªyby one odpo-

wiednio: �0 = 1, �1 = 0, 74, �2 = 0, 54, �3 = 0, 39, �4 = 0, 29. Ró»nice te s¡ niewielkie,

co potwierdza, »e wprowadzenie oddzielnych parametrów dla zmiennej X, nie daje

lepszego opisu ni» znacznie prostszy model jednakowej interakcji.

Inaczej jest z modelem kolumnowym, który uwzgl¦dnia specy�k¦ zmiennej opi-

suj¡cej zadowolenie z sytuacji materialnej. Obydwie statystyki pokazuj¡ dobre do-

pasowanie do danych: model ten posiada 6 stopni swobody �2 = 7, 12 (p = 0, 31),

G2 = 7, 19 (p = 0, 30) . Model ten posiada tylko 1 niezale»ny parametr wi¦cej ni»

model jednakowej interakcji. Test warunkowy porównuj¡cy obydwa modele pokazuje,

»e G2 = 13, 50− 7, 19 = 6, 31, (p = 0, 012). Na poziomie istotno±ci � = 0, 01, nale-

»aªoby przyj¡¢ model prostszy, jednak na poziomie � = 0, 05 dopasowanie modelu

kolumnowego okazuje si¦ istotnie statystycznie lepsze. Parametry �jw modelu kolum-
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Tabela 2.11: Rozkªad oczekiwany zgodny z modelem kolumnowym dla danych z tabeli

2.5

Rz¡d powinien Zadowolenie z wªasnej sytuacji �nansowej (Y )

zmniejszy¢ ró»nice 1. Zadowolony(a) 3. Mniej wi¦cej 3. Niezadowolony(a)

w dochodach (X) zadowolony(a) 3

1. Zdecydowanie 49,7 170,2 360,4

si¦ zgadzam

2. Zgadzam si¦ 58,6 180,8 244,7

3. Ani si¦ zgadzam,

ani nie zgadzam 15,2 42,5 36,7

4. Nie zgadzam si¦ 12,6 31,7 17,5

5. Zdecydowanie

si¦ nie zgadzam 4,1 9,2 3,2

nowym s¡ równe odpowiednio �1 = 1, �2 = 0, 90, �3 = 0, 57, co pokazuje, »e osoby

mniej wi¦cej zadowolone z sytuacji w opiniach zmniejszania ró»nic w dochodach ró»-

ni¡ si¦ nieznacznie w stosunku do osób zadowolonych natomiast ró»ni¡ si¦ znacznie w

stosunku do osób niezadowolonych (kolejne pot¦gi parametru jednakowej interakcji �

wynosz¡ odpowiednio: �0 = 1, �1 = 0, 74, �2 = 0, 54).

Tabela 2.11 pokazuje rozkªad oczekiwany zgodny z modelem kolumnowym. Wy-

kresy 2.3 i 2.4 pokazuj¡ gra�czn¡ interpretacj¦ modelu kolumnowego w odniesieniu

do danych z tabeli 2.5, tj. odpowiednio logity warunkowe dla kategorii X wzgl¦dem

Y na pierwszym wykresie, a na kolejnym logity warunkowe dla kategorii Y wzgl¦dem

X. Wybrany zostaª model kolumnowy, gdy» jego dopasowanie do danych byªo lepsze,

cho¢ oczywi±cie analogicznie mo»na zilustrowa¢ model wierszowy. Na rysunku 2.3 wi-

da¢, »e warunkowe logity dla s¡siednich kategorii zmiennej X wzgl¦dem Y nie le»¡ na

jednej linii. Odlegªo±ci pomi¦dzy logitami pomi¦dzy kolejnymi kategoriami zmiennej

Y wynosz¡

log
(

Ω
X (Y )
i+1/i(j+1)

)
− log

(
Ω
X (Y )
i+1/i(j)

)
= log

(
Ω
X (Y )
i+1/i(j+1)

Ω
X (Y )
i+1/i(j)

)
= log

(
�j+1

�j

)
= bj+1 − bj,

gdzie bj, bj+1 s¡ parametrem efektu kolumnowego w wersji addytywnej. Wykresy dla

logitów log
(

Ω
X (Y )
2/1(j+1)

)
, log

(
Ω
X (Y )
3/2(j+1)

)
, log

(
Ω
X (Y )
4/3(j+1)

)
, log

(
Ω
X (Y )
5/4(j+1)

)
pozostaj¡ �

podobnie jak w przypadku modelu jednakowej interakcji � równolegªe do siebie. Na

rysunku 2.4 na odwrót: wida¢, »e warunkowe logity dla s¡siednich kategorii zmiennej
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Rysunek 2.3: Warunkowe logity dla s¡siednich kategorii zmiennej X wzgl¦dem Y

(model kolumnowy)

Y wzgl¦dem X le»¡ na jednej linii, jednak linie te nie s¡ równolegªe do siebie. Wynika

to z tego, »e wielko±¢ parametrów kolumnowych okre±la k¡t nachylenia linii.

Warto zauwa»y¢, »e w sytuacji, gdy wery�kujemy hipotez¦ o efekcie wierszowym

(kolumnowym) a obydwie zmienne mierzone s¡ na skali porz¡dkowej, mo»emy zakªa-

da¢ � cho¢ nie jest to konieczne � »e zwi¡zek pomi¦dzy zmiennymi b¦dzie monoto-

niczny. Wyra»aj¡c to inaczej: mo»na oczekiwa¢, »e parametry wierszowe dla kolejnych

kategorii zmiennej wierszowej b¦d¡ niemalej¡ce, b¡d¹ nierosn¡ce (tak jak w analizach

dotycz¡cych danych z tabeli 2.5). Formalnie mo»na zakªada¢, »e zachodzi:

�i ≤ �i+1, b¡d¹ (2.29)

�i ≥ �i+1, dla ka»dego i < r − 1.

Naªo»enie takiego warunku jest mo»liwe i cz¦sto wydaje si¦ sensowne. Je±li na przy-

kªad zachodzi

�1 < �2 < �3 > �4,

mo»na przypuszcza¢, »e zakªócenie monotoniczno±ci (relacja pomi¦dzy �3 oraz �4) jest

przypadkowa tj. mo»e wynika¢ z tego, »e posªugujemy si¦ prób¡ losow¡. W praktyce

dodanie zaªo»enia �3 ≤ �4 zgodnie estymacj¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci prowadzi

do wyniku �3 = �4
8. W tym miejscu sygnalizujemy jedynie mo»liwo±¢ wprowadzenia

8Wynika, to z tego, »e funkcja wiarygodno±ci jest wypukªa
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Rysunek 2.4: Warunkowe logity dla s¡siednich kategorii zmiennej Y wzgl¦dem X

(model kolumnowy)

takiego warunku, problem ten bardziej szczegóªowo zostaª omówiony w artykuªach

Goodmana (1985) oraz Agrestiego i innych (1987).

2.3.3 Model efektu wierszowo�kolumnowego (RC1)

Model wierszowy (b¡d¹ kolumnowy) mo»e opisywa¢ sytuacj¦, gdy jedna zmienna

mierzona jest na skali porz¡dkowej a druga na skali nominalnej. W niektórych sy-

tuacjach model ten mo»e równie» opisywa¢ zwi¡zek pomi¦dzy dwiema zmiennymi

porz¡dkowymi bardziej adekwatnie ni» model jednakowej interakcji, tj. interakcja po-

mi¦dzy zmiennymi jest specy�czna dla ka»dej pary wierszy. Mo»liwe jest równoczesne

uwzgl¦dnienie specy�ki poszczególnych kategorii obydwu zmiennych porz¡dkowych.

Model taki nazywamy modelem wierszowo�kolumnowym, b¦dzie on oznaczany jak

(RC1 � row�column model I )9. Lokalny stosunek szans w tym modelu zale»y z jed-

nej strony od warto±ci zmiennejX, z drugiej strony od warto±ci zmiennej Y . Zapiszmy

to jako:

ΘXY
ij = �i⋅ ⋅ �⋅j (2.30)

9W literaturze znane s¡ dwa modele nazywane wierszowo-kolumnowymi. Oznaczane s¡ odpo-

wiednio jako pierwszy i drugi. Drugi z tych modeli � zwany równie» modelem logarytmiczno�

multiplikatywnym � omówiony zostanie z nast¦pnym paragra�e
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Nie oznacza to jednak, »e stosunek szans jest specy�czny dla ka»dej kombinacji oby-

dwu zmiennych tak jak ma to miejsce w modelu nasyconym. Mo»na pokaza¢, »e iloraz

dwóch stosunków lokalnych szans ΘXY
aj , ΘXY

bj wyró»nionych dla tej samej kategorii yj

zmiennej kolumnowej Y i dwóch warto±ci xa, xb zmiennej wierszowej X jest taki sam

dla ka»dej kategorii zmiennej Y , tj:

ΘXY
aj

ΘXY
bj

=
�a⋅ ⋅ �⋅j
�b⋅ ⋅ �⋅j

=
�a⋅
�b⋅

(2.31)

Jak wida¢ wielko±¢ ta nie zale»y od tego, dla której kategorii zmiennej Y wyró»niono

obydwa lokalne stosunki szans a jedynie od tego, z którymi kategoriami zmiennej X

mamy do czynienia. Analogicznie daje si¦ pokaza¢, »e:

ΘXY
ic

ΘXY
id

=
�i⋅ ⋅ �⋅c
�i⋅ ⋅ �⋅d

=
�⋅c
�⋅d

(2.32)

Tabela 2.12: Ilustracja modelu wierszowo�kolumnowego I typu � parametry interak-

cji

X∖Y y1 y2 y3 y4

x1 1 1 1 1

x2 1  2 ⋅ �2  2
2 ⋅ �3  3

2 ⋅ �4

x3 1  3 ⋅ �2
2  2

3 ⋅ �2
3  3

3 ⋅ �2
4

x4 1  4 ⋅ �3
2  2

4 ⋅ �3
3  3

4 ⋅ �3
4

Mo»na zreszt¡ zauwa»y¢, »e warunek 2.32 wynika z warunku 2.31. Ilustracj¦ mode-

lu stanowi tabela 2.12, przy czym wielko±ci w niej przedstawione zostan¡ zde�niowane

w dalszej cz¦±ci. Zgodnie z powy»szymi warunkami zachodzi na przykªad:

ΘXY
21

ΘXY
31

=
ΘXY

22

ΘXY
32

=
ΘXY

23

ΘXY
33

,

jak równie»,
ΘXY

11

ΘXY
12

=
ΘXY

21

ΘXY
22

=
ΘXY

31

ΘXY
32

.

Porównuj¡c model wierszowo�kolumnowy z modelami omawianymi wcze±niej, mo»na

zauwa»y¢, »e zde�niowane powy»ej ilorazy 2.31, 2.32 s¡ równe 1 w modelu jednako-

wej interakcji. W modelu wierszowym iloraz 2.31 jest równy �i, dla ka»dej kategorii yj

(przy zaªo»eniu, »e X jest zmienn¡ wierszow¡), a iloraz 2.32 jest równy 1. W modelu

kolumnowym iloraz 2.31 jest równy 1, a iloraz 2.32 jest równy �j. Ka»dy z tych modeli

� jednakowej interakcji, wierszowy i kolumnowy � jest prostszy od omawianego mo-

delu wierszowo�kolumnowego. Nakªadaj¡c na model wierszowo�kolumnowy warunek
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�⋅j = const otrzymujemy model wierszowy. Naªo»enie warunku �i⋅ = const prowa-

dzi do sformuªowania modelu kolumnowego. Obydwa warunki naªo»one jednocze±nie

daj¡ model jednakowej interakcji.

Zwi¡zek z niemniejszo±ci¡ stochastyczn¡ rozkªadów warunkowych jest bardziej

skomplikowany ni» w przypadku modeli prezentowanych wcze±niej. Je±li wielko±ci �⋅j

s¡ rosn¡ce wzgl¦dem kategorii zmiennej porz¡dkowej Y tj. zachodzi �⋅(j+1)>�⋅j wów-

czas rozkªad Y w podzbiorowo±ci xa jest nie mniejszy stochastycznie ni» w podzbio-

rowo±ci xb je±li �a⋅ > �b⋅. Analogiczne warunki implikuj¡ niemniejszo±¢ stochastyczn¡

rozkªadów X wzgl¦dem Y .

Powy»sza tabela 2.12 jest zgodna z parametryzacj¡ wzgl¦dem kategorii odnie-

sienia, przy czym s¡ nimi pierwsze kategorie zmiennych X oraz Y . Wyra»enia

 
(j−1)
i ⋅ �(i−1)

j de�niuj¡ stosunki szans typu ΘX Y
i/1;j/1. Je±li kategoriami odniesienia s¡

kategorie xa oraz yb wówczas model mo»na zapisa¢ jako:

�XYij =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅  
(j−a)
i ⋅ �(i−b)

j . (2.33)

Przy czym zachodz¡ warunki 1.53 oraz  1=1 oraz �1=1. Dla parametryzacji odchyle«

multiplikatywnych powy»szy model przyjmuje posta¢:

�XYij = � ⋅ �Xi ⋅ �Yj ⋅  
(j−j̄)
i ⋅ �(i−ī)

j . (2.34)

Podobnie jak w poprzednich modelach na parametry �Xi , �Yj nakªadamy warunki 1.36,

ī oraz j̄ s¡ takimi staªymi, »e,
∑

(i− ī) = 0 oraz
∑

(j − j̄) = 0 a iloczyny wszystkich

parametrów  i oraz �j s¡ równe 1, tj:

r∏
i=1

 i = 1 oraz
c∏
j=1

�j = 1 (2.35)

W formie addytywnej model wierszowo-kolumnowy mo»na przedstawi¢ jako:

log �XYij = �+ �Xi + �Yj + bi⋅(j − j̄) + b⋅j(i− ī) (2.36)

Aby móc jednoznacznie oszacowa¢ metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci rozkªad

oczekiwany zgodny z hipotez¡ o efekcie wierszowo�kolumnowym, poza warunkami

2.13, 2.14 musz¡ zachodzi¢ równocze±nie warunki podobne jak w przypadku modelu

wierszowego i modelu kolumnowego:

r∑
i=1

i ⋅ �̂XYij =
r∑
i=1

i ⋅ pXYij , (2.37)

c∑
j=1

j ⋅ �̂XYij =
c∑
j=1

j ⋅ pXYij , (2.38)
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dla ka»dego i oraz ka»dego j, gdzie pij to cz¦sto±ci z próby. Podobnie jak w modelach

jednakowej interakcji, wierszowego i kolumnowego nie istnieje formuªa pozwalaj¡-

ca na skonstruowanie rozkªadu oczekiwanego i konieczne jest zastosowanie metod

iteracyjnych. Zanim omówimy liczb¦ niezale»nych parametrów modelu wierszowo�

kolumnowego przedstawimy go w alternatywnej parametryzacji. B¦dzie ona analo-

giczna do do formuªy 2.26, która dotyczyªa hipotezy o efekcie wierszowym. Hipotez¦

2.30 mo»na sformuªowa¢ równowa»nie:

ΘXY
ij = � ⋅ �i⋅ ⋅ �⋅j (2.39)

Zakªadaj¡c, »e kategoriami odniesienia s¡ pierwsze kategorie obydwu zmiennych for-

muª¦ na prawdopodobie«stwa oczekiwane mo»na przedstawi¢ jako:

�XYij =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ �(i−1)(j−1) ⋅  (j−1)
i ⋅ �(i−1)

j (2.40)

Mo»na przyj¡¢, »e dwa parametry wierszowe i dwa modele kolumnowe s¡ równe 1,

na przykªad  1 =  r = �1 = �r = 1. Wówczas parametr � � analogicznie jak

w formule 2.28 � mo»e by¢ interpretowany jako ±rednia geometryczna lokalnych

stosunków szans wyznaczonych na podstawie rozkªadu oczekiwanego dla hipotezy

wierszowo�kolumnowej. Parametry  i, �j opisuj¡ wierszowe i kolumnowe mody�kacje

tej zale»no±ci. Tabela 2.13 pokazuje lokalne stosunki szans wyra»one w parametrach

równania 2.40.

Tabela 2.13: Lokalne stosunki szans zgodne z modelem wierszowo�kolumnowym 2.40

i∖j 1 2 3

1 � 2�2 � 2
�3
�2

� 2
1
�3

2 �  3

 2
�2 �  3

 2

�3
�2

�  3

 2

1
�3

3 � 1
 3
�2 � 1

 3

�3
�2

� 1
 3

1
�3

Na przeci¦ciu i�tego wiersza oraz j�tej kolumny mamy podan¡ formuª¦ dotycz¡c¡

lokalnego stosunku szans ΘXY
ij . Prze±ledzenie tych formuª pokazuje, »e przyj¦cie takich

zaªo»e« nie wpªywa na zmian¦ ogólno±ci modelu. Wida¢ na przykªad, »e speªnione s¡

warunki 2.31, 2.32 okre±laj¡ce równo±¢ odpowiednich ilorazów stosunków szans.

Takie uj¦cie modelu wierszowo�kolumnowego pokazuje, »e posiada on (r − 2) +

(c−2)−1 niezale»nych parametrów wi¦cej ani»eli model niezale»no±ci stochastycznej.

Liczba stopni swobody modelu wierszowo�kolumnowego wynosi:

df = (r − 1)(c− 1)− (r − 2)− (c− 2)− 1 = (r − 2)(c− 2).
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Liczb¦ stopni swobody mo»na wyrazi¢ równie» odwoªuj¡c si¦ do warunków 2.31 lub

2.32 odnosz¡cych si¦ do ilorazów stosunków szans. Dla ka»dej pary s¡siednich kategorii

zmiennej kolumnowej mo»na wyznaczy¢ (r − 2) ilorazów opisanych w powy»szym

warunku, które s¡ niezale»ne od siebie. Odpowiednie ilorazy s¡ równe dla kolejnych

kolumn, co przekªada si¦ ª¡cznie na (r − 2)(c− 2) warunków.

Tabela 2.6 pokazuje, »e model wierszowo-kolumnowy (RC1) stanowi akceptowalny

opis danych z tabeli 2.5. Statystyka G2 = 6, 69 przy 3 stopniach swobody (p = 0, 50).

Parametry wierszowe dla tego modelu wynosz¡ odpowiednio  1 = 1,  2 = 0, 803,

 3 = 0, 692,  4 = 0, 609,  5 = 0, 4 a parametry kolumnowe �1 = 1, �2 = 1, 090,

�3 = 1, 084. W tabeli 2.14 zostaªy podane liczebno±ci oczekiwane zgodne z oma-

wianym modelem. Aby lepiej zrozumie¢ specy�k¦ tego modelu porównajmy warto±ci

wybranych lokalnych stosunków szans, wyra»aj¡c je z jednej strony za pomoc¡ para-

metrów wierszowych i kolumnowych, z drugiej strony za pomoc¡ liczebno±ci:

ΘXY
11 =

 2 ⋅ �2

 1 ⋅ �1

=
49, 0 ⋅ 182, 3

169, 3 ⋅ 60, 2
= 0, 87

ΘXY
12 =

 2 ⋅ �3

 1 ⋅ �2

=
169, 3 ⋅ 241, 6

362, 1 ⋅ 182, 3
= 0, 62

Tabela 2.14: Rozkªad oczekiwany zgodny z modelem wierszowo-kolumnowym dla da-

nych z tabeli 2.5

Rz¡d powinien Zadowolenie z wªasnej sytuacji �nansowej (Y )

zmniejszy¢ ró»nice 1. Zadowolony(a) 3. Mniej wi¦cej 3. Niezadowolony(a)

w dochodach (X) zadowolony(a) 3

1. Zdecydowanie 49,0 169,3 362,1

si¦ zgadzam

2. Zgadzam si¦ 60,2 182,3 241,6

3. Ani si¦ zgadzam,

ani nie zgadzam 14,9 42,3 37,3

4. Nie zgadzam si¦ 11,5 31,5 18,8

5. Zdecydowanie

si¦ nie zgadzam 4,7 9,1 2,8

Jak wida¢, lokalne stosunki szans uwzgl¦dniaj¡ zarówno parametry wierszowe jak

te» kolumnowe. Zgodnie z modelem jednakowej interakcji proporcja liczby osób, które

zdecydowanie zgadzaj¡ si¦ co do tego, »e rz¡d powinien zmniejszy¢ ró»nice w docho-

dach (X = x1) do liczby respondentów, którzy zgadzaj¡ si¦ z tak¡ opini¡ (X = x2)
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jest 1,14 (1/0,87) razy mniejsza, w±ród tych, którzy s¡ zadowoleni z sytuacji �nan-

sowej (Y = y1) ani»eli w±ród osób ±rednio zadowolonych (Y = y2). Proporcja ta, jest

za to 1,61 (1/0,62) razy wi¦ksza w±ród osób niezadowolonych z wªasnych dochodów,

ani»eli w±ród osób zadowolonych. Porównanie tych dwóch wielko±ci daje nam iloraz

ΘXY
11 /ΘXY

12 = �2/�1 = 0, 87/0, 62 = 1, 41.

Je±li rozpatruje si¦ powy»sz¡ proporcj¦ dla innej pary kategorii zmiennej X, na przy-

kªad osób zgadzaj¡cych si¦ z opini¡ dotycz¡cych dochodów i neutralnych wobec niej,

iloraz ten byªby � zgodnie z (2.31) � taki sam:

ΘXY
21 /ΘXY

22 = 0, 94/0, 66 = 1, 41.

Przypomnijmy, »e omawiany model jest zagnie»d»ony zarówno w modelu jednako-

wej interakcji, jak równie» w modelu wierszowym i w modelu kolumnowym. Testy

warunkowe pokazuj¡, »e w odniesieniu do modelu jednakowej interakcji i modelu ko-

lumnowego model ten nie poprawia dopasowania w sposób znacz¡cy. Odpowiednie

statystyki wynosz¡: G2 = 13, 5− 6, 69 = 6, 81 przy 4 stopniach swobody (p = 0, 15)

dla modelu jednakowej interakcji i G2 = 7, 19− 6, 69 = 0, 5 przy 3 stopniach swobo-

dy (p = 0, 92) dla modelu kolumnowego. Natomiast model wierszowy na poziomie

istotno±ci � = 0, 05 nale»aªoby odrzuci¢ na rzecz modelu wierszowo�kolumnowego:

G2 = 12, 67− 6, 69 = 5, 98 przy 1 stopniu swobody (p = 0, 014).

2.3.4 Logarytmiczno�multiplikatywny model wierszowo�

kolumnowy (RC2)

Jak zostaªo powiedziane wcze±niej model jednakowej interakcji zakªada, »e wszystkie

lokalne stosunki szans s¡ sobie równe. W pewnych sytuacjach mo»na oczekiwa¢, »e

warto±ci stosunków szans zale»¡ od tego na ile �podobne� s¡ do siebie s¡siaduj¡ce

kategorie zmiennej porz¡dkowej. Przypu±¢my, ze posiadamy informacje o wyksztaª-

ceniu zakodowane w nast¦puj¡cy sposób: 1. niepeªne podstawowe, 2. podstawowe, 3.

nieuko«czone ±rednie, 4. ±rednie 5. wy»sze. O ile mo»emy si¦ zgodzi¢ do porz¡dko-

wego charakteru tej zmiennej to niekoniecznie kolejne szczeble wyksztaªcenia musz¡

wi¡za¢ si¦ z takim samym �przyrostem� wiedzy, czy te» wymaga« dotycz¡cych kom-

petencji i umiej¦tno±ci. Mo»e to znajdowa¢ odzwierciedlenie, je±li badamy zwi¡zek

wyksztaªcenia z innymi cechami badanych osób, np. opiniami dotycz¡cymi kwestii

gospodarczych. W niektórych sytuacjach mo»na oczekiwa¢, »e pogl¡dy osób posiada-

j¡cych wyksztaªcenie niepeªne podstawowe i podstawowe mog¡ by¢ do siebie bardziej

zbli»one ni» pogl¡dy osób posiadaj¡cych wyksztaªcenie ±rednie i wy»sze, pomimo, »e

w jednym i w drugim przypadku wymienione kategorie s¡siaduj¡ ze sob¡.
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Problem ten mo»e pojawia¢ si¦ do±¢ cz¦sto w analizie rozkªadu ª¡cznego. W mode-

lu wierszowo�kolumnowym II typu próbujemy uwzgl¦dni¢ odlegªo±ci pomi¦dzy kate-

goriami obydwu zmiennych. Aby to uczyni¢ do kolejnych warto±ci zmiennej X przypi-

suje si¦ oceny u1, u2, u3,. . . , ui,. . .ur, które maj¡ odzwierciedla¢ odlegªo±ci pomi¦dzy

kategoriami zmiennej, np. ró»nica u(i+1) − ui ma odzwierciedla¢ ró»nice pomi¦dzy

s¡siednimi kategoriami zmiennej X, tj. kategoriami x(i+1) oraz xi. Analogicznie do

kategorii zmiennej Y przypisuje si¦ oceny v1, v2, v3, . . . , vj,. . . vc. Hipoteza zwi¡zana

z drug¡ wersja modelu wierszowo�kolumnowego gªosi, »e wielko±¢ lokalnego stosunku

szans uwzgl¦dnia odlegªo±ci pomi¦dzy kategoriami zmiennej, tj.

ΘXY
ij = �(u(i+1)−ui)(v(i+1)−vi) dla ka»dej pary i, j, takich, »e i ≤ r − 1, j ≤ c− 1.

(2.41)

Nale»y zauwa»y¢, »e je±li odlegªo±ci pomi¦dzy kolejnymi warto±ciami zmiennej X

i zmiennej Y s¡ takie same tj. u(i+1) − ui = const oraz v(j+1) − vj = const wówczas

warunek 2.41 byªby zbie»ny z hipotez¡ o jednakowej interakcji. Model wierszowo�

kolumnowy mody�kuje wielko±ci lokalnych stosunków szans bior¡c pod uwag¦, »e

odlegªo±ci pomi¦dzy s¡siednimi kategoriami zmiennej mog¡ by¢ mniejsze b¡d¹ wi¦k-

sze. Wielko±ci ui, vj s¡ parametrami, które szacuje si¦ w modelu.

Je±li oszacowane parametry s¡ monotoniczne wzgl¦dem kategorii zmiennej X oraz

zmiennej Y , daje si¦ pokaza¢, zale»no±¢ pomi¦dzy omawian¡ hipotez¡ a niemniejszo-

±ci¡ stochastyczn¡. Je±li np. zachodzi:

u1 < u2 < u3 < . . . < ui < . . . < ur, (2.42)

wówczas rozkªady warunkowe X pozostaj¡ w relacji niemniejszo±ci stochastycznej,

tj. rozkªad warunkowy X jest niemniejszy stochastycznie w podzbiorowo±ci yb ni» w

podzbiorowo±ci ya o ile vb < va. Podobn¡ zale»no±¢ odno±nie rozkªadów warunkowych

Y mo»na pokaza¢, je±li speªniony jest warunek:

v1 < v2 < v3 < . . . < vi < . . . < vc. (2.43)

Je±li speªnione s¡ obydwa warunki, zmienne pozostaj¡ w relacji zale»no±ci regre-

syjnej. Tak jak w przypadku modeli omawianych poprzednio zwi¡zek ten nie zachodzi

w druga stron¦: niemniejszo±¢ stochastyczna, czy nawet, zale»no±¢ regresyjna nie im-

plikuje tego, »e speªniona b¦dzie hipoteza o efekcie wierszowo�kolumnowym II typu.

Poniewa» wielko±ci ui, vj s¡ parametrami szacowanymi w modelu, daje to pewien

rodzaj skalowania warto±ci zmiennej porz¡dkowej. Warto pami¦ta¢, ze skalowanie to

zawsze odbywa si¦ wzgl¦dem drugiej zmiennej wyst¦puj¡cej w modelu � nazywanej

cz¦sto zmienn¡ instrumentaln¡ � a dokªadniej na podstawie zwi¡zku pomi¦dzy tymi

zmiennymi. Skalowanie jest wi¦c z jednej strony zrelatywizowane do drugiej zmiennej i

103



jest na tyle trafne, na ile sªuszne jest zaªo»enie o jednakowej interakcji zmody�kowane

przez uwzgl¦dnienie odlegªo±ci mi¦dzy zmiennymi.

Tabela 2.15: Ilustracja modelu wierszowo�kolumnowego II typu � parametry inte-

rakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4

x1 1 1 1 1

x2 1 �u2v2 �u2v3 �u2v4

x3 1 �u3v2 �u3v3 �u3v4

x4 1 �u4v2 �u4v3 �u4v4

Tabela 2.15 ilustruje zwi¡zek mi¦dzy zmiennymi w modelu wierszowo�

kolumnowym. Tak jak poprzednio ilustracja ta jest zgodna z parametryzacj¡ wzgl¦-

dem kategorii odniesienia, którymi s¡ pierwsze kategorie obydwu zmiennych. Bardziej

ogólnie, je±li kategoriami odniesienia s¡ kategorie xa oraz yb wówczas model mo»na

zapisa¢ jako:

�XYij =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ �(ui−ua)(vi−vb). (2.44)

Przy czym zachodz¡ warunki 1.53. Przyjmujemy wówczas, »e ua = 0, oraz vb = 0.

Poniewa» interesuj¡ nas nie tyle bezwzgl¦dne wielko±ci parametrów, co odlegªo±ci

pomi¦dzy nimi, mo»liwe jest naªo»enie na ich warto±ci dodatkowych warunków, np:

r∑
i=1

u2
i =

c∑
j=1

v2
j = 1, (2.45)

Warunki te okre±laj¡ � jednostk¦� ocen przypisanych do poszczególnych warto±ci. Mo»-

liwe jest przyj¦cie innych warunków (Goodman 1979b, Agresti 1984). Dla parametry-

zacji odchyle« multiplikatywnych powy»szy model przyjmuje posta¢:

�XYij = � ⋅ �Xi ⋅ �Yj ⋅ �(ui−ūi)(vi−v̄j). (2.46)

Podobnie jak w poprzednich modelach na parametry �Xi , �Yj nakªadamy warunki 1.36,

natomiast na wielko±ci ui oraz vj:

r∑
i=1

ui =
c∑
j=1

vj = 0 oraz
r∑
i=1

u2
i =

c∑
j=1

v2
j = 1. (2.47)

Wielko±ci ūi oraz ūj s¡ takimi staªymi, »e
∑

i(ui − ūi) = 0 oraz
∑

j(vj − v̄j) = 0.

Addytywn¡ form¦ tego modelu mo»na zapisa¢ jako:

log �XYij = �+ �Xi + �Yj + b(ui − ūi)(vj − v̄j). (2.48)
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Pomimo, »e mamy do czynienia z form¡ addytywn¡ parametry b, ui, vj s¡ mno-

»one przez siebie. Dlatego te» model wierszowo�kolumnowy typu II nie mo»e by¢

postrzegany jako szczególny przypadek uogólnionego modelu liniowego. W istocie

model ten nie jest modelem logarytmiczno�liniowym, st¡d te» nazywa si¦ go mode-

lem logarytmiczno�multiplikatywnym

Aby oszacowa¢ metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci rozkªad oczekiwany zgodny z

hipotez¡ o efekcie wierszowo�kolumnowym, poza warunkami 2.13, 2.14 musz¡ zacho-

dzi¢ warunki analogiczne jak w przypadku modelu wierszowego�kolumnowego typu I:

r∑
i=1

ûi ⋅ �̂XYij =
r∑
i=1

ûi ⋅ pXYij , (2.49)

c∑
j=1

v̂j ⋅ �̂XYij =
c∑
j=1

v̂j ⋅ pXYij , (2.50)

dla ka»dego i, j, gdzie pij to cz¦sto±ci z próby. Podobnie jak w modelach jednako-

wej interakcji, wierszowym i kolumnowym nie istnieje formuªa pozwalaj¡ca na skon-

struowanie rozkªadu oczekiwanego i konieczne jest zastosowanie metod iteracyjnych

(Goodman 1979b). W procedurach tych, zazwyczaj przyjmuje si¦ arbitralnie pewne

wielko±ci pocz¡tkowe parametrów ûi, i wobec nich oszacowuje si¦ wielko±ci drugiej

zmiennej jako v̂∗j . W kolejnym kroku na odwrót: wzgl¦dem oszacowanych w ten spo-

sób wielko±ci v̂∗j oszacowuje si¦ parametry drugiej zmiennej jako û∗i . Procedur¦ t¦

powtarza si¦ a» do uzyskania zbie»no±ci, tj. kolejne kroki nie zmieniaj¡ oszacowa« û∗i ,

v̂∗j .

Omawiany model jako logarytmiczno�multiplikatywny posiada pewne ogranicze-

nia w porównaniu do modeli logarytmiczno�liniowych. Mog¡ si¦ pojawi¢ pewne kªo-

poty przy estymacji tego modelu poniewa» funkcja wiarygodno±ci zwi¡zana z tym

modelem nie jest wypukªa. W konsekwencji procedury iteracyjne mog¡ prowadzi¢

do rozwi¡zania, które jest lokalnym maksimum tej funkcji (tj. mo»liwe jest zna-

lezienie rozwi¡zania lepszego). Ponadto, ograniczone s¡ mo»liwo±ci porównywania

tego modelu za pomoc¡ testów warunkowych. Na przykªad ró»nica w dopasowa-

niu modelu G2(RCII) i modelu niezale»no±ci G2(I) nie musi d¡»y¢ asymptotycznie

do rozkªadu �2 (Haberman 1981). Wynika to z tego, »e z hipotezy o niezale»no±ci

nie wynika nic odno±nie parametrów ui, vj, zwi¡zanych z modelem logarytmiczno�

multiplikatywnym10.

Logarytmiczno�multiplikatywny model wierszowo�kolumnowy ma jeden parametr

�, (r− 2) niezale»nych parametrów ui oraz (c− 2) niezale»nych parametrów vj wi¦cej

10Istniej¡ alternatywne testy zwi¡zane z analiz¡ korelacji kanonicznej do testowania hipotezy

gªosz¡cej, »e parametr interakcji  = 1, lub b = 0 w postaci addytywnej (Haberman 1981). Ich

omówienie przekracza ramy tej pracy.
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w porównaniu do modelu niezale»no±ci stochastycznej. Wynika, to z warunków 2.47

ograniczaj¡cych wielko±ci ui, vj. Liczba stopni swobody tego modelu wynosi:

df = (r − 1)(c− 1)− 1− (r − 2)− (c− 2) = (r − 2)(c− 2).

Tabela 2.16: Rozkªad oczekiwany zgodny z logarytmiczno�multiplikatywnym mode-

lem wierszowo�kolumnowym dla danych z tabeli 2.5

Rz¡d powinien Zadowolenie z wªasnej sytuacji �nansowej (Y )

zmniejszy¢ ró»nice 1. Zadowolony(a) 2. Mniej wi¦cej 3. Niezadowolony(a)

w dochodach (X) zadowolony(a) 3

1. Zdecydowanie 50,0 164,4 365,9

si¦ zgadzam

2. Zgadzam si¦ 61,0 187,0 236,1

3. Ani si¦ zgadzam,

ani nie zgadzam 14,7 43,0 36,7

4. Nie zgadzam si¦ 10,3 29,7 21,8

5. Zdecydowanie

si¦ nie zgadzam 4,2 10,3 2,0

Tabela 2.6 pokazuje, »e logarytmiczno�multiplikatywny model wierszowo-

kolumnowy (RC2) stanowi akceptowalny opis danych z tabeli 2.5. Statystyka G2

wynosi 4,54 przy 3 stopniach swobody (p = 0, 20). Indeks rozbie»no±ci pokazuje, »e

niecaªe 1,5 % osób w tabeli rozkªadu ª¡cznego jest zaklasy�kowanych niezgodnie z tym

modelem. W tabeli 2.16 zamieszczone zostaªy liczebno±ci oczekiwane zwi¡zane z tym

modelem. Interesuj¡ce jest prze±ledzenie warto±ci parametrów skaluj¡cych odlegªo±¢

pomi¦dzy kategoriami obydwu zmiennych. S¡ one równe odpowiednio: u1 = −0, 564,

u2 = −0, 247, u3 = −0, 028, u4 = 0, 054, u5 = 0, 786 dla zmiennej X, oraz v1 = 0, 47,

v2 = 0, 336, v3 = −0, 812, dla zmiennej Y . Oceny te s¡ zgodne z uporz¡dkowaniem ka-

tegorii obydwu zmiennych, warto jednak zauwa»y¢, ze odlegªo±ci pomi¦dzy kolejnymi

kategoriami nie s¡ takie same. Na przykªad w odniesieniu do zmiennej opisuj¡cej opi-

nie w sprawie zró»nicowania dochodów, odlegªo±¢ pomi¦dzy kategoriami nie zgadzam

si¦ oraz ani si¦ zgadzam, ani si¦ nie zgadzam jest niewielka (0,054-(-0,028)=0,082),

natomiast pomi¦dzy kategoriami nie zgadzam si¦ i zdecydowanie si¦ nie zgadzam jest

du»o wi¦ksza (0,723). Podobnie daje si¦ zauwa»y¢, »e w odniesieniu do sytuacji �nan-

sowej kategoria mniej wi¦cej zadowolony jest znacznie bli»sza kategorii zadowolony

ni» kategorii niezadowolony .
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Parametr interakcji � jest równy 1,56. Nie powinni±my si¦ jednak sugerowa¢ t¡

wielko±ci¡, która ró»ni si¦ znacznie od parametru jednakowej interakcji. To, »e para-

metr ten jest wi¦kszy od 1, wynika z tego, »e oszacowane w modelu oceny dla zmiennej

Y s¡ malej¡ce wzgl¦dem kategorii zmiennej porz¡dkowej. Mo»liwa jest zmiana znaków

tych parametrów, wówczas, parametr interakcji wynosiªby 0,64 (1/1,56). Po drugie,

nale»y pami¦ta¢, »e interpretacja tego parametru jest inna ni» w modelu jednako-

wej interakcji: opisuje on lokalny stosunek szans � zgodnie z 2.41 � dopiero po

uwzgl¦dnieniu parametrów skaluj¡cych warto±ci zmiennych, np.

ΘXY
11 = 1, 56(−0,247+0,564)(0,336−0,47) = 0, 98

Warto zauwa»y¢, »e parametry logarytmiczno�multiplikatywnego modelu

wierszowo�kolumnowego nie musz¡ by¢ monotoniczne wzgl¦dem kategorii zmiennej

porz¡dkowej, tj. dla i = 1, 2...r−1 nie musi zachodzi¢ »adna z poni»szych nierówno±ci:

ui ≤ ui+1, b¡d¹ ui ≥ ui+1. (2.51)

Naªo»enie takiego warunku wydaje si¦ jednak po»¡dane w odniesieniu do zmiennej

porz¡dkowej. Mo»liwo±¢ przyj¦cia podobnego warunku sygnalizowali±my w odniesie-

niu do modelu wierszowego (b¡d¹ kolumnowego). Przypomnijmy, »e warunek 2.29

dotyczyª hipotezy dotycz¡cej monotonicznego zwi¡zku pomi¦dzy zmiennymi. W od-

niesieniu do omawianego modelu za przyj¦ciem analogicznego warunku 2.51 prze-

mawiaj¡ dodatkowe argumenty. Je±li parametry ui maj¡ odzwierciedla¢ odlegªo±ci

pomi¦dzy kategoriami zmiennej porz¡dkowej, to zaªo»enie monotoniczno±ci wyda-

je si¦ naturalne. Parametry niespeªniaj¡ce warunku 2.51 s¡ trudne do interpretacji.

Niemonotoniczna estymacja parametrów mo»e by¢ przypadkowa i wynika¢ z bª¦dów

losowych.

Podobnie jak w odniesieniu do modelu wierszowego uwzgl¦dnienie monotonicz-

no±ci polega na ogóª na przyj¦ciu zaªo»enia o równo±ci parametrów, które zakªócaj¡

monotoniczno±¢ (Goodman 1985). Je±li np.

u1 < u2 > u3 < . . . < ui < . . . < ur oraz (2.52)

v1 < v2 < v3 < . . . < vj < . . . < vc. (2.53)

Mo»na przyj¡¢, »e u2 = u3. W odniesieniu do omawianego modelu sytuacja jest jednak

bardziej skomplikowana. Przedstawiony wcze±niej opis estymacji parametrów modelu

za pomoc¡ metod iteracyjnych pokazywaª, »e wielko±ci parametrów vi zale»¡ od tego

jak zostaªy oszacowane wielko±ci ui, mówi¡c inaczej parametry vi oraz ui s¡ szacowa-

ne wzgl¦dem siebie. W zwi¡zku z tym, je±li przyjmiemy, »e u2 = u3, mo»e to wpªyn¡¢

na zakªócenie monotoniczno±ci parametrów vi. Wówczas mo»liwe jest wprowadze-

nie zaªo»enia o równo±ci parametrów vi, które zakªócaj¡ uporz¡dkowanie, niemniej
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strategia taka równie» nie gwarantuje rozwi¡zania problemu. Optymaln¡ strategi¦,

nakªadania warunków zakªadaj¡c¡ równo±¢ wybranych parametrów prezentuj¡ Ritov

i Gilula (1991), jej przedstawienie wykracza jednak poza ramy tej pracy.

Cho¢ na ogóª parametry ui oraz vj s¡ szacowane w modelu, mo»liwe jest samo-

dzielne przypisanie �ocen� do kategorii obydwu zmiennych przez badacza (Agresti,

1984). Hipoteza taka byªa prostsza, gdy» w modelu szacowaliby±my mniej parame-

trów. Post¦powanie takie jest jednak zawsze do pewnego stopnia arbitralne, je±li

mamy do czynienia ze zmienn¡ porz¡dkow¡. Mo»e to by¢ uzasadnione w pewnych

sytuacjach. Mo»na wyobrazi¢ sobie, »e hipoteza, dotycz¡ca badanego zjawiska zakªa-

da co± na temat odlegªo±ci pomi¦dzy kolejnymi kategoriami. Ponadto, je±li jedna ze

zmiennych jest mierzona na skali interwaªowej, wykorzystanie tej informacji wydaje

si¦ naturalne. Nale»y pami¦ta¢, »e przypisanie warto±ci redukuje liczb¦ szacowanych

parametrów i w konsekwencji zwi¦ksza liczb¦ stopni swobody modelu. Przypisanie

ocen w pewien okre±lony sposób prowadzi do sformuªowania modelu jednakowej in-

terakcji b¡d¹ modelu efektu wierszowego (kolumnowego). Jak zostaªo zaznaczone po-

wy»ej, gdyby±my okre±lili, »e odlegªo±ci pomi¦dzy kolejnymi kategoriami s¡ staªe w

odniesieniu do obydwu zmiennych tj. ui+1 − ui = u oraz vj+1 − vj = v to oma-

wiany model logarytmiczno�multiplikatywny byªby to»samy z hipoteza o jednakowej

interakcji, gdy» wszystkie lokalne stosunki szans byªyby sobie równe, tj.

ΘXY
ij = �uv. (2.54)

Gdyby±my natomiast zaªo»yli jedynie, »e odlegªo±ci pomi¦dzy kategoriami zmiennej

kolumnowej s¡ takie same prowadziªoby to sformuªowania hipotezy efektu wierszo-

wego, gdy»:

ΘXY
ij = �(ui+1−ui)v = �vi . (2.55)

Podobnie naªo»enie analogicznego warunku na parametry zmiennej wierszowej pro-

wadzi do sformuªowania efektu kolumnowego.

Model wierszowo�kolumnowy typu II - w odró»nieniu od prezentowanego wcze-

±niej typu I - mo»e by¢ stosowany równie» do analizy zwi¡zku pomi¦dzy zmiennymi

nominalnymi. Wynika to z tego, »e uporz¡dkowanie kategorii jednej b¡d¹ drugiej

zmiennej nie jest konieczne, gdy» parametry ui oraz vj s¡ szacowane w modelu.

O ile jednak w odniesieniu do zmiennych porz¡dkowych jednowymiarowe skalowa-

nie �ocen� wydaje si¦ uzasadnione, to w przypadku zmiennych nominalnych - mo»e

by¢ ono niewystarczaj¡ce. Na przykªad w odniesieniu do przynale»no±ci spoªeczno�

zawodowej, rozstrzygni¦cie, która kategoria zawodowa rolnicy czy robotnicy wykwali-

�kowani s¡ grup¡ bli»sz¡ inteligencji zale»y od tego jakie kryteria przyjmiemy. Good-

man (1985, 1986) zaproponowaª rozszerzenie modelu wierszowo-kolumnowego dopusz-
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czaj¡cego skalowanie m−wymiarowe zmiennych, tj. przypisanie kategoriom zmiennej

parametrów ui(m) gdzie m = 1, 2, ..M . Je±li przyjmiemy, »e M = 1 wówczas mamy do

czynienia ze zwykªym modelem wierszowo�kolumnowym omawianym poni»ej. Mak-

symalna liczba wymiarów jest równaM = r−1 gdzie r jest liczb¡ kategorii zmiennej.

W przypadku uwzgl¦dnienia maksymalnej liczby wymiarów, mamy do czynienia z

modelem nasyconym. Im mniej wymiarów uwzgl¦dniamy, tym mniej parametrów na-

le»y oszacowa¢, a w konsekwencji liczba stopni swobody zde�niowanego w ten sposób

modelu jest wi¦ksza.

2.4 Modele dla trzech zmiennych

Powy»sza prezentacja pokazuje, »e uwzgl¦dnienie porz¡dkowego charakteru analizo-

wanych zmiennych pozwala formuªowa¢ dodatkowe hipotezy dotycz¡ce zwi¡zku po-

mi¦dzy dwiema zmiennymi. Podobnie si¦ dzieje, gdy przedmiotem analizy jest rozkªad

wi¦kszej liczby zmiennych. Ta cz¦±¢ po±wi¦cona zostanie modelom formuªowanym dla

trzech zmiennych X, Y , Z, w sytuacji, gdy jedna, dwie b¡d¹ trzy mierzone s¡ na skali

porz¡dkowej. Modele te opisuj¡ zwi¡zek pomi¦dzy zmiennymi odwoªuj¡c si¦ do po-

dobnych hipotez, jak te, które zostaªy przedstawione powy»ej: jednakowej interakcji,

efektu wierszowego, itd.

W przypadku dwóch zmiennych uwzgl¦dnienie porz¡dkowego charakteru jednej

b¡d¹ dwóch zmiennych dotyczyªo modelowania zale»no±ci pomi¦dzy zmiennymi, tj.

stosunku szans ΘXY
ij b¡d¹ � wyra»aj¡c to w j¦zyku parametrów modelu - interakcji

dXYij pomi¦dzy zmiennymi. Nie inaczej b¦dzie w przypadku rozkªadu trzech zmien-

nych. W tym miejscu mo»na raz jeszcze przywoªa¢ model nasycony dla trzech zmien-

nych:

�XY Zijk = d ⋅ dXi ⋅ dYj ⋅ dZk ⋅ dXYij ⋅ dXZik ⋅ dY Zjk ⋅ dXY Zijk . (2.56)

Zwi¡zek pomi¦dzy zmiennymi opisuj¡ parametry interakcji drugiego rz¦du dXYij , dXZik ,

dY Zjk , jak równie» parametr interakcji trzeciego rz¦du dXY Zijk . Przypomnijmy, »e w przy-

padku zaprezentowanych w rozdziale pierwszym modeli dla zmiennych nominalnych,

hipotezy dotyczyªy jedynie tego czy zwi¡zek istnieje, czy te» nie, innymi sªowy czy

konieczne jest uwzgl¦dnienie interakcji dla danej pary zmiennych b¡d¹ interakcji trze-

ciego rz¦du. W przypadku zmiennych porz¡dkowych hipotezy dotycz¡ równie» tego,

jakiego rodzaju jest to zwi¡zek. O ile w przypadku modeli dla trzech zmiennych no-

minalnych mo»liwe byªo przedstawienie ka»dego modelu i omówienie jego wªasno±ci,

przedsi¦wzi¦cie takie jest praktycznie niewykonalne w odniesieniu do zmiennych po-

rz¡dkowych, gdy» mo»na sformuªowa¢ bardzo wiele takich modeli. Zostanie jedynie

zasygnalizowane, jakiego typu modele mo»liwe s¡ do sformuªowania a szczegóªowo
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omówione zostan¡ wybrane z nich. Najpierw przedstawione zostan¡ modele uwzgl¦d-

niaj¡ce jedynie interakcj¦ drugiego rz¦du. Nast¦pnie przedstawiona zostanie kwestia

modelowanie interakcji trzeciego rz¦du, czyli modele opisuj¡ce, w jaki sposób zwi¡zek

pomi¦dzy dwiema zmiennymi mo»e zale»e¢ od warto±ci trzeciej zmiennej.

2.4.1 Modelowanie interakcji drugiego rz¦du

W tej cz¦±ci skupi¦ si¦ na hipotezach, które zakªadaj¡, »e zwi¡zek pomi¦dzy dwiema

zmiennymi nie zale»y od warto±ci, jakie przyjmuje trzecia zmienna. Wyra»aj¡c to za

pomoc¡ równo±ci warunkowych stosunków szans mo»na przywoªa¢ warunek 1.28, jak

równie» zapisa¢ go w nieco innej postaci:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �XYij , (2.57)

Θ
X(Y )Z
i(j)k = �XZik ,

Θ
(X)Y Z
(i)jk = �Y Zjk .

Jak ªatwo zauwa»y¢ powy»sze warunki de�niuj¡ analizowany w pierwszym rozdziale

model [XY ][XZ][Y Z]. Wszystkie stosunki szans s¡ specy�czne dla kombinacji katego-

rii dwóch zmiennych, których dotycz¡, ale ich wielko±¢ nie zale»y od warto±ci trzeciej

zmiennej, która okre±la podzbiorowo±¢, dla której stosunek szans zostaª wyznaczony

(w powy»szych wzorach ta zmienna podana jest w nawiasie). Modele przedstawione

poni»ej b¦d¡ szczególnym przypadkiem tej sytuacji. Skupimy si¦ na modelach hierar-

chicznych, tak wi¦c aby byªo mo»liwe uwzgl¦dnienie interakcji dwóch zmiennych (np.

dXYij ), nale»y uwzgl¦dni¢ w modelu efekty tych zmiennych (odpowiednio dXi oraz dYj ).

Nie b¦d¡ wi¦c rozwa»ane modele prostsze ni» [XY ], [XZ] oraz [Y Z].

Zanim omówione zostan¡ ogólne mo»liwo±ci formuªowania hipotez dotycz¡cych in-

terakcji drugiego rz¦du zostanie podany przykªad stosunkowo prostej hipotezy. Przyj-

mijmy, »e zmienne X oraz Y s¡ mierzone na skali porz¡dkowej. Hipoteza gªosi, »e:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �, (2.58)

Θ
X(Y )Z
i(j)k = 1,

Θ
(X)Y Z
(i)jk = 1,

dla dowolnych i, j, k. Zgodnie z t¡ hipotez¡:

1. Zale»no±¢ pomi¦dzy zmiennymi X i Y w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej

ze wzgl¦du na warto±ci trzeciej zmiennej Z daje si¦ opisa¢ za pomoc¡ poj¦cia

jednakowej interakcji. Co wi¦cej, siªa tej zale»no±ci jest taka sama dla ka»dej

warto±ci Z .
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2. Zmienne X i Z s¡ warunkowo niezale»ne stochastycznie wzgl¦dem Y .

3. Zmienne Y i Z s¡ warunkowo niezale»ne stochastycznie wzgl¦dem X.

Jest to wi¦c szczególny przypadek modelu [XY ][Z]. O ile w modelu [XY ][Z] wzór

zale»no±ci pomi¦dzy X i Y jest nieokre±lony i wymaga (r − 1)(c − 1) parametrów,

wprowadzony model opisuje t¦ zale»no±¢ w sposób prostszy, za pomoc¡ jednego pa-

rametru. Oznaczmy ten model jako [XYUA][Z]. Z drugiej strony jest on nieznacznie

bardziej zªo»ony ni» model niezale»no±ci trzech zmiennych: gªosi, »e wszystkie sto-

sunki szans mi¦dzy zmiennymi X oraz Y s¡ sobie równe, natomiast niekoniecznie

równe 1. W stosunku do tego modelu liczba stopni swobody jest mniejsza o 1 i wyno-

si df = rct− r− c− t+ 1. Ilustracj¡ tej hipotezy jest tabela 2.17, która podobnie jak

tabele 2.4, 2.8, 2.12, 2.15 uwzgl¦dnia jedynie parametry interakcji. Jak wida¢ w ka»-

dej podzbiorowo±ci wyró»nionej ze wzgl¦du na zmienn¡ Z wszystkie lokalne stosunki

szans s¡ sobie równe.

Tabela 2.17: Ilustracja modelu [XYUA][Z] - parametry interakcji

Z = z1 Z = z2 Z = z3

X∖Y y1 y2 y3 y4 y1 y2 y3 y4 y1 y2 y3 y4

x1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

x2 1 � �2 �3 1 � �2 �3 1 � �2 �3

x3 1 �2 �4 �6 1 �2 �4 �6 1 �2 �4 �6

x4 1 �3 �6 �9 1 �3 �6 �9 1 �3 �6 �9

Tabela 2.17 jest zgodna z parametryzacj¡ wzgl¦dem kategorii odniesienia x1, y1

przy dowolnej kategorii odniesienia zmiennej Z. Ogólnie model ten mo»na przedstawi¢

jako:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ �(i−a)(j−b), (2.59)

gdzie kategoriami odniesienia s¡ xa, yb. Powy»sz¡ hipotez¦ mo»na równie» upro±ci¢,

je±li zaªo»y si¦ dodatkowo, »e rozkªad zmiennej Z jest równomierny w pozbiorowo-

±ciach wyró»nionych ze wzgl¦du na zmienne Y oraz X. Taki model oznaczmy jako

[XYUA] a formuªa na prawdopodobie«stwa oczekiwane zgodne z tym modelem przed-

stawiaªaby si¦ nast¦puj¡co:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ �(i−a)(j−b). (2.60)

Liczba stopni swobody dla tego modelu wynosi df = rc(t − 1) − 1, tj. jest o jeden

mniejsza ni» w modelu [XY ].
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Jak wida¢ logika formuªowania hipotez dla trzech zmiennych porz¡dkowych jest

podobna jak w przypadku zmiennych nominalnych. Niemniej, dzi¦ki uwzgl¦dnieniu

uporz¡dkowania kategorii zmiennej (b¡d¹ zmiennych) interakcj¦ drugiego rz¦du mo»-

na modelowa¢ na wiele sposobów, tj. mo»na wyró»ni¢ wiele modeli b¦d¡cych szczegól-

nym przypadkiem hipotezy [XY ][XZ][Y Z]. Interakcj¦ dla dowolnej pary zmiennych

mo»na modelowa¢ w za pomoc¡ hipotezy o:

1. Niezale»no±ci stochastycznej (NULL),

2. Jednakowej interakcji (UA),

3. Efekcie wierszowym (R),

4. Efekcie kolumnowym (C),

5. Logarytmiczno�liniowym efekcie wierszowo�kolumnowym (RC1),

6. Logarytmiczno�multiplikatywnym efekcie wierszowo�kolumnowym (RC2),

7. Nieokre±lonym wzorze zale»no±ci (FA-full association) - brak hipotezy.

Tabela 2.18: Rózne typy interakcji drugiego rz¦du

Para zmiennych X i Y X i Z Y i Z

Typ interakcji Θ
XY (Z)
ij(k) = . . . Θ

X(Y )Z
i(j)k = . . . Θ

(X)Y Z
(i)jk = . . .

NULL 1 1 1

UA �XY �XZ �Y Z

R �XYi⋅ �XZi⋅ �Y Zj⋅

C �XY⋅j �XZ⋅k �Y Z⋅k

RC1 �XYi⋅ �XY⋅j �XZi⋅ �XZ⋅k �Y Zj⋅ �
Y Z
⋅k

RC2
(
�XY

)(ui+1−ui)(vj+1−vj) (
�XZ

)(ui+1−ui)(wk+1−wk) (
�Y Z

)(vj+1−vj)(wk+1−wk)

FA �XYij �XZik �Y Zjk

Tabela 2.18 prezentuje, w jaki sposób mo»na modelowa¢ interakcj¦ pomi¦dzy ka»-

d¡ par¡ zmiennych. Tabela ta pokazuje, ile wynosz¡ warunkowe stosunki szans przy

ka»dym typie interakcji. Przypomnijmy, »e w przypadku, gdy wszystkie, trzy zmien-

ne s¡ nominalne, ka»da z interakcji mo»e by¢ modelowana tylko na trzy sposoby:

mo»na zaªo»y¢, »e interakcja nie wyst¦puje (NULL), interakcja ma charakter nie-

okre±lony (FA), ewentualnie mo»na zastosowa¢ logarytmiczno�multiplikatywny model
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wierszowo�kolumnowy (RC2), który nie wymaga uporz¡dkowania kategorii zmiennej.

W przypadku uwzgl¦dnienia porz¡dkowego charakteru zmiennych interakcj¦ dla ka»-

dej pary zmiennych daje si¦ modelowa¢ na siedem sposobów, tak wi¦c mo»liwo±ci

formuªowania hipotez mo»liwo±ci s¡ znacznie wi¦ksze. Aby zda¢ sobie spraw¦, jakie

hipotezy s¡ mo»liwe do sformuªowania, konieczne jest poczynienie kilku dodatkowych

uwag.

Istotne jest, ile spo±ród analizowanych zmiennych mierzonych jest na skali porz¡d-

kowej: jedna, dwie czy te» wszystkie trzy zmienne. W przypadku, gdy zmienn¡ t¡ jest

wyª¡cznie jedna zmienna (np. X) mo»na dla niej formuªowa¢ modele wierszowe (b¡d¹

kolumnowe) z pozostaªymi dwiema zmiennymi (Y i Z). Nie wchodz¡ jednak w gr¦

modele jednakowej interakcji. Ponadto, dla pozostaªych dwóch zmiennych (Y i Z) nie

jest mo»liwe formuªowanie »adnych �dodatkowych� hipotez.

Warto równie» zauwa»y¢, »e przyj¦cie pewnych dodatkowych zaªo»e« dla dwóch

ró»nych par interakcji prowadzi do sformuªowania kolejnych hipotez. Rozwa»my na

przykªad hipotez¦, która gªosi, »e interakcja pomi¦dzy parami zmiennych X oraz Z

jak równie» Y oraz Z jest opisywana za pomoc¡ jednakowej interakcji, natomiast nie

zakªadamy nic na temat zwi¡zku pomi¦dzy X i Y . Hipotez¦ t¦ mo»na zapisa¢ jako:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �XYij , (2.61)

Θ
X(Y )Z
i(j)k = �XZ ,

Θ
(X)Y Z
(i)jk = �Y Z .

Model ten oznaczamy jako zapisa¢ jako [XY ][XZUA][Y ZUA] i zgodnie z parametry-

zacj¡ wzgl¦dem kategorii xa, yb, yc odniesienia mo»na zapisa¢ go jako:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XYij
(
�XZ

)(i−a)(k−c) ⋅
(
�Y Z

)(j−b)(k−c)
. (2.62)

Model [XY ][XZUA][Y ZUA] posiada w stosunku do modelu [XY ][XZ][Y Z] dodatko-

we zaªo»enia dotycz¡ce równo±ci wszystkich lokalnych stosunków szans, jakie mo»na

wyznaczy¢ dla zmiennych X oraz Z, jak równie» identyczno±ci lokalnych stosunków

szans dla zmiennych Y oraz Z. Tak wi¦c liczba stopni swobody dla tego modelu

wynosi

df = (r− 1)(c− 1)(t− 1) + (r− 1)(t− 1)− 1 + (c− 1)(t− 1)− 1 = (t− 1)(rc− 1)− 2.

W tabeli 2.19 przedstawiamy rozkªad trzech zmiennych: opinie dotycz¡ce tego, czy

rz¡d powinien zmniejszy¢ ró»nice w dochodach (X) i tego czy rz¡d powinien zapewni¢

ka»demu prac¦ (Y ) oraz oceny sytuacji materialnej wªasnego gospodarstwa domowego

(Z)11.

11Dokªadne brzmienie pyta« dotycz¡cych zmiennych X oraz Z zostaªo podane wcze±niej przy

okazji analizowania danych z tabeli 2.5. Je±li chodzi o zmienn¡ Y respondenci musieli ustosunkowa¢
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Tabela 2.19: Zadowolenie z wªasnej sytuacji materialnej a opinie dotycz¡ce dziaªa«

rz¡dua

Osoby �zadowolone� z wªasnej sytuacji �nansowej (Z = 1)

Rz¡d powinien Rz¡d powinien zagwarantowa¢ prac¦ (Y )

zmniejszy¢ ró»nice 1. Zgadzam si¦ 2. Ani si¦ zgadzam, 3. Nie zgadzam si¦

w dochodach (X) ani nie zgadzam

1. Zgadzam si¦ 93,0 9,9 4,1

2. Ani si¦ zgadzam

ani nie zgadzam 8,4 2,9 2,9

3. Nie zgadzam si¦ 7,1 2,6 8,2

Osoby �mniej wi¦cej zadowolone� z wªasnej sytuacji �nansowej (Z = 2)

1. Zgadzam si¦ 328,6 14,2 13,1

2. Ani si¦ zgadzam

ani nie zgadzam 26,8 8,7 7,0

3. Nie zgadzam si¦ 12,7 4,7 17,4

Osoby �niezadowolone� z wªasnej sytuacji �nansowej (Z = 3)

1. Zgadzam si¦ 575,7 15,2 8,4

2. Ani si¦ zgadzam

ani nie zgadzam 30,4 5,0 1,1

3. Nie zgadzam si¦ 13,4 1,0 10,0
a�ródªo: Polski Generalny Sonda» Spoªeczny, 2005. Dane przewa»one.

Okazuje si¦, »e model [XY ][XZUA][Y ZUA] jest akceptowalny na poziomie istotno-

±ci 0,05: G2 = 13, 33 przy 14 stopniach swobody (p = 0, 50), �2 = 13, 08 (p = 0, 52).

Warto±ci parametrów jednakowej interakcji wynosz¡ odpowiednio: �XZ = 0, 72,

�Y Z = 0, 80.

W odniesieniu do powy»szych danych mo»liwe jest skonstruowanie hipotezy prost-

szej: mo»na zaªo»y¢, »e siªa interakcji pomi¦dzy zmienn¡ X a zmienn¡ Z (mierzona

wielko±ci¡ lokalnego stosunku szans) jest taka sama jak interakcja pomi¦dzy Y i Z. In-

si¦ do twierdzenia: Rz¡d powinien zapewni¢ ka»demu prac¦, kto chce pracowa¢ na pi¦ciopunktowej

skali 1. Zdecydowanie si¦ zgadzam, 2. Zgadzam si¦, 3. Ani si¦ zgadzam, ani nie zgadzam, 4. Nie

zgadzam si¦, 5. Zdecydowanie si¦ nie zgadzam. Ze wzgl¦du na konieczno±¢ zapewnienia odpowied-

nich liczebno±ci komórkom rozkªadu ª¡cznego, poª¡czone zostaªy kategoria 1 i 2 oraz kategoria 4 i 5

(dotyczyªo to równie» zmiennej X mierzonej na takiej samej skali). Osoby, które nie udzieliªy odpo-

wiedzi na przynajmniej jedno z pyta« zostaªy wyª¡czone z analizy (stanowiªy one 2,4% wszystkich

respondentów).
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nymi sªowy w stosunku do poprzedniej hipotezy zakªadamy dodatkowo, »e �XZ = �Y Z .

Model taki mo»emy oznaczy¢ jako [XZUA]=[Y ZUA] i przedstawi¢ nast¦puj¡co:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XYij ⋅ �(i−a)(k−c) ⋅ �(j−b)(k−c). (2.63)

Liczba niezale»nych parametrów dla tego modelu jest mniejsza o jeden ni» w modelu

poprzednim, co wynika z dodatkowego zaªo»enia �XZ = �Y Z . Liczba stopni swobody

jest wi¦c o 1 wi¦ksza. Dla danych z tabeli 2.19 statystyka G2 = 13, 75 jest nieznacznie

wi¦ksza ni» w modelu poprzednim, df = 15 (p = 0, 54). Parametr jednakowej inte-

rakcji � jest � zgodnie z tym modelem � taki sam dla par zmiennych X i Z oraz Y i

Z i wynosi 0,76. Test warunkowy pokazuje, »e zaªo»enie o równo±ci tych parametrów

nie pogarsza dopasowania w sposób istotny statystycznie: G2 = 0, 22 przy jednym

stopniu swobody (p = 0, 64). Warto±¢ parametru jednakowej interakcji dla tego mo-

delu mo»na interpretowa¢ nast¦puj¡co: proporcja osób, które zgadzaj¡ si¦ z tym, »e

rz¡d powinien zmniejszy¢ ró»nice w dochodach do takich, które s¡ neutralne wobec

takiej opinii jest 1,32 (1/0,76) razy mniejsza, w±ród osób, które s¡ zadowolone z sytu-

acji �nansowej ani»eli w±ród ±rednio zadowolonych. Wniosek taki mo»emy oczywi±cie

wypowiedzie¢ dla dowolnej pary �s¡siednich� kategorii zmiennej X i zmiennej Z w

ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej ze wzgl¦du na zmienn¡ Y . Warunek �XZ = �Y Z ,

który dodatkowo naªo»yli±my pozwala sformuªowa¢ podobny wniosek odno±nie ana-

logicznych kategorii zmiennej opisuj¡cej opini¦ dotycz¡cego, tego czy rz¡d powinien

zapewni¢ wszystkim prac¦.

Powy»szy przykªad pokazuje, »e jest mo»liwe formuªowanie prostszych modeli po-

przez nakªadanie pewnych dodatkowych warunków, tj. przyrównanie do siebie para-

metrów interakcji dla jednej pary zmiennych do parametrów interakcji dla innej pary

zmiennej Nale»y jednak zwróci¢ uwag¦, »e w odniesieniu do danych z tabeli (2.19)

byªo to sensowne, gdy» pytania dotycz¡ce opinii w sprawie zagwarantowania pracy i

zmniejszenia ró»nic w dochodach przez rz¡d skonstruowane byªy w podobny sposób:

respondenci posªugiwali si¦ t¡ sam¡ skal¡ odpowiedzi12.

W odniesieniu do modelu [XY ][XZUA][Y ZUA] zaªo»enie o równo±ci odpowiednich

parametrów jest mo»liwe, cho¢ nie jest konieczne. Wska»emy teraz sytuacj¦, w której

poczynienie takiego zaªo»enia jest szczególnie istotne. Przypu±¢my, »e zwi¡zek X

i Z oraz Y i Z modelujemy za pomoc¡ logarytmiczno�multiplikatywnej interakcji

wierszowo�kolumnowej (RC2). Oznacza to, »e do modelu wprowadzamy parametry

12Formuªowanie tego rodzaju hipotezy jest mo»liwe jest równie» w odniesieniu do trzech zmiennych

nominalnych. W modelu [XZ][Y Z], interakcja pomi¦dzy X i Z oraz Y i Z ma nieokre±lony charakter

mo»na jednak zaªo»y¢, »e analogiczne stosunki szans s¡ sobie równe tj. ΘXZ
ik = ΘY Z

ik .
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skaluj¡ce warto±ci poszczególnych zmiennych. Hipotez¦ tak¡ mo»na zapisa¢ jako:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �XYij , (2.64)

Θ
X(Y )Z
i(j)k =

(
�XZ

)(ui+1−ui)(wk+1−wk)
,

Θ
(X)Y Z
(i)jk =

(
�Y Z

)(vj+1−vj)(tk+1−tk)
.

Zauwa»my, »e parametry zwi¡zane ze zmienn¡ Z mo»na skalowa¢ dwukrotnie: ze

wzgl¦du na interakcj¦ ze zmienn¡ X (parametry wk) i ze wzgl¦du na interakcj¦ ze

wzgl¦du na zmienn¡ Y , tj: parametry (parametry tk). Interpretacja takiej hipotezy

byªaby trudna. Wydaje si¦, w takim przypadku sensowne jest przyj¦cie zaªo»enia:

wk = tk. Model taki jest bardzo dobrze dopasowany do analizowanych danych, od-

powiednie statystyki wynosz¡ �2 = 6, 21 G2 = 6, 48 przy 11 stopniach swobody13.

(wielko±ci p wynosz¡ odpowiednio 0,86 i 0,84). Parametry tego modelu wynosz¡ od-

powiednio �XZ = 0, 43, �Y Z = 0, 67 a parametry skaluj¡ce wynosz¡, u1 = −0, 79,

u2 = 0, 22, u3 = 0, 56 dla zmiennej X, oraz v1 = −0, 82, v2 = 0, 41, v3 = 0, 41 dla ka-

tegorii zmiennej Y 14; w1 = 0, 60, w2 = 0, 17, w3 = −0, 78 dla zmiennej Z. Parametry

tego modelu sugeruj¡, »e odlegªo±¢ pomi¦dzy kategori¡ zadowolony ze swoich docho-

dów i mniej wi¦cej zadowolony jest w przybli»eniu dwukrotnie mniejsza ni» odlegªo±¢

pomi¦dzy kategoriami mniej wi¦cej zadowolony i niezadowolony (w1 − w2 = 0, 43,

natomiast w2 − w3 = 0, 95).

Spójno±¢ skalowania zmiennej w interakcjach z ró»nymi zmiennymi � tak jak

w powy»szym przykªadzie � mo»e te» odnosi¢ si¦ do ª¡czenia logarytmiczno�

multiplikatywnej interakcji wierszowo�kolumnowej (RC2) z jednakow¡ interakcj¡

(UA). Przypomnijmy, »e o ile w modelu wierszowo�kolumnowym skalowanie obydwu

zmiennych daje takie same odlegªo±ci pomi¦dzy kolejnymi kategoriami zmiennej, tj.

ui − ui+1 = const model ten jest to»samy z modelem jednakowej interakcji. Dlatego,

je±li zakªadamy, jednakow¡ interakcj¦ pomi¦dzy zmiennymi X i Z, to je±li chcemy

zaªo»y¢, »e interakcja pomi¦dzy zmienn¡ Y i Z jest opisywana za pomoc¡ interak-

cji wierszowo-kolumnowej sensownie jest zaªo»y¢, »e odlegªo±ci pomi¦dzy kolejnymi

kategoriami zmiennej Z s¡ takie same.

Ze wzgl¦du na wielo±¢ modeli, jakie mo»na sformuªowa¢ wykorzystuj¡c ich po-

rz¡dkowy charakter nie wydaje si¦ celowe wymienienie ich wszystkich i analizowanie

wªasno±ci ka»dego z nich. Powy»ej omówione zostaªy w sposób ogólny mo»liwo±ci ich

13Poza parametrami interakcji w modelu wyst¦puje (r − 2) niezale»nych parametrów zwi¡zanych

ze zmienn¡ X, (c− 2) zwi¡zanych ze zmienn¡ Y i (t− 2) zwi¡zanych ze zmienn¡ Z.
14Pierwotnie, parametry dla kategorii zmiennej Y , która jest zmienn¡ porz¡dkow¡ byªy niemo-

notoniczne, cho¢ zakªócenie monotoniczno±ci byªo nieznaczne: v1 = −0, 81, v2 = 0, 41, v3 = 0, 40.

Wprowadzenie dodatkowego zaªo»enia v2 = v3 (bardziej ogólnie v2 ≤ v3) praktycznie nie zmieniªo

wielko±ci pozostaªych parametrów modelu i na wpªyn¦ªo na jego dopasowanie do danych.
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Tabela 2.20: Wyksztaªcenie, ocena wªasnej sytuacji materialnej i opinie dotycz¡ce

zmniejszenia zró»nicowania w dochodacha

Osoby zadowolone z sytuacji �nansowej (Z = 1)

Rz¡d powinien zmniejszy¢ ró»nice w dochodach (Y )

1. Zgadzam si¦ 2. Ani si¦ zgadzam, 3. Nie zgadzam si¦

Wyksztaªcenie (X) : ani nie zgadzam

1. Podstawowe 40,6 4,6 5,7

2. Niepeªne ±rednie 32,6 12,1 8,2

3. Uko«czone ±rednie 32,8 9,9 10,4

4. Wy»sze 21,1 7,8 21,7

Osoby mniej wi¦cej zadowolone z sytuacji �nansowej (Z = 2)

1. Podstawowe 166,2 15,0 11,6

2. Niepeªne ±rednie 156,7 29,8 10,6

3. Uko«czone ±rednie 149,0 37,7 26,5

4. Wy»sze 69,0 27,4 39,8

Osoby niezadowolone z sytuacji �nansowej (Z = 3)

1. Podstawowe 317,4 25,5 9,4

2. Niepeªne ±rednie 285,5 23,8 16,4

3. Uko«czone ±rednie 179,6 26,2 17,5

4. Wy»sze 65,3 23,2 14,9
a�ródªo: Polski Generalny Sonda» Spoªeczny, 2007. Dane przewa»one.

formuªowania: jakiego typu hipotezy mo»na formuªowa¢ dla interakcji pomi¦dzy da-

n¡ par¡ zmiennych, czy hipoteza odno±nie jednej pary zmiennych ma konsekwencje

dla formuªowania hipotezy dla innej pary zmiennych. Dopeªnieniem b¦dzie przykªad

empiryczny. W tabeli 2.20 przedstawiony zostaª rozkªad ª¡czny trzech zmiennych:

wyksztaªcenia (X), tego czy rz¡d powinien zmniejszy¢ ró»nice w dochodach (Y ) i

oceny sytuacji materialnej wªasnego gospodarstwa domowego (Z)15 (PGSS, 1997).

15Konstrukcja pyta« o sytuacj¦ materialn¡ (Z) i opinii dotycz¡cej zmniejszenia ró»nicy w docho-

dach (Y ) jest identyczna jak w przedstawionych wcze±niej analizach (porównaj informacje podane

przy okazji omówienia tabel 2.5 oraz 2.19). W pytaniu o wyksztaªcenie (X) wyró»niono 10 kategorii:

0�brak wyksztaªcenia szkolnego, 1�niepeªne podstawowe, 2�podstawowe, 3�zasadnicze zawodowe, 4�

niepeªne ±rednie, 5�±rednie ogólnoksztaªc¡ce, 6�±rednie zawodowe, 7�pomaturalne, 8�nieuko«czone

wy»sze, 9�uko«czone wy»sze. Ze wzgl¦du na maªe liczebno±ci kategorie poª¡czyli±my w nast¦puj¡cy

sposób: 1�2, 3�4, 5�6, 7�9. W analizach zakªadamy, »e utworzone w ten sposób cztery kategorie

wyksztaªcenia tworz¡ pewn¡ hierarchi¦, tak wi¦c mamy do czynienia ze skal¡ porz¡dkow¡. Z analizy

wykluczone zostaªy osoby, które w momencie miaªy mniej ni» 25 lat, gdy» mo»na oczekiwa¢, »e
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Analizuj¡c te dane porównywane b¦d¡ ze sob¡ konkurencyjne hipotezy jak równie»

interpretacja wybranych modeli.

Tabela 2.21: Wyniki wery�kacji hipotez dla danych z tabeli 2.20

Model df �2 G2 Δ

[XY ] 24 622,9 (p < 0, 0001) 706,9 (p < 0, 0001) 23,8

[XZ] 24 1889,6 (p < 0, 0001) 1825,1 (p < 0, 0001) 44,6

[Y Z] 27 290,0 (p < 0, 0001) 325,3 (p < 0, 0001) 16,0

[X][Y ][Z] 28 360,0 (p < 0, 0001) 267,8 (p < 0, 0001) 12,8

[XY ][Z] 22 122,6 (p < 0, 0001) 118,3 (p < 0, 0001) 9,7

[XZ][Y ] 22 240,2 (p < 0, 0001) 207,9 (p < 0, 0001) 10,9

[Y Z][X] 24 211,7 (p < 0, 0001) 194,1 (p < 0, 0001) 10,5

[XY ][XZ] 16 62,6 (p < 0, 0001) 58,5 (p < 0, 0001) 5,4

[XY ][Y Z] 18 45,1 (p = 0, 0004) 44,7 (p = 0, 0005) 6,2

[XZ][Y Z] 18 146,1 (p < 0, 0001) 134,3 (p < 0, 0001) 8,3

[XY ][XZ][Y Z] 12 11,4 (p = 0, 4971) 11,4 (p = 0, 4978) 19,3

[XYUA][XZUA][Y ZUA] 25 28,7 (p = 0, 2775) 28,5 (p = 0, 2864) 4,2

[XYUA][Y ZUA] 26 85,4 (p < 0, 0001) 76,1 (p < 0, 0001) 6,5

[XYRC2][XZRC2][Y ZRC2]a 21 18,7 (p = 0, 6047) 18,7 (p = 0, 6068) 3,0

[XYRC1][XZRC1][Y ZRC1] 17 14,0 (p = 0, 6676) 14,0 (p = 0, 6665) 2,4

[XYRC1][XZUA][Y ZUA] 22 21,8 (p = 0, 4691) 21,9 (p = 0, 4661) 3,7

[XYUA][XZRC1][Y ZUA] 22 20,0 (p = 0, 5843) 19,8 (p = 0, 5928) 2,9

[XYUA][XZUA][Y ZRC1] 23 28,3 (p = 0, 2048) 28,1 (p = 0, 2119) 4,2

[XYR][XZUA][Y ZUA] 23 23,9 (p = 0, 4110) 23,8 (p = 0, 4139) 3,9

[XYC ][XZUA][Y ZUA] 24 27,4 (p = 0, 2876) 27,4 (p = 0, 2838) 4,3

[XYUA][XZR][Y ZUA] 23 26,1 (p = 0, 2971) 25,9 (p = 0, 3047) 3,8

[XYUA][XZC ][Y ZUA] 24 23,3 (p = 0, 5036) 23,2 (p = 0, 5056) 4,0

[XYR][XZC ][Y ZUA] 22 18,4 (p = 0, 6809) 18,4 (p = 0, 6802) 3,4
aW modelu zakªada si¦ identyczne skalowanie zmiennej w interakcjach z ró»nymi zmiennymi.

Tabela 2.21 pokazuje, »e modele proste modele takie jak [XY ], [Y Z] oraz [XZ],

które nie uwzgl¦dniaj¡ efektów wszystkich trzech zmiennych nie s¡ akceptowalne na

osoby takie nie zako«czyªy jeszcze procesu ksztaªcenia. �¡cznie z analizy wykluczono prawie 19%

respondentów ze zrealizowanej próby (uwzgl¦dniaj¡c równie» osoby, które na pytania zwi¡zane ze

zmiennymi Z oraz Y nie udzieliªy odpowiedzi b¡d¹ odpowiedziaªy �Trudno powiedzie¢�).
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poziomie istotno±ci równym � = 0, 05 (dla ustalenia uwagi taki poziom istotno±ci

przyj¦ty zostaª przy podejmowaniu decyzji o odrzuceniu b¡d¹ akceptacji kolejnych

modeli i testach warunkowych). Trudno równie» oczekiwa¢, »e wszystkie trzy zmienne

s¡ niezale»ne stochastycznie. Potwierdzaj¡ to dane: model [X][Y ][Z], nie mo»e by¢

zaakceptowany. Pozostaje pytanie o interakcj¦ drugiego i trzeciego stopnia pomi¦dzy

zmiennymi. Wyniki wery�kacji modelu [XY ][XZ][Y Z] pokazuj¡, ze model taki jest

akceptowalny,tak wi¦c nie jest konieczne uwzgl¦dnianie interakcji trzeciego rz¦du.

Powstaje pytanie: czy zwi¡zku pomi¦dzy zmiennymi nie mo»na opisa¢ za pomoc¡

modeli prostszych?

W pierwszej kolejno±ci mo»na zapyta¢, czy konieczne jest uwzgl¦dnienie interak-

cji drugiego rz¦du dla ka»dej pary zmiennych. Mo»na na przykªad przypuszcza¢, »e

wyksztaªcenie i opinie dotycz¡ce zmniejszania zró»nicowania dochodów s¡ niezale»ne

stochastycznie w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej ze wzgl¦du na ocen¦ sytuacji

materialnej. Hipoteza taka odpowiadaªaby modelowi [XZ][Y Z]. Okazuje si¦ jednak,

»e model taki nie mo»e by¢ zaakceptowany, je±li posªugujemy si¦ statystykami G2

oraz �2. Podobnie jest z hipotezami sformuªowanymi analogiczne w odniesieniu do

ka»dej innej pary zmiennych: nale»aªoby odrzuci¢ modele [XY ][XZ], [XY ][Y Z], dla

obydwu p < 0, 001. Modele, w których dopuszcza si¦, »e tylko jedna para zmiennych

jest zale»na stochastycznie, tj. [XY ][Z], [XZ][Y ], [Y Z][X], równie» nie mog¡ by¢

zaakceptowane.

Zgodnie z nakre±lon¡ powy»ej strategi¡, okazuje si¦, »e w modelu powinni±my

uwzgl¦dni¢ interakcj¦ drugiego rz¦du dla ka»dej pary zmiennych. Przedstawione po-

wy»ej hipotezy nie zakªadaªy nic odno±nie typu zale»no±ci. Wykorzystuj¡c fakt, »e

wszystkie zmienne mierzone s¡ skali porz¡dkowej, warto postawi¢ pytanie, czy mo»-

liwe jest opisanie tej zale»no±ci w sposób prostszy ani»eli w modelu [XY ][XZ][Y Z].

Mo»na oczekiwa¢ na przykªad, »e zwi¡zek pomi¦dzy wyksztaªceniem i opiniami doty-

cz¡cymi zmniejszania zró»nicowania dochodów w ka»dej pozbiorowo±ci wyró»nionej

ze wzgl¦du na ocen¦ wªasnej sytuacji materialnej daje si¦ opisa¢ za pomoc¡ hipotezy

jednakowej interakcji. Podobne zaªo»enie mo»na poczyni¢ dla dwóch pozostaªych par

zmiennych. Hipotez¦ tak¡ oznaczymy [XYUA][XZUA][Y ZUA]. Zgodnie z ni¡:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �XY , (2.65)

Θ
X(Y )Z
i(j)k = �XZ ,

Θ
(X)Y Z
(i)jk = �Y Z .

Zauwa»my, »e w stosunku do hipotezy o niezale»no±ci stochastycznej trzech zmien-

nych omawiany model posiada jedynie trzy parametry wi¦cej. Jak pokazuj¡ wyniki
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przedstawione w tabeli 2.21 model ten jest akceptowalny: przy 25 stopniach swobody

�2 = 28, 7 (p = 0, 28) oraz G2 = 28, 5 (p = 0, 29).

Tabela 2.22: Rozkªad oczekiwany dla danych z tabeli 2.20 zgodny z modelem zakªa-

daj¡cym jednakow¡ interakcj¦ dla ka»dej pary zmiennych

Osoby zadowolone z sytuacji materialnej (Z = 1)

Rz¡d powinien zmniejszy¢ ró»nice w dochodach (Y )

1. Zgadzam si¦ 2. Ani si¦ zgadzam, 3. Nie zgadzam si¦

Wyksztaªcenie (X): ani nie zgadzam

1. Podstawowe 31,9 5,1 3,1

2. Niepeªne ±rednie 36,8 8,6 7,7

3. Uko«czone ±rednie 34,9 11,9 15,8

4. Wy»sze 20,9 10,5 20,4

Osoby mniej wi¦cej zadowolone z sytuacji materialnej (Z = 2)

1. Podstawowe 173,9 19,3 8,3

2. Niepeªne ±rednie 169,4 27,6 17,3

3. Uko«czone ±rednie 135,9 32,4 29,9

4. Wy»sze 68,7 24,1 32,6

Osoby niezadowolone z sytuacji materialnej (Z = 3)

1. Podstawowe 322,1 24,9 7,4

2. Niepeªne ±rednie 265,1 30,1 13,2

3. Uko«czone ±rednie 179,6 29,9 19,2

4. Wy»sze 76,7 18,7 17,7

Tabela 2.22 przedstawia rozkªad oczekiwany zgodny z t¡ hipotez¡. Dokªadne prze-

studiowanie tej tabeli pokazuje, »e wszystkie lokalne stosunki szans dla zmiennych X

i Y s¡ sobie równe, co wi¦cej s¡ one takie same dla ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej

ze wzgl¦du na zmienn¡ Z. Tj.

31, 9 ⋅ 8, 6
5, 1 ⋅ 36, 8

=
5, 1 ⋅ 7, 7
3, 1 ⋅ 8, 6

= . . . =
173, 9 ⋅ 27, 6

19, 3 ⋅ 169, 4
= . . . = �XY = 1, 46.

To samo mo»na powiedzie¢ o zale»no±ci pomi¦dzy pozostaªymi parami zmiennych,

przy czym odpowiednie parametry jednakowej interakcji s¡ równe: �XZ = 0, 85,

�Y Z = 0, 69. Okazuje si¦, »e stosunkowo najsªabsza jest warunkowa zale»no±¢ po-

mi¦dzy wyksztaªceniem i zadowoleniem z sytuacji materialnej. Warto±¢ �XZ jest sto-

sunkowo bliska warto±ci 1, czyli takiej warto±ci parametru który opisuje stan wa-

runkowej niezale»no±ci obydwu zmiennych. Niemniej test warunkowy porównuj¡cy
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modele [XYUA][XZUA][Y ZUA] oraz [XYUA][Y ZUA], pokazuje, »e nale»aªoby odrzu-

ci¢ hipotez¦ �XZij = 1 (G2 = 76, 11 − 28, 47 = 47, 64 przy jednym stopniu swobody

(p < 0, 0001). Mo»na oczekiwa¢, »e zale»no±¢ ta powinna by¢ silniejsza, gdy» sytuacja

materialna jest na ogóª silnie skorelowana z wyksztaªceniem. Nale»y jednak pami¦-

ta¢, »e pytamy respondentów o zadowolenie z sytuacji �nansowej, a wi¦c mamy do

czynienia z subiektywn¡ ocen¡, która nie musi silnie zale»e¢ od wyksztaªcenia.

Powstaje pytanie, czy dodanie kolejnych parametrów do modelu

[XYUA][XZUA][Y ZUA] mo»e poprawi¢ dopasowanie do danych w sposób istot-

ny. Mo»na zapyta¢ czy:

1. nie uzyskaliby±my lepszego opisu gdyby±my oszacowali w modelu

logarytmiczno�multiplikatywnym odlegªo±ci pomi¦dzy kategoriami zmien-

nych X, Y , Z,

2. uwzgl¦dnili bardziej skomplikowany typ zwi¡zku ani»eli w modelu jednakowej

interakcji, tj. model wierszowy (kolumnowy), b¡d¹ wierszowo�kolumnowy?

Aby uzyska¢ odpowied¹ na pytanie pierwsze sformuªowany zostaª model:

[XYRC2][XZRC2][Y ZRC2], przy czym przyj¦to, »e skalowanie danej zmiennej jest ta-

kie samo bez wzgl¦du na to, której interakcji dotyczy np. skalowanie dla zmiennej

X jest takie samo w przypadku interakcji [XY ] oraz [XZ]. Model taki jest dobrze

dopasowany do danych, a poszczególne parametry skaluj¡ce wynosz¡ odpowiednio: w

przypadku zmiennej X: u1 = 0, 53, u2 = 0, 41, u3 = −0, 23, u4 = −0, 70; dla zmiennej

Y : v1 = −0, 72, v2 = 0, 02, v3 = 0, 69; dla Z: w1 = −0, 43, w2 = −0, 38, w3 = 0, 82.

Okazuje si¦, »e najwi¦ksze odst¦pstwo w stosunku do zaªo»enia o jednakowych od-

legªo±ciach dotyczy dwóch pierwszych kategorii zmiennej Z: dla osób zadowolonych

i mniej wi¦cej zadowolonych - odlegªo±¢ jest relatywnie mniejsza. Wyniki estymacji

wskazuj¡ równie», »e relatywnie �bliskie� s¡ dwie pierwsze kategorie wyksztaªcenia:

podstawowe i niepeªne ±rednie. Model ten jest dobrze dopasowany do danych. Test

warunkowy na poziomie istotno±ci nie nakazuje jednak odrzucania modelu prostszego

(G2 = 28, 5− 18, 7 = 9, 8 przy czterech stopniach swobody (p = 0, 0439).

Aby odpowiedzie¢ na drugie z powy»ej postawionych pyta« przetestowany zostaª

model [XYRC1][XZRC1][Y ZRC1] zakªadaj¡cy efekt wierszowo�kolumnowy dla ka»dej

pary zmiennych. Formalnie model ten mo»na zde�niowa¢ jako:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �XYi⋅ �XY⋅j , (2.66)

Θ
X(Y )Z
i(j)k = �XZi⋅ �XZ⋅k ,

Θ
(X)Y Z
(i)jk = �Y Zj⋅ �

Y Z
⋅k .
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Porównuj¡c statystyki dopasowania tego modelu i modelu prostszego

[XYUA][XZUA][Y ZUA] mo»na zauwa»y¢, »e dopasowanie tego modelu nie jest

istotnie lepsze G2 = 14, 47 przy 8 stopniach swobody p = 0, 07. Niemniej znaczna

redukcja wielko±ci obydwu statystyk sugeruje, »e uwzgl¦dnienie bardziej skompli-

kowanego zwi¡zku ni» model jednakowej interakcji mo»e by¢ uzasadnione, cho¢

nale»aªoby wybra¢ model prostszy ni» rozpatrywany16.

Aby to sprawdzi¢, formuªujemy kolejne hipotezy. W ka»dym z modeli

[XYRC1][XZUA][Y ZUA], [XYUA][XZRC1][Y ZUA], [XYUA][XZUA][Y ZRC1] wprowadza-

ny jest efekt wierszowo�kolumnowy w odniesieniu do jednej pary zmiennych.

Porównanie modelu [XYUA][XZUA][Y ZRC1] oraz zagnie»d»onego w nim modelu

[XYUA][XYUA][Y ZUA] pokazuje, »e nie ró»ni¡ si¦ one w sposób istotny statystycz-

nie. Kieruj¡c si¦ tym kryterium pozostaniemy przy hipotezie o jednakowej interakcji

w odniesieniu do zmiennych Y oraz Z. Innymi sªowy, zakªadamy, »e �Y Zj⋅ = const oraz

�Y Z⋅k = const.

Odno±nie interakcji dla pary zmiennych X oraz Z porównanie modelu

[XYUA][XZRC1][Y ZUA] z modelem prostszym � analogicznie jak wy»ej � wskazuje,

»e uwzgl¦dnienie bardziej zªo»onego wzoru zale»no±ci mo»e by¢ uzasadnione. Za-

ªo»enie �XZi⋅ = const oraz �XZ⋅k = const mo»na odrzuci¢ na przyj¦tym przez nas

poziomie istotno±ci równym � = 0, 05. Test warunkowy posiada trzy stopnie swo-

body, G2 = 8, 7 p = 0, 03. Wynik ten sugeruje, »e jednakowa interakcja mo»e by¢

zaªo»eniem zbyt prostym. Zanim przyjmiemy efekt wierszowo�kolumnowy warto za-

pyta¢, czy nie jest mo»liwe przyj¦cie hipotezy prostszej: o efekcie wierszowym lub

efekcie kolumnowym. Okazuje si¦, »e o ile przyj¦cie modelu wierszowego (tj. zwi¡-

zanego ze zmienn¡ X) nie prowadzi do znacz¡cej redukcji statystyki G2, to mo»na

wzi¡¢ pod uwag¦ przyj¦cie modelu kolumnowego, w którym uwzgl¦dniamy specy-

�k¦ zmiennej Z, opisuj¡cej ocen¦ wªasnej sytuacji materialnej. Porównanie modeli

[XZUA][XZC ][Y ZUA] oraz [XYUA][XZUA][Y ZUA] stanowi warunkowy test dla zaªo-

»enia �XZi⋅ = const: G2 = 5, 23, df = 1 p = 0, 02.

Post¦puj¡c analogicznie � porównanie modeli [XYRC1][XZUA][Y ZUA] oraz

[XYUA][XZUA][Y ZUA] stanowi warunkowy test dla zaªo»enia �XYi⋅ = const oraz

�XY⋅j = const. Hipotezy tej nie mo»na odrzuci¢ na poziomie istotno±ci równym 0,05,

niemniej redukcja statystyki G2 jest na tyle znacz¡ca, »e warto przetestowa¢, efekt

kolumnowy i efekt wierszowy w odniesieniu do interakcji pomi¦dzy X oraz Y . Testy

warunkowe dla efektu wierszowego (czyli wyksztaªcenia) jak i efektu kolumnowego

16Porównanie modeli [XYRC1][XZRC1][Y ZRC1] oraz [XY ][XZ][Y Z] pokazuje, »e redukcja sta-

tystyki G2 jest niewielka, co sugeruje, »e dla »adnej pary zmiennych nie jest celowe uwzgl¦dnienie

interakcji o nieokre±lonym wzorze zale»no±ci (FA), dlatego w dalszej cz¦±ci analizy danych z tabeli

2.20 nie b¦d¡ formuªowane tego typu modele.
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(zwi¡zanego ze zmienn¡ Y ) wzgl¦dem hipotezy o jednakowej interakcji nie prowa-

dz¡ do odrzucenia hipotezy prostszej. Porównanie modeli [XYR][XZUA][Y ZUA] oraz

[XYUA][XZUA][Y ZUA] daje warto±¢ G2 = 4, 66, df = 2 p = 0, 09, a dla analogicznego

testu dla modelu [XYC ][XZUA][Y ZUA] otrzymujemy G2 = 1, 1, df = 1 p = 0, 29.

Te testy pokazuj¡, »e uwzgl¦dnienie efektu kolumnowego wydaje si¦ zb¦dne, podob-

nie nie wydaje si¦ konieczne podobnie przyj¦cie efektu wierszowego, warto jednak

odnotowa¢, »e w tym przypadku redukcja statystyki G2 jest wi¦ksza.

Powy»sze analizy sugeruj¡ wybranie modelu [XYUA][XZC ][Y ZUA] uwzgl¦dniaj¡-

cego w interakcji pomi¦dzy X oraz Z specy�k¦ zmiennej opisuj¡cej opinie dotycz¡ce

dochodów. Formalnie:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �XY , (2.67)

Θ
X(Y )Z
i(j)k = �XZ⋅k ,

Θ
(X)Y Z
(i)jk = �Y Z .

Zgodnie z tym modelem:

1. Zwi¡zek pomi¦dzy wyksztaªceniem (X) i opiniami dotycz¡cymi zmniejszenia

zró»nicowania dochodów przez rz¡d (Y ) daje si¦ opisa¢ za pomoc¡ jednego

parametru �XY = 1, 47. Parametr ten opisuje wszystkie warunkowe lokalne

stosunki szans, które s¡ sobie równe:

Θ
XY (Z)
11(k) = Θ

XY (Z)
12(k) = Θ

XY (Z)
21(k) = Θ

XY (Z)
22(k) = 1, 47.

Co wi¦cej, ich warto±¢ nie zale»y od tego, dla której podzbiorowo±ci Z = zk s¡

one wyznaczone. Dla przykªadu: proporcja osób, które zgadzaj¡ si¦ co do tego,

»e rz¡d powinien niwelowa¢ zró»nicowanie w dochodach do osób, które w tej

kwestii s¡ neutralne jest prawie 1,5 razy wi¦ksza wsród osób z wyksztaªceniem

wy»szym ani»eli w grupie osób z wyksztaªceniem ±rednim. Podobnie mo»na

opisa¢ zwi¡zek pomi¦dzy opiniami respondentów (Y ) i ocen¡ wªasnej sytuacji

materialnej (Z) przy czym lokalny stosunek szans wynosi 0,69.

2. Zwi¡zek mi¦dzy ocen¡ sytuacji materialnej (Z) i opiniami dotycz¡cymi dzia-

ªa« rz¡du (Y ) jest opisywany za pomoc¡ efektu kolumnowego, zwi¡zanego ze

zmienn¡ Z. Odpowiednie parametry kolumnowe s¡ równe �1 = 1, �2 = 0, 98,

�3 = 0, 77. Te parametry pokazuj¡, »e lokalne stosunki szans wyznaczone dla

dwóch pierwszych kategorii zmiennej Z s¡ bliskie jedno±ci. Oznacza to, »e roz-

kªady warunkowe Y s¡ zbli»one w±ród osób zadowolonych i mniej wi¦cej za-

dowolonych z sytuacji materialnej. Inaczej wygl¡da to, je±li porówna si¦ dwie
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wy»ej wymienione kategorie z osobami niezadowolonymi . W tej ostatniej rela-

tywnie cz¦±ciej mo»na spotyka¢ osoby o postawach egalitarnych, tj. postuluj¡ce

zmniejszenie ró»nic w dochodach.

Oczywi±cie, mo»liwe jest sformuªowanie wielu innych modeli. Na przykªad, w

odniesieniu do interakcji pomi¦dzy X i Y zamieszczone powy»ej testy warunko-

we sugerowaªy, »e uwzgl¦dnienie zmiennej wierszowej (X), przynosi znacz¡c¡ �

cho¢ nieistotn¡ statystycznie � redukcj¦ statystyki G2. Mogliby±my rozwa»y¢ model

[XYR][XZC ][Y ZUA]. Test warunkowy porównuj¡cy ten model z rozwa»anym powy-

»ej modelem [XYUA][XZC ][Y ZUA] nie prowadzi do odrzucenia modelu prostszego:

G2 = 4, 82, df = 2 (p = 0, 09). Wydaje si¦, wi¦c ze dalsze mody�kowanie mode-

lu [XYUA][XZC ][Y ZUA] przez wprowadzanie do niego kolejnych parametrów nie jest

celowe.

Trzeba podkre±li¢, »e model ten wybrali±my przyjmuj¡c przy wery�kacji hipotez

test istotno±ci równy 0,05. Wybieraj¡c ni»szy poziom istotno±ci, np. 0,01 wybrali-

by±my prostszy model [XYUA][XZUA][Y ZUA]17. Powy»szy przykªad sªu»yª prezenta-

cji ró»nych modeli dla zmiennych porz¡dkowych. Pami¦ta¢ jednak nale»y, »e przy

wery�kacji hipotez istotne s¡ równie» przesªanki teoretyczne i wiedza badacza. Je-

±li prowadz¡ one do sformuªowania modelu, o dogodnej interpretacji, a jednocze±nie

wery�kacja tego modelu nie zmusza nas do jego odrzucenia, nie zawsze wydaje si¦ ko-

nieczne wprowadzanie do modelu kolejnych parametrów, nawet je±li poprawiaj¡ one

�dopasowanie� do danych. Przesªanki teoretyczne, mog¡ równie» wskazywa¢, które

modele powinno si¦ ze sob¡ porównywa¢.

2.4.2 Modelowanie interakcji trzeciego rz¦du

W poprzedniej cz¦±ci omówione zostaªy modele dla trzech zmiennych, w których zwi¡-

zek pomi¦dzy dwiema zmiennymi nie zale»aª od warto±ci trzeciej zmiennej, innymi

sªowy speªniony byª warunek 2.57. W tej cz¦±ci zaprezentujemy modele, które nie

czyni¡ takiego zaªo»enia, np. lokalny stosunek szans opisuj¡cy warunkowy zwi¡zek

pomi¦dzy X i Y , tj:

Θ
XY (Z)
ij(k) =

�XY Zijk �XY Z(i+1)(j+1)k

�XY Z(i+1)jk�
XY Z
i(j+1)k

, (2.68)

zale»y od tego, dla której wartko±ci trzeciej zmiennej zostaª wyró»niony (inaczej by-

ªo w formule (2.57), która opisuje hipotez¦ [XY ][XZ][Y Z]). Dla przykªadu zwi¡zek

pomi¦dzy zadowoleniem z »ycia i ocen¡ wªasnej sytuacji materialnej mo»e zale»e¢ od

17Równie» posªugiwanie si¦ indeksem BIC, który zostaª omówiony w pierwszym rozdziale prowadzi

do wybrania tego modelu.
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wyksztaªcenia badanych osób. Podobnie mo»na modelowa¢ wielko±ci Θ
X(Y )Z
i(j)k , Θ

(X)Y Z
(i)jk .

Warto ju» w tym miejscu podkre±li¢, »e wielko±ci te s¡ od siebie w du»ym zakresie za-

le»ne, tj. przyj¦cie hipotezy odno±nie warunkowego stosunku szans Θ
XY (Z)
ij(k) po±rednio

nakªada te» warunki dotycz¡ce wielko±ci Θ
X(Y )Z
i(j)k i Θ

(X)Y Z
(i)jk

18.

Interakcj¦ trzeciego rz¦du mo»na równie» modelowa¢ odwoªuj¡c si¦ do relacji po-

mi¦dzy lokalnymi stosunkami szans dla zmiennychX i Y wyró»nionymi dla s¡siednich

kategorii zmiennej Z, tj:

ΘXY Z
ijk =

Θ
XY (Z)
ij(k+1)

Θ
XY (Z)
ij(k)

=
Θ
X(Y )Z
i(j+1)k

Θ
X(Y )Z
i(j)k

=
Θ

(X)Y Z
(i+1)jk

Θ
(X)Y Z
(i)jk

= (2.69)

=
(�XY Zijk �XY Z(i+1)(j+1)k)/(�

XY Z
(i+1)jk�

XY Z
i(j+1)k)

(�XY Zij(k+1)�
XY Z
(i+1)(j+1)(k+1))/(�

XY Z
(i+1)j(k+1)�

XY Z
i(j+1)(k+1))

.

Wielko±¢ ta � nazywana lokalnym stosunkiem szans trzech zmiennych � opisuje

zwi¡zek pomi¦dzy wybranymi kategoriami trzech zmiennych. Z powy»szego zapisu

wynika, »e ΘXY Z
ijk jest wielko±ci¡ symetryczn¡, tj. opisuje równie» ilorazy stosunków

szans dlaX i Z wyró»nionych wzgl¦dem Y , jak równie» Y i Z wyró»nionymi wzgl¦dem

X. W odniesieniu do przykªadu podanego powy»ej wielko±¢ ta mo»e okre±la¢ na ile

ró»ni si¦ zwi¡zek pomi¦dzy zadowoleniem z »ycia i ocen¡ wªasnej sytuacji materialnej,

je±li porównuje si¦ kolejne kategorie wyksztaªcenia.

Na ogóª t¦ sam¡ hipotez¦ mo»na sformuªowa¢ zarówno posªuguj¡c si¦ warunko-

wymi stosunkami szans (2.68), jak te» lokalnym stosunkiem szans trzech zmiennych

(2.69). U»ywanie jednego b¡d¹ drugiego sposobu mo»e by¢ jednak mniej lub bardziej

wygodne w zale»no±ci od przedmiotu zainteresowania badacza. Na przykªad, je±li w

centrum zainteresowania badacza jest zwi¡zek pomi¦dzy wybran¡ par¡ zmiennych

a trzecia jest raczej zmienn¡ kontroln¡ b¡d¹ grupuj¡c¡ bardziej adekwatne wydaje

si¦ odwoªanie do warunkowych stosunków szans. Odnosz¡c si¦ do podanego powy»ej

przykªadu zmienn¡ wyksztaªcenie badacz mo»e traktowa¢ jako zmienn¡ kontroln¡:

interesuje go zwi¡zek pomi¦dzy zadowoleniem z »ycia (X) i sytuacj¡ materialn¡ (Y ),

ale jednocze±nie przypuszcza, »e siªa tego zwi¡zku zale»y od poziomu wyksztaªcenia

(Z), dlatego nale»y uwzgl¦dni¢ t¦ zmienn¡ w modelu. Przyj¦ta hipoteza odno±nie

zmiennych X i Y wzgl¦dem Z mo»e implicite zakªada¢ równie» jaki± rodzaj zwi¡zku

pomi¦dzy wyksztaªceniem a zadowoleniem z »ycia, mimo, »e nie jest on w centrum

zainteresowania badacza. Podobnie, je±li mamy trzy zmienne: kraj, wyksztaªcenie,

18Inaczej byªo w sytuacji, gdy zakªadali±my, »e nie wyst¦puje interakcja trzeciego rz¦du: jak pa-

mi¦tamy na ogóª mo»liwe byªo niezale»ne modelowanie interakcji drugiego rz¦du dla poszczególnych

par zmiennych. Na przykªad, je±li zaªo»ymy, »e warunkowy zwi¡zek pomi¦dzy X oraz Y daje si¦

opisa¢ za pomoc¡ jednakowej interakcji, tj. Θ
XY (Z)
ij(k) = �, nie wykluczaªo to, »e zmienne Y oraz Z s¡

warunkowo niezale»ne tj. Θ
(X)Y Z
(i)jk = 1.
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opinie dotycz¡ce zmniejszenia zró»nicowania dochodów, badacz mo»e by¢ zaintere-

sowany odpowiedzi¡ na pytanie czy zwi¡zek pomi¦dzy dwiema ostatnimi zmienny-

mi jest taki sam, czy te» ró»ny w poszczególnych krajach. Mo»liwe jest jednak, »e

badacza interesuje zwi¡zek pomi¦dzy trzema zmiennymi (np. zadowolenie z »ycia,

sytuacja materialna i wyksztaªcenie) i z perspektywy zaªo»e« badawczych »adna z

par zmiennych nie wydaje si¦ wa»niejsza. Wówczas bardziej adekwatne mo»e wy-

da¢ si¦ formuªowanie hipotez za pomoc¡ lokalnego stosunku szans trzech zmiennych.

Zaprezentujemy obydwa podej±cia, tj.

∙ modele wspóªzale»no±ci trzech zmiennych de�niowane na ogóª za pomoc¡ lokal-

nego stosunku szans trzech zmiennych,

∙ modele warunkowej zale»no±ci dwóch zmiennych formuªowane za pomoc¡ wa-

runkowych stosunków szans.

Prezentuj¡c konkretne modele niejednokrotnie b¦d¡ prezentowane obydwie formu-

ªy, pokazuj¡c tym samym, »e w wielu sytuacjach powy»sze rozró»nienie ma gªównie

znaczenie interpretacyjne.

Zanim omawiane b¦d¡ poszczególne modele dotycz¡ce interakcji trzeciego rz¦du,

warto zauwa»y¢, »e nie musz¡ by¢ one bardziej zªo»one od hipotezy, zakªadaj¡cej rów-

no±¢ warunkowych stosunków szans [XY ][XZ][Y Z]. Co prawda, modeluj¡c interakcj¦

trzeciego rz¦du nie zakªadamy, »e dXY Zijk = 1, to jednocze±nie korzystaj¡c z faktu, »e

kategorie zmiennych s¡ uporz¡dkowane mo»emy modelowa¢ interakcj¦ drugiego rz¦du

w sposób prostszy ni» w modelu [XY ][XZ][Y Z]. Oznacza, to, »e cz¦±¢ modeli jest

nieporównywalna z modelem równo±ci warunkowych stosunków szans pod wzgl¦dem

prostoty. Jak zobaczymy w dalszej cz¦±ci, wiele z modeli, które przedstawimy b¦dzie

modelowaªo ª¡cznie interakcj¦ drugiego i trzeciego rz¦du, to znaczy w odniesieniu

do parametrów modelu logarytmiczno�liniowego hipoteza dotyczy¢ b¦dzie iloczynu

dXYij ⋅ dXY Zijk .

Przykªady modeli wspóªzale»no±ci trzech zmiennych

W tej cz¦±ci podanych zostanie kilka przykªadów modeli formuªowanych dla trzech

zmiennych porz¡dkowych. Pierwsza z prezentowanych hipotez [XY ZU ] zakªada¢ b¦-

dzie, »e lokalny stosunek szans trzech zmiennych jest taki sam dla ka»dej kombinacji

warto±ci trzech zmiennych, tj:

ΘXY Z
ijk = � (2.70)

Ilustracj¡ tej hipotezy jest tabela 2.23, która uwzgl¦dnia parametry drugiego i

trzeciego rz¦du. Jak wida¢ dowolny iloraz warunkowych lokalnych stosunków szans
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Tabela 2.23: Ilustracja hipotezy [XY ZU ] � parametry interakcji

Z = z1

X∖Y y1 y2 y3 y4

x1 1 1 1 1

x2 1 XY22 XY23 XY24

x3 1 XY32 XY33 XY34

x4 1 XY42 XY43 XY44

Z = z2

X∖Y y1 y2 y3 y4

x1 1 Y Z22 Y Z32 Y Z42

x2 XZ22 XY22 XZ22 Y Z22 � XY23 XZ22 Y Z32 �
2 XY24 XZ22 Y Z42 �

3

x3 XZ32 XY32 XZ32 Y Z22 �
2 XY33 XZ32 Y Z32 �

4 XY34 XZ32 Y Z42 �
6

x4 XZ42 XY42 XZ42 Y Z22 �
3 XY43 XZ42 Y Z32 �

6 XY44 XZ42 Y Z42 �
9

Z = z3

X∖Y y1 y2 y3 y4

x1 1 Y Z23 Y Z33 Y Z43

x2 XZ23 XY22 XZ23 Y Z23 �
2 XY23 XZ23 Y Z33 �

4 XY24 XZ23 Y Z43 �
6

x3 XZ33 XY32 XZ33 Y Z23 �
4 XY33 XZ33 Y Z33 �

8 XY34 XZ33 Y Z43 �
12

x4 XZ43 XY42 XZ43 Y Z23 �
6 XY43 XZ43 Y Z33 �

12 XY44 XZ43 Y Z43 �
18

dotycz¡cy dwóch zmiennych np. X i Y wyró»niony w dwóch s¡siednich kategoriach

trzeciej zmiennej Z jest równy �. Na przykªad:

ΘXY Z
132 =

Θ
(X)Y Z
(2)32

Θ
(X)Y Z
(1)32

=
Θ
X(Y )Z
1(4)2

Θ
X(Y )Z
1(3)2

=
Θ
XY (Z)
13(3)

Θ
XY (Z)
13(2)

=

=
(Y Z33 

XY
24 XZ23 Y Z43 �

6)/(Y Z43 
XY
23 XZ23 Y Z33 �

4)

(Y Z32 
XY
24 XZ22 Y Z42 �

3)/(Y Z42 
XY
23 XZ22 Y Z32 �

2)
= �.

Ilustracja w tabeli 2.23 jest zgodna z parametryzacj¡ wzgl¦dem kategorii odnie-

sienia x1, y1, z1. Bardziej ogólnie model ten mo»na przedstawi¢ jako:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XYij ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅ �(i−a)(j−b)(k−c), (2.71)

gdzie kategoriami odniesienia s¡ odpowiednio xa, yb, zc. Model nasycony posiada

(r-1)(c-1)(t-1) parametrów interakcji trzeciego rz¦du, natomiast omawiany model

równo±ci lokalnego stosunku szans trzech zmiennych, posiada tylko jeden parametr

tego typu. Liczba stopni swobody wynosi wi¦c (r − 1)(c− 1)(t− 1)− 1.
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W tabeli 2.24 przedstawiony zostaª rozkªad trzech zmiennych opisuj¡cych opinie

dotycz¡ce trzech kwestii: tego, czy rz¡d powinien anga»owa¢ si¦ w gospodark¦ (X),

czy rz¡d powinien zmniejszy¢ ró»nice w dochodach (Y ) oraz tego, czy pracownicy

dla ochrony warunków pracy i wysoko±ci pªac potrzebuj¡ silnych zwi¡zków zawodo-

wych (Z). Dane pochodz¡ z polskiej edycji I tury Europejskiego Sonda»u Spoªecznego

(2002). 19.

Tabela 2.24: Opinie dotycz¡ce dziaªa« rz¡du i roli zwi¡zków zawodowycha

Przeciwnicy anga»owania si¦ rz¡du w gospodark¦ (Z = 1)

Rz¡d powinien Pracownicy potrzebuj¡ silnych zwi¡zków zawodowych (X)

zmniejszy¢ ró»nice 1. Zgadzam si¦ 2. Ani si¦ zgadzam, 3. Nie zgadzam si¦

w dochodach (Y ) ani nie zgadzam

1. Zgadzam si¦ 310,5 41,5 15,0

2. Ani si¦ zgadzam

ani nie zgadzam 24,0 10,4 8,1

3. Nie zgadzam si¦ 34,0 19,1 24,1

Osoby neutralne w kwestii anga»owania si¦ rz¡du w gospodark¦ (Z = 2)

1. Zgadzam si¦ 315,1 32,5 13,0

2. Ani si¦ zgadzam

ani nie zgadzam 33,2 36,0 4,8

3. Nie zgadzam si¦ 20,4 2,9 3,4

Zwolennicy anga»owania si¦ rz¡du w gospodark¦ (Z = 3)

1. Zgadzam si¦ 670,0 47,8 28,9

2. Ani si¦ zgadzam

ani nie zgadzam 49,3 8,2 4,8

3. Nie zgadzam si¦ 71,6 12,6 16,0
a�ródªo: Europejski Sonda» Spoªeczny, 2002. Dane przewa»one.

19Respondenci mieli ustosunkowa¢ si¦ do stwierdze«: 1.Im mniej rz¡d anga»uje si¦ w sfer¦ gospo-

darcz¡, tym lepiej dla Polski, 2. Rz¡d powinien podj¡¢ dziaªania zmierzaj¡ce do zmniejszenia ró»nic

w dochodach, 3. Pracownicy potrzebuj¡ silnych zwi¡zków zawodowych dla ochrony warunków pracy

i poziomu pªac, na pi¦ciopunktowej skali 1. Zdecydowanie si¦ zgadzam, 2. Zgadzam si¦, 3. Ani si¦

zgadzam, ani nie zgadzam, 4. Nie zgadzam si¦, 5. Zdecydowanie si¦ nie zgadzam. Ze wzgl¦du na

konieczno±¢ zapewnienia odpowiednich liczebno±ci komórkom rozkªadu ª¡cznego, poª¡czone zostaªy

kategorie 1 i 2 oraz kategorie 4 i 5. Osoby, które nie udzieliªy odpowiedzi na przynajmniej jedno z

pyta« zostaªy wyª¡czone z analizy (stanowiªy one 11,5% wszystkich respondentów).

128



W odniesieniu do tych danych mo»na odrzuci¢ hipotez¦ o równo±ci warunkowych

stosunków szans �2 = 21, 4 (p = 0, 006), G2 = 22, 06 (p = 0, 004) df = 8. Oznacza,

to, »e zwi¡zek pomi¦dzy dowoln¡ par¡ zmiennych ró»ni si¦ ze wzgl¦du na warto±ci

trzeciej zmiennej, tj. wyst¦puje interakcja trzeciego rz¦du. Okazuje si¦, »e interakcja

ta mo»e by¢ opisana za pomoc¡ jednego parametru. Hipoteza gªosz¡ca równo±¢ lo-

kalnych stosunków szans trzech zmiennych jest akceptowalna na poziomie istotno±ci

równym �2 = 16, 4 (p = 0, 06), G2 = 16, 90 (p = 0, 05) df = 9. Parametr opisuj¡cy

lokalny stosunek szans trzech zmiennych wynosi ΘXY Z
ijk = � = 0, 88. Wielko±¢ ta zo-

stanie zinterpretowana przykªadowo dla stosunku szans wyró»nionego dla pierwszych

dwóch kategorii zmiennych X oraz Y . W podzbiorowo±ci Z = 1, warunkowy stosunek

szans wynosi Θ
XY (Z)
11(1) = 1, 96. Oznacza to, »e zgodnie z powy»szym modelem w±ród

osób uwa»aj¡cych, »e im mniej rz¡d anga»uje si¦ w gospodark¦ tym lepiej dla Polski ,

proporcja osób zgadzaj¡cych si¦ co do tego, »e pracownicy potrzebuj¡ silnych zwi¡z-

ków zawodowych do osób neutralnych w tej kwestii, jest prawie dwukrotnie wi¦ksza

w±ród osób uwa»aj¡cych, »e rz¡d powinien podj¡¢ dziaªania zmierzaj¡ce do zmniej-

szenia ró»nic w dochodach ni» w±ród osób, które z tym stwierdzeniemani si¦ zgadzaj¡,

ani si¦ nie zgadzaj¡. Wielko±¢ � wskazuje, »e analogiczny stosunek szans jest 1,14 (tj.

1/0,88) razy mniejszy w±ród osób, które pozostaj¡ neutralne w kwestii oceny skut-

ków anga»owania si¦ rz¡du w gospodark¦, (tj. Θ
XY (Z)
11(2) = 1, 96 ⋅ 0, 88 = 1, 72), a w±ród

osób, które nie zgadaj¡ si¦ co do tego, »e im mniej rz¡d anga»uje si¦ w gospodark¦

tym lepiej jest 1,30 (czyli 1/0, 882) razy mniejszy i wynosi Θ
XY (Z)
11(3) = 1, 50.

Rysunek 2.5 pokazuje gra�czn¡ interpretacj¦ tego modelu. Jak wida¢ logarytmy

warunkowych stosunków szans wyró»nionych dla kolejnych warto±ci zmiennej Z le»¡

na jednej linii a parametr nachylenia tej linii, tj. ró»nica dla dwóch kolejnych warto±ci

zmiennej Z jest równa logarytmowi lokalnego stosunku szans trzech zmiennych:

log Θ
XY (Z)
11(k+1) − log Θ

XY (Z)
11(k) = log

Θ
XY (Z)
11(k+1)

Θ
XY (Z)
11(k)

= log �.

Powy»sza interpretacja dotyczy stosunku szans dla dwóch pierwszych katego-

rii zmiennych X oraz Y , jednak w podobnej relacji pozostaj¡ warunkowe stosunki

szans jakie mo»na wyró»ni¢ dla dowolnych innych kategorii zmiennych X oraz Y , np.

Θ
XY (Z)
21(2) /Θ

XY (Z)
21(1) = � = 0, 88, itd.

Jak pokazywaªa formuªa 2.69, lokalny stosunek szans trzech zmiennych jest wielko-

±ci¡ symetryczn¡, tak wi¦c w podobnej relacji pozostaj¡ stosunki szans jakie mo»emy

wyró»ni¢ dla zmiennych X i Z wzgl¦dem Y oraz Y i Z wzgl¦dem X, tj.

Θ
X(Y )Z
i(j+1)k

Θ
X(Y )Z
i(j)k

=
Θ

(X)Y Z
(i+1)jk

Θ
(X)Y Z
(i)jk

= � = 0, 88,
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Rysunek 2.5: Warunkowe logarytmy lokalnych stosunków szans dla pierwszych kate-

gorii zmiennych X oraz Y wyró»nione dla kolejnych kategorii zmiennej Z

130



dla dowolnych i = 1, . . . , r − 1, j = 1, . . . , c− 1, k = 1, . . . , t− 1.

Hipotez¦ t¦ mo»na wyrazi¢ równie» odwoªuj¡c si¦ do warunkowych stosunków

szans. Zgodnie z tym uj¦ciem speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �XYij �k, (2.72)

Θ
X(Y )Z
i(j)k = �XZik �j,

Θ
(X)Y Z
(i)jk = �Y Zjk �

i.

Jak wida¢, ka»dy stosunek szans jest de�niowany przez parametr specy�czny dla ka»-

dej pary zmiennych, co wi¦cej dla ka»dej kombinacji warto±ci zmiennych: parametry

te � �XYij , �XZik , �Y Zjk � opisuj¡ interakcj¦ drugiego rz¦du. Natomiast parametr �,

de�niuj¡cy interakcj¦ trzeciego rz¦du, jest identyczny dla ka»dej pary zmiennych.

Powy»sza hipoteza nie zakªada niczego odno±nie interakcji drugiego rz¦du. Dla

ka»dej pary zmiennych wzór zale»no±ci jest nieokre±lony (FA). Model ten mo»na

upro±ci¢ formuªuj¡c dodatkowe warunki de�niuj¡ce ksztaªt tej zale»no±ci, dla jednej

pary zmiennych b¡d¹ wszystkich par. Przypu±¢my, »e chcemy zaªo»y¢ dodatkowo, »e

interakcja drugiego rz¦du dla ka»dej pary zmiennych mo»e by¢ opisana za pomoc¡

modelu jednakowej interakcji. Formalnie:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �XY �k, (2.73)

Θ
X(Y )Z
i(j)k = �XZ�j,

Θ
(X)Y Z
(i)jk = �Y Z�i.

Tej hipotezy, któr¡ oznacza¢ b¦dziemy jako [XYUA][XZUA][Y ZUA][XY ZU ] nie mo-

»emy sformuªowa¢ wyª¡cznie za pomoc¡ lokalnego stosunku szans trzech zmiennych,

gdy» nie dotyczy ona jedynie interakcji trzeciego rz¦du. Zauwa»my, »e w odró»nieniu

od poprzedniej hipotezy (2.72) parametry interakcji drugiego rz¦du w formule 2.73

nie s¡ indeksowane przez kategorie poszczególnych zmiennych. Parametryzacja tej

hipotezy przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅
(
�XY

)(i−a)(j−b) ⋅
(
�XZ

)(i−a)(k−c) ⋅
(
�Y Z

)(j−b)(k−c)
�(i−a)(j−b)(k−c),

(2.74)

gdzie kategoriami odniesienia s¡ xa, yb, zc. Model ten � pomimo, »e opisuje interakcj¦

drugiego i trzeciego rz¦du � wykorzystuje jedynie cztery parametry wi¦cej ni» model

niezale»no±ci stochastycznej trzech zmiennych. Liczba stopni swobody tego modelu

wynosi df = rcl − r − c− t− 2.

W obydwu prezentowanych powy»ej hipotezach, interakcj¦ trzeciego rz¦du mo»na

opisa¢ za pomoc¡ jednego parametru. Jak pokazuje rysunek 2.5 siªa zwi¡zku pomi¦dzy

dwiema zmiennymi rosªa b¡d¹ malaªa proporcjonalnie dla kolejnych kategorii trzeciej
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zmiennej. Mo»liwe jest jednak modelowanie interakcji trzeciego rz¦du w sposób bar-

dziej zªo»ony np. po uwzgl¦dnieniu odlegªo±ci pomi¦dzy kolejnymi warto±ciami zmien-

nych porz¡dkowych, podobnie jak robili±my to dla logarytmiczno�multiplikatywnego

modelu wierszowo�kolumnowego. Hipotez¦ tak¡ mo»na sformuªowa¢ nast¦puj¡co:

ΘXY Z
ijk = �(ui+1−ui)(vj+1−vj)(wk+1−wk), (2.75)

gdzie parametry ui, vj, wk, s¡ parametrami szacowanymi w modelu. Warunkowe

stosunki szans mo»na sformuªowa¢ dla tej hipotezy w sposób nast¦puj¡cy:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �XYij �(ui+1−ui)(vj+1−vj)wk , (2.76)

Θ
X(Y )Z
i(j)k = �XZik �(ui+1−ui)(wk+1−wk)vj ,

Θ
(X)Y Z
(i)jk = �Y Zjk �

(vj+1−vj)(wk+1−wk)ui .

Hipotez¦ t¦ mo»na parametryzowa¢ w nast¦puj¡cy sposób:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XYij ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅ �(ui+1−ui)(vj+1−vj)(wk+1−wk). (2.77)

Na wielko±ci tych parametrów ui, vj, wk mo»na naªo»y¢ warunki analogiczne do

2.47. Je±li chodzi o liczb¦ niezale»nych parametrów opisuj¡cych interakcj¦ trzeciego

rz¦du, model posiada parametr �, (r−2) parametrów ui, (c−2) parametrów vj, (t−2)

parametrów wk. Jego liczba stopni swobody wynosi:

df = (r − 1)(c− 1)(t− 1)− (r − 2)− (c− 2)− (t− 2)− 1.

Powy»szy model logarytmiczno�multiplikatywny mo»e by¢ stosowany równie» do ana-

lizy zwi¡zków pomi¦dzy trzema zmiennymi nominalnymi.

Modelowanie warunkowej zale»no±ci dwóch zmiennych

Zaprezentowanych zostanie teraz kilka hipotez koncentruj¡cych si¦ na warunkowej

zale»no±ci dwóch zmiennych w podzbiorowo±ciach wyró»nionych ze wzgl¦du na war-

to±ci trzeciej zmiennej. Na pocz¡tek przedstawiona zostanie hipoteza heterogenicznej

jednakowej interakcji , która gªosi, »e zwi¡zek pomi¦dzy zmiennymi X oraz Y daje

si¦ opisa¢ za pomoc¡ hipotezy jednakowej interakcji, przy czym siªa tej interakcji jest

inna w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej ze wzgl¦du na zmienn¡ Z. Hipoteza ta �

któr¡ oznacza¢ b¦dziemy [XYUA∣Z ][XZ][Y Z]� gªosi, »e:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �k. (2.78)

Tabela 2.25 stanowi ilustracj¦ tej hipotezy. Parametryzacja dla niej przedstawia

si¦ nast¦puj¡co:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅ �
(i−a)(j−b)
k , (2.79)
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Tabela 2.25: Ilustracja hipotezy [XYUA∣Z ][XZ][Y Z] � parametry interakcji

Z = z1

X∖Y y1 y2 y3 y4

x1 1 1 1 1

x2 1 �1 �2
1 �3

1

x3 1 �2
1 �4

1 �6
1

x4 1 �3
1 �6

1 �9
1

Z = z2

X∖Y y1 y2 y3 y4

x1 1 Y Z22 Y Z32 Y Z42

x2 XZ22 �2
XZ
22 Y Z22 �2

2
XZ
22 Y Z32 �3

2
XZ
22 Y Z42

x3 XZ32 �2
2

XZ
32 Y Z22 �4

2
XZ
32 Y Z32 �6

2
XZ
32 Y Z42

x4 XZ42 �3
2

XZ
42 Y Z22 �6

2
XZ
42 Y Z32 �9

2
XZ
42 Y Z42

Z = z3

X∖Y y1 y2 y3 y4

x1 1 Y Z23 Y Z33 Y Z43

x2 XZ23 �3
XZ
23 Y Z23 �2

3
XZ
23 Y Z33 �3

3
XZ
23 Y Z43

x3 XZ33 �2
3

XZ
33 Y Z23 �4

3
XZ
33 Y Z33 �6

3
XZ
33 Y Z43

x4 XZ43 �3
3

XZ
43 Y Z23 �6

3
XZ
43 Y Z33 �9

3
XZ
43 Y Z43

gdzie xa oraz xb stanowi¡ kategorie odniesienia dla zmiennych X oraz Y . Model ten

posiada t parametrów opisuj¡cych interakcj¦ zmiennych X oraz Y . Liczba stopni

swobody dla tego modelu wynosi:

df = t(r − 1)(c− 1)− t.

Cho¢ w centrum zainteresowania s¡ zmienne X oraz Y , warto prze±ledzi¢, jakie kon-

sekwencje ma powy»sze zaªo»enie w odniesieniu do zwi¡zku dotycz¡cego pozostaªych

par dwóch zmiennych. Na przykªad warunkowy stosunek szans Θ
X(Y )Z
2(3)2 . Okazuje si¦,

»e:

Θ
X(Y )Z
2(3)2 =

�2
2

XZ
22 Y Z32 ⋅ �4

3
XZ
33 Y Z33

�4
2

XZ
32 Y Z32 ⋅ �2

3
XZ
23 Y Z33

=

(
�3

�2

)2

⋅ 
XZ
22 ⋅ XZ33

XZ32 ⋅ XZ23

.

Bardziej ogólnie daje si¦ pokaza¢, »e:

Θ
X(Y )Z
i(j)k =

(
�k+1

�k

)(j−1)

⋅ �XZik . (2.80)
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Analogicznie warunkowy stosunek szans dla zmiennych Y oraz Z wynosi:

Θ
(X)Y Z
(i)jk =

(
�k+1

�k

)(i−1)

⋅ �Y Zjk . (2.81)

Jak wida¢ interakcja drugiego rz¦du pomi¦dzy X oraz Z zale»y od warto±ci zmiennej

Y a interakcja drugiego rz¦du pomi¦dzy Y oraz Z zale»y od warto±ci zmiennej X.

Wyra»aj¡c powy»sz¡ hipotez¦ za pomoc¡ lokalnego stosunku szans trzech zmiennych

otrzymujemy:

ΘXY Z
ijk =

�k+1

�k
. (2.82)

Zauwa»my, »e gdyby powy»szy iloraz byª staªy dla wszystkich s¡siednich kategorii

zmiennej Z mieliby±my do czynienia z modelem [XY ZU ] wcze±niej prezentowanym

(porównaj 2.70).

W powy»szym modelu zwi¡zek pomi¦dzy zmiennymi X oraz Y w podzbiorowo-

±ciach wyró»nionych wzgl¦dem zmiennej Z jest opisywany przez prosty model jedna-

kowej interakcji. Zwi¡zek ten mo»e by¢ oczywi±cie opisany za pomoc¡ innych, prezen-

towanych wcze±niej hipotez, tj. efektu wierszowego (R), modelu kolumnowego (C),

modelu wierszowo�kolumnowego pierwszego b¡d¹ drugiego typu (RC1 b¡d¹ RC2),

b¡d¹ nieokre±lonego wzoru zale»no±ci (FA).

Interesuj¡ce s¡ mo»liwo±ci formuªowania interakcji trzeciego rz¦du dla hipotezy o

efekcie wierszowym (kolumnowym). Przypomnijmy, »e zgodnie z formuª¡ 2.26 lokalny

stosunek szans w modelu wierszowym mo»na przedstawi¢ jako:

ΘXY
ij = � ⋅ �i⋅

Parametr � opisuje ogóln¡ siª¦ zale»no±ci20 zwi¡zanej z poszczególnymi efektami wier-

szowymi. Parametry �i⋅ opisuj¡ relacje pomi¦dzy poszczególnymi efektami wierszo-

wymi. Ten typ parametryzacji, pozwoli na sformuªowanie interakcji trzeciego rz¦du

zwi¡zanej z efektem wierszowym. Zacznijmy od sytuacji najprostszej: zale»no±¢ po-

mi¦dzy zmiennymi X oraz Y jest opisywana przez efekt wierszowy i nie zale»aªa od

warto±ci trzeciej zmiennej. Wówczas:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �XY (Z)

⋅⋅⋅ ⋅ �XY (Z)
i⋅⋅ (2.83)

Model taki opisywali±my omawiaj¡c kwesti¦ modelowania interakcji drugiego rz¦du.

Jego parametryzacj¦ mo»na sformuªowa¢ nast¦puj¡co:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅ �(i−1)(j−1) ⋅ �(j−1)
i , (2.84)

20Przypomnijmy, »e jest to nazwa umowna, co byªo sygnalizowane przy okazji omawiania modelu

wierszowego.
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przyjmuj¡c x1, y1, z1 jako kategorie odniesienia. Warunkowa interakcja pomi¦dzy

zmiennymi X oraz Y jest okre±lona przez r−1 parametry. W odniesieniu do równania

2.84 mo»na zaªo»y¢ �1 = �r = 1, wówczas parametry � opisuj¡ ±redni¡ geometrycz-

n¡ lokalnych stosunków szans w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej ze wzgl¦du na

zmienn¡ Z21. Liczba stopni swobody omawianego modelu wynosi:

df = t(r − 1)(c− 1)− (r − 1)

W literaturze nazywa si¦ go cz¦sto homogenicznym modelem wierszowym (Clogg

1982b), b¦dzie on oznaczany jako XYR1∣Z . Okre±lenie �homogeniczny� dotyczy braku

interakcji trzeciego rz¦du. Nieco bardziej zªo»on¡ zale»no±¢ opisuje prosty heteroge-

niczny model wierszowy , który oznacza¢ b¦dziemy XYR1∣Zℎ. Zgodnie z nim:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �

XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

i⋅⋅ (2.85)

Parametr �XY (Z)
⋅⋅k jest indeksowany przez warto±ci zmiennej Z, tak wi¦c ogólna siªa

zale»no±ci zwi¡zana z efektami wierszowymi zale»y od podzbiorowo±ci, w której ba-

damy zale»no±¢. W konsekwencji parametry wierszowe s¡ inne dla dowolnej warto±ci

zmiennej Z. Okazuje si¦ jednak, »e iloraz dwóch lokalnych stosunków zmiennych X i

Y nie zale»y od tego, dla której warto±ci zmiennej Z zostaª wyró»niony, tj.

Θ
XY (Z)
aj(k)

Θ
XY (Z)
bm(k)

=
�
XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

a⋅⋅

�
XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

b⋅⋅

=
�
XY (Z)
a⋅⋅

�
XY (Z)
b⋅⋅

, (2.86)

dla ka»dej warto±ci zk i dowolnych warto±ci xa, xb, yj, ym. Nale»y zwróci¢ uwag¦,

»e w powy»szej formule, niekoniecznie musimy porównywa¢ stosunki szans dla tej

samej kategorii zmiennej Y , tj. nie musi zachodzi¢ yj = ym. Oczywi±cie, tak samo

jak w przypadku modelu wierszowego dla dwóch zmiennych, tak samo w przypadku

warunkowej zale»no±ci lokalne stosunki szans wyodr¦bnione dla dwóch ustalonych

wierszy a oraz a+ 1 w tej samej podzbiorowo±ci s¡ takie same, tj. Θ
XY (Z)
ac(k) = Θ

XY (Z)
ad(k) .

Formuª¦ dotycz¡c¡ prawdopodobie«stwa rozkªadu ª¡cznego w takim modelu mo»na

przedstawi¢ jako:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅ �
(i−1)(j−1)
k ⋅ �(j−1)

i , (2.87)

Warunkow¡ interakcj¦ pomi¦dzy zmiennymi X oraz Y w prostym heterogenicznym

modelu wierszowym opisuj¡ r− 2 parametry �i oraz t parametry �k. Przypomnijmy,

ze po przyj¦ciu zaªo»enia �1 = �r = 1 parametry �k opisuj¡ ±redni¡ geometryczn¡ lo-

kalnych stosunków szans w poszczególnych podzbiorowo±ciach zgodnych z rozkªadem

oczekiwanym. Liczba stopni swobody tego modelu wynosi:

df = t(r − 1)(c− 1)− (r − 2)− t.
21Porównaj omówienie formuªy 2.27.
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W podobny sposób sformuªowa¢ mo»na heterogeniczny model wierszowy (XYRℎ1∣Zℎ),
który gªosi, »e dla ka»dej warto±ci zmiennej Z zale»no±¢ pomi¦dzy X oraz Y daje si¦

opisa¢, za pomoc¡ efektu wierszowego, natomiast wielko±¢ efektów wierszowych i

relacje pomi¦dzy nimi mog¡ by¢ ró»ne dla kolejnych warto±ci Z, tj:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �

XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

i⋅k (2.88)

Parametryzacja tej hipotezy mo»e wygl¡da¢ nast¦puj¡co:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅ �
(j−1)
ik , (2.89)

W odniesieniu do powy»szej parametryzacji warunkow¡ interakcj¦ pomi¦dzy

zmiennymi X oraz Y opisuj¡ t(r − 1) parametry �ik. Wyra»aj¡c to w sposób analo-

giczny do formuª 2.84 oraz 2.87 mamy t parametrów �k, oraz t(r− 2) parametry �ik,

po przyj¦ciu zaªo»enia �1k = �rk = 1. Liczba stopni swobody tego modelu wynosi:

df = t(r − 1)(c− 1)− t(r − 1)

Podsumowuj¡c: formuªuj¡c hipotez¦ o efekcie wierszowym dla opisu zwi¡zku pomi¦-

dzy X oraz Y musimy zdecydowa¢, w jakim stopniu trzecia zmienna Z ró»nicuje

ten zwi¡zek. Je±li nie ró»nicuje, mamy do czynienia z homogenicznym modelem wier-

szowym, je±li ró»nicuje tylko ogóln¡ zale»no±¢ natomiast parametry opisuj¡ce relacje

mi¦dzy wierszami pozostaj¡ takie same � z prostym modelem heterogenicznym. Je±li

poszczególne parametry wierszowe s¡ inne dla poszczególnych warto±ci trzeciej zmien-

nej wówczas model taki nazywany jest heterogenicznym. W podobny sposób mo»na

modelowa¢ interakcj¦ trzeciego rz¦du dotycz¡c¡ efektu kolumnowego oraz wierszowo-

kolumnowego I i II typu. Tabela 2.26 stanowi zestawienie modeli, które daje si¦

sformuªowa¢ przy danym typie zale»no±ci, formuª¦ lokalnego stosunku szans i liczb¦

stopni swobody dla ka»dego z tych modeli.

Hipoteza dla efektu wierszowo-kolumnowego I typu mo»e dotyczy¢ tego, czy ogól-

na siªa zale»no±ci jest taka sama (�⋅⋅⋅) czy te» ró»ni si¦ (�⋅⋅k) dla poszczególnych warto-

±ci trzeciej zmiennej. Oddzielnie mo»na zakªada¢, »e efekty kolumnowe i wierszowe s¡

heterogeniczne b¡d¹ homogeniczne. W prostym heterogenicznym modelu wierszowo-

kolumnowym XYRCℎ1∣Z zakªadamy, »e jedynie ogólna siªa zwi¡zku jest heterogenicz-

na, tj:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �

XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

i⋅⋅ ⋅ �XY (Z)
⋅j⋅ (2.90)

Analogicznie do 2.86 daje si¦ pokaza¢, »e iloraz dwóch lokalnych stosunków szans

nie zale»y od warto±ci trzeciej zmiennej :
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Θ
XY (Z)
aj(k)

Θ
XY (Z)
bm(k)

=
�
XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

a⋅⋅ ⋅ �XY (Z)
⋅j⋅

�
XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

b⋅⋅ ⋅ �XY (Z)
⋅m⋅

=
�
XY (Z)
a⋅⋅ ⋅ �XY (Z)

⋅j⋅

�
XY (Z)
b⋅⋅ ⋅ �XY (Z)

⋅m⋅
, (2.91)

dla ka»dej warto±ci zk i dowolnych warto±ci xa, xb, yj, ym. Oczywi±cie inaczej ni» w

modelu wierszowym (kolumnowym) lokalne stosunki szans wyodr¦bnione dla dwóch

dowolnych wierszy (kolumn) nie musz¡ by¢ takie same. Kolejny, bardziej zªo»ony mo-

del XYRCℎ1∣Zℎ zakªada, »e poza ogóln¡ siª¡ zale»no±ci równie» parametry kolumnowe

ró»ni¡ si¦ dla warto±ci trzeciej zmiennej, tj.

Θ
XY (Z)
ij(k) = �

XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

i⋅⋅ ⋅ �XY (Z)
⋅jk (2.92)

Iloraz dwóch lokalnych stosunków dotycz¡cy tej samej warto±ci zmiennej kolum-

nowej nie zale»y od warto±ci trzeciej zmiennej.

Θ
XY (Z)
aj(k)

Θ
XY (Z)
bj(k)

=
�
XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

a⋅⋅ ⋅ �XY (Z)
⋅jk

�
XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

b⋅⋅ ⋅ �XY (Z)
⋅jk

=
�
XY (Z)
a⋅⋅

�
XY (Z)
b⋅⋅

(2.93)

dla ka»dej warto±ci zk i dowolnych warto±ci xa, xb, yj. Zauwa»my, »e w odró»nieniu

od omawianych powy»ej modeli � prostego heterogenicznego modelu wierszowego

i wierszowo�kolumnowego tj. formuª 2.86 oraz 2.91 � iloraz w formule 2.93 do-

tyczy stosunków szans wyró»nionych dla tej samej warto±ci zmiennej kolumnowej.

Inny model XYRℎC1∣Zℎ mo»e uwzgl¦dnia¢ heterogeniczne parametry zmiennej wier-

szowej, przy homogenicznych parametrach kolumnowych. Najbardziej zªo»ony model

logarytmiczno�liniowy XYRℎCℎ1∣Zℎ zamieszczony w tabeli 2.26 ró»nicuje zarówno

parametry zmiennej wierszowej jak i kolumnowej.

Podobnie jak dla modeli logarytmiczno�liniowych, tak dla modeli logarytmiczno�

multiplikatywnych kolejne hipotezy dotycz¡ heterogenicznej b¡d¹ homogenicznej siªy

zwi¡zku i parametrów skalowania kategorii obydwu zmiennych. Warto zwróci¢ uwag¦

na trzy ostatnie modele przedstawione w tabeli 2.26 dopuszczaj¡ce odmienne skalo-

wanie warto±ci zmiennych X oraz Y dla ró»nych warto±ci trzeciej zmiennej. W hete-

rogenicznym modelu wierszowo�kolumnowym formuªa dotycz¡ca lokalnego stosunku

szans przedstawia si¦ jako:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �

(u(i+1)k−uik)(v(j+1)k−vjk)

k (2.94)

Przypu±¢my, »e zmienn¡, której warto±ci skalujemy jest wyksztaªcenie a zmienn¡

grupuj¡ca jest kraj b¡d¹ rok badania. Mo»na oczekiwa¢, »e odlegªo±ci pomi¦dzy po-

szczególnymi kategoriami wyksztaªcenia mog¡ si¦ ró»ni¢ pomi¦dzy krajami, ze wzgl¦-

du na specy�k¦ systemów ksztaªcenia w poszczególnych krajach. Podobnie mo»na

oczekiwa¢, »e wiele czynników � np. reforma o±wiaty � mo»e wpªywa¢ na to, »e

138



odlegªo±ci te zmieniaj¡ si¦ w czasie. Przyj¦cie heterogenicznego skalowania mo»e by¢

w takich sytuacjach uzasadnione.

Krótkiej wzmianki wymagaj¡ jeszcze modele XYC2∣Zℎ oraz XYR2∣Zℎ. Omawia-

j¡c modele dla dwóch zmiennych zaznaczyli±my, »e naªo»enie na logarytmiczno�

multiplikatywny model warunku o identycznych odlegªo±ciach pomi¦dzy kolejnymi

kategoriami zmiennej wierszowej, tj. ui+1 − ui = u prowadzi do sformuªowania

logarytmiczno-liniowego o efekcie kolumnowym (porównaj 2.55), analogicznie zaªo-

»enie naªo»one na parametry skaluj¡ce dla zmiennej kolumnowej vj+1 − vj = v jest

to»same z hipotez¡ o efekcie wierszowym. Mo»na zada¢ pytanie, czy analogicznie jest

w przypadku modelowanie zale»no±ci warunkowych, a dokªadniej:

1. Czy naªo»enie na logarytmiczno�multiplikatywny model heterogeniczny

wierszowo�kolumnowy XYRℎCℎ2∣Zℎ zaªo»enia u(i+1)k − uik = uk prowadzi do

sformuªowania logarytmiczno�liniowego modelu heterogenicznego kolumnowe-

go modelu XYCℎ∣Zℎ?

2. Czy naªo»enie na model logarytmiczno�multiplikatywny model XYRCℎ2∣Zℎ za-

ªo»enia ui+1 − ui = u prowadzi do sformuªowania logarytmiczno�liniowego mo-

delu XYCℎ∣Zℎ?

3. Czy naªo»enie na model logarytmiczno�multiplikatywny model XYRℎC2∣Zℎ za-

ªo»enia u(i+1)k − uik = uk prowadzi do sformuªowania logarytmiczno�liniowego

modelu XYC ∣Zℎ?

4. Czy naªo»enie na model logarytmiczno�multiplikatywny model prosty hetero-

geniczny wierszowo�kolumnowy XYRC2∣Zℎ zaªo»enia ui+1 − ui = u prowa-

dzi do sformuªowania logarytmiczno�liniowego prostego kolumnowego modelu

XYC ∣Zℎ?

Analogicznie mo»na sformuªowa¢ cztery pytania dotycz¡ce zaªo»enia o jednako-

wych odlegªo±ciach pomi¦dzy kolejnymi kategoriami zmiennej kolumnowej vj+1 −
vj = v. Odpowied¹ na dwa pierwsze z postawionych pyta« jest pozytywna. Model

XYCℎ1∣Zℎ zakªada jedynie, »e w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej ze wzgl¦du na

zmienn¡ Z, lokalne stosunki szans dla dwóch ustalonych kolumn i dowolnych s¡sied-

nich wierszy s¡ takie same (tj. Θ
XY (Z)
aj(k) = Θ

XY (Z)
bj(k) ), nie zakªadamy natomiast niczego

odno±nie relacji pomi¦dzy tymi podzbiorowo±ciami. Zauwa»my, »e je±li zaªo»ymy, »e

u(i+1)k − uik = uk w odniesieniu do modelu XYRℎCℎ2∣Zℎ, w którym wszystkie para-

metry s¡ heterogeniczne (indeksowane przez warto±ci trzeciej zmiennej) wówczas:

Θ
XY (Z)
aj(k)

Θ
XY (Z)
bj(k)

=
�

(u(a+1)k−uak)(v(j+1)k−vjk)

k

�
(u(b+1)k−ubk)(v(j+1)k−vjk)

k

=
�
uk(v(j+1)k−vjk)

k

�
uk(v(j+1)k−vjk)

k

= 1. (2.95)
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Tak wi¦c zachodzi opisany powy»ej warunek dotycz¡cy heterogenicznego modelu ko-

lumnowego. Podobnie jest on speªniony je±li zaªo»enie ui+1 − ui = u naªo»ymy na

model XYRCℎ2∣Zℎ, który gªosi, »e parametry wierszowe pozostaj¡ homogeniczne.

Wówczas:
Θ
XY (Z)
aj(k)

Θ
XY (Z)
bj(k)

=
�

(u(a+1)−ua)(v(j+1)k−vjk)

k

�
(u(b+1)−ub)(v(j+1)k−vjk)

k

=
�
u(v(j+1)k−vjk)

k

�
u(v(j+1)k−vjk)

k

= 1 (2.96)

Odnosz¡c si¦ do pytania trzeciego i czwartego nale»y przypomnie¢, »e model XYC ∣Zℎ
w porównaniu do modelu XYCℎ∣Zℎ, zakªada dodatkowo, »e iloraz dwóch dowol-

nych stosunków szans dotycz¡cych X i Y w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej ze

wzgl¦du na zmienna Z jest staªy (porównaj 2.86). Okazuje si¦, »e pomimo naªo»e-

nia warunkuu(i+1)k − uik = uk na model XYRℎC2∣Zℎ iloraz pomi¦dzy warunkowymi

lokalnymi stosunkami szans zale»y od rozpatrywanej podzbiorowo±ci:

Θ
XY (Z)
aj(k)

Θ
XY (Z)
bm(k)

=
�

(u(a+1)k−uak)(v(j+1)−vj)

k

�
(u(b+1)k−ubk)(v(m+1)−vm)

k

=
�
uk(v(j+1)−vj)

k

�
uk(v(m+1)−vm)

k

(2.97)

Podobnie je±li naªo»ymy ten warunek na model XYRC2∣Zℎ otrzymujemy,

Θ
XY (Z)
aj(k)

Θ
XY (Z)
bm(k)

=
�

(u(a+1)−ua)(v(j+1)−vj)

k

�
(u(b+1)−ub)(v(m+1)−vm)

k

=
�
u(v(j+1)−vj)

k

�
u(v(m+1)−vm)

k

(2.98)

Wynika z tego, »e odpowied¹ na zadane powy»ej pytania trzecie i czwarte jest

negatywna. W zwi¡zku z tym konieczne jest wyodr¦bnienie hipotezy b¦d¡cej poª¡-

czeniem modelu XYRℎC2∣Zℎ i warunku ui+1−ui = u. W tabeli 2.26 zostaªa ona ozna-

czona jako model XYC2∣Zℎ. Poª¡czeniem modelu XYRC2∣Zℎ i warunku ui+1−ui = u

prowadzi do sformuªowania identycznego modelu, nale»y bowiem zauwa»y¢, »e nie

ma znaczenia czy parametr interakcji podnosimy do pot¦gi u czy te» uk (porównaj

formuªy 2.97 oraz 2.98), gdy» parametry skaluj¡ce s¡ znormalizowane (porównaj wa-

runki 2.47), nie zmienia to wi¦c ogólno±ci modelu. Analogicznie, poª¡czenie modelu

XYRCℎ2∣Zℎ (lub XYRC2∣Zℎ) i warunku vj+1 − vj = v zostaªo wyszczególnione jako

model XYR2∣Zℎ.
Kolejny przykªad empiryczny zilustruje mo»liwo±ci modelowania warunkowych za-

le»no±ci i interpretacji poszczególnych modeli. W tabeli 2.27 przedstawiony jest roz-

kªad ª¡czny liczebno±ci zainteresowania polityk¡ (zmienna Y ) i wyksztaªcenia (zmien-

na X) w 10 wybranych krajach europejskich (zmienna Z). Dane pochodz¡ z pierwszej

tury Europejskiego Sonda»u Spoªecznego, realizowanego w 2002 roku22. Odno±nie za-

interesowania polityk¡ respondenci poproszeni byli o odpowied¹ na pytanie Jak by

Pan(i) okre±liª(a) swoje zainteresowanie polityk¡? Czy Pan(i)... polityk¡: . . . Do wy-

boru byªy cztery odpowiedzi. 1. bardzo si¦ interesuje, 2. do±¢ si¦ interesuje, 3. niezbyt

22Realizacja w niektórych krajach przeci¡gn¦ªa si¦ do 2003 roku.
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Tabela 2.27: Wyksztaªcenie (X) a zainteresowanie polityk¡ (Y ) w wybranych krajach

europejskicha

Belgia Finlandia

X∖Y 1 2 3 4 X∖Y 1 2 3 4

1 12,0 61,0 87,0 122,0 1 15,0 144,0 172,0 79,0

2 17,0 102,0 144,0 109,0 2 21,0 126,0 187,0 54,0

3 42,0 267,0 258,0 131,0 3 43,0 267,0 315,0 72,0

4 83,0 256,0 131,0 44,0 4 65,0 247,0 164,0 21,0

Grecja Holandia

X∖Y 1 2 3 4 X∖Y 1 2 3 4

1 72,0 171,7 350,9 396,0 1 15,7 91,6 85,2 48,0

2 31,1 102,3 167,9 183,0 2 57,8 372,4 259,7 93,1

3 47,6 117,4 192,7 175,5 3 72,0 399,3 177,8 35,8

4 87,9 174,2 170,0 115,7 4 154,8 393,4 87,7 13,2

Irlandia Niemcy

X∖Y 1 2 3 4 X∖Y 1 2 3 4

1 28,7 133,0 124,8 157,6 1 3,8 9,9 26,7 14,3

2 30,5 170,9 160,8 167,8 2 33,2 139,2 183,2 62,2

3 44,3 178,0 159,8 83,5 3 302,0 700,3 560,1 97,3

4 79,2 285,8 159,1 75,7 4 262,8 393,2 117,9 6,7

Polska Szwecja

X∖Y 1 2 3 4 X∖Y 1 2 3 4

1 13,4 131,2 216,6 174,9 1 38,0 207,0 228,0 92,0

2 30,2 209,1 298,8 124,9 2 41,0 155,0 153,0 39,0

3 26,2 227,5 238,9 41,7 3 46,0 201,0 148,0 35,0

4 32,5 170,1 138,2 15,6 4 117,0 342,0 135,0 17,0

W¦gry Wªochy

X∖Y 1 2 3 4 X∖Y 1 2 3 4

1 22,0 141,0 212,0 180,0 1 10,4 37,0 92,5 136,4

2 28,0 169,0 206,0 67,0 2 21,5 75,4 160,2 155,3

3 35,0 182,0 133,0 31,0 3 42,5 133,6 150,2 81,3

4 47,0 119,0 47,0 8,0 4 19,9 49,5 22,8 9,6

aEuropejski Sonda» Spoªeczny, 2002-2003. Dane przewa»one.
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Tabela 2.28: Wyniki wery�kacji wybranych modeli dla danych z tabeli 2.27, ESS,

2001.

Modele logarytmiczno�liniowe

Model df �2 G2 Δ

[XZ][Y Z] 90 1991,2 (p<0,0001) 1990,8 (p<0,0001) 11,1

[XY ][XZ][Y Z] 81 283,2 (p<0,0001) 285,6 (p<0,0001) 4,0

XYUA∣Z 89 427,6 (p<0,0001) 421,4 (p<0,0001) 5,1

XYUA∣Zℎ 80 203,1 (p<0,0001) 197,2 (p<0,0001) 3,5

XYR∣Z 87 356,8 (p<0,0001) 351,5 (p<0,0001) 4,5

XYR∣Zℎ 78 152,8 (p<0,0001) 150,4 (p<0,0001) 2,9

XYRℎ∣Zℎ 60 126,2 (p<0,0001) 123,9 (p<0,0001) 2,7

XYC ∣Z 87 413,3 (p<0,0001) 411,7 (p<0,0001) 5,0

XYC ∣Zℎ 78 174,4 (p<0,0001) 172,4 (p<0,0001) 3,4

XYCℎ∣Zℎ 60 138,6 (p<0,0001) 136,7 (p<0,0001) 3,0

XYRC1∣Z 85 322,1 (p<0,0001) 318,6 (p<0,0001) 4,3

XYRC1∣Zℎ 76 98,8 (p=0,0406) 98,9 (p=0,0399) 2,4

XYRℎC1∣Zℎ 58 73,5 (p=0,0828) 73,4 (p=0,0834) 2,2

XYRCℎ1∣Zℎ 58 58,7 (p=0,4506) 57,6 (p=0,4884) 1,8

XYRℎCℎ1∣Zℎ 40 41,6 (p=0,4020) 41,0 (p=0,4281) 1,5

Modele logarytmiczno�multiplikatywne

Model df �2 G2 Δ

XYRC2∣Z 85 335,5 (p<0,0001) 331,6 (p<0,0001) 4,4

XYR2∣Zℎ 78 160,7 (p<0,0001) 161,8 (p<0,0001) 3,1

XYC2∣Zℎ 78 172,4 (p<0,0001) 171,1 (p<0,0001) 3,4

XYRC2∣Zℎ 76 109,8 (p=0,0068) 109,3 (p=0,0074) 2,6

XYRℎC2∣Zℎ 58 75,6 (p=0,0603) 74,8 (p=0,0680) 2,1

XYRCℎ2∣Zℎ 58 77,6 (p=0,0435) 75,9 (p=0,0571) 2,0

XYRℎCℎ2∣Zℎ 40 49,5 (p=0,1451) 48,7 (p=0,1626) 1,6

si¦ interesuje 4. w ogóle si¦ nie interesuje23. Je±li chodzi o wyksztaªcenie wyró»nione

zostaªy cztery kategorie w oparciu o mi¦dzynarodowy schemat klasy�kacji ISCED24.

23Z analizy wykluczone zostaªy osoby, które odpowiedziaªy �Trudno powiedzie¢� b¡d¹ odmówiªy

odpowiedzi na to pytanie.
24Schemat ten zostaª zarekomendowany w latach 70-tych XX wieku przez UNESCO. W badaniu

wykorzystano wersj¦ z 1997 r, która wyró»nia siedem kategorii: 1. nieuko«czone podstawowe, 2.

podstawowe, 3. nieuko«czone ±rednie (w tym zasadnicze zawodowe), 4. uko«czone ±rednie, 5. ponad-

±rednie, nie b¦d¡ce daj¡ce si¦ zaklasy�kowa¢ jako wyksztaªcenie wy»sze, 6. nieuko«czone wy»sze,

licencjat, 7. peªne wy»sze. Poniewa» liczebno±ci niektórych kategorii w wybranych krajach byªy
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Mo»na oczekiwa¢, »e ze wzgl¦du na odmienny kontekst spoªeczno�kulturowy zwi¡-

zek pomi¦dzy zainteresowaniem polityk¡ a wyksztaªceniem mo»e si¦ ró»ni¢ w po-

szczególnych krajach. Na pocz¡tku przetestowali±my dwie hipotezy: warunkowej nie-

zale»no±ci obydwu zmiennych oraz identyczno±ci warunkowych stosunków szans w

poszczególnych krajach25. Wyniki wery�kacji przedstawione w tabeli 2.28 pokazuj¡,

»e pierwsza z nich powinna by¢ odrzucona, przy konwencjonalnie przyjmowanych

poziomach istotno±ci, równie» posªugiwanie si¦ indeksem rozbie»no±ci prowadzi do

podobnych konkluzji. W przypadku drugiej hipotezy, tj modelu [XY ][XZ][Y Z] war-

to±ci statystyk G2 oraz �2 s¡ znacznie mniejsze, jednak nawet na bardzo maªym

poziomie 0,0001 model ten nale»y odrzuci¢. Co prawda, posªugujemy si¦ bardzo du»¡

prób¡ (ponad 20 tys. jednostek) a w takim przypadku � z powodów wymienionych w

pierwszym rozdziale � wnioski o odrzuceniu hipotezy nale»y podejmowa¢ ostro»nie.

Jednak warto±¢ indeksu rozbie»no±ci (niezgodnie z modelem jest zaklasy�kowanych

ok. 4% próby) nie wskazuje, »e jest to model akceptowalny26.

Poniewa» nie ma zdecydowanych przesªanek przemawiaj¡cych za zaakceptowa-

niem hipotezy o identyczno±ci zwi¡zku (a dokªadniej równo±ci warunkowych stosun-

ków szans) pomi¦dzy wyksztaªceniem a zainteresowaniem polityk¡ w poszczególnych

krajach, celowe wydaje si¦ przetestowanie hipotez przedstawionych w tabeli 2.26.

Modele homogeniczne � jednakowej interakcji, wierszowy, kolumnowy i wierszowo�

kolumnowe � s¡ szczególnym przypadkiem modelu [XY ][XZ][Y Z] gdy», zakªadaj¡

one brak ró»nic w zwi¡zku pomi¦dzy poszczególnymi krajami, przy czym modeluj¡

ten zwi¡zek w prostszy sposób.

Pozostaªe modele � heterogeniczne � nie mog¡ by¢ porównane z modelem

[XY ][XZ][Y Z] pod wzgl¦dem prostoty. Nale»y przypomnie¢, »e heterogeniczny mo-

del jednakowej interakcji, zakªada, »e zwi¡zek mi¦dzy zmiennymi X i Y mo»e by¢

opisany za pomoc¡ jednego parametru, który interpretujemy jako lokalny stosunek

szans. Zgodnie z tym modelem wielko±¢ tego parametru w poszczególnych krajach

mo»e si¦ ró»ni¢. Parametry dla poszczególnych krajów zostaªy przedstawione w ta-

beli 2.29. Porównajmy ze sob¡ Belgi¦ i Finlandi¦: w pierwszym z tych dwóch krajów,

lokalny stosunek szans wynosi w przybli»eniu 0,675 co wskazuje, »e np. proporcja

bardzo maªe, dla celów analizy konieczne byªo poª¡czenie pierwszej i drugiej kategorii jak równie»

kategorii 5-7.
25Modele prostsze s¡ sªabo dopasowane. Warto jednak zaznaczy¢, »e w odniesieniu do analizo-

wanych danych nie jest sensowne testowanie hipotezy o równomierno±ci zmiennej Z. Zmienna ta

zdaje jedynie spraw¦ z liczebno±ci próby w poszczególnych krajach, dlatego w modelu powinno si¦

uwzgl¦dni¢ parametr zwi¡zany z t¡ zmienn¡, tj. dZk .
26Do podobnych konkluzji prowadzi u»ycie omówionego w rozdziale pierwszym miernika BIC,

który nie zostaª zaprezentowali±my w tabeli 2.28. Zgodnie z warto±ciami tego miernika wiele innych

modeli ma lepsze dopasowanie do danych.
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0,617
0,410

4,678
0,487

0,300
0,032

-0,819
-0,620

-0,238
0,121

0,738

G
recja

0,847
0,838

0,852
0,925

0,734
0,614

0,401
0,460

0,316
0,053

-0,828
-0,589

-0,346
0,248

0,687

H
olandia

0,631
0,635

0,630
0,697

0,434
0,261

9,780
0,573

0,289
-0,102

-0,760
-0,639

-0,260
0,205

0,694

Irlandia
0,793

0,794
0,811

0,902
0,762

0,521
3,125

0,526
0,404

-0,212
-0,718

-0,552
-0,291

0,064
0,779

N
iem

cy
0,530

0,554
0,549

0,710
0,356

0,176
20,436

0,584
0,284

-0,116
-0,752

-0,581
-0,320

0,174
0,728

P
olska

0,691
0,682

0,692
0,866

0,673
0,306

6,657
0,656

0,258
-0,249

-0,664
-0,489

-0,308
-0,020

0,816

Szw
ecja

0,742
0,739

0,731
0,840

0,597
0,410

4,823
0,563

0,222
0,011

-0,796
-0,582

-0,320
0,175

0,727

W
¦gry

0,635
0,620

0,618
0,734

0,471
0,226

11,403
0,642

0,211
-0,127

-0,726
-0,589

-0,278
0,117

0,750

W
ªo chy

0,643
0,627

0,638
0,884

0,501
0,292

8,665
0,575

0,324
-0,166

-0,733
-0,527

-0,392
0,191

0,729
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osób które bardzo interesuj¡ si¦ polityk¡ do osób które do±¢ si¦ interesuj¡ jest prawie

1,5 (tj. 1/0,675) razy wi¦ksza w±ród osób z wyksztaªceniem niepeªnym ±rednim w

porównaniu do osób z wyksztaªceniem podstawowym. W Finlandii siªa tego zwi¡zku

jest mniejsza, tj. lokalny stosunek szans wynosi 0,768 (tj. jest bardziej zbli»ona do

warto±ci 1 czyli stanu niezale»no±ci stochastycznej).

Heterogeniczny model jednakowej interakcji jest jednak sªabo dopasowany do da-

nych. Mierniki przedstawione w tabeli 2.28, wskazuj¡, »e wzór zale»no±ci pomi¦dzy

zmiennymi jest bardziej zªo»ony. Mo»liwe jest uwzgl¦dnienie specy�ki zmiennej wier-

szowej lub kolumnowej. Mierniki dopasowania do danych dla heterogenicznych modeli

wierszowych s¡ generalnie lepsze ani»eli dla modeli kolumnowych. Wskazuje na to za-

równo redukcja wielko±ci statystyki G2 w stosunku do modelu jednakowej interakcji,

jak równie» wielko±ci indeksów rozbie»no±ci.

W prostym heterogenicznym modelu wierszowym, uwzgl¦dniona jest specy�ka

kategorii wyksztaªcenia. Zgodnie z przyj¦tym kodowaniem parametry wierszowe dla

dwóch skrajnych kategorii tj. wyksztaªcenia podstawowego (�X1 ) i wy»szego ni» ±red-

nie (�X4 ) s¡ równe 1, natomiast dla wyksztaªcenia ±redniego �X2 = 1, 104, a dla wy-

ksztaªcenia niepeªnego ±redniego �X3 = 1, 147. Jak pokazuje formuªa 2.85 w modelu

wierszowym prostym heterogenicznym odpowiednie parametry nie ró»ni¡ si¦ ze wzgl¦-

du na trzeci¡ zmienn¡ (kraj), natomiast zmienna ta ró»nicuje ogóln¡ siª¦ zale»no±ci.

Opisuj¡ to parametry �k przedstawione w tabeli 2.29. Dzi¦ki przyj¦tej parametry-

zacji warto±ci te mo»emy interpretowa¢ jako ±redni¡ lokalnych stosunków szans w

danym kraju. Parametry te pozwalaj¡ zrekonstruowa¢ odpowiednie stosunki szans.

Na przykªad lokalny stosunek szans wyró»niony dla Belgii (Z = 1) porównuj¡cy dwie

pierwsze kategorie zmiennej X i dowolne dwie s¡siednie kategorie zmiennej Y wynosi:

Θ
XY (Z)
1j(1) =

�X2
�X1
⋅ �XY (Z)
⋅⋅1 =

1, 104

1
⋅ 0, 677 = 0, 748,

co oznacza, »e zgodnie z tym modelem w Belgii w±ród osób z wyksztaªceniem ±rednim

proporcja osób, które bardzo si¦ interesuj¡ polityk¡ do osób, które polityk¡ do±¢ si¦

interesuj¡ jest prawie 1,33 (tj. 1/0,748) razy wi¦ksza ni» w±ród osób z wyksztaªceniem

podstawowym. Podobny jest zwi¡zek dla innych s¡siednich par kategorii opisuj¡cej

zainteresowanie polityk¡. Porównuj¡c osoby z wyksztaªceniem uko«czonym ±rednim

z osobami z wyksztaªceniem niepeªnym ±rednim analogiczne stosunki szans wynosz¡

Θ
XY (Z)
3/2;j(1) = 0, 704. Lokalne stosunki szans przedstawione zostaªy w tabeli 2.30.

Warto±ci parametrów wierszowych, pokazuj¡, »e im wi¦ksza jest ró»nica w wy-

ksztaªceniu, tym wi¦kszych ró»nic mo»na si¦ spodziewa¢ je±li chodzi o zainteresowanie

polityk¡, np.

Θ
X Y (Z)
3/1;j(1) = Θ

XY (Z)
1j(1) ⋅Θ

XY (Z)
2j(1) = 0, 748 ⋅ 0, 704 = 0, 526.
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Podobnie jest w innych krajach, jednak warto±ci stosunków szans b¦d¡ inne. Na

przykªad, dla Finlandii analogiczne stosunki szans wynosz¡:

Θ
XY (Z)
1j(2) =

�X2
�X1
⋅ �XY (Z)
⋅⋅2 =

1, 104

1
⋅ 0, 764 = 0, 844,

oraz Θ
XY (Z)
3/2;j(k) = 0, 794. Poniewa», parametry wierszowe s¡ takie same dla wszystkich

krajów � zgodnie z formuª¡ 2.86 � relacje pomi¦dzy dowolnymi stosunkami szans

nie zale»¡ od tego, który kraj rozpatrujemy, np.

Θ
XY (Z)
23(1) /Θ

XY (Z)
11(1)

Θ
XY (Z)
23(2) /Θ

XY (Z)
11(2)

=
0, 704/0, 748

0, 794/0, 844
= 1.

Bardziej zªo»ony heterogeniczny model wierszowy, wprowadza 18 dodatkowych

parametrów w porównaniu do prostego modelu heterogenicznego. Test warunko-

wy porównuj¡cy te modele pokazuje, »e na poziomie istotno±ci 0,05 nie ma ko-

nieczno±ci wprowadzania parametrów wierszowych specy�cznych dla ka»dego kraju:

G2 = 150, 4− 123, 9 = 26, 4 przy 18 stopniach swobody p = 0, 09.

Spo±ród modeli wierszowo�kolumnowych na uwag¦ zasªuguje model prosty hete-

rogeniczny. Model ten mo»na porówna¢ za pomoc¡ testu warunkowego z omówio-

nym powy»ej prostym heterogenicznym modelem wierszowym. Okazuje si¦, »e do-

datkowe uwzgl¦dnienie parametrów kolumnowych daje znacz¡c¡ redukcj¦ statystyki

G2 = 150, 4 − 98, 9 = 55, 1 przy 2 stopniach swobody, p < 0, 0001. Przypomnijmy,

»e w modelu tym wyst¦puj¡ parametry wierszowe i kolumnowe, których warto±¢ jest

taka sama dla poszczególnych krajów. Dla kolejnych kategorii wyksztaªcenia warto±ci

te wynosz¡: �X1 = 1, �X2 = 1, 135, �X3 = 1, 138, �X4 = 1; je±li chodzi o zainteresowanie

polityk¡ parametry wynosz¡  Y1 = 1 dla kategorii bardzo si¦ interesuje,  Y2 = 1, 142

dla kategorii do±¢ si¦ interesuj¦ ,  Y3 = 1, 198, dla osób które zadeklarowaªy, »e niezbyt

si¦ interesuj¡ oraz  Y4 = 1 dla kategorii w ogóle si¦ nie interesuj¦. Ogólna siªa zwi¡z-

ku, w tym modelu jest ró»na dla poszczególnych krajów i odpowiednie parametry dla

omawianego modelu XYRC1∣Zℎ zostaªy przedstawione w tabeli. 2.29. Podobnie jak

wcze±niej, dzi¦ki przyj¦tej parametryzacji (zaªo»eniu �X1 = �X4 = 1,  X1 =  X4 = 1)

parametry ogólnej siªy zwi¡zku mo»na interpretowa¢ jako ±redni¡ lokalnych stosun-

ków szans w poszczególnych krajach.

Tak jak poprzednio, mo»liwe jest zrekonstruowanie odpowiednich stosunków

szans. Wielko±¢ ta dla Belgii dla pierwszych dwóch kategorii obydwu zmiennych wy-

nosi:

Θ
XY (Z)
11(k) =

�X2  
Y
2

�X1  
Y
1

�
XY (Z)
⋅⋅1 = 0, 903.
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Tabela 2.30: Warunkowe stosunki szans Θ
XY (Z)
ij(k) zgodne z wybranymi modelami dla

danych z tabeli 2.27 dla Belgii i Finlandii

Heterogeniczny model jednakowej interakcji

Belgia Finlandia

i∖j 1 2 3 i∖j 1 2 3

1 0,675 0,675 0,675 1 0,768 0,768 0,768

2 0,675 0,675 0,675 2 0,768 0,768 0,768

3 0,675 0,675 0,675 3 0,768 0,768 0,768

Prosty heterogeniczny model wierszowy

Belgia Finlandia

i∖j 1 2 3 i∖j 1 2 3

1 0,748 0,748 0,748 1 0,844 0,844 0,844

2 0,704 0,704 0,704 2 0,794 0,794 0,794

3 0,590 0,590 0,590 3 0,666 0,666 0,666

Prosty heterogeniczny model wierszowo�kolumnowy

Belgia Finlandia

i∖j 1 2 3 i∖j 1 2 3

1 0,903 0,797 0,699 1 0,998 0,881 0,772

2 0,830 0,733 0,642 2 0,917 0,810 0,710

3 0,660 0,583 0,511 3 0,730 0,644 0,564

Heterogeniczne parametry kolumnowe, homogeniczne wierszowe

Belgia Finlandia

i∖j 1 2 3 i∖j 1 2 3

1 0,910 0,805 0,704 1 0,872 0,937 0,765

2 0,830 0,734 0,642 2 0,796 0,854 0,698

3 0,655 0,579 0,506 3 0,627 0,673 0,550

W tabeli 2.30 przedstawione s¡ stosunki pozostaªe stosunki szans dla Belgii i Fin-

landii. Proporcja liczby osób, które bardzo interesuj¡ si¦ polityk¡ do liczby osób, które

deklaruj¡, »e do±¢ si¦ polityk¡ jest ponad 1,10 (tj. 1/0,903) razy mniejsza w±ród osób

z wyksztaªceniem podstawowym w porównaniu do osób z wyksztaªceniem niepeªnym

±rednim, 1,2 (tj. 1/0,83) razy mniejsza w±ród osób z wyksztaªceniem niepeªnym w po-

równaniu do osób z wyksztaªceniem uko«czonym ±rednim, oraz 1,5 (tj. 1/0,66) razy

mniejsza w±ród osób z wyksztaªceniem uko«czonym ±rednim w porównaniu do osób

z wyksztaªceniem wy»szym. Podobnie jak poprzednio najbardziej ró»ni¡ si¦ od siebie
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osoby z wyksztaªceniem podstawowym i wy»szym. W porównaniu do omawianego

poprzednio modelu wierszowego prostego heterogenicznego lokalne stosunki szans dla

dwóch kategorii zmiennej wierszowej nie s¡ identyczne, jednak � zgodnie z formuª¡

2.92 � iloraz dwóch dowolnych stosunków szans nie zale»y od tego, dla którego kraju,

byª on wyznaczony np.

Θ
XY (Z)
23(1) /Θ

XY (Z)
11(1)

Θ
XY (Z)
23(2) /Θ

XY (Z)
11(2)

=
0, 642/0, 903

0, 710/0, 998
= 1.

Warunkowy test pokazuje, »e na poziomie istotno±ci 0,01 nale»aªoby wprowa-

dzi¢ do opisanego powy»ej modelu heterogeniczne parametry kolumnowe27, tj. G2 =

98, 9− 57, 6 = 41, 3 przy 18 stopniach swobody, p=0,001. Heterogeniczne parametry

kolumnowe pozwalaj¡ uwzgl¦dni¢ specy�k¦ dotycz¡c¡ kategorii zmiennej zaintere-

sowanie polityk¡. Parametry wierszowe dla tego modelu wynosz¡ �1⋅⋅ = �4⋅⋅ = 1,

�2⋅⋅ = 1, 151, �1⋅⋅ = 1, 208. Odpowiednie parametry kolumnowe zostaªy przedstawio-

ne w tabeli 2.30. Zgodnie z tym modelem stosunek szans dla Belgii dla pierwszych

dwóch kategorii obydwu zmiennych wynosi:

Θ
XY (Z)
11(1) =

�
XY (Z)
2⋅⋅ ⋅  XY (Z)

⋅21

�
XY (Z)
1⋅⋅ ⋅  XY (Z)

⋅11

= 1, 151 ⋅ 0, 791 = 0, 91.

Analogiczny stosunek szans dla Finlandii wynosi:

Θ
XY (Z)
11(2) =

�
XY (Z)
2⋅⋅ ⋅  XY (Z)

⋅22

�
XY (Z)
1⋅⋅ ⋅  XY (Z)

⋅12

= 1, 151 ⋅ 0, 758 = 0, 872.

Pozostaªe lokalne stosunki szans dla Belgii i Finlandii przedstawiono w tabeli

2.30. Inaczej ni» w poprzednich modelach, wielko±¢ ilorazu dwóch stosunków szans

nie zale»y od kraju, tylko wówczas gdy porównywane s¡ te same kolumny, np.

Θ
XY (Z)
23(1) /Θ

XY (Z)
13(1)

Θ
XY (Z)
23(2) /Θ

XY (Z)
13(2)

=
0, 642/0, 704

0, 698/0, 765
= 1.

Przedstawione w tabeli 2.28 modele logarytmiczno�multiplikatywne stanowi¡ al-

ternatywne podej±cie do modelowania zwi¡zku pomi¦dzy zmiennymi. Poszczególnych

logarytmiczno�liniowych modeli wierszowo�kolumnowych nie mo»na porównywa¢ z

ich logarytmiczno�multiplikatywnymi odpowiednikami za pomoc¡ statystyki G2. Nie

b¦dziemy szczegóªowo omawia¢ tych modeli. Zaznaczmy, »e odmienne skalowanie ka-

tegorii zmiennej wierszowej i kolumnowej w poszczególnych krajach mo»e by¢ uza-

sadnione. Tak jak sygnalizowali±my wcze±niej, odlegªo±ci pomi¦dzy kolejnymi katego-

riami wyksztaªcenia mog¡ si¦ ró»ni¢, ze wzgl¦du na specy�k¦ systemów ksztaªcenia w

27Posªuguj¡c si¦ miernikiem BIC nale»aªoby pozosta¢ przy wyborze modelu prostego heteroge-

nicznego modelu wierszowo�kolumnowego.
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poszczególnych krajach. Co prawda zastosowany schemat kodowania ISCED zostaª

stworzony z my±l¡ o prowadzeniu mi¦dzy�krajowych analiz porównawczych, to w

praktyce trudno oczekiwa¢, aby kategorie te ±ci±le sobie odpowiadaªy. W odniesieniu

do drugiej zmiennej skalowanie mo»e u»yteczne ze wzgl¦du na ró»nice j¦zykowe w tªu-

maczeniu ankiety w poszczególnych krajach. Mo»na przypuszcza¢, »e sformuªowania,

które respondenci maj¡ do wyboru aby opisa¢ zainteresowanie polityk¡ nie s¡ ±ci±le

porównywalne. W tabeli 2.29 przedstawione s¡ warto±ci parametrów heterogenicznego

modelu wierszowo�kolumnowego skaluj¡cych kategorie obydwu zmiennych i parame-

try opisuj¡ce siª¦ zwi¡zku w poszczególnych krajach. Warto zauwa»y¢, »e przypisane

parametry s¡ monotoniczne wzgl¦dem kategorii dwóch zmiennych porz¡dkowych.

Propozycje uogólnienia modelowania warunkowej zale»no±ci

Kwestia modelowania warunkowej zale»no±ci byªa niejednokrotnie poruszana w lite-

raturze. Najciekawsze propozycje uogólnienia pewnej klasy modeli tego typu przed-

stawili Yamaguchi (1987), Xie (1992), oraz Goodman i Hout (1998, 1998b, 2001).

Autorzy ci, omawiaj¡ to zagadnienie w kontek±cie porównywania zjawiska ruchliwo±ci

spoªecznej w ró»nych krajach, b¡d¹ w ró»nych punktach czasowych, niemniej, mode-

le przedstawione przez nich mo»na równie» stosowa¢ do opisu innych zjawisk. Model

Goodmana i Houta jest najbardziej ogólny w tym sensie »e model Yamaguchiego oraz

Xie s¡ jego szczególnymi przypadkami. Cho¢ model ten � jak zobaczymy poni»ej �

nie wyczerpuje mo»liwo±ci modelowania warunkowej zale»no±ci, to obejmuje szereg

modeli tego typu, nadaj¡c im interesuj¡c¡ interpretacj¦ gra�czn¡.

Model Goodmana�Houta koncentruje si¦ na mo»liwo±ciach warunkowej modelo-

wania interakcji pomi¦dzy dwiema zmiennymi. Zgodnie z tym modelem warunkowy

stosunek szans zmiennych X oraz Y wzgl¦dem trzeciej zmiennej Z � nazywanej w

literaturze zmienn¡ warstwow¡ (layer variable) � mo»na przedstawi¢ jako:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �ij ⋅

(
�XYij

)Υk (2.99)

dla dowolnych j, j, k.Poniewa» propozycja uogólnienia modelowania warunkowej za-

le»no±ci zwi¡zana jest z pewnymi analogiami do regresji liniowej i jej interpretacjami

gra�cznymi jej autorzy koncentruj¡ si¦ na formule dotycz¡cej logarytmu okre±lonego

powy»ej warunkowego stosunku szans, tj.

log Θ
XY (Z)
ij(k) = aXYij + bXYij ⋅Υk, (2.100)

gdzie aij = log�ij, bij = log �ij. W tym uj¦ciu wida¢ analogie do modelowania liniowe-

go: logarytm warunkowego stosunku szans jest liniow¡ funkcj¡, wzgl¦dem wielko±ci

Υk, opisuj¡cych kolejne kategorie zmiennej warstwowej Z. Wielko±ci te mog¡ by¢
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przypisane a priori , b¡d¹ s¡ one szacowane w modelu. Aby lepiej zrozumie¢ specy�-

k¦ powy»szych parametrów, zde�niujmy za pomoc¡ powy»szych parametrów lokalny

stosunek szans trzech zmiennych:

ΘXY Z
ijk =

Θ
XY (Z)
ij(k+1)

Θ
XY (Z)
ij(k)

=
�ij ⋅

(
�XYij

)Υk+1

�ij ⋅
(
�XYij

)Υk
=
(
�XYij

)Υk+1−Υk , (2.101)

Logarytm powy»szego wyra»enia jest równy:

log ΘXY Z
ijk = log Θ

XY (Z)
ij(k+1) − log Θ

XY (Z)
ij(k) = bXYij (Υk+1 −Υk). (2.102)

Jak pokazuj¡ powy»sze zapisy interakcj¦ trzeciego rz¦du de�niuj¡ parametry �nachy-

lenia� bXYij (odpowiednio �XYij ) oraz parametry zmiennej warstwowej Υk. Parametry

�przeci¦cia� aXYij nie maj¡ wpªywu na lokalny stosunek szans trzech zmiennych, opi-

suj¡ one interakcj¦ drugiego rz¦du.

Jak pokazali Goodman i Hout wcze±niejsze propozycje Yamaguchiego (1987) i Xie

(1992) s¡ szczególnymi przypadkami zaproponowanego przez nich modelu. Porównu-

j¡c model Yamaguchiego do ogólnego modelu 2.100 w tym pierwszym zakªada si¦, »e:

bij = const., tj:

log Θ
XY (Z)
ij(k) = aXYij + Υk, (2.103)

lub równowa»nie:

Θ
XY (Z)
ij(k) = �XYij ⋅ �k (2.104)

gdzie �k = exp(Υk). W modelu zaproponowanym przez Xie zakªada si¦, »e aij = 0,

tj.

log Θ
XY (Z)
ij(k) = bXYij ⋅Υk, (2.105)

lub równowa»nie:

Θ
XY (Z)
ij(k) =

(
�XYij

)Υk . (2.106)

Porównuj¡c formuªy 2.103 oraz 2.105 widzimy, »e efekt zmiennej warstwowej jest

b¡d¹ dodawany do parametrów opisuj¡cych interakcje dwóch zmiennych b¡d¹ prze-

mna»any, st¡d te» modele Xie i Yamaguchiego nazywane s¡ odpowiednio modelem

addytywnego efektu warstwowego b¡d¹ modelem multiplikatywnego efektu warstwo-

wego. Propozycj¦ Yamaguchiego w najbardziej ogólnej formie mo»na przedstawi¢ w

parametryzacji wzgl¦dem kategorii odniesienia jako:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅ XYij ⋅ �
(i−a)(j−b)
k (2.107)

gdzie xa oraz yb s¡ kategoriami odniesienia dla obydwu zmiennych. Powy»szy zapis

pokazuje, »e w modelu tym zakªadamy, »e zmienne X oraz Y s¡ zmiennymi porz¡dko-

wymi. Analogicznie, parametryzacja najogólniejszej formy modelu zaproponowanego
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przez Xie przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅Ψ
Υk
ij , (2.108)

gdzie parametr Ψij opisuje interakcj¦ pomi¦dzy zmiennymi X oraz Y . Model

Goodmana�Houta mo»na przedstawi¢ jako:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅ XYij ⋅Ψ
Υk
ij (2.109)

Goodman i Hout (1998) zwracaj¡ uwag¦, »e model Xie mo»e by¢ modelem nie�

hierarchicznym. Porównanie modeli 2.108 oraz 2.109 pokazuje, »e w modelu Xie nie

wyst¦puje oddzielny parametr opisuj¡cy interakcj¦ drugiego rz¦du pomi¦dzy X oraz

Y , co mo»e prowadzi¢ do formuªowania modeli trudnych w interpretacji. Model Yama-

guchiego jest hierarchiczny, ale wymaga porz¡dkowego pomiaru zmiennych X oraz

Y .

Dla lepszego zrozumienia specy�ki poszczególnych modeli porównane zostan¡ ilo-

razy logarytmów dwóch lokalnych stosunków szans trzech zmiennych wyznaczonych

dla ro»nych kombinacji zmiennych X oraz Y i tej samej kategorii zmiennej Z. Dla

modelu Goodmana i Houta:

log ΘXY Z
ijk

log ΘXY Z
mnk

=
log Θ

XY (Z)
ij(k+1) − log Θ

XY (Z)
ij(k)

log Θ
XY (Z)
mn(k+1) − log Θ

XY (Z)
mn(k)

=
bXYij (Υk+1 −Υk)

bXYmn (Υk+1 −Υk)
=
bXYij
bXYmn

, (2.110)

Iloraz ten nie zale»y od tego, z któr¡ kategori¡ zmiennej warstwowej Z mamy do czy-

nienia. Podobny wniosek mo»na sformuªowa¢ dla modelu multiplikatywnego efektu,

natomiast dla modelu efektu addytywnego powy»szy iloraz jest zawsze równy 1, gdy»

w modelu Yamaguchiego bij = bmn.

Dla modelu efektu multiplikatywnego zaproponowanego przez Xie mo»na nato-

miast zaobserwowa¢, »e iloraz dwóch logarytmów warunkowych stosunków szans wy-

znaczonych dla ró»nych kombinacji zmiennychX oraz Y i tej samej kategorii zmiennej

Z, nie zale»y od warto±ci trzeciej zmiennej, tj.

log Θ
XY (Z)
ij(k)

log Θ
XY (Z)
mn(k)

=
bXYij Υk

bXYmn Υk

=
bXYij
bXYmn

, (2.111)

Dla modelu addytywnego, b¡d¹ bardziej ogólnej propozycji Goodmana�Houta wªa-

sno±¢ 2.111 nie musi by¢ speªniona. Obydwa modele warstwowe � addytywny i mul-

tiplikatywny � mo»na interpretowa¢ podobnie: wzór zale»no±ci pomi¦dzy X i Y jest

taki sam dla ka»dej warto±ci zmiennej Z, cho¢ siªa tej zale»no±ci mo»e by¢ ró»na i

okre±la j¡ parametr Υk. Mówi¡c dokªadniej: w modelu Yamaguchiego, dla ka»dej pod-

zbiorowo±ci wyró»nionej ze wzgl¦du na zmienn¡ Z, iloraz dwóch dowolnych stosunków
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szans dotycz¡cy zmiennych X i Y jest taki sam, na co wskazuje formuªa 2.104. W

odniesieniu do modelu Xie, mo»na sformuªowa¢ podobny wniosek przy czym porów-

nujemy iloraz dwóch logarytmów dowolnych stosunków szans, co pokazuje formuªa

2.111.

Formuªa 2.110 pozwala sprawdzi¢, czy dowolny model logarytmiczno�liniowy

(b¡d¹ logarytmiczno�multiplikatywny) wchodzi w skªad modeli, które mo»na opi-

sa¢ za pomoc¡ propozycji Goodmana�Houta. Co wi¦cej, je±li ten iloraz jest równy

1, mamy do czynienia z modelem Yamaguchiego, je±li natomiast zachodzi zale»no±¢

opisana w formule 2.111 mamy do czynienia z modelem Xie. Pod tym k¡tem mo»na

przeanalizowa¢ � przykªadowo � omawiany wcze±niej heterogeniczny model jed-

nakowej interakcji (2.78). Zauwa»my, »e iloraz 2.110 jest równy 1, tak wi¦c model

ten mo»e by¢ postrzegany jako szczególny modelu Yamaguchiego. W parametryzacji

2.107 mo»na przyj¡¢, »e XYij = �, czyli wielko±¢ t¦ mo»na potraktowa¢ jako wielko±¢

interakcji pomi¦dzy zmiennymi X oraz Y dla kategorii odniesienia zmiennej warstwo-

wej Z. Parametry �k wskazuj¡ na mody�kacj¦ interakcji dla kolejnych warto±ci tej

zmiennej.

Heterogeniczny model jednakowej interakcji jest równie» szczególnym przypad-

kiem multiplikatywnego efektu warstwowego proponowanego przez Xie. W tym mo-

delu iloraz 2.111 porównuj¡cy dwa logarytmy warunkowych stosunków szans jest

równy:
log Θ

XY (Z)
ij(k)

log Θ
XY (Z)
mn(k)

=
�k
�k

= 1,

wi¦c nie zale»y od warto±ci trzeciej zmiennej. Zgodnie z konwencj¡ zapisu modelu

efektu multiplikatywnego zaproponowanego przez Xie model ten mo»na przedstawi¢

jako:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XZik ⋅ Y Zjk
(
�(i−a)(j−b))Υk

co jest równowa»ne parametryzacji 2.79. Model ten jest prostszy ni» ogólny model

multiplikatywnego efektu warstwowego 2.108, gdy» zachodzi  ij = �(i−a)(j−b). Do

ilustracji gra�cznej modelu heterogenicznej jednakowej interakcji � a ogólniej modelu

Goodmana�Houta � wykorzystane zostan¡ dane z tabeli 2.27.

Na rysunku 2.6 przedstawione zostaªy logarytmy lokalnych stosunków szans zgod-

nych z heterogenicznym modelem jednakowej interakcji. Na osi poziomej zostaªy roz-

mieszczone kraje zgodnie z warto±ciami parametrów Υk. W przypadku tego modelu

parametry te s¡ równe logarytmom parametrów �k, czyli parametrom addytywnej

postaci modelu logarytmiczno�liniowego. Warto±ci tych parametrów przedstawione

s¡ w tabeli 2.29, na przykªad dla Belgii Υ1 = ln(0, 675) = −0, 393, itd. Warto zwró-

ci¢ uwag¦ na kilka charakterystycznych cech tego wykresu: logarytmy warunkowych
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Rysunek 2.6: Warunkowe logarytmy stosunków szans dla zmiennych X oraz Y wzgl¦-

dem Z (heterogeniczny model jednakowej interakcji dane z tabeli 2.27)
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stosunków szans le»¡ na linii prostej, co stanowi potwierdzenie, tego, ze jest to model

Goodmana�Houta. Poniewa» model heterogenicznej jednakowej interakcji jest szcze-

gólnym przypadkiem modelu Yamaguchiego, parametr nachylenia linii prostej jest

równy 1. Ponadto, poniewa» daje si¦ go równie» interpretowa¢ jako szczególny przypa-

dek modelu Xie daje si¦ zauwa»y¢, »e parametr przeci¦cia jest równy 0. W odniesieniu

do ogólnego modelu Goodmana�Houta:

log Θ
XY (Z)
ij(k) = aXYij + bXYij ⋅Υk,

parametr aXYij = 0 i bXYij = 1, czyli Θ
XY (Z)
ij(k) = Υk. Poniewa» w modelu jednakowej

interakcji wszystkie lokalne stosunki szans dla X i Y s¡ sobie równe wykres ten jest

adekwatny dla ka»dej pary kategorii obydwu zmiennych.

W heterogenicznym modelu jednakowej interakcji warto±ci Υk s¡ szacowane w

modelu. Je±li zmienna Z jest zmienn¡ porz¡dkow¡ mo»na dodatkowo zaªo»y¢, »e �k =

�k, co prowadzi do sformuªowania omawianego wcze±niej modelu 2.70. Wielko±ci Υk

byªyby wówczas równomiernie oddalone, tak jak na rysunku 2.5. Poniewa» model 2.70

jest osadzony w modelu heterogenicznej jednakowej interakcji model ten równiez mo»e

by¢ interpretowany w kategoriach modeli Goodmana�Houta, Xie i Yamaguchiego.

Jak zostaªo pokazane, powy»sze modele s¡ zarówno modelami addytywnego jak

te» multiplikatywnego efektu wierszowego Pod tym k¡tem przeanalizowany zostanie

teraz prosty heterogeniczny logarytmiczno�liniowy model wierszowy XYR∣Zℎ: Dla tej
hipotezy iloraz 2.110 jest równy 1, tj.

log ΘXY Z
ijk

log ΘXY Z
mnk

=
log
[(
�
XY (Z)
⋅⋅(k+1) ⋅ �

XY (Z)
i⋅⋅

)
/
(
�
XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

i⋅⋅

)]
log
[(
�
XY (Z)
⋅⋅(k+1) ⋅ �

XY (Z)
m⋅⋅

)
/
(
�
XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

m⋅⋅

)] = 1

Natomiast iloraz 2.111

log Θ
XY (Z)
ij(k)

log Θ
XY (Z)
mn(k)

=
log
(
�
XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

i⋅⋅

)
log
(
�
XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

m⋅⋅

)
zale»y od warto±ci zmiennej warstwowej Z. Prosty heterogeniczny model wierszowy

mo»e wi¦c by¢ postrzegany jako szczególny przypadek modelu Yamaguchiego, nato-

miast nie jest zgodny modelem zaproponowanym przez Xie. Podobna uwaga dotyczy

prostych logarytmiczno�liniowych modeli kolumnowych i wierszowo�kolumnowych,

gdy» w modelach tych jedynie parametr ogólnej siªy zwi¡zku pomi¦dzy X i Y jest

indeksowany przez warto±ci zmiennej Z.

Rysunek 2.7 stanowi ilustracj¦ dla prostego heterogenicznego modelu wierszowo�

kolumnowego i danych z tabeli 2.27. Logarytmy lokalnych stosunków szans zgodnych

z tym modelem le»¡ na jednej linii wzgl¦dem parametrów Υk. Warto±ci Υk � zgodnie
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Rysunek 2.7: Warunkowe logarytmy stosunków szans dla zmiennych X oraz Y wzgl¦-

dem Z (prosty heterogeniczny model XYRC1∣Zℎ, dane z tabeli 2.27)
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z którymi rozmieszczono kraje na osi poziomej � s¡ parametrami addytywnego mo-

delu i opisuj¡ ogóln¡ siª¦ zwi¡zku pomi¦dzy X i Y . S¡ one logarytmami parametrów

�
XY (Z)
⋅⋅k przedstawionych w tabeli 2.29. Na przykªad dla Belgii ln(0,697)=-0,36, itd. Na

wykresie na osi pionowej zamieszczono jedynie stosunki szans dla dwóch pierwszych

kategorii zmiennej wierszowej X, tj. porównuj¡ce osoby z wyksztaªceniem podstawo-

wym i niepeªnym ±rednim, oddzielnie dla wszystkich s¡siednich kategorii zmiennej

Y , (pierwszej i drugiej, drugiej i trzeciej, trzeciej i czwartej) czyli wyra»enia Θ
XY (Z)
11(k) ,

Θ
XY (Z)
12(k) , Θ

XY (Z)
13(k) . Zauwa»my, »e wykresy dla ka»dej pary zmiennej Y s¡ równolegªe do

siebie. Podobnie byªoby dla pozostaªych lokalnych stosunków szans (wyznaczonych

dla innych kategorii zmiennej X), które nie zostaªy zamieszczone na wykresie, co wy-

nika z tego, »e bXYij = 1 i model ten mo»na zaklasy�kowa¢ jako model Yamaguchiego.

Parametr przeci¦cia w tym modelu de�niuj¡ odpowiednie parametry wierszowe i ko-

lumnowe:

aXYij = log

(
�
XY (Z)
(i+1)⋅⋅ ⋅  

XY (Z)
⋅(j+1)⋅

�
XY (Z)
i⋅⋅ ⋅  XY (Z)

⋅j⋅

)
(2.112)

Tak wi¦c logarytm stosunku szans Θ11(1) dla Belgii wynosi:

log
(

Θ
XY (Z)
11(1)

)
= Υ1 + aXY11 = log �

XY (Z)
⋅⋅(k) + log

(
�
XY (Z)
2⋅⋅ ⋅  XY (Z)

⋅2⋅

�
XY (Z)
1⋅⋅ ⋅  XY (Z)

⋅1⋅

)
=

= log 0, 697 + log(1, 135 ⋅ 1, 142) = −0, 102.

Modele heterogeniczne, w których nie tylko ogólna siªa zwi¡zku, ale te» parametry

wierszowe (kolumnowe), zale»¡ od warto±ci zmiennej warstwowej Z, nie s¡ modela-

mi o strukturze zaproponowanej przez Goodmana�Houta. Np. dla heterogenicznego

modelu wierszowego iloraz 2.110 jest równy:

log ΘXY Z
ijk

log ΘXY Z
mnk

=
log
[(
�
XY (Z)
⋅⋅(k+1) ⋅ �

XY (Z)
i⋅(k+1)

)
/
(
�
XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

i⋅k

)]
log
[(
�
XY (Z)
⋅⋅(k+1) ⋅ �

XY (Z)
m⋅(k+1)

)
/
(
�
XY (Z)
⋅⋅k ⋅ �XY (Z)

m⋅k

)]
Wielko±¢ ta zale»y od warto±ci zmiennej Z. W takiej sytuacji logarytmy stosunków

szans dla danej kombinacji zmiennych X oraz Y niekoniecznie daj¡ si¦ przedstawi¢

na linii prostej.

Przykªadem modelu, który nie jest zgodny ze struktur¡ modelu addytywne-

go efektu warstwowego, a jest szczególnym przypadkiem modelu zaproponowanego

przez Xie jest prosty heterogeniczny logarytmiczno�muliplikatywny model wierszowo-
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kolumnowy. Iloraz 2.110 nie jest równy 1:

log ΘXY Z
ijk

log ΘXY Z
mnk

=
log
[(
�XYk+1

)(ui+1−ui)(vj+1−vj)
]
− log

[(
�XYk

)(ui+1−ui)(vj+1−vj)
]

log
[(
�XYk+1

)(um+1−um)(vn+1−vn)
]
− log

[
(�XYk )

(um+1−um)(vn+1−vn)
]

=
(ui+1 − ui)(vj+1 − vj)

[
�XY(k+1) − �XYk

]
(um+1 − um)(vn+1 − vn)

[
�XY(k+1) − �XYk

]
=

(ui+1 − ui)(vj+1 − vj)
(um+1 − um)(vn+1 − vn)

(2.113)

Natomiast warto±¢ ilorazu 2.111 nie zale»y od warto±ci trzeciej zmiennej:

log Θ
XY (Z)
ij(k)

log Θ
XY (Z)
mn(k)

=
log
[(
�XYk

)(ui+1−ui)(vj+1−vj)
]

log
[
(�XYk )

(um+1−um)(vn+1−vn)
] =

exp[(ui+1 − ui)(vj+1 − vj)]
exp[(um+1 − um)(vn+1 − vn)]

Na wykresie 2.8 przedstawiona zostaªa ilustracja tego modelu. Podobnie jak po-

przednio wykorzystane zostaªy dane z tabeli 2.27. Kraje zostaªy rozmieszczone - ana-

logicznie jak na poprzednich ilustracjach - na osi poziomej zgodnie z warto±ciami Υk,

w przypadku tego modelu Υk = log(�k) (odpowiednie warto±ci parametrów mo»na

odczyta¢ z wykresu). Podobnie jak na poprzednim wykresie przedstawione s¡ stosun-

ki szans Θ
XY (Z)
11(k) , Θ

XY (Z)
12(k) , Θ

XY (Z)
13(k) , parametr przeci¦cia jest równy bXYij = 0, podobnie

byªoby dla ka»dego innego lokalnego stosunku szans nie przedstawionego na wykresie.

Parametr nachylenia de�niuj¡ w tym modelu odpowiednie parametry skaluj¡ce:

bXYij = (ui+1 − ui)(vj+1 − vj) (2.114)

Parametry te nie byªy wcze±niej przytoczone, wynosz¡ one u1 = 0, 585, u2 =

0, 278, u3 = −0, 108, u4 = −0, 754 dla zmiennej wierszowej i v1 = −0, 584, v2 =

−0, 296, v3 = 0, 137, v4 = 0, 744. Przykªadowo dla Belgii logarytm stosunku szans

Θ11(1) wynosi:

log
(

Θ
XY (Z)
11(1)

)
= Υ1 ⋅ bXY11 = (log �k)(u2 − u1)(v2 − v1) = (2.115)

= 1, 86 ⋅ (0, 278− 0, 585)(−0, 296 + 0, 584) = −0, 164.

Równocze±nie mo»na pokaza¢, »e logarytmiczno-multiplikatywny model, w któ-

rym parametry skaluj¡ce jednej b¡d¹ dwóch zmiennych X, Y zale»¡ od warto±ci

zmiennej Z nie daj¡ si¦ przedstawi¢ jako model Goodmana�Houta.

Warto na koniec zauwa»y¢, ze model Goodmana�Houta umo»liwia formuªowanie

modeli, które nie s¡ zgodne ani ze struktur¡ modelu addytywnego ani mulitplika-

tywnego efektu warstwowego. Autorzy wskazuj¡ (1998), »e ich propozycja pozwala
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Rysunek 2.8: Warunkowe logarytmy stosunków szans dla zmiennych X oraz Y wzgl¦-

dem Z (prosty heterogeniczny logarytmiczno�multiplikatywny model wierszowo- ko-

lumnowy, dane z tabeli 2.27)

158



formuªowa¢ modele, w których interakcja drugiego rz¦du i trzeciego rz¦du mo»e by¢

opisywana za pomoc¡ zale»no±ci innego typu. Zauwa»my, ze nie pozwala na to model

Xie, w którym interakcja drugiego i trzeciego rz¦du nie jest modelowana oddzielnie.

W propozycji Yamaguchiego, interakcja drugiego rz¦du jest co prawda modelowana

niezale»nie od interakcji trzeciego rz¦du, za to nie pozwala ona na modelowanie bar-

dziej zªo»onej interakcji pomi¦dzy X oraz Y . Model Goodmana�Houta nie ma takich

ogranicze«. Autorzy podaj¡ przykªad modelu, w którym interakcja drugiego rz¦du

jest opisywana za pomoc¡ jednakowej interakcji (UA), a interakcja trzeciego rz¦du

ma nieokre±lony wzór (FA). Zgodnie z tym modelem:

Θ
XY (Z)
ij(k) = � ⋅

(
�XYij

)Υk (2.116)

W wersji addytywnej:

log Θ
XY (Z)
ij(k) = aXY + bXYij ⋅Υk, (2.117)

Jak widzimy parametr �przeci¦cia� w tym modelu nie jest specy�czny dla kombinacji

obydwu zmiennych. Parametryzacj¦ tego modelu mo»emy przedstawi¢ nast¦puj¡co:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅ �ij ⋅Ψ
Υk
ij (2.118)

Propozycja Goodmana�Houta pozwala na uogólnienie i ciekaw¡ interpretacj¦ sze-

rokiej klasy modeli opisuj¡cych warunkow¡ zale»no±¢. Model Yamaguchiego, a szcze-

gólnie model Xie s¡ cz¦sto wykorzystywane do modelowania interakcji trzeciego rz¦-

du. Przykªady zastosowania modelu zaproponowanego przez Xie zostan¡ podane w

kolejnym rozdziale tej pracy.
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Rozdziaª 3

Modele dla tablic ruchliwo±ci i

danych panelowych

W poprzednich rozdziaªach przedstawione zostaªy modele, pozwalaj¡ce analizowa¢

rozkªad ª¡czny dwóch lub wi¦kszej liczby zmiennych. Niektóre z nich byªy adekwatne

w sytuacji, gdy wszystkie b¡d¹ wybrane zmienne mierzone byªy na skali porz¡dkowej,

inne nie czyniªy takich zaªo»e«, tj. mogªy by¢ stosowane nawet wówczas, gdy wszystkie

zmienne mierzone byªy na skali nominalnej. W modelach tych nie zakªadaªo si¦ nic

wi¦cej co do charakteru tych zmiennych.

W tym rozdziale przedstawione zostan¡ modele, które mo»na formuªowa¢ w odnie-

sieniu do tablic ruchliwo±ci i danych panelowych. Nale»y zauwa»y¢, ze dane tego typu

maj¡ specy�czn¡ struktur¦: analizowane zmienne (zmienna wierszowa i kolumnowa)

maj¡ takie same kategorie. Na przykªad, analizuj¡c mi¦dzypokoleniow¡ ruchliwo±¢

zawodow¡, mo»liwe jest wyodr¦bnienie takich samych kategorii okre±laj¡cych zawód

ojca i zawód syna. W odniesieniu do danych o takiej strukturze interesuj¡ca mo»e

by¢ na przykªad odpowied¹ na pytanie, jaki odsetek osób o pochodzeniu robotniczym

wykonuje prac¦ tego typu. Podobn¡ struktur¦ maj¡ dane panelowe, gdy» t¦ sam¡ ce-

ch¦ respondenta, mo»na mierzy¢ w kilku punktach czasowych, na przykªad mo»na

zestawi¢ ze sob¡ odpowiedzi tych samych osób na to samo pytanie w kilku badaniach

przeprowadzanych w okre±lonych odst¦pach czasowych.

Istnieje wiele metod analizy danych tego typu. Modelowanie logarytmiczno�

liniowe wydaje si¦ analiz¡ szczególnie przydatn¡, gdy» pozwala na sformuªowanie

wielu hipotez dotycz¡cych rozkªadu zmiennych i zwi¡zku pomi¦dzy nimi. Z jednej

strony, do analizy tablic ruchliwo±ci i danych panelowych wykorzystywa¢ mo»na mo-

dele zaprezentowane do tej pory, z drugiej strony mo»liwe jest formuªowanie nowych,

specy�cznych modeli, które nie byªyby adekwatne, gdyby kategorie zmiennych byªy

odmienne.
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Na pocz¡tku tego rozdziaªu przedstawionych zostanie kilka przykªadów tablic,

w których kategorie zmiennych s¡ takie same. Omówione zostan¡ podstawowe cha-

rakterystyki procentowe, za pomoc¡ których mo»na opisywa¢ tego rodzaju tabele.

Jednocze±nie podkre±lone zostan¡ ograniczenia wynikaj¡ce z analizy �procentowej�.

Jak si¦ okazuje, modelowanie logarytmiczno�liniowe w du»ej mierze pozwala te ogra-

niczenia wyeliminowa¢. W pierwszej kolejno±ci zaprezentowane zostan¡ modele jakie

mo»na sformuªowa¢ w odniesieniu do rozkªadu ª¡cznego dwóch zmiennych. Cho¢ nie-

które z nich mo»na zastosowa¢ do analizy zmiennych nominalnych, wi¦kszo±¢ z nich

wykorzystuje informacj¦ o porz¡dkowym charakterze zmiennych.

Na ko«cu przedstawione zostan¡ mo»liwo±ci rozszerzenia analizy na wi¦ksz¡ liczb¦

zmiennych. Z jednej strony trzeci¡ zmienn¡ mo»e by¢ zmienna grupuj¡ca, przykªa-

dowo mo»liwa jest analiza porównawcza ruchliwo±ci w kilku podzbiorowo±ciach, na

przykªad w kilku krajach. Z drugiej strony mo»na analizowa¢ rozkªad ª¡czny trzech

lub wi¦kszej liczby zmiennych o takich samych kategoriach. Przykªadowo dane bada-

nia panelowego przeprowadzonego trzy razy pozwalaj¡ na zestawienie ze sob¡ zmien-

nej mierzonej w trzech punktach czasowych. Ponadto, mo»na porównywa¢ zmiany w

czasie dotycz¡ce rozkªadu nie jednej a kilku zmiennych. Na przykªad, mo»liwe jest

postawienie pytania, jak zmieniª si¦ zwi¡zek pomi¦dzy wyksztaªceniem i miejscem

zamieszkania w dwóch punktach czasowych.

3.1 Przykªady tabel o takich samych kategoriach

zmiennych

Prezentacj¦ rozpoczn¦ podaj¡c kilka przykªadów tablic, w których obydwie zmienne

� wierszowa i kolumnowa � maj¡ identyczne kategorie. Cho¢ w dalsza cz¦±¢ tego

rozdziaªu po±wi¦cona zostanie analizie tablic ruchliwo±ci i danych panelowych to war-

to podkre±li¢, »e wiele modeli i metod analizy zaprezentowanych w tym rozdziale ma

zastosowanie w odniesieniu do danych dotycz¡cych innych zjawisk, ale posiadaj¡cych

podobn¡ struktur¦. Na przykªad, modele stosowane do badania ruchliwo±ci spoªecznej

wykorzystuje si¦ do analizy wzorów zawierania maª»e«stw, gdzie kategorie opisuj¡ce

wyksztaªcenia m¦»a koresponduj¡ z kategoriami wyksztaªcenia »on.

Tabela 3.1 w sposób ogólny przedstawia struktur¦ danych, gdzie obydwie anali-

zowane zmienne maj¡ takie same kategorie. W konsekwencji liczba kategorii obydwu

zmiennych jest identyczna i wynosi r. Warto zwróci¢ uwag¦ na komórki znajduj¡ce si¦

na przek¡tnej tej tabeli (zostaªy one pogrubione). Obejmuj¡ one obiekty, które posia-

daj¡ takie same kategorie obydwu zmiennych. Odsetek takich obiektów w zbiorowo±ci

wynosi
∑r

i=1 �
XY
ii .
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Dla pozostaªych obiektów warto±ci obydwu analizowanych zmiennych ró»ni¡ si¦.

Je±li analizowane zmienne mierzone s¡ na skali porz¡dkowej b¡d¹ mocniejszej sen-

sowne staje si¦ wyró»nienie obiektów, dla których jedna ze zmiennych ma wy»sz¡

(ni»sz¡) warto±¢ od drugiej zmiennej. Zauwa»my, »e komórki powy»ej tej przek¡tnej

obejmuj¡ obiekty, dla których zmienna Y przyjmuje wy»sz¡ warto±¢ ni» zmienna X,

ich odsetek wynosi:
r−1∑
i=1

r∑
j>i

�XYij .

Analogicznie, poni»ej tej przek¡tnej znajduj¡ si¦ obiekty, dla których zmienna X

przyjmuje wy»sz¡ warto±¢ ni» zmienna Y , ich odsetek wynosi:

r−1∑
j=1

r∑
i>j

�XYij .

Tabela 3.1: Rozkªad ª¡czny dwóch zmiennych X i Y o takich samych kategoriach

X∖Y y1 y2 y3 . . . yr Σ

x1 �XY
11 �XY12 �XY13 �XY1r �X1

x2 �XY21 �XY
22 �XY23 �XY2r �X2

x3 �XY31 �XY32 �XY
33 �XY3r �X3

...

xr �XYr1 �XYr2 �XYr3 �XY
rr �Xr

Σ �Y1 �Y2 �Y3 �Yr 1

Komórki powy»ej i poni»ej gªównej przek¡tnej, mo»na równie» scharakteryzowa¢

okre±laj¡c, o ile kategorii warto±¢ zmiennej X jest wi¦ksza b¡d¹ mniejsza od war-

to±ci zmiennej Y . Na przykªad prawdopodobie«stwa �XY12 , �XY23 , . . .�XY(r−1)r wskazuj¡

na odsetek obiektów dla których zmienna Y ma warto±¢ wy»sz¡ o jedn¡ kategori¦

od zmiennej X. Podobnie mo»na wyznaczy¢ inne zbiory obiektów, np. prawdopo-

dobie«stwa �XY(i+2)i, tj. �
XY
31 , �XY42 , . . . , itd. opisuj¡ obiekty dla których zmienna X

jest wi¦ksza o dwie kategorie od zmiennej Y . Podzbiory komórek tego typu b¦d¡

nazywane pseudo�przek¡tnymi 1. Poj¦cie to b¦dzie u»yteczne w dalszej cz¦±ci tego

rozdziaªu, gdy» wiele modeli b¦dzie odwoªywaªo si¦ do komórek okre±lonych w ten

sposób. B¦dziemy wi¦c mówi¢ o pseudo�przek¡tnych poªo»onych bli»ej lub dalej od

1W literaturze okre±la si¦ je równie» jako �mniejsze przek¡tne� (minor �diagonal), co mo»e by¢

myl¡ce, gdy» nie jest zgodne z rozumieniem przek¡tnej w geometrii
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gªównej przek¡tnej, na przykªad prawdopodobie«stwa �XY(i+1)i opisuj¡ komórki poni-

»ej gªównej przek¡tnej przylegaj¡ce do niej, a prawdopodobie«stwa �XYi(i+3) opisuj¡

pseudo�przek¡tn¡ poªo»on¡ o trzy komórki �w gór¦� od gªównej przek¡tnej.

W dalszej cz¦±ci istotne b¦dzie rozró»nienie lokalnych stosunków szans � czyli

wyznaczonych dla s¡siednich kategorii jednej i drugiej zmiennej � ze wzgl¦du na to,

których komórek one dotycz¡. Lokalne stosunki szans wyznaczone dla komórek na

gªównej przek¡tnej, to takie, dla których kategorie, które pojawiaj¡ si¦ w indeksie

dolnym zawieraj¡ t¦ sama warto±¢ zmiennej wierszowej i kolumnowej, tj. ΘXY
ii , przy-

kªadowo ΘXY
11 , ΘXY

22 itd. Podobnie mo»na mówi¢ o stosunkach szans wyznaczonych

dla konkretnej pseudo�przek¡tnej. Przykªadowo wielko±ci ΘXY
13 , ΘXY

24 dotycz¡ stosun-

ków szans, które w oznaczeniu maj¡ komórki pseudo�przek¡tnej poªo»onej o dwie

komórki w gór¦ od gªównej przek¡tnej.

Zde�niowane w ten sposób wielko±ci b¦d¡ odró»niane od lokalnych stosunków

szans obejmuj¡cych komórki przek¡tnej, czyli takich, które w swojej formule zawie-

raj¡ jedn¡ b¡d¹ dwie komórki poªo»one na przek¡tnej. Przykªadowo stosunek szans

ΘXY
12 nie jest wyznaczony dla komórki gªównej przek¡tnej, ale obejmuje prawdopo-

dobie«stwo �XY22 . Rozró»nienia te b¦d¡ przydatne dla formuªowania modeli w dalszej

cz¦±ci tego rozdziaªu.

Tabela powy»sza okre±la ogóln¡ struktur¦ rozkªadu ª¡cznego gdy obydwie komórki

maj¡ te same kategorie, kolejne tabele b¦d¡ stanowiªy ró»ne przykªady danych tego

typu. Tabela 3.2 stanowi przykªad danych opisuj¡cych ruchliwo±¢ spoªeczn¡. Na ogóª

wyró»nia si¦ dwa typy ruchliwo±ci:

1. mi¦dzy�pokoleniow¡ � gdy porównuje si¦ pozycj¦ spoªeczn¡ ojca (ewentualnie

matki) i pozycj¦ syna (ewentualnie córki)

2. wewn¡trz�pokoleniow¡ � gdy porównuje si¦ pozycj¦ spoªeczn¡ badanej osoby

w dwóch punktach czasowych.

W tej pracy b¦d¦ si¦ koncentrowaª na przykªadach dotycz¡cych ruchliwo±ci mi¦dzy�

pokoleniowej, mo»na natomiast zauwa»y¢, »e ruchliwo±¢ wewn¡trz�pokoleniowa mo»e

by¢ traktowana jako szczególny przykªad danych panelowych.

W kolejnych kolumnach tabeli 3.2 wymienione s¡ kategorie opisuj¡ce przynale»-

no±¢ spoªeczno�zawodow¡ syna, w kolejnych wierszach � przynale»no±¢ spoªeczno�

zawodow¡ ojca2. Tabel¦ t¦, do której b¦d¦ cz¦sto odwoªywaª si¦ w dalszej cz¦±ci tej

2Na ogóª uwzgl¦dnia si¦ pozycj¦ zawodow¡ ojca, gdy respondent miaª 14 lat. Mo»liwe s¡ oczywi-

±cie inne porównania np. pozycji córki i ojca, b¡d¹ córki i matki. Zwykªo si¦ porównywa¢ pozycj¦

ojca i syna, poniewa» wpªyw pozycji ojca na pozycj¦ spoªeczn¡ kobiety jest mniej oczywisty ni» w

przypadku pozycji m¦»czyzny. Ponadto, istotne s¡ wzgl¦dy praktyczne: wiele matek nigdy nie praco-
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Tabela 3.2: Przynale»no±¢ spoªeczno-zawodowa ojca i syna � tablica ruchliwo±ci

zawodoweja

Przynale»no±¢ spoªeczno�

Przynale»no±¢ spoªeczno� �zawodowa syna

�zawodowa ojca 1 2 3 4 5 6 Suma

1. Inteligencja

i wy»sze kadry kierownicze 38 23 6 21 2 6 96

2. Pozostali pracownicy

umysªowi 48 65 13 80 6 10 222

3. Prywatni przedsi¦biorcy 10 6 13 25 3 5 62

4. Robotnicy wykwali�kowani 35 85 29 294 26 20 489

5. Robotnicy niewykwali�kowani 8 24 4 75 22 12 145

6. Wªa±ciciele gospodarstw

i robotnicy rolni 25 48 21 257 39 195 585

Suma 164 251 86 752 98 248 1599
a�ródªo: Struktura spoªeczna II, 1987.

pracy b¦d¦ nazywaª w skrócie tablic¡ ruchliwo±ci zawodowej. Dane pochodz¡ z bada-

nia �Struktura spoªeczna II� zrealizowanego w 1987 roku na ogólnopolskiej imiennej

próbie 5884 jednostek (Sªomczy«ski i inni, 1989 )3. Tabela 3.2 dotyczy m¦»czyzn w

wieku 26-50 lat, gdy» mo»na przypuszcza¢, »e wzory ruchliwo±ci mog¡ by¢ zwi¡zane

z wiekiem, tj. mog¡ by¢ ró»ne dla przedstawicieli ró»nych kohort. Z tego wzgl¦du

cz¦sto postuluje si¦, aby w jednej tabeli uwzgl¦dnia¢ przedstawicieli mo»liwie jedno-

rodnej grupy pod wzgl¦dem wieku, aby ªatwiej byªo interpretowa¢ uzyskane wyniki.

Kategorie spoªeczno�zawodowe wyodr¦bnione zostaªy zgodnie z klasy�kacj¡ zawodów

SKZ (Pohoski i inni 1974, Pohoski i Sªomczy«ski 1978, Doma«ski i Sawi«ski 1995,

Doma«ski i inni 2007).

Liczebno±ci komórek na przek¡tnej odniesione do ogólnej liczebno±ci próby, wska-

zuj¡ na tzw. odsetki dziedziczenia, tj. odsetek osób w próbie o danej przynale»no-

waªo co ograniczaªoby analizowany zbiór danych. Wskazuje si¦ równie», »e zawód mniej adekwatnie

okre±la pozycj¦ spoªeczn¡ kobiety, gdy» jest mniej trwaªym aspektem ich roli. Niemniej badania i

analizy dotycz¡ce ruchliwo±ci kobiet byªy równie» przeprowadzane. Kwestia ruchliwo±ci kobiet zo-

staªa omówiona m. in. w pracy Henryka Doma«skiego (2007b). Wydaje si¦, »e w przyszªo±ci, wraz z

zachodz¡cymi zmianami spoªecznymi zagadnienie to b¦dzie zyskiwaªo na znaczeniu.
3W badaniu zastosowano prób¦ rezerwow¡, na ogóª nie stosuje si¦ juz zabiegu tego typu, ze

wzgl¦du na brak wystarczaj¡cego uzasadnienia teoretycznego.
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±ci spoªeczno�zawodowej, które odziedziczyªy pozycj¦ po swoim ojcu4. Przykªadowo:

2,3% osób (tj. 38/1599) spo±ród przebadanych m¦»czyzn mo»na zaklasy�kowa¢, tak

samo jak ich ojców do kategorii �inteligencja i wy»sze warstwy�. Odsetki dziedzicze-

nia dla innych kategorii wynosz¡ odpowiednio: 4,1% dla pozostaªych pracowników

umysªowych, 0,8% dla prywatnych przedsi¦biorców, 18,4% dla robotników wykwali-

�kowanych, 1,4% dla robotników niewykwali�kowanych oraz 12,2% dla rolników.

�¡cznie, odsetek synów posiadaj¡cych ten sam zawód co ich ojciec, tj. m¦»czyzn

niemobilnych wynosi 39,2%. Wielko±¢ ta stanowi pewn¡ charakterystyk¦ struktury

spoªecznej. Niski odsetek osób niemobilnych zwykªo si¦ interpretowa¢ jako przejaw

otwarto±ci, gdy» wynik taki w pewnym zakresie potwierdzaªby, »e pochodzenie w ma-

ªym stopniu determinuje pozycj¦ syna. W omawianym przykªadzie odsetek ten wynosi

prawie 40%, czyli jest on znacz¡cy bior¡c pod uwag¦, »e oblicza si¦ go sumuj¡c cz¦sto-

±ci jedynie 7 z 49 komórek rozkªadu ª¡cznego. Jak pokazuj¡ liczne badania dotycz¡ce

struktury spoªecznej (Hout 1983, Goodman 1972c, Doma«ski 2007b), tendencja do

dziedziczenia pozycji jest niemal uniwersalna.

Tabela 3.3: Odsetki napªywu wyznaczone dla tablicy ruchliwo±ci zawodowej (3.2)

Przynale»no±¢ spoªeczno�

Przynale»no±¢ spoªeczno� �zawodowa syna

�zawodowa ojca 1 2 3 4 5 6

1. Inteligencja

i wy»sze kadry kierownicze 23,2 9,2 7,0 2,8 2,0 2,4

2. Pozostali pracownicy

umysªowi 29,3 25,9 15,1 10,6 6,1 4,0

3. Prywatni przedsi¦biorcy 6,1 2,4 15,1 3,3 3,1 2,0

4. Robotnicy wykwali�kowani 21,3 33,9 33,7 39,1 26,5 8,1

5. Robotnicy niewykwali�kowani 4,9 9,6 4,7 10,0 22,4 4,8

6. Wªa±ciciele gospodarstw

i robotnicy rolni 15,2 19,1 24,4 34,2 39,8 78,6

Suma 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0

Innymi charakterystykami procentowymi opisuj¡cymi tablic¦ ruchliwo±ci, s¡ tzw.

odsetki napªywu i odpªywu. S¡ to odpowiednio rozkªady warunkowe zawodu ojca

4Oczywi±cie nie chodzi o �dziedziczenie� w ±cisªym znaczeniu tego sªowa. Chodzi o sytuacj¦, gdy

syn nale»y do tej samej kategorii spoªeczno-zawodowej co jego ojciec, bez przes¡dzania, czy jest to

efektem jakiego± konkretnego procesu spoªecznego.
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Tabela 3.4: Odsetki odpªywu wyznaczone dla tablicy ruchliwo±ci zawodowej (3.2)

Przynale»no±¢ spoªeczno�

Przynale»no±¢ spoªeczno� �zawodowa syna

�zawodowa ojca 1 2 3 4 5 6 Suma

1. Inteligencja

i wy»sze kadry kierownicze 39,6 24,0 6,3 21,9 2,1 6,3 100,0

2. Pozostali pracownicy

umysªowi 21,6 29,3 5,9 36,0 2,7 4,5 100,0

3. Prywatni przedsi¦biorcy 16,1 9,7 21,0 40,3 4,8 8,1 100,0

4. Robotnicy wykwali�kowani 7,2 17,4 5,9 60,1 5,3 4,1 100,0

5. Robotnicy niewykwali�kowani 5,5 16,6 2,8 51,7 15,2 8,3 100,0

6. Wªa±ciciele gospodarstw

i robotnicy rolni 4,3 8,2 3,6 43,9 6,7 33,3 100,0

wzgl¦dem zawodu syna i rozkªady warunkowe zawodu syna wzgl¦dem zawodu ojca.

Prezentuj¡ je tabele 3.3 i 3.4. Przykªadowo, odsetki napªywu informuj¡, »e ojcowie

23,2% m¦»czyzn, których zaklasy�kowa¢ do grupy �inteligencja i wy»sze warstwy�, po-

siadali tak¡ sam¡ pozycj¦ zawodow¡, ojcowie 6,1% byli prywatnymi przedsi¦biorcami,

itd. Natomiast odsetki odpªywu wskazuj¡, »e spo±ród respondentów o pochodzeniu

inteligenckim 39,6% odziedziczyªo t¦ pozycj¦, a np. robotnicy niewykwali�kowani

stanowi¡ 2,1%.

Odsetki wy»ej wymienione - dziedziczenia, odpªywu i napªywu - posiadaj¡ pewne

wady, gdyby chciaªo si¦ je interpretowa¢ jako mierniki ruchliwo±ci. Po pierwsze, ich

wielko±ci zale»¡ od liczby wyró»nionych kategorii. Je±li klasy�kacja zawodowa b¦dzie

bardziej szczegóªowa to mo»na oczekiwa¢, »e odsetki te b¦d¡ relatywnie mniejsze.

Ponadto, odsetek osób dziedzicz¡cych pozycj¦ zale»y od ró»nic w strukturze zawodo-

wej ojców i synów, czyli rozbie»no±ci w rozkªadach brzegowych obydwu zmiennych

w tabeli 3.2. Zauwa»my, »e suma odsetków dziedziczenia mo»e wynie±¢ 100% tylko

wówczas, je±li odsetki te b¦d¡ identyczne. Ró»nica w strukturze zawodowej ojców i

synów powoduje, »e pewna cz¦±¢ osób �musi� by¢ mobilna.

Do pomiaru wielko±ci ró»nic w strukturze mo»na posªu»y¢ si¦ indeksem rozbie»no-

±ci. W poprzednich rozdziaªach sªu»yª on do okre±lenia odst¦pstw danych z próby od

modelu, w tym przypadku, b¦dzie on odpowiadaª na pytanie jaki odsetek m¦»czyzn

powinien nale»e¢ do innej grupy zawodowej w tabeli 3.2 aby ich struktura zawodowa

byªa identyczna ze struktur¡ zawodow¡ ojców. Dla naszych danych wynosi on 24%,
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tj:

∣10, 3− 6, 0∣+ ∣15, 7− 13, 9∣+ ∣5, 4− 3, 9∣+ ∣47, 0− 30, 6∣ − ∣6, 1− 9, 1∣+ ∣15, 5− 36, 6∣
2

gdzie 10,3% to odsetek synów nale»¡cych do kategorii �inteligencja i wy»sze kadry

kierownicze� 6,0% to analogiczny odsetek w±ród ojców. Innymi sªowy aby respondenci

niemobilni mogli stanowi¢ 100% badanej próby 24% z nich nale»aªoby zaklasy�kowa¢

do innej kategorii. Oznacza to, »e zmiana struktury zawodowej jaka nast¡piªa w

pokoleniu synów w stosunku do pokolenia ojców5, �wymusiªa� pewn¡ ruchliwo±¢.

Z powy»szych wzgl¦dów odsetki dziedziczenia niekoniecznie s¡ dobrym miernikiem

otwarto±ci struktury spoªecznej. W literaturze rozró»nia si¦ ruchliwo±¢ absolutn¡ od

ruchliwo±ci wzgl¦dnej. Opisana powy»ej miara odpowiada ruchliwo±ci absolutnej, na-

tomiast mierz¡c ruchliwo±¢ wzgl¦dn¡ powinno si¦ �kontrolowa¢� ró»nice w rozkªadach

brzegowych. Mówi¡c w pewnym uproszczeniu, badaj¡c ruchliwo±¢ wzgl¦dn¡ chodzi

o uzyskanie odpowiedzi na pytanie, jaka byªaby ruchliwo±¢, gdyby nie wyst¦powaªy

ró»nice w strukturze zawodowej ojców i synów. Wi¦kszo±¢ badaczy jest zgodnych co

do tego, »e ruchliwo±¢ wzgl¦dna, a nie absolutna zdaje spraw¦ z otwarto±ci struk-

tury spoªecznej (dyskusja dotycz¡ca tego zagadnienia zostanie przywoªana w dalszej

cz¦±ci tego rozdziaªu). Jak zostanie pokazane, wªa±nie modele logarytmiczno�liniowe

pozwalaj¡ mierzy¢ nat¦»enie ruchliwo±ci przy kontroli ró»nic strukturalnych.

Kolejna tabela (3.5) równie» opisuje ruchliwo±¢ spoªeczn¡, przy czym tym razem

pozycja ojca i syna porównywana jest pod k¡tem wyksztaªcenia. W dalszej cz¦±ci b¦d¦

nazywaª j¡ w skrócie tablic¡ ruchliwo±ci edukacyjnej. W odró»nieniu od wcze±niejszej

tabeli, kolejne kategorie tworz¡ pewn¡ hierarchi¦, tj. mo»na traktowa¢ je jak zmienne

porz¡dkowe6. Podobnie jak w odniesieniu do tablicy ruchliwo±ci zawodowej równie» w

odniesieniu do ruchliwo±ci edukacyjnej mo»na wyznaczy¢ odsetki napªywu, odpªywu

i odsetki dziedziczenia. Przykªadowo, odsetek osób niemobilnych: wynosi 34,1%.

5Okre±lenie �pokolenie ojców� nie jest w peªni precyzyjne. Nale»y zauwa»y¢, »e rozkªad zmiennej

dla ojców, nie odnosi si¦ do struktury spoªeczno-zawodowej m¦»czyzn w »adnym okre±lonym momen-

cie, w przeciwie«stwie do zbiorowo±ci respondentów. Ró»nice w rozkªadach brzegowych mog¡ wyni-

ka¢ z wielu czynników demogra�cznych, nie tylko faktycznych zmian struktury spoªeczno-zawodowej

(Duncan 1966, Kahl 1957, Boudon 1973, Matras 1961, Pullum 1975, Lissowski 1991).
6Trzeba zaznaczy¢, »e niektóre kategorie trudno ze sob¡ porównywa¢, na przykªad kategorie

nieuko«czone ±rednie i zasadnicze zawodowe albo ±rednie zawodowe i ±rednie ogólnoksztaªc¡ce. Za-

kªadamy, »e kategorie w tabeli 3.5 zostaªy poª¡czone w taki sposób, »e s¡ one uporz¡dkowane zgodnie

z wymaganym poziomem wiedzy i umiej¦tno±ci. Oczywi±cie, zaªo»enie to mo»e wydawa¢ si¦ kontro-

wersyjne, trzeba równie» zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e uzyskane w ten sposób kategorie nie s¡ homoge-

niczne. Pami¦taj¡c o powy»szych zastrze»eniach, dla celów prezentacji zmienne te b¦d¡ traktowane

jako przykªady zmiennych porz¡dkowych.
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Ze wzgl¦du na to, »e ojcowie i ich synowie porównywani s¡ ze wzgl¦du na zmien-

n¡ porz¡dkow¡, mo»na dodatkowo okre±li¢, jaki odsetek synów posiada wyksztaªcenie

wy»sze ani»eli ich ojcowie, a jaki odsetek posiada wyksztaªcenie ni»sze. Odsetki te wy-

nosz¡ odpowiednio: 59,1% (komórki powy»ej przek¡tnej) oraz 6,7% (komórki poni»ej

przek¡tnej).

Tabela 3.5: Wyksztaªcenie respondenta i wyksztaªcenie jego ojca � tablica ruchliwo±ci

edukacyjneja

Wyksztaªcenie syna

Wyksztaªcenie ojca 1 2 3 4 Suma

1. Podstawowe 343 502 199 101 1145

i niepeªne podstawowe

2. Niepeªne ±rednie 28 120 79 38 265

(w tym zasadnicze zawodowe)

3. Uko«czone ±rednie 4 53 59 72 188

4. Niepeªne wy»sze 0 13 14 49 76

i wy»sze

Suma 375 688 351 260 1674
a�ródªo: Struktura spoªeczna II, 1987.

Tego rodzaju opis nie byª mo»liwy w odniesieniu do tablicy ruchliwo±ci zawodowej,

gdy» przynale»no±¢ spoªeczno�zawodowa jest cech¡ nominaln¡ i kontrowersyjne jest

porównywanie ze sob¡ ró»nych kategorii. Na przykªad trudno jednoznacznie oceni¢,

czy syn rolnika, który zostaª robotnikiem, ma wy»sz¡, czy tez ni»sz¡ pozycje zawo-

dow¡ wzgl¦dem swojego ojca7. Ponadto, w odniesieniu do wybranych osób, mo»liwe

jest porównanie stopnia awansu b¡d¹ degradacji spoªecznej. Przykªadowo: porównu-

jemy dwie osoby, których ojcowie posiadali wyksztaªcenie podstawowe. Jedna z nich

ma wyksztaªcenie niepeªne ±rednie, druga uko«czone wy»sze. Cho¢ obydwie te osoby

�poprawiªy� swoje wyksztaªcenie w stosunku do wyksztaªcenia ich ojca, to przypad-

ku drugiego z nich �awans� ten byª wi¦kszy. Korzystaj¡c z porz¡dkowego charakteru

analizowanych zmiennych mo»na okre±li¢ o ile kategorii (jedn¡, dwie, b¡d¹ wi¦cej) w

�gór¦� b¡d¹ w �dóª� ró»ni si¦ wyksztaªcenie badanej osoby w stosunku do pozycji ich

7W literaturze zawód jest cz¦sto traktowany jako zmienna porz¡dkowa, tj. zakªada si¦ wyst¦-

powanie pewnej hierarchii, pomi¦dzy poszczególnymi grupami zawodowymi (Hout 1983). Czasem

badanie ruchliwo±ci ogranicza si¦ jedynie do tych grup zawodowych, dla których ustalenie takiego

uporz¡dkowania ma mocniejsze podstawy teoretyczne (Glass 1954, Miller 1960, Duncan 1979)
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ojca. Odwoªuj¡c si¦ do zde�niowanego wcze±niej poj¦cia: im dalej pseudo�przek¡tna

oddalona jest od gªównej przek¡tnej, tym awans (b¡d¹ degradacja) dotyczy wi¦k-

szej liczby kategorii. Jak zostaªo zasygnalizowane wcze±niej rozró»nienia tego typu �

wyró»nienie kolejnych pseudo�przek¡tnych � pozwoli na formuªowanie dodatkowych

modeli, których nie mo»na formuªowa¢ w odniesieniu do zmiennej nominalnej.

Podobnie jak w przypadku ruchliwo±ci zawodowej na odsetki opisuj¡ce ruchli-

wo±¢ edukacyjn¡ wpªyw maj¡ ró»nice w rozkªadach brzegowych tj. rozbie»no±ci w

strukturze wyksztaªcenia ojców i synów. Dotyczy to odsetków dziedziczenia, ale rów-

nie» innych aspektów ruchliwo±ci. Indeks rozbie»no±ci wynosi prawie 46%. Poniewa»

obydwie zmienne mierzone s¡ na skali porz¡dkowej mo»liwe jest zastosowanie innego

wska¹nika tzw. skali rozbie»no±ci (Lieberson 1976, Fossett i inni 1986), który b¦dzie w

tej pracy oznaczony jako ND (index of net di�erence). Miernik ten dany jest wzorem:

ND =
r∑
i=2

P (X = xi)P (Y < yi)−
r∑
i=2

P (Y = yi)P (X < xi) (3.1)

Miernik ten porównuje rozkªady brzegowe obydwu zmiennych. Jego interpretacja jest

nast¦puj¡ca: przypu±¢my, »e wyznaczamy rozkªad ª¡czny zmiennych w oparciu o te

rozkªady i zaªo»enie niezale»no±ci, tj. prawdopodobie«stwo ka»dej kombinacji obydwu

zmiennych jest iloczynem odpowiednich prawdopodobie«stw brzegowych. Wówczas

wyra»enie
∑r

i=2 P (X = xi)P (Y < yi) wskazuje na prawdopodobie«stwo, »e zmienna

X jest wi¦ksza od zmiennej Y , a wyra»enie
∑r

i=2 P (Y = yi)P (X < xi), »e zmienna

Y jest wi¦ksza od zmiennej X. Gdyby rozkªady byªy identyczne obydwa wyra»enia

byªyby sobie równe i w konsekwencji miernik ND wynosiªby 0. Je±li miernik jest

wi¦kszy od 0 wskazuje to, »e �wysokie� warto±ci zmiennej X wyst¦puj¡ relatywnie

cz¦±ciej ni» �wysokie� wartko±ci zmiennej Y , warto±¢ ujemna na sytuacj¦ odwrotn¡.

W przypadku tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej ND = −46, 1%, co wskazuje, »e

w±ród synów kategorie opisuj¡ce wy»sze kategorie wyksztaªcenia s¡ cz¦±ciej repre-

zentowane ni» w±ród ich ojców. Dokªadniej, taka byªaby ró»nica pomi¦dzy odset-

kiem respondentów, którzy maj¡ wyksztaªcenie ni»sze od swojego ojca a odsetkiem

respondentów, którzy maj¡ od swojego ojca wyksztaªcenie wy»sze, je±li wzi¡¢ pod

uwag¦ rozkªady brzegowe obydwu zmiennych i przyj¡¢ zaªo»enie niezale»no±ci oby-

dwu zmiennych. Wielko±¢ t¦ mo»na zestawi¢ z tym co faktycznie dzieje si¦ w tablicy

ruchliwo±ci edukacyjnej: tam ró»nica pomi¦dzy odsetkiem osób poni»ej i powy»ej

przek¡tnej wynosi 52,5%, tak jej warto±¢ absolutna jest wi¦ksza. Generalnie cz¦±ciej

zdarza si¦ awans spoªeczny respondenta w stosunku do pozycji ojca, ani»eli degrada-

cja. W pewnej mierze daje si¦ to wyja±ni¢ zmianami strukturalnymi (na co wskazuje

indeks ND), ale nie do ko«ca, co pokazuje porównanie obydwu powy»szych wielko-

±ci. W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu, zaprezentowane modele logarytmiczno�linowe
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dotycz¡ce asymetrii. Pozwol¡ one odpowiedzie¢ na pytanie czy asymetri¦ daje si¦

zaobserwowa¢ równie» przy kontroli ró»nic w rozkªadach brzegowych.

Zanim przedstawione zostan¡ kolejne przykªady danych o takich samych kate-

goriach analizowanych zmiennych, warto po±wi¦ci¢ kilka sªów badaniom dotycz¡cym

ruchliwo±ci spoªecznej. Ruchliwo±¢ stanowi niezwykle wa»ne zagadnienie w socjologii,

które traktuje si¦ je jako przejaw otwarto±ci spoªecznej, wskazuje na �równo±¢ szans�

jednostek. Ponadto jest istotnym czynnikiem wpªywaj¡cym na ksztaªt struktury spo-

ªecznej, np. formowania si¦ struktury klasowej. Mo»na rozpatrywa¢ ruchliwo±¢ pod

k¡tem wpªywu na postawy spoªeczne i psychologiczne charakterystyki jednostek, z

drugiej strony mo»na analizowa¢ wpªyw ruchliwo±ci na funkcjonowanie gospodarki,

czy te» wyst¦powanie kon�iktów spoªecznych (Doma«ski 2007b).

Za twórc¦ de�nicji ruchliwo±ci uwa»a Pitrima Sorokina (1927), podj¡ª on jedno-

cze±nie prób¦ wielowymiarowego wyja±nienia mechanizmów z ni¡ zwi¡zanych, po-

nadto przyczyniª si¦ sformuªowania wielu hipotez zwi¡zanych z tym zagadnieniem.

Nie sposób w pracy tego typu prze±ledzi¢ szczegóªowo bada« dotycz¡cych analizy

tego zjawiska i ró»nych jego aspektów. Warto zaznaczy¢, »e wyró»niono wiele obsza-

rów badawczych, mi¦dzy innymi rozró»nia si¦ ruchliwo±¢ horyzontaln¡ od ruchliwo±ci

pionowej. Pierwsza z nich � w odró»nieniu od drugiej � opisuje zmian¦ pozycji

nie zwi¡zan¡ bezpo±rednio ze zmian¡ poªo»enia jednostki w hierarchii spoªecznej,

np. zmian¦ wyznania, miejsca zamieszkania, itp. Jak wida¢ z zamieszonych powy»ej

przykªadów tablic ruchliwo±ci zawodowej i edukacyjnej, w tej pracy analizowana jest

raczej ruchliwo±¢ pionowa8.

Dla celów tej pracy istotne jest równie» przytoczone powy»ej wyró»nienie ró»nych

aspektów ruchliwo±ci absolutnej, tj. ruchliwo±ci strukturalnej � zwi¡zanej ze zmian¡

struktury zawodowej lub struktury wyksztaªcenia, przykªadowo pomi¦dzy pokoleniem

rodziców i ich dzieci � i ruchliwo±ci wzgl¦dnej, która cz¦sto znajduje si¦ w centrum

zainteresowania badaczy struktury spoªecznej. Interesuj¡c¡ prac¡ podkre±laj¡c¡ wag¦

tego rozró»nienia byª artykuª Kazimierza Sªomczy«skiego i Tadeusza Krazue (1986).

Bardziej szczegóªow¡ dekompozycj¦ tablicy ruchliwo±ci prezentuje Grzegorz Lissowski

(1991).

Zjawisko ruchliwo±ci analizowane jest za pomoc¡ wielu metod statystycznych. Wy-

korzystuje si¦ do tych celów mi¦dzy innymi: skalowanie wielowymiarowe (Blau i Dun-

can 1978), analiz¦ kanoniczn¡ (Klatzky i Hodge 1971, Doma«ski i Sawi«ski 1987),

analiz¦ dyskryminacyjn¡ i analiz¦ korespondencji. Jak zostanie pokazane w dalszej

8W socjologii zmiany tego typu zwykªo si¦ interpretowa¢ jako spoªeczny awans lub degradacj¦.

Jednak, jak zostaªo zasygnalizowane wcze±niej, nie wszystkie zmiany tego typu da si¦ w ten sposób

jednoznacznie okre±li¢, co wynika z tego, »e przynale»no±¢ spoªeczno�zawodowa nie jest zmienn¡

porz¡dkow¡.
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cz¦±ci tej pracy potrzeba rozró»nienia ruchliwo±ci strukturalnej od ruchliwo±ci wzgl¦d-

nej przes¡dziªa o szerokim wykorzystaniu modelowania logarytmiczno�liniowego. W

modelach tych bowiem rozró»nia si¦ efekty zwi¡zane z efektami poszczególnych zmien-

nych od parametrów opisuj¡cych wzór i siª¦ zwi¡zku mi¦dzy zmiennymi, dzi¦ki temu

wykorzystuje si¦ te ostatnie do opisu ruchliwo±ci wzgl¦dnej.

Przykªadowo, istotnym zagadnieniem interesuj¡cym socjologów byªa kwestia po-

miaru siªy dziedziczenia poszczególnych kategorii zawodowych lub kategorii wyksztaª-

cenia. Wielu badaczy próbowaªo odpowiedzie¢ na pytanie jaka jest tendencja do dzie-

dziczenia tej samej pozycji, je±li kontroluje si¦ ró»nice zmiany strukturalne. Propo-

nowano ró»ne mierniki b¡d¹ dyskutowano ich wªasno±ci (m. in. Rogo� 1953, Glass

1954, Tumin i Feldman 1957, Yasuda 1964, Duncan 1966, Wilensky 1966, Duncan

1966, Goodman 1961, 1965, 1969, Featherman i Hauser 1978, Hope 1981, Sawi«ski

1981). Przykªadowo, warto±¢ powszechnie wykorzystywanego indeksu zaproponowa-

nego przez Glassa i Rogo� jest w pewnej mierze zale»na od rozkªadów brzegowych.

Obecnie powszechnie wykorzystuje si¦ mierniki zaproponowane przez Goodmana, któ-

re opieraj¡ si¦ wªa±nie na modelowaniu logarytmiczno�liniowym.

Warto podkre±li¢, »e rozwój modeli logarytmiczno�liniowych, w du»ej mierze byª

inspirowany wªa±nie przez badania nad ruchliwo±ci¡ spoªeczn¡ (Goodman 1972a,

1979a, 1979b, Hauser 1980, Hout 1983, Yamaguchi 1987, Sobel i inni 1985, Xie 1992,

Goodman i Hout 1998). Z drugiej strony wiele bada« dotycz¡cych ruchliwo±ci wy-

korzystuje wªa±nie t¦ metod¦ analityczn¡, (m.in Featherman i inni 1975, Erikson i

Goldthorpe 1992, Breen 2006).

Przy tej okazji warto wskaza¢ równie» prace polskich autorów. Kwesti¦ ruchli-

wo±ci analizowano zanim w Polsce zacz¦to posªugiwa¢ si¦ technika modelowania

logarytmiczno�liniowego (m. in. Sarapata 1965, Janicka 1973, 1976, Sªomczy«ski

1973). Warto te» przywoªa¢ badanie ogólnopolskie, kierowane przez Michaªa Po-

hoskiego w 1972 roku, które pozwoliªo na wnikliwe przeanalizowanie tej i innych kwe-

stii dotycz¡cych struktury spoªecznej9 . Trudno wymieni¢ wszystkie prace polskich

socjologów dotycz¡cych ruchliwo±ci, warto jednak zauwa»y¢, ze wiele z nich wykorzy-

stywaªo modelowanie logarytmiczno�liniowe (m. in. Pohoski 1983, Mach 2002, 2004,

Doma«ski 2004, Doma«ski i inni 2008). Warto w tym miejscu przywoªa¢ prace o

nachyleniu metodologicznym Andrzeja Kutyªowskiego (m. in. 1988).

Tabela 3.6 jest przykªadem danych panelowych. Dane dotycz¡ gospodarstw do-

mowych i pochodz¡ z I i III edycji badania �Diagnoza spoªeczna�, które odbyªy si¦

odpowiednio w 2000 i 2005 roku10 (Czapli«ski i Panek 2007). Badani mieli okre±li¢ sy-

9Badanie to byªo kontynuowane, kolejne edycje odbyªy si¦ w 1987, 1991 i 1998 roku.
10Dane zostaªy przewa»one, dlatego liczebno±ci w tabeli nie s¡ liczbami caªkowitymi.
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tuacj¦ �nansow¡ swoich gospodarstw domowych odpowiadaj¡c na pytanie �Czy przy

aktualnym dochodzie netto Pana(i) gospodarstwo domowe wi¡»e koniec z ko«cem?�

Ankietowani mogli wybra¢ jedn¡ z odpowiedzi wymienionych w tabeli 3.6. Porównane

zostaªy odpowiedzi udzielone w obydwu badaniach.

Tabela 3.6: Ocena sytuacji materialnej gospodarstwa domowego w 2000 i 2005 rokua

Czy przy aktualnym dochodzie netto

Pana(i) gospodarstwo domowe wi¡»e koniec z ko«cem?

Odpowiedzi Odpowiedzi w 2005 roku (Y)

w 2000 roku (X) 1 2 3 4 5 Suma

1. Z wielk¡ trudno±ci¡ 271,7 171,0 112,5 24,1 2,9 582,1

2. Z trudno±ci¡ 100,2 134,5 169,8 45,2 6,8 456,5

3. Z pewn¡ trudno±ci¡ 58,0 131,3 248,5 97,3 10,8 545,9

4. Raczej ªatwo 8,6 27,1 81,8 73,9 22,6 214,0

5. �atwo 1,2 2,1 7,8 12,6 13,5 37,3

Suma 439,7 465,9 620,4 253,1 56,7 1835,8
a�ródªo: Diagnoza spoªeczna, 2000-2005, dane przewa»one.

Struktura tej tabeli jest pod wieloma wzgl¦dami podobna jak tabeli ruchliwo-

±ci. Przek¡tna tej tabeli opisuje gospodarstwa, których czªonkowie nie zmienili oceny

sytuacji materialnej, a dokªadniej ocena ta jest taka sama w obydwu badaniach11. Od-

setek ten wynosi 40,4%. Powy»ej przek¡tnej s¡ gospodarstwa (36,1%), których ocena

dotycz¡ca sytuacji materialnej w 2005 roku jest lepsza ani»eli w roku 2000. Komórki

poni»ej przek¡tnej (23,5%) analogicznie opisuj¡ gospodarstwa, w których sytuacja

materialna w roku 2005 pogorszyªa si¦, je±li porówna¢ j¡ do 2000 roku. Tak jak po-

przednio, na poszczególne odsetki maj¡ wpªyw ró»nice w rozkªadach brzegowych. Nie

s¡ one jednak tak du»e jak w przypadku tablic ruchliwo±ci, niemniej rozkªad zmiennej

opisuj¡cej ocen¦ sytuacji �nansowej zmieniª si¦ w ci¡gu pi¦ciu lat: indeks rozbie»no±ci

wynosi Δ = 7, 8%, a skala rozbie»no±ci ND = −9, 8%.

Poni»ej przedstawione zostan¡ trzy inne przykªady danych o takiej samej struktu-

rze jak tablice ruchliwo±ci i dane panelowe, mianowicie kategorie analizowanej zmien-

nej wierszowej i kolumnowej s¡ identyczne. Pierwszy z nich przedstawia tabela 3.7 i

11Nie mo»na wykluczy¢, »e sytuacja osoby deklaruj¡cej w 2000 i 2005 roku, »e jej gospodarstwo

wi¡zaªo koniec z ko«cem �z wielk¡ trudno±ci¡� mogªa zmienia¢ si¦ w analizowanym okresie, przy-

kªadowo w roku 2002 mogªaby odpowiedzie¢ �ªatwo�. W tym sensie sformuªowanie o �braku zmian

w czasie� nie jest w peªni precyzyjne, gdy» obserwujemy odpowiedzi respondenta jedynie w dwóch

punktach czasowych.
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dotyczy wzorów zawierania maª»e«stw. Tabela opisuje maª»e«stwa zawarte w 2003

roku i opiera si¦ na danych urz¦dowych zbieranych przez Gªówny Urz¡d Statystyczny

(2004). Wzory zawierania maª»e«stw badane z perspektywy wyksztaªcenia b¡d¹ za-

wodu, podobnie jak ruchliwo±¢ spoªeczn¡ uwa»a si¦ za jeden z gªównych wska¹ników

otwarto±ci struktury spoªecznej. Na ogóª zjawisko to bada si¦ za pomoc¡ tych samych

modeli logarytmiczno�liniowych, jakie stosuje si¦ do badania ruchliwo±ci (m. in. Mare

1991, Pohoski 1991, Kalmijn 1991, Smits i inni 1998, Halpijn i Chan 2003, Doma«ski

i Przybysz 2007).

Tabela 3.7: Maª»e«stwa zawarte w 2003 roku wedªug wyksztaªcenia m¦»a i »onya

Wyksztaªcenie »ony

Wyksztaªcenie m¦»a 1 2 3 4 5 6 Suma

1. Niepeªne podstawowe 68 69 28 25 1 1 192

2. Podstawowe 63 5861 5409 5068 158 540 17099

3. Zasadnicze zawodowe 38 7231 22606 27402 941 4854 63072

4. �rednie 5 2949 8441 42771 1344 17056 72566

5. Policealne 0 26 120 506 301 402 1355

6. Wy»sze 0 207 720 10270 657 25640 37494

Suma 174 16343 37324 86042 3402 48493 191778
a�ródªo: Rocznik Demogra�czny, GUS (2004), s. 256.

W kolejnych wierszach podane zostaªy kategorie wyksztaªcenia m¦»a, w kolejnych

kolumnach przedstawione s¡ kategorie wyksztaªcenia »ony. Na przek¡tnej tabeli s¡

maª»e«stwa, w których wyksztaªcenie m¦»a jest takie samo jak wyksztaªcenie »ony,

czyli tzw. maª»e«stwa homogeniczne. Stanowi¡ one ponad poªow¦ (50,7%) wszyst-

kich maª»e«stw zawartych w 2003 roku. Je±li chodzi o maª»e«stwa heterogeniczne to

mo»na je podzieli¢ na te w których lepiej wyksztaªcona jest »ona (komórki powy»ej

przek¡tnej) oraz na maª»e«stwa, w których lepiej wyksztaªcony jest m¡» (komórki

poni»ej gªównej przek¡tnej). Ich odsetki wynosz¡ odpowiednio 33% oraz 16,3%. Po-

dobnie jak w przypadku ruchliwo±ci niedopasowanie struktury wyksztaªcenia m¦»ów

i »on �wymusza� pojawianie si¦ maª»e«stw heterogenicznych. W przypadku anali-

zowanych danych indeks rozbie»no±ci wynosi 13,8% a skala rozbie»no±ci jest równa

ND = −28, 6%. Ujemny znak drugiego miernika wskazuje, »e w±ród kobiet wy»sze

kategorie wyksztaªcenia zdarzaj¡ si¦ relatywnie cz¦±ciej ni» w±ród m¦»czyzn. Kon-
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trola tych ró»nic � na co pozwalaj¡ modele logarytmiczno�liniowe � pozwala na

zbadanie faktycznej tendencji do homogamii b¡d¹ asymetrii.

Cho¢ tablice ruchliwo±ci s¡ pod wieloma wzgl¦dami podobne do tabel opisuj¡cych

wzory zawierania maª»e«stw, warto zwróci¢ uwag¦ na kilka ró»nic. Cz¦±¢ osób nie za-

wiera zwi¡zku maª»e«skiego. Chc¡c interpretowa¢ wzory zawierania maª»e«stw jako

wska¹nik otwarto±ci struktury spoªecznej, nale»aªoby równie» uwzgl¦dni¢ ten fakt.

Na przykªad, je±li kobiety z wy»szym wyksztaªceniem relatywnie cz¦±ciej pozostaj¡

samotne w porównaniu do kobiet reprezentuj¡cych inne kategorie wyksztaªcenia, mo-

»e to wskazywa¢ na istnienie silnych barier spoªecznych, tj. mo»na podejrzewa¢, »e

niemo»no±¢ znalezienia m¦»a o podobnym statusie zmniejsza prawdopodobie«stwo

zam¡»pój±cia. Innymi sªowy, ze wzgl¦du na to, »e cze±¢ osób w populacji nie zawiera

zwi¡zku maª»e«skiego, interpretacja ró»nic w rozkªadach brzegowych tabeli jako ró»-

nic w strukturze wyksztaªcenia jest bardziej problematyczna ni» w przypadku tablic

ruchliwo±ci.

Tabela 3.8: Opinie dotycz¡ce przyjazdu do polski imigrantów z biedniejszych i bot-

szych krajów europejskicha

Powinno si¦ zezwala¢ na przyjazd . . .

. . . z biedniejszych

. . . z bogatszych krajów europejskich

krajów europejskich 1 2 3 4 Suma

1. Zezwala¢ du»ej

liczbie osób 154,6 125,7 55,9 5 341,2

2. Zezwala¢ pewnej

liczbie osób 29,8 741,9 219,7 5,0 1009,2

3. Zezwala¢ tylko

nielicznym 10,0 84,7 363,4 17,9 485,0

4. Nie zezwala¢

nikomu 4,9 14,8 26,6 27,0 113,8

Suma 199,3 967,0 665,6 54,9 1949,2
a�ródªo: Europejski Sonda» Spoªeczny, 2002, dane przewa»one.

Na koniec podane zostan¡ przykªady dotycz¡ce dwóch pyta« zadanych respon-

dentom, na które mogli odpowiedzie¢ posªuguj¡c si¦ tymi samymi kategoriami. W

pierwszym przykªadzie (tabela 3.8) respondentom zadano pytania dotycz¡ce tego na

ile pa«stwo polskie powinno pozwala¢ na przyjazd do Polski osobom z biedniejszych
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i bogatszych krajów europejskich (ESS, 2002). Kategorie odpowiedzi podane zostaªy

w tabeli 3.812 Daje si¦ zauwa»y¢ wiele podobie«stw w analizie tablicy tego typu do

analizy tablic ruchliwo±ci i danych panelowych. Odpowiedzi na gªównej przek¡tnej

wskazuj¡ na tych respondentów, którzy uwa»aj¡, »e imigrantom z biedniejszych i bo-

gatszych krajów europejskich powinno si¦ zezwala¢ na przyjazd do Polski w takim

samym zakresie.

Tabela 3.9: Czas po±wi¦cony na ogl¡danie telewizji i sªuchanie radia w dzie«

powszednia

Ile czasu po±wi¦ca Pan(i) w typowy dzie« powszedni na . . .

ogl¡danie sªuchanie radia

telewizji 1 2 3 4 5 Suma

1. W ogóle 18,9 15,9 8,0 8,8 25,9 77,5

2. Do 1 godziny 88,2 139,0 68,1 40,2 131,5 466,8

3. Do 2 godzin 139,1 209,4 81,5 76,6 160,1 666,8

4. Do 3 godziny 104,6 148,9 68,7 40,8 127,1 490,1

5. Ponad 3 godziny 112,3 97,5 55,3 28,9 98,8 392,9

Suma 439,7 465,9 620,4 253,1 56,7 2094,1
a�ródªo: Europejski Sonda» Spoªeczny, 2002, dane przewa»one.

Dane o podobnej strukturze pochodz¡ce z tego samego badania przedstawione s¡

w tabeli 3.9. Zamieszczono w niej odpowiedzi na pytanie o czas po±wi¦cany na ogl¡-

danie telewizji i sªuchanie radia13. Jest to przykªad danych, który pokazuje, »e nie

zawsze komórki zamieszczone na gªównej przek¡tnej � co w tym przypadku oznacza

tak¡ sam¡ ilo±¢ czasu przeznaczon¡ na obydwie te czynno±ci � charakteryzuj¡ si¦

wysokimi odsetkami. Dla analizowanej tabeli obejmuj¡ one jedynie 18% próby. Wy-

nika to w pewnej mierze z tego, »e trudno wskaza¢ silne argumenty przemawiaj¡ce

za tym, »e cz¦ste ogl¡danie telewizji idzie w parze z cz¦stym sªuchaniem radia, co

wi¦cej ograniczenia czasowe sprawiaj¡, »e stosunkowo trudno po±wi¦ci¢ na obydwie

te czynno±ci du»o czasu.

12W badaniu tym 7,6% udzieliªo odpowiedzi �trudno powiedzie¢� na co najmniej jedno z pyta«.

Osoby te zostaªy wyª¡czone z analizy.
13W badaniu tym mniej ni» 1 procent udzieliªo odpowiedzi �trudno powiedzie¢� na co najmniej

jedno z pyta«. Osoby te zostaªy wyª¡czone z analizy.
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3.2 Modele dla dwóch zmiennych o takich samych

kategoriach

Jak zostaªo zasygnalizowane w poprzedniej cz¦±ci, analiza odsetków w odniesieniu do

tablic ruchliwo±ci i danych panelowych posiada istotne ograniczenia. Tak jak zosta-

ªo zasygnalizowane wcze±niej, nie mo»na traktowa¢ odsetka respondentów mobilnych

jako miary ruchliwo±ci wzgl¦dnej, gdy» na wielko±¢ t¦ istotny wpªyw maj¡ zmiany

strukturalne, tj. ró»nice w rozkªadach wyksztaªcenia synów i ojców. Mówi¡c ina-

czej aby opisa¢ zwi¡zek i siª¦ zwi¡zku mi¦dzy zmiennymi nale»y �kontrolowa¢� ró»-

nice w rozkªadach brzegowych analizowanych zmiennych. Umo»liwia to modelowanie

logarytmiczno�liniowe, gdy» � jak zostaªo przedstawione w poprzednich rozdziaªach

� rozkªad ª¡czny dwóch zmiennych opisuje si¦ z jednej strony za pomoc¡ efektów po-

szczególnych zmiennych, z drugiej strony za pomoc¡ parametrów interakcji. Dodatko-

wo, w ramach tej metody mo»liwe jest formuªowanie hipotez dotycz¡cych ruchliwo±ci,

zwi¡zku pomi¦dzy zmiennymi przy analizie danych panelowych, itd. jak równie» ich

wery�kacja. Modele logarytmiczno�liniowe nie s¡ wi¦c jedynie metod¡ opisow¡, jak

byªo w przypadku charakterystyki danych za pomoc¡ omawianych wcze±niej odsetków

(dziedziczenia, napªywu, odpªywu, asymetrii).

W tej cz¦±ci przedstawione zostan¡ najcz¦±ciej formuªowane hipotezy dotycz¡-

ce tablic ruchliwo±ci i danych panelowych. Rozpoczniemy od modeli niezale»no±ci,

quasi�niezale»no±ci, symetrii i quasi�symetrii. Te modele mog¡ by¢ stosowane zarów-

no w odniesieniu do zmiennych nominalnych jak i porz¡dkowych. Wi¦kszo±¢ modeli

prezentowanych w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu b¦dzie wykorzystywaªo informacj¦ o

uporz¡dkowaniu kategorii analizowanych zmiennych. Przytoczone zostan¡ zaprezen-

towane ju» w rozdziale poprzednim modele jednakowej interakcji i modele wierszowo�

kolumnowe. Tym razem omówione zostan¡ mo»liwo±ci ich zastosowania do analizy ta-

blic ruchliwo±ci i danych panelowych, jak równie» przedstawione zostan¡ specy�czne

mody�kacje tych modeli w kontek±cie omawianych danych. W dalszej cz¦±ci przedsta-

wione zostan¡ modele dystansu i przekraczania barier, które � w przeciwie«stwie do

modeli jednakowej interakcji i modeli wierszowo�kolumnowych � wykorzystywane

s¡ praktycznie wyª¡cznie w odniesieniu do analizowanych zmiennych o takich samych

kategoriach .

3.2.1 Niezale»no±¢ i quasi�niezale»no±¢ stochastyczna

Jako punkt wyj±cia w analizach nad ruchliwo±ci¡ i danymi panelowymi przyjmuje si¦

cz¦sto model niezale»no±ci stochastycznej � b¦dziemy go oznacza¢ jako N. Zgodnie z

t¡ hipotez¡ wszystkie stosunki szans s¡ równe 1. Wynikaj¡ca z tego modelu identycz-
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no±¢ rozkªadów warunkowych jednej zmiennej wzgl¦dem drugiej zmiennej wskazuje

� w odniesieniu do tablic ruchliwo±ci � na brak zwi¡zku mi¦dzy pozycj¡ spoªeczn¡

syna i pozycj¡ spoªeczn¡ ojca, tj. model taki zakªada, »e w spoªecze«stwie nie istniej¡

bariery b¡d¹ przywileje, wynikaj¡ce z pochodzenia spoªecznego, które utrudniaªy-

by b¡d¹ uªatwiaªy uzyskanie odpowiedniej pozycji spoªecznej (wyksztaªcenia b¡d¹

pozycji zawodowej). W przypadku danych panelowych oznaczaªoby to, »e cecha za-

obserwowana w punkcie czasowych t2 nie jest w »adnym stopniu zale»na od tej cechy

respondenta w obserwowanej w punkcie t1.

Fakt, »e obydwie zmienne maj¡ identyczne kategorie pozwala na uwzgl¦dnienie

dodatkowych zaªo»e«. Przykªadowo, mo»na upro±ci¢ model niezale»no±ci, dodaj¡c

zaªo»enie o identyczno±ci rozkªadów zmiennej wierszowej i kolumnowej, tj:

�Xi = �Yi ,

dla ka»dego i, takiego, »e 1 ≤ i ≤ r. Model taki b¦dzie oznaczany jako NS. Nale»y

podkre±li¢, »e zwi¡zane z nim zaªo»enia s¡ bardzo restrykcyjne i na ogól model taki

nie jest realistycznym opisem danych. Pokazuje on jednak, w jaki sposób uwzgl¦d-

nienie identyczno±ci kategorii obydwu zmiennych pozwala na wprowadzanie dodat-

kowych zaªo»e«, ponadto b¦dzie on modelem odniesienia dla pozostaªych hipotez

przedstawionych w tym rozdziale. Ka»da z kolejnych hipotez b¦dzie bardziej zªo»ona

od modelu NS, mówi¡c inaczej model ten b¦dzie zagnie»d»ony14 w ka»dym z kolejnych

prezentowanych modeli. Tabela 3.10 przedstawia ilustracj¦ tego rozkªadu. W tabeli

tej wielko±ci di mo»na interpretowa¢ jako parametry opisuj¡ce efekt poszczególnych

zmiennych. Parametry interakcji s¡ równe 1, tak jak w modelu niezale»no±ci, wi¦c nie

zostaªy uwzgl¦dnione w tabeli. Parametryzacja tego modelu wygl¡da nast¦puj¡co:

�XYij = d ⋅ di ⋅ dj (3.2)

Parametry di, dj nie posiadaj¡ indeksów górnych wskazuj¡cych, której zmiennej doty-

cz¡, gdy» zachodzi dXi = dYi . Ujmuj¡c to inaczej, w stosunku do modelu niezale»no±ci

model NS zakªada dodatkowo równo±¢ parametrów opisuj¡cych efekty poszczególnych

zmiennych, o ile dotycz¡ one tej samej kategorii zmiennej wierszowej i kolumnowej.

Model ten posiada wi¦c 1 parametr d i (r−1) niezale»nych parametrów di. Jego liczba

stopni swobody wynosi:

df = (r2 − 1)− (r − 1) = r(r − 1).

14De�nicja modelu zagnie»d»onego zostaªa przedstawiona w rozdziale pierwszym, przypomnijmy,

jedynie, »e model A jest zagnie»d»ony w modelu B je±li jest od niego prostszy, tj. mo»na go uzyska¢

dodaj¡c do modelu B dodatkowe zaªo»enia.
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W stosunku do modelu niezale»no±ci liczba ta jest wi¦ksza o (r − 1), co wynika z

zaªo»enia, »e rozkªad zmiennej wierszowej o r kategoriach jest taki sam, jak rozkªad

zmiennej Y . Jak zostaªo przedstawione w rozdziale pierwszym, wyznaczaj¡c meto-

d¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci rozkªad oczekiwany zgodny z modelem niezale»no±ci

nale»aªo przyj¡¢, »e rozkªady brzegowe s¡ identyczne z rozkªadem z próby. W przy-

padku modelu NS zakªada si¦ dodatkowo, »e cz¦sto±ci brzegowe obydwu zmiennych

s¡ identyczne, tak wi¦c przy estymacji musi by¢ speªniony dodatkowy warunek:

�̂Xi = �̂Yi =
pXi + pYi

2
.

Tak wi¦c zgodnie z metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci brzegowe prawdopodobie«-

stwo i−tej kategorii zmiennej X i zmiennej Y szacowane jest jako ±rednia dwóch

brzegowych empirycznych cz¦sto±ci obydwu zmiennych dotycz¡cych tej kategorii.

Tabela 3.10: Ilustracja modelu niezale»no±ci NS � parametry opisuj¡ce efekty gªówne

zmiennych X i Y

X∖Y x1 x2 x3 x4 x5

y1 d2
1 d1d2 d1d3 d1d4 d1d5

y2 d2d1 d2
2 d2d3 d2d4 d2d5

y3 d3d1 d3d2 d2
3 d3d4 d3d5

y4 d4d1 d4d2 d4d3 d2
4 d4d5

y5 d5d1 d5d2 d5d3 d5d4 d2
5

Jak si¦ ªatwo domy±li¢ obydwa powy»sze modele N oraz NS na ogóª nie s¡ adekwat-

nym opisem tablic ruchliwo±ci i danych panelowych. Statystyki X2 oraz G2 zostaªy

przedstawione w tabeli 3.11. Na przykªad, dla tablicy ruchliwo±ci zawodowej (3.2)

statystyka G2 wynosi 432,0 (p < 0, 0001) dla modelu niezale»no±ci, a w przypadku

modelu, który dodatkowo zakªada identyczno±¢ struktury zawodowej ojca i syna jest

ona równa 661,3 (p < 0, 0001). Indeks rozbie»no±ci dla modelu niezale»no±ci wynosi

19,4. Wielko±¢ ta wskazuje, jaki odsetek osób nale»aªoby przesun¡¢ w tabeli rozkªadu

ª¡cznego, aby dane te byªy zgodne z modelem. Dla modelu NS odsetek ten wynosi

24,8%. Do podobnych konkluzji prowadz¡ wyniki dopasowania dla tablicy ruchliwo±ci

edukacyjnej i danych panelowych porównuj¡cych ocen¦ sytuacji materialnej wªasnego

gospodarstwa domowego w 2000 i 2005 roku.

Modele te, cho¢ nierealistyczne, traktuje si¦ na ogóª jako modele odniesienia. Przy-

pomnijmy, »e w kontek±cie ruchliwo±ci model niezale»no±ci wskazuje na hipotetyczn¡

sytuacj¦ braku barier spoªecznych, które przekªadaªyby si¦ na ªatwo±¢ uzyskania po-

zycji zawodowej lub wyksztaªcenia. Z kolei model NS jest najprostszym z modeli
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Tabela 3.11: Wyniki wery�kacji hipotez dla tabel 3.2, 3.5, 3.6

Model df �2 G2 Δ

Wyniki dla tabeli 3.2 (tablica ruchliwo±ci zawodowej)

NS 30 616,3 (p < 0, 0001) 661,3 (p < 0, 0001) 24,8

N 25 482,9 (p < 0, 0001) 432,0 (p < 0, 0001) 19,4

QN 19 115,3 (p < 0, 0001) 104,2 (p < 0, 0001) 7,8

QhN 24 186,7 (p < 0, 0001) 184,1 (p < 0, 0001) 13,2

QNS 24 439,3 (p < 0, 0001) 441,6 (p < 0, 0001) 16,0

S 15 318,1 (p < 0, 0001) 362,6 (p < 0, 0001) 14,7

QS 10 20,7 (p = 0, 0235) 18,0 (p = 0, 0556) 2,4

Wyniki dla tabeli 3.5 (tablica ruchliwo±ci edukacyjnej)

NS 12 972,4 (p < 0, 0001) 1097,6 (p < 0, 0001) 28,8

N 9 359,0 (p < 0, 0001) 337,8 (p < 0, 0001) 15,1

QN 5 123,4 (p < 0, 0001) 105,1 (p < 0, 0001) 6,3

QhN 8 236,5 (p < 0, 0001) 226,8 (p < 0, 0001) 12,8

QNS 8 900,6 (p < 0, 0001) 1028,7 (p < 0, 0001) 26,4

S 6 768,7 (p < 0, 0001) 958,4 (p < 0, 0001) 26,3

QS 3 7,4 (p = 0, 0593) 8,1 (p = 0, 0439) 1,1

Wyniki dla tabeli 3.6 (dane panelowe)

NS 20 632,2 (p < 0, 0001) 559,2 (p < 0, 0001) 21,1

N 16 617,0 (p < 0, 0001) 527,1 (p < 0, 0001) 19,9

QN 11 221,2 (p < 0, 0001) 185,4 (p < 0, 0001) 9,1

QhN 15 326,3 (p < 0, 0001) 323,5 (p < 0, 0001) 16,9

QNS 15 274,3 (p < 0, 0001) 235,4 (p < 0, 0001) 10,0

S 10 60,5 (p < 0, 0001) 61,6 (p < 0, 0001) 6,3

QS 6 1,5 (p = 0, 9624) 1,4 (p = 0, 9636) 0,7

opisywanych w tym rozdziale. W kolejnych z prezentowanych modeli uchylone zo-

stanie zaªo»enie identyczno±ci rozkªadów brzegowych b¡d¹ braku zwi¡zku mi¦dzy

zmiennymi.

Cz¦sto proponowan¡ przez badaczy mody�kacj¡ jest uwzgl¦dnienie tego, »e za-

równo w odniesieniu do tablic ruchliwo±ci, jak te» danych panelowych, komórki na

przek¡tnej opisuj¡ce wspóªwyst¦powanie tej kategorii obydwu zmiennych wyst¦puj¡

relatywnie cz¦±ciej ni» wynika to z modelu niezale»no±ci. Przypomnijmy, »e mo»na to
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interpretowa¢ jako tendencj¦ do dziedziczenia pozycji spoªecznej b¡d¹ wyst¦powania

tej samej kategorii zmiennej w punktach czasowych t1 i t2.

W 1955 roku Blumen i inni (1955) zaproponowali model podziaªu caªej populacji

na osoby �mobilne� i �niemobilne� (mover-stayer model). Zgodnie z t¡ koncepcj¡ w

populacji mo»na wyró»ni¢:

1. osoby, dla których obydwie zmienne maj¡ tak¡ sam¡ warto±¢ obydwu obserwo-

wanych zmiennych (stayers). W odniesieniu do problemu ruchliwo±ci mi¦dzy-

pokoleniowej byªyby to osoby, które miaªyby tak¡ sam¡ pozycj¦ spoªeczn¡ jak

ich ojciec,

2. osoby, dla których warto±ci obydwu obserwowanych zmiennych s¡ ró»ne (mo-

vers). W odniesieniu do problemu ruchliwo±ci byªyby to osoby, które maj¡ inn¡

pozycj¦ spoªeczn¡ ani»eli ich ojciec.

Goodman (1961) przeformuªowaª powy»sz¡ koncepcj¦. Zgodnie z zaproponowanym

przez niego modelem wzór zale»no±ci w tablicy ruchliwo±ci jest wynikiem dwóch pro-

cesów.

1. �nie�mobilno±ci�, tj. pewien odsetek osób ma tak¡ sam¡ warto±¢ obydwu anali-

zowanych zmiennych (zajmuje t¦ sam¡ pozycj¦ spoªeczn¡)

2. �mobilno±ci�, tj. dla pozostaªych osób warto±ci obydwu zmiennych nie s¡ od sie-

bie zale»ne, np. pozycja spoªeczna zajmowana przez syna nie zale»y od pozycji

ojca. Podkre±li¢ nale»y, »e niezale»no±¢ nie oznacza zale»no±ci negatywnej, tj.

nie wyklucza si¦, »e b¦dzie to taka sama pozycja.

Warto ju» w tym miejscu zauwa»y¢, »e model ten bywa uogólniany (Becker 1990),

tj. mobilno±¢ nie musi by¢ opisywana za pomoc¡ niezale»no±ci dwóch zmiennych,

ale mo»e by¢ to inny typ zale»no±ci. Taki ogólny model b¦dzie oznaczany jako MS.

Przykªady bardziej ogólnego rozumienia mobilno±ci podane zostan¡ w dalszej cz¦±ci

tej pracy, prezentacj¦ warto jednak rozpocz¡¢ od oryginalnej wersji, zgodnie z któr¡,

dla osób mobilnych zmienna wierszowa i kolumnowa s¡ niezale»ne � oznaczmy ten

model jako (MS0). Zgodnie z tym modelem, o ile osoby niemobilne znajduj¡ si¦ wy-

ª¡cznie na gªównej przek¡tnej, to pozostaªe osoby lokuj¡ si¦ na gªównej przek¡tnej jak

równie» poza ni¡. Mo»na to przedstawi¢ nast¦puj¡co15: zmienna Z okre±la, czy dana

osoba nale»y do populacji osób niemobilnych (Z = 1), czy te» mobilnych (Z = 2).

Odsetki tych podzbiorowo±ci wynosz¡ odpowiednio �1 oraz �2 i sumuj¡ si¦ do 1. W

takim uj¦ciu prawdopodobie«stwa rozkªadu ª¡cznego wynosz¡:

�XYij = �
XY (Z)
ij(1) �1 + �

XY (Z)
ij(2) �2. (3.3)

15Porównaj Goodman 1961, 1969, Stycze« 1989 .
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Zgodnie z proponowanym modelem:

�
XY (Z)
ab(1) = 0, dla dowolnej pary a, b, takiej, »e a ∕= b oraz (3.4)

Θ
XY (Z)
ij(2) = 1, dla dowolnej pary i, j. (3.5)

Zgodnie z pierwszym warunkiem modelu MS0 osoby niemobilne usytuowane s¡

wyª¡cznie na gªównej przek¡tnej16. Zgodnie z drugim warunkiem wszystkie stosunki

szans s¡ równe 1, co opisuje niezale»no±¢ pomi¦dzy X i Y w±ród osób mobilnych.

W j¦zyku ruchliwo±ci oznaczaªoby to, »e dla tej podzbiorowo±ci pozycja spoªeczno�

zawodowa syna nie zale»y od pozycji spoªeczno�zawodowej ojca. Jak wiadomo, wa-

runek ten mo»na równie» sformuªowa¢ jako:

�
XY (Z)
ij(2) = �

X(Z)
i(2) �

Y (Z)
j(2) .

Tak wi¦c w tej podzbiorowo±ci opisywanej za pomoc¡ procesu �mobilno±ci� poszcze-

gólne prawdopodobie«stwa rozkªadu ª¡cznego X oraz Y zale»¡ wyª¡cznie od cz¦sto±ci

brzegowych obydwu tych zmiennych dla Z = 2.

Tabela 3.12: Ilustracja modeluMS0 oraz QN � parametry opisuj¡ce efekty zmiennych

X i Y i interakcj¦

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 dX1 d
Y
1 q1 dX1 d

Y
2 dX1 d

Y
3 dX1 d

Y
4 dX1 d

Y
5

x2 dX2 d
Y
1 dX2 d

Y
2 q2 dX2 d

Y
3 dX2 d

Y
4 dX2 d

Y
5

x3 dX3 d
Y
1 dX3 d

Y
2 dX3 d

Y
3 q3 dX3 d

Y
4 dX3 d

Y
5

x4 dX4 d
Y
1 dX4 d

Y
2 dX4 d

Y
3 dX4 d

Y
4 q4 dX4 d

Y
5

x5 dX5 d
Y
1 dX5 d

Y
2 dX5 d

Y
3 dX5 d

Y
4 dX5 d

Y
5 q5

Ilustracj¦ tej hipotezy stanowi tabela 3.12. Nale»y zauwa»y¢, »e w porównaniu do

modelu niezale»no±ci w modeluMS0 na przek¡tnej wyst¦puj¡ parametry interakcji qi

opisuj¡ce specy�k¦ tych komórek. Warto±ci te okre±laj¡ tendecj¦ do nie�mobilno±ci,

tj. okre±laj¡, ile razy cz¦±ciej zdarza si¦ wyst¦powanie tej samej kategorii dla oby-

dwu zmiennych w stosunku do hipotetycznej sytuacji niezale»no±ci opisywanej przez

parametry dXi oraz dYj . Na wielko±ci tych parametrów wpªyw ma odsetek osób nie-

mobilnych i mobilnych (�1 i �2), jak równie» odsetki brzegowe zmiennych X i Y w

16Mo»liwe jest sformuªowanie innego modelu (Goodman 1972c), zgodnie z którym warunek 3.5

obejmuje inne kombinacje zmiennych X i Y , tj. nie�mobilno±¢ dotyczy innych komórek ni» tych

poªo»onych na gªównej przek¡tnej. Taki model mo»na równie» odnie±¢ do tabeli, gdzie kategorie

zmiennej wierszowej i kolumnowej s¡ inne.
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obydwu pozbiorowo±ciach. Przykªadowo, je±li �1 = 0, hipoteza sprowadza si¦ do hi-

potezy o niezale»no±ci, wi¦c qi = 1, dla ka»dej warto±ci i. Im odsetek �1 jest wi¦kszy,

tym warto±ci qi sa wi¦ksze w stosunku do wielko±ci dXi oraz dYj .

Warto zauwa»y¢, »e komórki na gªównej przek¡tnej de�niowane s¡ za pomoc¡

wszystkich parametrów wspomnianych powy»ej, co jest odzwierciedleniem wspomnia-

nej powy»ej koncepcji Goodmana, zgodnie z któr¡ proces mobilno±ci, nie wyklucza,

»e pozycja syna b¦dzie taka sama jak pozycja ojca. Parametryzacja tego modelu

mogªaby wygl¡da¢ nast¦puj¡co:

�XYij = d ⋅ dXi ⋅ dYj ⋅ qi (3.6)

Przy czym qi = 1, je±li i ∕= j. Zgodnie z prezentowan¡ hipotez¡ wszystkie parametry

qi s¡ wi¦ksze b¡d¹ równe 1. Jak ªatwo zauwa»y¢, gdyby wszystkie parametry qi byªy

równe 1 model byªby zbie»ny z modelem niezale»no±ci.

Nieco bardziej ogólny w stosunku do powy»szej hipotezy MS0 byªby model, w

którym nie b¦dziemy zakªada¢, »e warto±ci qi musz¡ by¢ wi¦ksze b¡d¹ równe 1. T¦

posta¢ modelu oznacza si¦ w literaturze jako model quasi�niezale»no±ci(QN). Zgodnie

z tym modelem mo»e si¦ wi¦c zdarzy¢, »e dla jednej b¡d¹ kilku kategorii obserwu-

jemy tendencj¦ odwrotn¡ do dziedziczenia, tj. pozostanie na tej samej pozycji jest

relatywnie mniej prawdopodobne ani»eli wynikaªoby to z modelu niezale»no±ci. Przy

takim uj¦ciu caª¡ zbiorowo±¢ nale»aªoby podzieli¢ na trzy podzbiorowo±ci17: tak jak

poprzednio nale»y wyró»ni¢ osoby niemobilne (tj. Z = 1), osoby dla których nie ma

zale»no±ci pomi¦dzy zmiennymi X i Y (tj. Z = 2) oraz now¡ podzbiorowo±¢ (Z = 3):

dla tych osób, wykluczamy, »e obydwie zmienne X i Y przyjmuj¡ t¦ sam¡ warto±¢,

natomiast mo»na mówi¢ o niezale»no±ci o je±li chodzi o pozostaªe kombinacje oby-

dwu zmiennych. Formuªuj¡c model bardziej precyzyjnie, proporcje poszczególnych

podzbiorowo±ci wyró»nionych ze wzgl¦du na zmienn¡ Z wynosz¡ odpowiednio �1, �2

oraz �3 i sumuj¡ si¦ do 1. Prawdopodobie«stwa rozkªadu ª¡cznego zmiennych X i Y

wynosz¡ wi¦c:

�XYij = �
XY (Z)
ij(1) �1 + �

XY (Z)
ij(2) �2 + �

XY (Z)
ij(3) �3. (3.7)

Do warunków 3.4 oraz 3.5, dochodzi nast¦puj¡ce zaªo»enie dotycz¡ce ostatniej z wy-

mienionych podzbiorowo±ci:

�
XY (Z)
ii(3) = 0 oraz Θ

X Y (Z)
a/b;c/d;(3) = 1 (3.8)

dla dowolnej warto±ci i, jak równie» dowolnej pary warto±ci zmiennej X i zmiennej

Y , takich, »e a ∕= c, a ∕= d, b ∕= c, b ∕= d. Warunek powy»szy okre±la, »e komórki na

17Inaczej model ten wyja±nia Goodman (1969), de�niuj¡c tzw. model dwu�etapowy (two�stage

model), zgodnie z którym cz¦±¢ osób �odchodzi� z gªównej przek¡tnej.
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gªównej przek¡tnej s¡ równe 0, a wszystkie stosunki szans (nie tylko lokalne), które

nie obejmuj¡ komórek gªównej przek¡tnej s¡ równe 1.

Tabela 3.13: Ilustracja modelu quasi-niezale»no±ci QN � rozkªady prawdopodobie«-

stwa w trzech podzbiorowo±ciach wyró»nionych ze wzgl¦du na zmienn¡ Z

Z = 1

X∖Y 1 2 3 4 5

1 w1 0 0 0 0

2 0 w2 0 0 0

3 0 0 w3 0 0

4 0 0 0 w4 0

5 0 0 0 0 w5

Z = 2

X∖Y 1 2 3 4 5

1 aX1 a
Y
1 aX1 a

Y
2 aX1 a

Y
3 aX1 a

Y
4 aX1 a

Y
5

2 aX2 a
Y
1 aX2 a

Y
2 aX2 a

Y
3 aX2 a

Y
4 aX2 a

Y
5

3 aX3 a
Y
1 aX3 a

Y
2 aX3 a

Y
3 aX3 a

Y
4 aX3 a

Y
5

4 aX4 a
Y
1 aX4 a

Y
2 aX4 a

Y
3 aX4 a

Y
4 aX4 a

Y
5

5 aX5 a
Y
1 aX5 a

Y
2 aX5 a

Y
3 aX5 a

Y
4 aX5 a

Y
5

Z = 3

X∖Y 1 2 3 4 5

1 0 bX1 b
Y
2 bX1 b

Y
3 bX1 b

Y
4 bX1 b

Y
5

2 bX2 b
Y
1 0 bX2 b

Y
3 bX2 b

Y
4 bX2 b

Y
5

3 bX3 b
Y
1 bX3 b

Y
2 0 bX3 b

Y
4 bX3 b

Y
5

4 bX4 b
Y
1 bX4 b

Y
2 bX4 b

Y
3 0 bX4 b

Y
5

5 bX5 b
Y
1 bX5 b

Y
2 bX5 b

Y
3 bX5 b

Y
4 0

Wszystkie trzy podzbiorowo±ci ilustruje tabela 3.13. Przypu±¢my, »e mamy do

czynienia z tablic¡ ruchliwo±ci edukacyjnej i kategoriami 1. podstawowe, 2. niepeª-

ne ±rednie, 3. uko«czone ±rednie, 4. niepeªne wy»sze, 5. uko«czone wy»sze. Pierwsza

z nich ilustruje odsetki osób niemobilnych, przyjmuj¡cych t¦ sam¡ kategori¦ oby-

dwu zmiennych. Przykªadowo wielko±¢ w3 pokazuje odsetek osób niemobilnych, które

�odziedziczyªy � wyksztaªcenie ±rednie po swoim ojcu. Kolejne tabele ilustruj¡ osoby

mobilne, dla których nie wykluczamy (Z = 2) b¡d¹ wykluczamy przyjmowanie tej

samej pozycji (Z = 3). W pierwszej z nich mamy do czynienia z kompletn¡ niezale»no-

±ci¡ wyksztaªcenia ojca od wyksztaªcenia syna, w drugiej identyczno±¢ warunkowych
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szans nie obejmuje komórek na gªównej przek¡tnej. Przykªadowo dla obydwu tych

podzbiorowo±ci (Z = 2 lub Z = 3), szanse na to, »e zmienna Y przyjmie raczej

warto±¢ y2 ani»eli y3, nie zale»y od tego, czy mamy do czynienia z warto±ci¡ x1, czy

warto±ci¡ x5. Tak wi¦c proporcja osób, które maj¡ wyksztaªcenie niepeªne ±rednie do

osób, które maj¡ wyksztaªcenie uko«czone ±rednie jest taka sama w±ród osób, których

ojcowie maj¡ wyksztaªcenie podstawowe jak w±ród osób, których ojcowie maj¡ wy-

ksztaªcenie wy»sze. Warto równie» zauwa»y¢, »e wyró»niona szansa wynosi aY2 /a
Y
3 dla

podzbiorowo±ci Z = 2, natomiast dla podzbiorowo±ci Z = 3 wynosi bY2 /b
Y
3 , czyli nie

musz¡ one wynosi¢ tyle samo. Ponadto dla podzbiorowo±ci Z = 2 równe 1 s¡ równie»

stosunki szans, które obejmuj¡ komórki zwi¡zane z gªówn¡ przek¡tn¡, tj. wyró»niona

powy»ej szansa byªa tak sama gdyby±my porównywali ojców o wyksztaªceniu niepeª-

nym ±rednim lub ±rednim.

Prezentowana wcze±niej tabela 3.12, która stanowiªa ilustracj¦ modelu MS0 mo-

»e by¢ równie» interpretowana w kontek±cie ogólniejszego modelu quasi�niezale»no±ci

QN. Tak jak zostaªo zasygnalizowane powy»ej wybrane parametry qi mog¡ by¢ mniej-

sze od 1. Na wielko±ci parametrów dXi , d
Y
j , qi maj¡ wpªyw zarówno wielko±ci z tabeli

3.13, tj. aXi , a
Y
j , b

X
i , b

Y
j , wi, jak te» proporcje pomi¦dzy grupami tj. wielko±ci �1, �2

i �3. Przykªadowo, je±li nie ma osób niemobilnych (�1 = 0), to mamy do czynienia z

sytuacj¡, gdy wszystkie parametry qi s¡ mniejsze od 1.

Warto w tym miejscu doda¢, »e model powy»szy nie odpowiada na pytanie o odset-

ki poszczególnych podzbiorowo±ci wyró»nionych ze wzgl¦du na zmienn¡ Z, nie mo»na

te» zrekonstruowa¢ rozkªadów prawdopodobie«stwa w poszczególnych podzbiorowo-

±ciach opisanych powy»ej. Ujmuj¡c to inaczej: ten sam rozkªad w caªej zbiorowo±ci

zgodny z hipotez¡ o quasi�niezale»no±ci mo»na �zdekomponowa¢� na ró»ne rozkªady

w podzbiorowo±ciach wyró»nionych ze wzgl¦du na warto±ci zmiennej Z. Co wi¦cej,

podzbiorowo±ci te mog¡ mie¢ ró»ne odsetki, cho¢ oczywi±cie relacje pomi¦dzy tymi

odsetkami nie s¡ dowolne. Przykªad pokazuj¡cy dwie ró»ne dekompozycje tablicy o

wymiarach 4 x 4 zostaª przedstawiony w Aneksie.

Hipoteza o quasi�niezale»no±ci posiada dodatkowo r niezale»ne parametry qi w

stosunku do hipotezy o niezale»no±ci. Liczba stopni swobody wynosi df = (r−1)2−r.
Hipotez¦ t¦ mo»na sformuªowa¢ równie» bez wprowadzania zmiennej Z. Wystarcza

je±li w odniesieniu do rozkªadu ª¡cznego zmiennych X oraz Y , zaªo»ymy, »e wszystkie

stosunki szans s¡ symetryczne, a te które nie obejmuj¡ komórek gªównej przek¡tnej s¡

równe 1. Wydaje si¦ jednak, »e posªu»enie si¦ trzema podzbiorowo±ciami w bardziej

perswazyjny sposób tªumaczy proces jaki opisuje ta hipoteza18. Mo»liwe jest równie»

18Sformuªowanie hipotezy za pomoc¡ stosunków szans, jest bardziej ogólne ni» formuªy 3.4,3.4, 3.8,

gdy» formuªa 3.8, nie ma zastosowania w odniesieniu do tabeli o wymiarach 3 x 3. Jak zobaczymy
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sformuªowanie hipotezy o quasi�niezale»no±ci wykorzystuj¡c jedynie lokalne stosunki

szans. Hipoteza quasi�niezale»no±ci w tej postaci zamieszczona zostaªa w Aneksie,

mo»na tam równie» znale¹¢ bardziej precyzyjne wyja±nienie liczby stopni swobody

dla tego modelu.

Tabela 3.14: Rozkªad oczekiwany dla danych z tabeli 3.6 zgodny z modelem QN

Czy przy aktualnym dochodzie netto P

Pana(i) gospodarstwo domowe wi¡»e koniec z ko«cem?

Odpowiedzi Odpowiedzi w 2005 roku (Y)

w 2000 roku (X) 1 2 3 4 5 Suma

1. Z wielk¡ trudno±ci¡ 271,7 118,9 131,9 49,0 10,7 582

2. Z trudno±ci¡ 71,0 134,5 172,7 64,2 14,0 456

3. Z pewn¡ trudno±ci¡ 69,3 151,9 248,5 62,6 13,7 546

4. Raczej ªatwo 24,1 52,8 58,5 73,9 4,7 214

5. �atwo 3,6 8,0 8,8 3,3 13,5 37

Suma 440 466 620 253 57 1836

W tabeli 3.14 przedstawione zostaªy liczebno±ci oczekiwane zgodne z modelem

quasi�niezale»no±ci dla danych panelowych. Tabela ta pokazuje, »e informacje z pró-

by potrzebne do oszacowania rozkªadu oczekiwanego metod¡ najwi¦kszej wiarygod-

no±ci dotycz¡ komórek znajduj¡cych si¦ na gªównej przek¡tnej, i � podobnie jak w

przypadku hipotezy o niezale»no±ci � rozkªadów brzegowych, tj. zakªada si¦, »e:

�̂Xi = pXi , �̂Yj = pYj , �̂XYii = pXYii .

Warto doda¢, »e w estymacji prawdopodobie«stw znajduj¡cych si¦ poza gªówn¡

przek¡tn¡ nie uwzgl¦dnia si¦ komórek gªównej przek¡tnej. Mówi¡c inaczej nie bierze

si¦ ich pod uwag¦ dla wyznaczenia rozkªadu w podzbiorowo±ci osób mobilnych. W

tym sensie te ostatnie opisuje si¦ cz¦sto jako �pomini¦te� (omitted) b¡d¹ �usuni¦te�

(deleted, blanked out). Zwrot ten jest cz¦sto u»ywany w literaturze (np. Goodman

1969, 2007), je±li chce si¦ zasygnalizowa¢, »e w modelu uwzgl¦dniamy specy�k¦ ko-

mórek na gªównej przek¡tnej.

Analizuj¡c rozkªad oczekiwany, mo»na równie» zauwa»y¢, »e wszystkie stosunki

szans (niekoniecznie lokalne), nie zawieraj¡ce komórek zwi¡zanych z gªówn¡ przek¡tn¡

w dalszej cz¦±ci, dla tabeli o takich wymiarach hipoteza o quasi�niezale»no±ci jest równowa»na

hipotezie o quasi-symetrii, w tym sensie formuªa, która obejmuje tabele o wymiarach 4 x 4 lub

wi¦ksze wydaje si¦ wystarczaj¡co ogólna.
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s¡ równe 1. Przykªadowo, dla tabeli 3.14 daje si¦ na przykªad pokaza¢, »e:

ΘXY
13 =

131, 9 ⋅ 64, 2

49, 0 ⋅ 172, 7
= 1,

b¡d¹

ΘX Y
2/4;1/5 =

71, 0 ⋅ 4, 7
14, 0 ⋅ 24, 1

= 1.

Model quasi�niezale»no±ci w literaturze na ogóª de�niuje si¦ za pomoc¡ równania

3.6, tj. posªuguj¡c si¦ parametrami modelu, nie za± za pomoc¡ stosunków szans. W tej

pracy niejednokrotnie byªo podkre±lone, »e ka»d¡ hipotez¦, mo»na parametryzowa¢ na

wiele sposobów, st¡d te» o istocie modelu quasi-niezale»no±ci stanowi¡ raczej warunki

3.4-3.8. Warto zwróci¢ uwag¦ na tabel¦ 3.15, która stanowi przykªad parametryzacji

tego samego modelu. Wielko±ci a, qi mo»na interpretowa¢ jako parametry interakcji

modelu, który mo»na wyrazi¢ jako:

�XYij =

⎧⎨⎩
d ⋅ dXi ⋅ dYj gdy i=1 lub j=1

d ⋅ dXi ⋅ dYj ⋅ qi gdy i = j > 1

d ⋅ dXi ⋅ dYj ⋅ a w pozostaªych przypadkach.

(3.9)

Model ten na pierwszy rzut oka wygl¡da zupeªnie inaczej ni» model quasi�

niezale»no±ci przedstawiony w tabeli 3.12. Okazuje si¦, jednak, »e modele te s¡ to»sa-

me. Przykªad ten pokazuje raz jeszcze, »e ka»d¡ hipotez¦ mo»na parametryzowa¢ na

wiele konkurencyjnych sposobów, a wybór konkretnej z nich ma uªatwia¢ jego inter-

pretacj¦, jak równie» pozwala¢ na pomiar interesuj¡cych nas interakcji. Na przykªad,

w odniesieniu do omawianego modelu, parametry gªównej przek¡tnej qi z równania

3.6 wskazuj¡ na tendencj¦ do dziedziczenia pozycji.

Tabela 3.15: Ilustracja alternatywna modelu quasi�niezale»no±ci QN � parametry

opisuj¡ce efekty gªówne zmiennych X oraz Y i interakcj¦ mi¦dzy nimi

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 dX1 d
Y
1 dX1 d

Y
2 dX1 d

Y
3 dX1 d

Y
4 dX1 d

Y
5

x2 dX2 d
Y
1 dX2 d

Y
2 q21 dX2 d

Y
3 a dX2 d

Y
4 a dX2 d

Y
5 a

x3 dX3 d
Y
1 dX3 d

Y
2 a dX3 d

Y
3 q3 dX3 d

Y
4 a dX3 d

Y
5 a

x4 dX4 d
Y
1 dX4 d

Y
2 a dX4 d

Y
3 a dX4 d

Y
4 q4 dX4 d

Y
5 a

x5 dX5 d
Y
1 dX5 d

Y
2 a dX5 d

Y
3 a dX5 d

Y
4 a dX5 d

Y
5 q5

Jak pokazuje tabela 3.11, dopasowanie modelu quasi-niezale»no±ci do danych z

analizowanych tabel 3.2, 3.5, 3.6 jest znacznie lepsze ni» modeli N i NS, niemniej
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nie jest ono zadowalaj¡ce. W przypadku ruchliwo±ci zawodowej redukcja statystyki

statystykiG2 w stosunku do modelu niezale»no±ci wynosi G2 = 432, 0−104, 2 = 327, 8

przy czym obydwa modele ró»ni 6 stopni swobody. Analogicznie test warunkowy dla

ruchliwo±ci edukacyjnej wynosi G2 = 337, 8 − 105, 1 = 232, 7, df = 4 a dla danych

panelowych G2 = 527, 8−185, 4 = 342, 4, df = 5. W ka»dym przypadku redukcja jest

istotna statystycznie, przy czym pami¦ta¢ nale»y, »e stosowanie testów warunkowych

jest uprawnione, gdy zakªadamy, »e bardziej zªo»ony z dwóch modeli zagnie»d»onych

(w naszym przypadku QN) jest prawdziwy, co nie wydaje si¦ uprawnione w ±wietle

wyników wery�kacji. Niemniej powy»sze testy warunkowe wyra¹nie sugeruj¡, »e przy

formuªowaniu hipotez po»¡dane mo»e by¢ uwzgl¦dnienie specy�ki gªównej przek¡tnej.

Parametry tych komórek wynosz¡ dla tabeli ruchliwo±ci edukacyjnej odpowied-

nio: q1 = 6, 46, q2 = 0, 71, q3 = 1, 42, q4 = 9, 69. Wielko±ci te wskazuj¡ na przykªad,

»e dziedziczenie wyksztaªcenia wy»szego zdarza si¦ 6,46 razy cz¦±ciej, ani»eli w hi-

potetycznej sytuacji niezale»no±ci, tj. braku barier spoªecznych w uzyskiwaniu wy-

ksztaªcenia. Zauwa»y¢ nale»y, »e wszystkie parametry gªównej przek¡tnej s¡ wi¦ksze

od 1, poza parametrem wyznaczonym dla wyksztaªcenia ±redniego, przy czym naj-

silniejsza jest tendencja do dziedziczenia wyksztaªcenia podstawowego i niepeªnego

podstawowego. Analogiczne parametry dla danych panelowych s¡ równe q1 = 5, 01,

q2 = 0, 86, q3 = 1, 48, q4 = 3, 39, q5 = 18, 86. Pokazuje to, »e z wyj¡tkiem drugiej

kategorii, respondenci wskazuj¡ relatywnie cz¦±ciej na kombinacje opisuj¡ce te same

odpowiedzi w 2000 i 2005. Mo»na równie» analizowa¢ parametry opisuj¡ce rozkªady

obydwu zmiennych. Przykªadowo: dY1 = 1, 01, dY5 = 0, 2, co pokazuje, »e szansa na to,

»e respondent w 2005 roku wskazaª raczej, »e radziª sobie �z wielk¡ trudno±ci¡� ani»eli

»e radziª sobie �ªatwo� wynosi w przybli»eniu dY1 /d
Y
5 ≈ 5 dla trzech podzbiorowo±ci:

osób, które w 2000 roku udzieliªy odpowiedzi �z trudno±ci¡�, �z pewn¡ trudno±ci¡�

lub �raczej ªatwo�. Wynika to z tego, »e zgodnie z modelem QN ka»dy stosunek szans

nie obejmuj¡cy komórek gªównej przek¡tnej wynosi 1. Warto jednak podkre±li¢ raz

jeszcze, »e model quasi�niezale»no±ci nale»aªoby odrzuci¢ na standardowo przyjmowa-

nych poziomach istotno±ci, tak wi¦c wyci¡ganie wniosków na podstawie tego modelu

i jego parametrów jest kontrowersyjne, w tym sensie, »e jest bardzo prawdopodobne,

»e nie odzwierciedlaj¡ one faktycznych zale»no±ci.

Powy»ej wyró»nione zostaªy trzy hipotezy: symetrycznej niezale»no±ci (NS), nie-

zale»no±ci (N) i quasi�niezale»no±ci (QN). Jak ªatwo zauwa»y¢ pierwsza z nich jest

hipotez¡ najprostsz¡, gdy» poza zaªo»eniem o niezale»no±ci zawiera dodatkowo po-

stulat identyczno±ci rozkªadów brzegowych zmiennej wierszowej i kolumnowej, nato-

miast trzecia hipoteza jest najbardziej zªo»ona, poniewa» zmienne mog¡ by¢ w pew-

nym zakresie zale»ne, co jest wynikiem uwzgl¦dnienia specy�ki komórek przek¡tnej.
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Warto zwróci¢ uwag¦ na mody�kacje, które pozwalaj¡ na sformuªowanie dodatko-

wych modeli. W modelu quasi�niezale»no±ci parametry dotycz¡ce gªównej przek¡tnej

s¡ specy�czne, tj. model ten uwzgl¦dnia tendencj¦ do �dziedziczenia� pozycji, wska-

zywania na t¦ sam¡ odpowied¹ w dwóch porównywanych punktach czasowych, itd.

Mo»na upro±ci¢ model QN, zakªadaj¡c dodatkowo, »e tendencja ta jest taka sama dla

ka»dej kategorii analizowanych zmiennych. Model taki oznaczany b¦dzie jako QhN.

Ilustracj¦ tego modelu stanowi tablica 3.16.

Tabela 3.16: Ilustracja modelu quasi-niezale»no±ci QhN - parametry opisuj¡ce efekty

gªówne zmiennych X i Y i parametr przek¡tnej

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 dX1 d
Y
1 q dX1 d

Y
2 dX1 d

Y
3 dX1 d

Y
4 dX1 d

Y
5

x2 dX2 d
Y
1 dX2 d

Y
2 q dX2 d

Y
3 dX2 d

Y
4 dX2 d

Y
5

x3 dX3 d
Y
1 dX3 d

Y
2 dX3 d

Y
3 q dX3 d

Y
4 dX3 d

Y
5

x4 dX4 d
Y
1 dX4 d

Y
2 dX4 d

Y
3 dX4 d

Y
4 q dX4 d

Y
5

x5 dX5 d
Y
1 dX5 d

Y
2 dX5 d

Y
3 dX5 d

Y
4 dX5 d

Y
5 q

Hipotez¦ t¦ mo»na sformuªowa¢ bardziej precyzyjnie. Do warunków 3.4�3.8, nale»y

doda¢ nast¦puj¡ce zaªo»enia:

�
XY (Z)
ii(1)

�
XY (Z)
jj(1)

=
�
XY (Z)
ii(2)

�
XY (Z)
jj(2)

, dla dowolnych warto±ci i, j oraz (3.10)

�
XY (Z)
ab(3)

�
XY (Z)
cd(3)

=
�
XY (Z)
ab(2)

�
XY (Z)
cd(2)

, dla dowolnych warto±ci a ∕= b, c ∕= d. (3.11)

Warunek 3.10 gªosi, »e proporcje pomi¦dzy osobami niemobilnymi dla poszcze-

gólnych komórek jest taka sama jak analogiczna proporcja wyznaczona dla podzio-

rowo±ci Z = 2. Warunek 3.10 gªosi, »e iloraz dwóch dowolnych prawdopodobie«stw

dotycz¡cych komórek ulokowanych poza przek¡tn¡, b¦dzie taki sam dla pozbiorowo-

±ci Z = 2 oraz Z = 3. W stosunku do ilustracji z tabeli 3.13 model QhN, zakªada,

»e wi = aXi a
Y
i , oraz b

X
i = aXi jak równie» bYj = aYj . Je»eli �1 = 0, czyli nie ma osób

niemobilnych, wówczas parametr q w tabeli 3.16 jest mniejszy od 1, je±li �3 = 0

wówczas q > 1. Je±li speªnione s¡ obydwa warunki, wówczas mamy do czynienia z

sytuacj¡ niezale»no±ci. Model powy»szy podobnie jak model QN nie przes¡dza o wiel-

ko±ci poszczególnych podzbiorowo±ci wyznaczonych ze wzgl¦du na zmienn¡ Z. Ten

sam rozkªad zgodny z hipotez¡ QhN mo»na zdekomponowa¢ zakªadaj¡c ró»ne odsetki
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poszczególnych podzbiorowo±ci, tj. ró»ne wielko±ci �1, �2, �3. Oczywi±cie wielko±ci te

nie mog¡ by¢ dowolne a pozostaj¡ w pewnych relacjach19.

Daje si¦ pokaza¢, »e parametr q zdaje spraw¦ z relacjami pomi¦dzy odsetkiem

osób ulokowanych na gªównej przek¡tnej a pozostaªymi osobami, tj:

q =

∑r
i=1 �

XY
ii /

∑r
i=1

∑r
j=1,i∕=j �

XY
ij∑r

i=1 �
XY (Z)
ii(2) /

∑r
i=1

∑r
j=1,i∕=j �

XY (Z)
ij(2)

. (3.12)

Mianownik tego wyra»enia wskazuje na stosunek prawdopodobie«stwa, »e mamy

do czynienia z t¡ sam¡ warto±ci¡ zmiennej wierszowej i kolumnowej do prawdopo-

dobie«stwa, »e zmienne maj¡ inne warto±ci, przy czym wielko±¢ ta jest wyznaczona

dla podzbiorowo±ci Z = 2, w której zmienne s¡ niezale»ne. Licznik wskazuje na ten

analogiczny stosunek wyznaczony dla rozkªadu zgodnego z modelem QhN dla ca-

ªej zbiorowo±ci, tj. obejmuj¡cej wszystkie podzbiorowo±ci wyró»nione ze wzgl¦du na

zmienn¡ Z. Parametr q wskazuje wi¦c, ile razy � zgodnie z modelem � cz¦±ciej

(rzadziej) zdarzaj¡ si¦ osoby �dziedzicz¡ce� w stosunku do pozostaªych osób ani»eli

w sytuacji niezale»no±ci.

Model ten mo»na równie» zde�niowa¢ wyª¡cznie za pomoc¡ lokalnych stosun-

ków szans bez wyodr¦bniania podzbiorowo±ci ze wzgl¦du na zmienn¡ Z, co zostaªo

przedstawione w Aneksie. Je±li chodzi o parametryzacj¦ tego modelu, w stosunku do

modelu QN (3.6) mo»na dodatkowo zaªo»y¢, »e qi = q, dla ka»dej kategorii i:

�XYij = d ⋅ dXi ⋅ dYj ⋅ q, (3.13)

przy czym q = 1, je±li i ∕= j. W modelu tym nie wykluczamy tendencji do wspóªwy-

st¦powania tych samych kategorii obydwu zmiennych, przy czym jest ona staªa dla

ka»dej komórki na gªównej przek¡tnej. Jest to wi¦c model po±redni pomi¦dzy mode-

lem niezale»no±ci i quasi�niezale»no±ci. W stosunku do niezale»no±ci stochastycznej

model ten posiada tylko jeden parametr wi¦cej, dlatego jego liczba stopni swobody

wynosi df = (r − 1)2 − 1

W tabeli 3.17 podane zostaªy liczebno±ci oczekiwane zgodne z tym modelem dla

tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej. Do oszacowania rozkªadu oczekiwanego metod¡ naj-

wi¦kszej wiarygodno±ci potrzebne s¡ informacje o rozkªadach brzegowych i sumie

prawdopodobie«stw komórek na gªównej przek¡tnej, tj. zakªada si¦, »e:

�̂Xi = pXi , �̂Yj = pYj ,

r∑
i

�̂XYii =
r∑
i

pXYii .

19Gdy �2 = 0, gdy» wówczas trudno zastosowa¢ warunki 3.10, 3.11. Aby byªy one adekwatne

nale»y przyj¡¢, »e �2 > 0.
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Tabela 3.17: Rozkªad oczekiwany dla danych z tablicy 3.5 zgodny z modelem QhN

Wyksztaªcenie syna

Wyksztaªcenie ojca 1 2 3 4 Suma

1. Podstawowe

i niepeªne podstawowe 313,5 430,7 224,2 176,7 1145,0

2. Niepeªne ±rednie

(w tym zasadnicze zawodowe) 28,1 163,0 41,3 32,6 265,0

3. Uko«czone ±rednie 23,5 66,3 70,9 27,2 188,0

4. Niepeªne wy»sze

i wy»sze 9,9 28,0 14,6 23,6 76,0

Suma 375,0 688,0 351,0 260,0 1674,0

Tabela 3.11 pokazuje, »e model QhN jest sªabo dopasowany. Parametr q wynosi

odpowiednio 2,05 dla tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej i 2,06 dla danych panelowych.

I tym razem nale»y pami¦ta¢ o zastrze»eniu, »e modele te s¡ nierealistyczne, wi¦c

warto±ci powy»szych parametrów nie musz¡ opisywa¢ faktycznej skªonno±ci do dzie-

dziczenia pozycji i udzielenia tej samej odpowiedzi w 2000 i 2005 roku.

Mo»liwe jest formuªowanie kolejnych modeli, na przykªad, dodanie do ka»dego z

rozpatrywanych modeli quasi�niezale»no±ci QN, QhN dodatkowego zaªo»enia o iden-

tyczno±ci rozkªadów brzegowych. Daje si¦ równie» sformuªowa¢ model po±redni po-

mi¦dzy modelami QN oraz QhN poprzez dodanie do modelu QN zaªo»enia o równo±ci

jedynie wybranych parametrów interakcji przek¡tnej, np: q1 = qr. Modele te nie b¦d¡

szczegóªowo omawiane, poniewa» nawet model quasi�niezale»no±ci (najbardziej zªo-

»ony z prezentowanych do tej pory) rzadko jest realistycznym opisem rzeczywisto±ci.

Sygnalizujemy jednak tak¡ mo»liwo±¢, aby podkre±li¢ wielo±¢ hipotez jakie mo»na

sformuªowa¢ w odniesieniu do tablic o takich samych kategoriach zmiennej wierszo-

wej i zmiennej kolumnowej. Jak zobaczymy w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu, uchylenie

zaªo»enia o quasi�niezale»no±ci � tj. identyczno±ci szans, które nie dotycz¡ gªównej

przek¡tnej � pozwoli na sformuªowanie kolejnych hipotez.

3.2.2 Model symetrii i quasi�symetrii

Do tej pory zakªadali±my, »e zale»no±¢ pomi¦dzy zmiennymi dotyczy tylko i wyª¡cz-

nie komórek na przek¡tnej. W praktyce zaªo»enie to okazuje si¦ zbyt restrykcyjne,

gdy» zale»no±¢ pomi¦dzy zmiennymi w tablicach ruchliwo±ci nie dotyczy jedynie dzie-

dziczenia i niezmienno±ci pewnych cech w czasie. Przykªadowo, mo»na oczekiwa¢, »e
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osoby, których ojcowie mieli wyksztaªcenie wy»sze cz¦±ciej b¦d¡ mieli wyksztaªcenie

niepeªne ±rednie ni» podstawowe w porównaniu do osób, których ojcowie mieli wy-

ksztaªcenie uko«czone ±rednie. W kolejnych modelach zwi¡zek pomi¦dzy zmiennymi

nie b¦dzie dotyczy¢ wyª¡cznie komórek na przek¡tnej, niemniej b¦dzie si¦ zakªada¢,

»e zwi¡zek ten jest symetryczny. Odno±nie do powy»szego przykªadu, je±li opisany

zwi¡zek jest symetryczny oznacza to, »e podobna relacja wyst¦puje je±li porównuje

si¦ osoby, których ojcowie mieli wyksztaªcenie niepeªne ±rednie i podstawowe. Ocze-

kiwa¢ b¦dziemy, »e w±ród tych pierwszych proporcja liczby osób z wyksztaªceniem

wy»szym do liczby osób z wyksztaªceniem ±rednim b¦dzie wi¦ksza ni» w±ród tych

drugich.

Poni»ej omówione zostan¡ modele symetrii i quasi�symetrii. Intuicja zawarta w

powy»szym akapicie wymaga bardziej precyzyjnego sformuªowania. Model symetrii

� oznaczany jako S � mo»na zde�niowa¢ odwoªuj¡c si¦ wyª¡cznie do prawdopodo-

bie«stw rozkªadu ª¡cznego. Hipoteza z nim zwi¡zana gªosi, »e prawdopodobie«stwa

dla komórek symetrycznie poªo»onych wokóª przek¡tnej s¡ identyczne tj.

�XYij = �XYji , (3.14)

dla dowolnej pary warto±ci i, j. W odniesieniu do tablicy ruchliwo±ci oznaczaªoby

to mi¦dzy innymi, »e odsetek osób z wyksztaªceniem wy»szym, których ojciec miaª

wyksztaªcenie podstawowe jest identyczny jak odsetek badanych z wyksztaªceniem

podstawowym, których ojciec miaª wyksztaªcenie wy»sze. Tabela 3.18 ilustruje hipo-

tez¦ o symetrii.

Tabela 3.18: Rozkªad ª¡czny ilustruj¡cy model symetrii

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 �11 �12 �13 �14 �15

x2 �12 �22 �23 �24 �25

x3 �13 �23 �33 �34 �35

x4 �14 �24 �34 �44 �45

x5 �15 �25 �35 �45 �55

Zauwa»my, »e warunek 3.14 implikuje identyczno±¢ rozkªadów brzegowych obydwu

zmiennych. Hipotez¦ t¦ mo»na zde�niowa¢ jako model logarytmiczno�liniowy. Nale»y

zaªo»y¢, »e parametry opisuj¡ce efekty obydwu zmiennych dla kolejnych kategorii

s¡ sobie równe, a z drugiej strony parametry interakcji s¡ symetryczne wzgl¦dem
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przek¡tnej20, tj:

dXi = dYi oraz (3.15)

dXYij = dXYji dla ka»dej pary i, j. (3.16)

Model ten posiada 1 parametr d, efekty zmiennych X i Y opisuje ª¡cznie r − 1

niezale»nych parametrów dXi , interakcj¦ opisuje (r − 1)r/2 parametrów dXYij . Liczba

stopni swobody dla modelu symetrii wynosi wi¦c:

df = r2 − (r − 1)r/2− r = (r − 1)r/2.

Jak ªatwo zauwa»y¢, jest to zbie»ne z liczb¡ zaªo»e« wynikaj¡cych z warunku 3.14.

Równe sobie s¡ prawdopodobie«stwa na kolejnych pseudo�przek¡tnych a liczba tych

prawdopodobie«stw wynosi (r − 1)r/2. Liczba tych warunków jest to»sama z liczb¡

stopni swobody21:

df = 1 + 2 + . . .+ (r − 1) = (r − 1)r/2.

W odniesieniu do naszych danych z tablic 3.2, 3.5, 3.6 model S nale»aªoby odrzu-

ci¢ przy standardowo przyjmowanych poziomach istotno±ci, co pokazuje tabela 3.11.

Stosunkowo najlepiej wydaje si¦ on dopasowany do danych panelowych G2 = 61, 6,

df = 10 (p < 0, 0001), a indeks rozbie»no±ci wskazuje, »e niezgodnie z tym modelem

jest zaklasy�kowanych okoªo 6% gospodarstw w próbie. Niemniej, model ten niej jest

akceptowalny na standardowo przyjmowanych poziomach istotno±ci.

Rozkªad oczekiwany zgodny z symetri¡ dla danych panelowych przedstawia tabela

3.19. Jak wida¢ symetryczne s¡ wszystkie liczebno±ci � i co si¦ z tym wi¡»e prawdopo-

dobie«stwa � w konsekwencji identyczne s¡ rozkªady brzegowe obydwu zmiennych,

tj. w porównywanych punktach czasowych nie zmieniª si¦ rozkªad zmiennej opisuj¡cej

sytuacj¦ materialn¡ gospodarstwa. Porównuj¡c ten rozkªad z danymi empirycznymi

mo»na zauwa»y¢, »e poszczególne liczebno±ci oczekiwane (prawdopodobie«stwa) s¡

±redni¡ z dwóch liczebno±ci empirycznych (prawdopodobie«stw) z komórek poªo»o-

nych symetrycznie wzgl¦dem gªównej przek¡tnej, tj. zgodnie z metod¡ najwi¦kszej

wiarygodno±ci zachodzi:

�̂XYij =
pXYij + pXYji

2
.

20Zakªadamy, »e przyj¦ta parametryzacja nie jest �asymetryczna�. Przykªadowo, je±li przyjmiemy

ró»ne kategorie odniesienia poszczególnych zmiennych, pomimo istnienia symetrii parametry dXY
ij

oraz dXY
ji nie byªyby sobie równe, podobnie nie byªyby równe efekty poszczególnych zmiennych dla

tej samej kategorii. Je±li jednak przyjmiemy jako kategori¦ odniesienia t¦ sam¡ kategori¦ dla oby-

dwu zmiennych b¡d¹ powszechnie stosowan¡ parametryzacj¦ odchyle« multiplikatywnych, obydwa

warunki b¦d¡ speªnione.
21W tej i kilku kolejnych formuªach dotycz¡cych liczby stopni swobody b¦dziemy posªugiwa¢ si¦

formuª¡ na sum¦ sko«czonego ci¡gu arytmetycznego, tj. 1 + 2 + . . .+ n = (n+ 1)(n/2).
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Tabela 3.19: Rozkªad oczekiwany zgodny z modelem symetrii dla danych z tabeli 3.6

Czy przy aktualnym dochodzie netto

Pana(i) gospodarstwo domowe wi¡»e koniec z ko«cem?

Odpowiedzi Odpowiedzi w 2005 roku (Y)

w 2000 roku (X) 1 2 3 4 5 Suma

1. Z wielk¡ trudno±ci¡ 271,7 135,6 85,2 16,4 2,1 511,0

2. Z trudno±ci¡ 135,6 134,5 150,5 36,1 4,5 461,2

3. Z pewn¡ trudno±ci¡ 85,2 150,5 248,5 89,5 9,3 583,1

4. Raczej ªatwo 16,4 36,1 89,5 73,9 17,6 233,5

5. �atwo 2,1 4,5 9,3 17,6 13,4 46,9

Suma 511,0 461,2 583,1 233,5 46,9 1835,8

Na ogóª bardziej realistyczny � szczególnie w odniesieniu do ruchliwo±ci � oka-

zuje model quasi�symetrii (QS). Nie zakªada si¦ w nim nic na temat identyczno±ci

rozkªadów brzegowych a symetria dotyczy jedynie zwi¡zku pomi¦dzy zmiennymi. Z

warunków 3.15 oraz 3.16, które dotyczyªy modelu symetrii, w modelu quasi-symetrii

musi by¢ speªniony jedynie drugi z nich. Formuªuj¡c ten model za pomoc¡ lokalnych

stosunków szans speªniony jest warunek:

ΘXY
ij = ΘXY

ji (3.17)

dla ka»dej pary i, j, takich, »e i < r − 1, j ≤ r − 1, oraz i < j. Z powy»szego

zapisu wynika, »e ka»dy stosunek szans wyodr¦bniony dla dowolnych kategorii jednej

i drugiej zmiennej jest symetryczny. Model ten w postaci parametrycznej mo»na

przedstawi¢ jako:

�XYij = d ⋅ dXi ⋅ dYj ⋅ sXYij , (3.18)

gdzie sXYij jest parametrem opisuj¡cym interakcj¦ dwóch zmiennych i zachodzi sXYij =

sXYji , przy zaªo»eniu, »e mamy do czynienia z parametryzacj¡ wzgl¦dem tej samej

kategorii odniesienia xi, yi 22. Przykªadowo w ilustracji w tabeli 3.20 jako kategorie

odniesienia zostaªy przyj¦te pierwsze kategorie obydwu zmiennych.

Model ten posiada r(r−1)/2 niezale»nych parametrów interakcji wi¦cej ni» model

niezale»no±ci stochastycznej, tak wi¦c posiada df = (r− 1)(r− 2)/2 stopni swobody.

22Tak jak byªo sygnalizowane, w odniesieniu do formuª 3.15, 3.15, mo»liwe byªoby przyj¦cie pa-

rametryzacji, w której pomimo istnienia quasi�symetrii parametry sXY
ij oraz sXY

ji nie byªyby sobie

równe, na przykªad gdyby±my przyj¦li inne kategorie odniesienia dla zmiennej wierszowej i kolum-

nowej.
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Tabela 3.20: Ilustracja modelu quasi-symetrii � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 1 1 1 1 1

x2 1 s22 s23 s24 s25

x3 1 s32 s33 s34 s35

x4 1 s42 s43 s44 s45

x5 1 s52 s53 s54 s55

Wielko±¢ t¦ mo»na wyrazi¢ równie» odwoªuj¡c si¦ do warunku 3.17, tj. lokalnych sto-

sunków szans. Zaczynaj¡c od pseudo�przek¡tnej przylegaj¡cej do gªównej przek¡tnej,

liczba komórek, które de�niuj¡ lokalne stosunki szans wynosi r − 2, a na kolejnych

pseudo przek¡tnych ich liczba wynosi odpowiednio: r − 3, r − 4, . . . , 1. Zgodnie z

omawian¡ hipotez¡ stosunki te s¡ symetryczne, tak wi¦c ogóªem liczba warunków

wynosi:

df = 1 + 2 + . . .+ (r − 2) = (r − 1)(r − 2)/2.

Dane z tabeli 3.11 pokazuj¡, »e dla tablicy ruchliwo±ci zawodowej model ten jest

akceptowalny na poziomie istotno±ci 0,01, dla tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej byªby

akceptowalny nawet na poziomie 0,05, natomiast dla danych panelowych model ten

trudno byªoby odrzuci¢ nawet przy bardzo wysokim poziomie istotno±ci. Indeksy

rozbie»no±ci wynosz¡ odpowiednio: 2,4%, 1,0%, i 0,6% co w ostatnim przypadku

wskazuje na wr¦cz idealne dopasowanie do danych.

Tabela 3.21 przedstawia rozkªad oczekiwany zgodny z modelem QS dla danych pa-

nelowych. W modelu tym� podobnie jak w modelu quasi�niezale»no±ci � nie zakªada

si¦ nic na temat komórek le»¡cych na gªównej przek¡tnej. Liczebno±ci te odzwier-

ciedlaj¡ liczebno±ci z próby. Podobnie, zgodne z danymi empirycznymi s¡ rozkªady

brzegowe obydwu zmiennych. Tak jak w modelu symetrii suma liczebno±ci (praw-

dopodobie«stw) oczekiwanych dla ka»dej pary komórek lokuj¡cych si¦ symetrycznie

po obydwu stronach gªównej przek¡tnej jest równa analogicznej sumie liczebno±ci

(cz¦sto±ci) wyznaczonych dla danych empirycznych. Podsumowuj¡c, aby wyznaczy¢

rozkªad oczekiwany metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci, musz¡ by¢ speªnione warunki:

�̂Xi = pXi , �̂
Y
j = pYj , (3.19)

�̂XYii = pXYii , (3.20)

�̂XYij + �̂XYji = pXYij + pXYji . (3.21)
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Tabela 3.21: Rozkªad oczekiwany zgodny z modelem quasi�symetrii dla danych z

tabeli 3.6

Czy przy aktualnym dochodzie netto P

Pana(i) gospodarstwo domowe wi¡»e koniec z ko«cem?

Odpowiedzi Odpowiedzi w 2005 roku (Y)

w 2000 roku (X) 1 2 3 4 5 Suma

1. Z wielk¡ trudno±ci¡ 271,7 168,4 115,4 23,4 3,3 582,2

2. Z trudno±ci¡ 102,8 134,5 169,0 43,9 6,3 456,5

3. Z pewn¡ trudno±ci¡ 55,1 132,1 248,5 98,0 12,1 545,9

4. Raczej ªatwo 9,3 28,4 81,1 73,9 21,4 214,0

5. �atwo 0,9 2,6 6,5 13,8 13,5 37,2

Suma 439,7 466,0 620,4 253,1 56,6 1835,8

Tabela 3.22: Parametry modelu quasi�symetrii dla danych z tabeli 3.6

Czy przy aktualnym dochodzie netto P

Pana(i) gospodarstwo domowe wi¡»e koniec z ko«cem?

Odpowiedzi Odpowiedzi w 2005 roku (Y)

w 2000 roku (X) 1 2 3 4 5

1. Z wielk¡ trudno±ci¡ 6,38 2,20 0,93 0,36 0,21

2. Z trudno±ci¡ 2,20 1,60 1,24 0,61 0,37

3. Z pewn¡ trudno±ci¡ 0,93 1,24 1,43 1,07 0,57

4. Raczej ªatwo 0,36 0,61 1,07 1,86 2,30

5. �atwo 0,21 0,37 0,57 2,30 9,56

W tabeli 3.22 przedstawione s¡ parametry interakcji dla modelu quasi�symetrii dla

danych panelowych, przy czym wykorzystana zostaªa parametryzacja odchyle« mul-

tiplikatywnych, tj. iloczyn parametrów w ka»dym wierszu i w ka»dej kolumnie jest

równy 1. Jak ªatwo zauwa»y¢ parametry te s¡ symetryczne. Parametry na gªównej

przek¡tnej odzwierciedlaj¡ � podobnie jak w modelu quasi�niezale»no±ci � tenden-

cj¦ do wskazywania tej samej odpowiedzi w obydwu punktach czasowych. Zauwa»my,

»e s¡ one wi¦ksze od 1 dla ka»dej warto±ci zmiennej opisuj¡cej sytuacj¦ material-

n¡ gospodarstwa domowego, natomiast najwy»sze warto±ci przyjmuj¡ dla kategorii

skrajnych.
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�atwo zauwa»y¢, »e parametry s¡ generalnie mniejsze dla pseudo�przek¡tnych

oddalonych od gªównej przek¡tnej. Na przykªad udzielenie odpowiedzi z wielk¡ trud-

no±ci¡ w 2000 roku i ªatwo w 2005 jest prawie pi¦ciokrotnie razy mniej prawdopo-

dobne (1/0,21) ani»eli w hipotetycznej sytuacji braku zwi¡zku mi¦dzy zmiennymi i �

analogicznie � prawie pi¦ciokrotnie razy mniej prawdopodobne jest aby sytuacja go-

spodarstwa, które w 2000 deklarowaªo, »e wi¡zaªo koniec z ko«cem ªatwo, pogorszyªa

si¦ tak znacz¡co, »e w 2005 roku udzielona zostaªa odpowied¹ z wielk¡ trudno±ci¡.

Na podstawie parametrów interakcji mo»na odtworzy¢ dowolny stosunek szans. Na

przykªad:

ΘXY
13 = ΘXY

31 =
0, 93 ⋅ 0, 61

0, 36 ⋅ 1, 24
= 1, 28.

Porównuj¡c modele symetrii i quasi�symetrii mo»na zauwa»y¢, »e pierwszy z nich

jest zagnie»d»ony w drugim i ró»ni¡ si¦ one zaªo»eniem 3.15, które dotyczy identyczno-

±ci rozkªadów brzegowych obydwu zmiennych. Test warunkowy porównuj¡cy modele S

i QS jest cz¦sto stosowany do wery�kacji tej wªa±nie hipotezy, zwanej w literaturze ho-

mogeniczno±ci¡ brzegow¡ (marginal homogenity) (Caussinus 1965, Haberman 1979).

W odniesieniu do tablicy ruchliwo±ci dotyczy ona odpowiedzi na pytania: czy wy-

ksztaªcenie w pokoleniu ojców ma tak¡ sam¡ struktur¦ jak w pokoleniu synów? Na-

tomiast w odniesieniu do danych panelowych: czy rozkªad zmiennej jest identycz-

ny w obydwu badaniach? W odniesieniu do analizowanych przez nas danych z tabel

3.2, 3.5, 3.6 okazuje si¦, »e zaªo»enie to powinno by¢ odrzucone w ka»dym przy-

padku na standardowo przyjmowanych poziomach istotno±ci. Dla tablicy ruchliwo-

±ci zawodowej G2 = 362, 6 − 18, 0 = 344, 6, df = 5, dla ruchliwo±ci edukacyjnej,

G2 = 985, 4− 8, 1 = 950, 3, df = 3, dla danych panelowych G2 = 61, 6− 1, 4 = 60, 2,

df = 4 (w ka»dym przypadku p < 0, 0001). Jak wida¢, zaªo»enia o identyczno±ci roz-

kªadów brzegowych nie da si¦ utrzyma¢. Pomi¦dzy respondentami a ich ojcami ist-

niej¡ istotne statystycznie ró»nice w strukturze przynale»no±ci spoªeczno�zawodowej

i strukturze wyksztaªcenia, podobnie � cho¢ tu redukcja jest stosunkowo najmniej-

sza � nale»y odrzuci¢ hipotez¦, »e rozkªad zmiennej opisuj¡cej sytuacj¦ gospodarstw

domowych jest identyczny w 2000 i w 2005 roku.

Zaªo»enie dotycz¡ce homogeniczno±ci brzegowej mo»na testowa¢ równie» porów-

nuj¡c przedstawione wcze±niej modele N oraz model NS. W praktyce cz¦±ciej stosuje

si¦ do tych celów model symetrii i quasi-symetrii, co wynika z tego, »e modele te s¡

bardziej realistyczne. Jak pami¦tamy stosowanie testów warunkowych jest uzasad-

nione o ile bardziej zªo»ony z porównywanych modeli jest prawdziwy, w przeciwnym

razie statystyka G2 mo»e znacz¡co odbiega¢ od rozkªadu teoretycznego �2. Dlatego

wykorzystywanie w tym celu modeli N i NS mo»e prowadzi¢ do bª¦dnych konkluzji,
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cho¢ zale»y to oczywi±cie od konkretnego przypadku, nie nale»y traktowa¢ tego jako

reguª¦.

Zauwa»my, »e modele N, NS, QN s¡ zagnie»d»one w modelu quasi�symetrii. Mo-

del ten jest do±¢ ogólny, jak si¦ oka»e wiele modeli prezentowanych w dalszej cz¦±ci

tego rozdziaªu b¦dzie jego szczególnym przypadkiem, przy czym do opisu zwi¡zku

wykorzystana zostanie informacja o uporz¡dkowaniu kategorii zmiennych. Modele

prezentowane do tej pory mogªy by¢ stosowane do zmiennych nominalnych.

3.2.3 Modele jednakowej interakcji i wierszowo�kolumnowe

W tej cz¦±ci zaprezentowane zostan¡ modele jednakowej interakcji i modele

wierszowo�kolumnowe. Zostaªy one ju» zaprezentowane w rozdziale 2, tym razem

zostan¡ omówione w kontek±cie analizy tablic ruchliwo±ci i danych panelowych. Jak

zobaczymy, mo»liwa jest mody�kacja tych modeli, przy wykorzystaniu informacji o

identyczno±ci kategorii zmiennej wierszowej i kolumnowej. Udzielona zostanie równie»

odpowied¹ na pytanie, przy jakich zaªo»eniach modele te mog¡ by¢ interpretowane

jako szczególne przypadki quasi�symetrii.

Warto przypomnie¢, »e modele jednakowej interakcji i wierszowo�kolumnowe (po-

dobnie jak modele przedstawione w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu) na ogóª wykorzy-

stuj¡ informacj¦ o uporz¡dkowaniu kategorii zmiennej wierszowej i kolumnowej. Wy-

korzystanie informacji o porz¡dkowym charakterze zmiennych, pozwala na formuªo-

wanie dodatkowych hipotez. Z drugiej strony nale»y pami¦ta¢, o ograniczeniach w

mo»liwo±ci stosowania tych modeli. Przykªadowo, kategorii spoªeczno�zawodowych

w tablicy ruchliwo±ci (tabela 3.2), nie mo»na uporz¡dkowa¢ w niearbitralny sposób,

trudno na przykªad usytuowa¢ �rolników� wzgl¦dem innych kategorii. Dlatego w dal-

szych ilustracjach empirycznych � poza jednym wyj¡tkiem23 � pominiemy dane

dotycz¡ce ruchliwo±ci zawodowej.

Model jednakowej interakcji

Przypomnijmy, »e model jednakowej interakcji (UA), gªosi, »e wszystkie lokalne sto-

sunki szans, tj. wyró»nione dla s¡siednich kategorii zmiennych porz¡dkowych s¡ iden-

tyczne, tj.

ΘXY
ij = �.

Nale»y zauwa»y¢, »e je±li analizowany jest rozkªad dwóch zmiennych o identycznych

kategoriach, to hipoteza jednakowej interakcji jest szczególnym typem hipotezy o

23Logarytmiczno�multiplikatywny model wierszowo�kolumnowy mo»e by¢ wykorzystywany rów-

nie» do analizy zmiennych nominalnych, jak byªo sygnalizowane w rozdziale drugim.
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quasi�symetrii. Powy»szy warunek o identyczno±ci lokalnych stosunków szans impli-

kuje warunek 3.17 de�niuj¡cy quasi�symetri¦. Poniewa», ka»dy lokalny stosunek szans

wynosi tyle samo w zwi¡zku z tym równe sobie s¡ równie» stosunki szans ulokowane

symetrycznie wzgl¦dem przek¡tnej. Mo»na to równie» przeªo»y¢ na parametry mo-

delu logarytmiczno�liniowego. Np. je±li przyjmiemy identyczne kategorie odniesienia

zmiennej wierszowej i kolumnowej tj. xa, ya to w stosunku do modelu quasi�symetrii

3.18 zachodzi sXYij = �(i−a)(j−a). Ze wzgl¦dów oczywistych zde�niowany w ten sposób

parametr interakcji jest symetryczny, gdy»:

�(i−a)(j−a) = �(j−a)(i−a)

Ilustracj¦ dla tego modelu stanowi tabela 3.23. Jak wida¢, przy przyj¦ciu takich

samych kategorii odniesienia x1, y1 obydwu zmiennych parametry interakcji s¡ sy-

metryczne wzgl¦dem przek¡tnej. Zmieniªoby si¦ to, gdyby przyj¦te zostaªy ró»ne ka-

tegorie odniesienia obydwu zmiennych np. x1, y3, niemniej model taki pozostawaªby

modelem quasi�symetrycznym, gdy» symetryczne byªyby stosunki szans, tj. speªniony

byªby warunek 3.17.

Tabela 3.23: Ilustracja modelu jednakowej interakcji � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 1 1 1 1 1

x2 1 � �2 �3 �4

x3 1 �2 �4 �6 �8

x4 1 �3 �6 �9 �12

x5 1 �4 �8 �12 �16

Przypomnijmy, »e model ten posiada tylko jeden parametr wi¦cej w stosunku do

modelu niezale»no±ci, jego liczba stopni swobody wynosi df = (r−1)2−1. Taka liczba

stopni swobody mo»e by¢ równie» uzasadniona równo±ci¡ lokalnych stosunków szans,

których dla tabeli o wymiarach r na r mo»na wyznaczy¢ (r − 1)2.

W tabeli 3.24 przedstawione zostaªy wyniki dopasowania tego modelu do danych

dla tablic 3.5 oraz 3.6. W przypadku tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej model jednakowej

interakcji powinien by¢ odrzucony na poziomie istotno±ci 0,01. Je±li chodzi o dane

panelowe model ten mo»e by¢ zaakceptowany na poziomie istotno±ci 0,05. Parametr

interakcji � czyli lokalny stosunek szans � wynosi w przypadku danych panelowych

� = 1, 7. Oznacza to na przykªad, »e proporcja liczby gospodarstw, które w 2005 roku

radziªy sobie z trudno±ci¡, do liczby gospodarstw, które koniec z ko«cem wi¡zaªy
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Tabela 3.24: Wyniki wery�kacji modeli jednakowej interakcji i wierszowo�

kolumnowych dla tabel 3.5 i 3.6

Model df �2 G2 Δ

Wyniki dla tabeli (3.5) (tablica ruchliwo±ci edukacyjnej)

UA 8 22,4 (p = 0, 0042) 24,9 (p = 0, 0016) 4,1

QUA 4 10,5 (p = 0, 0332) 11,8 (p = 0, 0192) 1,8

R 6 21,9 (p = 0, 0013) 24,0 (p = 0, 0005) 4,1

QR 2 1,1 (p = 0, 5862) 1,6 (p = 0, 4511) 0,3

C 6 10,6 (p = 0, 0999) 11,6 (p = 0, 0718) 2,2

QC 2 6,9 (p = 0, 0310) 7,1 (p = 0, 0287) 1,5

RC1 4 6,1 (p = 0, 1906) 6,3 (p = 0, 1790) 1,6

(R=C)1 6 20,6 (p = 0, 0021) 23,1 (p = 0, 0008) 3,6

RC2 4 8,1 (p = 0, 0878) 6,8 (p = 0, 1447) 1,7

(R=C)2 6 20,1 (p = 0, 0027) 22,6 (p = 0, 0010) 3,4

Wyniki dla tabeli (3.6) (dane panelowe)

UA 15 24,5 (p = 0, 0569) 23,6 (p = 0, 0729) 3,9

QUA 10 9,6 (p = 0, 4729) 9,4 (p = 0, 4928) 1,4

R 12 20,0 (p = 0, 0673) 15,9 (p = 0, 1947) 2,8

QR 7 6,2 (p = 0, 5192) 5,6 (p = 0, 5886) 1,2

C 12 23,2 (p = 0, 0259) 20,7 (p = 0, 0554) 3,3

QC 7 8,7 (p = 0, 2716) 8,6 (p = 0, 2834) 1,3

RC1 9 19,7 (p = 0, 0199) 13,9 (p = 0, 1278) 2,2

QRC1 4 0,8 (p = 0, 9390) 0,8 (p = 0, 9412) 0,3

(R=C)1 12 20,4 (p = 0, 0591) 16,5 (p = 0, 1709) 2,5

Q(R=C)1 7 1,9 (p = 0, 9654) 1,9 (p = 0, 9659) 0,7

RC2 9 19,4 (p = 0, 0223) 13,8 (p = 0, 1304) 2,2

QRC2 4 0,6 (p = 0, 9574) 0,7 (p = 0, 9566) 0,4

(R=C)2 12 20,5 (p = 0, 0586) 16,1 (p = 0, 1849) 2,5

Q(R=C)2 7 1,5 (p = 0, 9836) 1,4 (p = 0, 9841) 0,7

z wielk¡ z trudno±ci¡ byªa 1,7 razy wi¦ksza w±ród gospodarstw, które w 2000 roku

radziªy sobie z trudno±ci¡ ni» w±ród tych radziªy sobie z wielk¡ trudno±ci¡.

�atwo mo»na wyznaczy¢ równie» stosunek szans dla kategorii zmiennych porz¡d-

kowych, które nie s¡siaduj¡ ze sob¡. Przykªadowo, porównajmy te same kategorie

gospodarstw z 2000 roku co poprzednio, tym razem ze wzgl¦du na to jak cz¦sto w
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2005 roku wskazuj¡ dwie skrajne kategorie. Poniewa» odpowiedzi te dziel¡ cztery ka-

tegorie, lokalny stosunek szans nale»y podnie±¢ do pot¦gi czwartej, tj. porównuj¡c

proporcj¦ liczby gospodarstw, które radziªy sobie ªatwo do liczby gospodarstw z wiel-

k¡ z trudno±ci¡ byªaby ona 8,34 (tj. 1, 74) razy wi¦ksza w±ród gospodarstw, które w

2000 roku radziªy sobie z trudno±ci¡ w porównaniu do gospodarstw, które radziªy

sobie z wielk¡ trudno±ci¡.

Model jednakowej interakcji � je±li odnosi si¦ go do danych gdzie kategorie zmien-

nej wierszowej i kolumnowej s¡ identyczne �mody�kowany jest cz¦sto przez uwzgl¦d-

nienie specy�ki komórek na gªównej przek¡tnej. Podobnie jak w przypadku modelu

niezale»no±ci stochastycznej i modelu QN. Warto przypomnie¢, »e model taki in-

terpretowany byª w kategoriach wyró»nienia dodatkowej podzbiorowo±ci: pierwszej

(Z = 1), do której nale»¡ wyª¡cznie osoby niemobilne i dwóch, w których zwi¡zek

jest opisywany w kategoriach niezale»no±ci, przy czym ró»niªy si¦ one ze wzgl¦du na

to czy wyklucza si¦ mo»liwo±¢ dziedziczenia pozycji (Z = 2), czy te» nie (Z = 3).

Taki model mo»na uogólni¢, je±li nie b¦dziemy przes¡dza¢ czy mobilno±¢ jest

opisywana za pomoc¡ niezale»no±ci. Mo»na przyj¡¢, »e jest to proces opisywany ina-

czej, w tym przypadku za pomoc¡ hipotezy o jednakowej interakcji. Hipoteza taka

jest wówczas szczególnym przypadkiem przywoªywanego wcze±niej modeluMS, gdzie

dzieli zbiorowo±¢ na osoby niemobilne (Z = 1) i mobilne (Z = 2 oraz Z = 3).

Model jednakowej interakcji uwzgl¦dniaj¡cy specy�k¦ komórek poªo»onych na

gªównej przek¡tnej b¦dzie oznaczany jako QUA. Trzy wymienione powy»ej zbioro-

wo±ci zostaªy zilustrowane za pomoc¡ tabeli 3.25. Odsetki poszczególnych podzbio-

rowo±ci mo»na oznaczy¢, tak jak w przypadku quasi�niezale»no±ci:�1, �2 oraz �3,

analogicznie odpowiednie prawdopodobie«stwo rozkªadu ª¡cznego zgodne z modelem

QUA dane jest formuª¡ 3.7. Warto zauwa»y¢, »e nie musi zachodzi¢ aXi = bXi , ani te»

aYj = bYj , natomiast parametr interakcji opisuj¡cy lokalny stosunek szans (�), musi

by¢ taki sam dla podzbiorowo±ci Z = 2 oraz Z = 3. Dla podzbiorowo±ci Z = 2

wszystkie lokalne stosunki szans s¡ równe �, a nie�lokalne stosunki szans s¡ opisy-

wane przez warto±¢ � podniesion¡ do odpowiedniej pot¦gi, która wynika z tego, ile

kategorii dzieli porównywane warto±ci zmiennej porz¡dkowej. Podobnie dzieje si¦ dla

podzbiorowo±ci Z = 3, przy czym nie dotyczy to stosunków szans, które obejmuj¡

komórki na gªównej przek¡tnej.

Inn¡ � parametryczn¡ � ilustracj¡ tego samego modelu jest tablica 3.26, gdzie

poza parametrami � opisuj¡cymi jednakow¡ interakcj¦, znajduj¡ si¦ parametry qi

opisuj¡ce kolejne komórki gªównej przek¡tnej. W tabeli 3.27 przedstawiony zostaª

rozkªad oczekiwany dla danych panelowych zgodny z tym modelem. Model QUA

wymaga r niezale»nych parametrów wi¦cej ni» model UA, tj. dla ka»dej komórki
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Tabela 3.25: Ilustracja modelu QUA z uwzgl¦dnieniem podziaªu zbiorowo±ci ze wzgl¦-

du na zmienn¡ Z

Z = 1

X∖Y 1 2 3 4 5

1 w1 0 0 0 0

2 0 w2 0 0 0

3 0 0 w3 0 0

4 0 0 0 w4 0

5 0 0 0 0 w5

Z = 2

X∖Y 1 2 3 4 5

1 aX1 a
Y
1 aX1 a

Y
2 aX1 a

Y
3 aX1 a

Y
4 aX1 a

Y
5

2 aX2 a
Y
1 aX2 a

Y
2 � aX2 a

Y
3 �

2 aX2 a
Y
4 �

3 aX2 a
Y
5 �

4

3 aX3 a
Y
1 aX3 a

Y
2 �

2 aX3 a
Y
3 �

4 aX3 a
Y
4 �

6 aX3 a
Y
5 �

8

4 aX4 a
Y
1 aX4 a

Y
2 �

3 aX4 a
Y
3 �

6 aX4 a
Y
4 �

9 aX4 a
Y
5 �

12

5 aX5 a
Y
1 aX5 a

Y
2 �

4 aX5 a
Y
3 �

8 aX5 a
Y
4 �

12 aX5 a
Y
5 �

16

Z = 3

X∖Y 1 2 3 4 5

1 0 bX1 b
Y
2 bX1 b

Y
3 bX1 b

Y
4 bX1 b

Y
5

2 bX2 b
Y
1 0 bX2 b

Y
3 �

2 bX2 b
Y
4 �

3 bX2 b
Y
5 �

4

3 bX3 b
Y
1 bX3 b

Y
2 �

2 0 bX3 b
Y
4 �

6 bX3 b
Y
5 �

8

4 bX4 b
Y
1 bX4 b

Y
2 �

3 bX4 b
Y
3 �

6 0 bX4 b
Y
5 �

12

5 bX5 b
Y
1 bX5 b

Y
2 �

4 bX5 b
Y
3 �

8 bX5 b
Y
4 �

12 0

Tabela 3.26: Ilustracja modelu jednakowej interakcji przy uwzgl¦dnieniu specy�ki

komórek na gªównej przek¡tnej � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 q1 1 1 1 1

x2 1 �q2 �2 �3 �4

x3 1 �2 �4q3 �6 �8

x4 1 �3 �6 �9q4 �12

x5 1 �4 �8 �12 �16q5
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opisuj¡cej gªówn¡ przek¡tn¡ konieczne jest uwzgl¦dnienie oddzielnego parametru qi

� tak jak ilustruje to tabela 3.26. Jego liczba stopni swobody wynosi wi¦c:

df = (r − 1)2 − 1− r = r(r − 3)

Hipotez¦ QUA mo»na sformuªowa¢ odwoªuj¡c si¦ wyª¡cznie do lokalnych stosunków

szans. Formuªa taka zamieszczona zostaªa w Aneksie, tam równie» mo»na znale¹¢

bardziej precyzyjne wyja±nienie liczby stosunków szans dla tego modelu.

Tabela 3.27: Rozkªad oczekiwany zgodny z QUA dla danych z tabeli 3.6

Czy przy aktualnym dochodzie netto

Pana(i) gospodarstwo domowe wi¡»e koniec z ko«cem?

Odpowiedzi Odpowiedzi w 2005 roku (Y)

w 2000 roku (X) 1 2 3 4 5 Suma

1. Z wielk¡ trudno±ci¡ 271,7 170,8 116,1 21,9 1,7 582,2

2. Z trudno±ci¡ 104,1 134,5 163,7 48,4 5,8 456,5

3. Z pewn¡ trudno±ci¡ 54,7 126,7 248,5 97,7 18,2 545,8

4. Raczej ªatwo 8,7 31,6 82,4 73,9 17,4 214,0

5. �atwo 0,4 2,4 9,8 11,1 13,5 37,2

Suma 439,6 466,0 620,5 253,0 56,6 1835,7

Oszacowanie tego modelu metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci wymaga, aby speª-

nione byªy warunki 2.13-2.15 formuªowane dla zwykªego modelu jednakowej interak-

cji, z drugiej strony � podobnie jak w modelu quasi�niezale»no±ci � liczebno±ci

oczekiwane komórek na gªównej przek¡tnej musz¡ odzwierciedla¢ liczebno±ci empi-

ryczne.

Wyniki wery�kacji przedstawione w tabeli 3.24 wskazuj¡, »e w odniesieniu do ta-

blicy ruchliwo±ci edukacyjnej model jest akceptowalny na poziomie istotno±ci równy

0,01. Parametr opisuj¡cy jednakow¡ interakcj¦ wynosi � = 1, 60, natomiast para-

metry gªównej przek¡tnej s¡ równe odpowiednio q1 = 1, 91, q2 = 1, 11, q3 = 1, 02,

q4 = 1, 58. Wielko±ci tych parametrów s¡ nieco inne, ni» w przypadku modelu quasi�

niezale»no±ci. Co istotniejsze, zmienia si¦ równie» interpretacja tych parametrów.

Wskazuj¡ one, na ile dziedzicznie danej pozycji jest bardziej prawdopodobne ani»eli

w hipotetycznej sytuacji modelu jednakowej interakcji, nie za± niezale»no±ci.

Statystyczne uzasadnienie uwzgl¦dnienia tych parametrów jest kontrowersyjne.

Test warunkowy porównuj¡cy modele UA i QUA daje warto±¢ statystyki G2 =

24, 9 − 11, 8 = 13, 1, df = 4, p = 0, 0106. Redukcja ta nie jest tak du»a jak w przy-

padku modelu quasi-niezale»no±ci. Wynika to z tego, »e je±li w modelu jednakowej
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interakcji � > 1, to wszystkie lokalne stosunki szans s¡ wi¦ksze od 1, a w konsekwencji

wy»sze warto±ci jednej zmiennej relatywnie cz¦±ciej wyst¦puj¡ z wy»szymi warto±cia-

mi drugiej zmiennej a ni»sze z ni»szymi. W konsekwencji zgodnie z tym modelem,

komórki na gªównej przek¡tnej maj¡ relatywnie wi¦ksze cz¦sto±ci i mody�kacja mo-

delu przez wprowadzenie parametrów gªównej przek¡tnej nie poprawia tak znacz¡co

dopasowania jak w przypadku modelu niezale»no±ci.

Je±li chodzi o dane panelowe dopasowanie tego modelu do danych jest bardzo

dobre, cho¢ równie» w tym przypadku uwzgl¦dnienie parametrów gªównej przek¡tnej

jest dyskusyjne: G2 = 23, 6 − 9, 4 = 14, 2, df = 5, p = 0, 0144. Parametr jednako-

wej interakcji wynosi: � = 1, 55, natomiast parametry gªównej przek¡tnej s¡ równe:

q1 = 1, 50, q2 = 0, 87, q3 = 1, 17, q4 = 1, 23, q4 = 2, 65.

Model wierszowo�kolumnowy I � wersja symetryczna

Jak zostaªo powiedziane w rozdziale 2 hipoteza dotycz¡ca modelu wierszowo�

kolumnowego RC gªosi, »e lokalny stosunek szans � dotycz¡cy zmiennych porz¡dko-

wych � zale»y z jednej strony od warto±ci zmiennej X, z drugiej strony od warto±ci

zmiennej Y , a dokªadniej:

ΘXY
ij = �i⋅�⋅j

Wyniki z tabeli 3.24 pokazuj¡, »e model ten jest akceptowalny zarówno dla tabli-

cy ruchliwo±ci edukacyjnej jak i danych panelowych. Zauwa»my, »e w przypadku,

gdy mamy do czynienia z tablic¡ o takich samych kategoriach zmiennej wierszowej i

kolumnowej, model ten mo»na upro±ci¢, przyjmuj¡c dodatkowo, »e:

�i⋅ = �⋅i (3.22)

Tabela 3.28: Ilustracja symetrycznego modelu wierszowo�kolumnowego I typu � pa-

rametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 1 1 1 1 1

x2 1  2
2  2

2 ⋅  3  3
2 ⋅  4  4

2 ⋅  5

x3 1  3 ⋅  2
2  4

3  3
3 ⋅  2

4  4
3 ⋅  2

5

x4 1  4 ⋅  3
2  2

4 ⋅  3
3  6

4  4
4 ⋅  3

5

x5 1  5 ⋅  4
2  2

5 ⋅  4
3  3

5 ⋅  4
4  8

5

Hipotez¦ tak¡ b¦dziemy oznacza¢ (R = C)1 i mo»e by¢ ona postrzegana jako

szczególny przypadek modelu quasi�symetrii. Parametry interakcji s¡ symetryczne,
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je±li kategoriami odniesienia s¡ odpowiadaj¡ce sobie kategorie xa oraz ya obydwu

zmiennych:

�XYij =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅  
(j−a)
i ⋅  (i−a)

j , (3.23)

przy czym mo»na zaªo»y¢, »e  1=1. Tabela 3.28 ilustruje symetryczny model

wierszowo�kolumnowy tego typu. Przypomnijmy, »e w zwykªym modelu wierszowo�

kolumnowym speªniony byª warunek 2.31:

ΘXY
aj

ΘXY
bj

=
�a⋅
�b⋅
,

czyli iloraz dwóch lokalnych stosunków szans wyró»nionych dla ró»nych kategorii

zmiennej wierszowej xa, xb o ile dotyczyª tej samej kolumny yj. Poniewa» w syme-

trycznym modelu wierszowo�kolumnowym odpowiednie stosunki szans s¡ symetrycz-

ne, tj. ΘXY
aj = ΘXY

bj , dodatkowo zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

ΘXY
aj

ΘXY
bj

=
ΘXY
ia

ΘXY
ib

=
ΘXY
ka

ΘXY
bk

=
ΘXY
al

ΘXY
lb

=
�a⋅
�b⋅

(3.24)

Okazuje si¦, »e równe sobie s¡ wszystkie ilorazy stosunków szans, o ile w liczniku

stosunek szans dotyczy kategorii a, natomiast stosunek szans w mianowniku doty-

czy kategorii b, za± pozostaªe dwa indeksy dotycz¡ tej samej kategorii oboj¦tne czy

zmiennej wierszowej czy te» zmiennej kolumnowej.

Aby wyznaczy¢ liczb¦ stopni swobody dla tego modelu, warto przeanalizowa¢

tabel¦ 3.29, w której przedstawione zostaªy stosunki szans wyznaczone na podstawie

tabeli 3.28. Na przeci¦ciu i-tego wiersza oraz j-tej kolumny umieszczony zostaª lokalny

stosunek szans ΘXY
ij . W stosunku do tabeli 3.28 �1 =  i+1/ i, np. �1 =  2/ 1,

�2 =  3/ 2, itd. Jak wida¢, stosunki szans s¡ symetryczne, co przekªada si¦ na 6

równo±ci, a bardziej ogólnie liczba warunków tego typu wynosi (r − 2)(r − 1)/2, tak

jak w przypadku quasi�symetrii. Ponadto zachodz¡ warunki, okre±lone przez model

wierszowo�kolumnowy:

ΘXY
11

ΘXY
21

=
ΘXY

12

ΘXY
22

=
ΘXY

13

ΘXY
23

=
ΘXY

14

ΘXY
24

,
ΘXY

22

ΘXY
32

=
ΘXY

23

ΘXY
33

=
ΘXY

24

ΘXY
34

,
ΘXY

33

ΘXY
43

=
ΘXY

34

ΘXY
44

,

Co daje sze±¢ ogranicze«, a je±li mamy r kategorii, ich liczba wynosi:

(r − 2) + (r − 3) . . .+ 1 =
(r − 2)(r − 1)

2
.

Nie jest na przykªad konieczne zakªadanie dodatkowo, »e:

ΘXY
31

ΘXY
41

=
ΘXY

32

ΘXY
42

,
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gdy» wynika to z symetrii i przytoczonego powy»ej warunku:

ΘXY
13

ΘXY
23

=
ΘXY

14

ΘXY
24

.

Liczba stopni swobody dla symetrycznej postaci modelu wierszowo�kolumnowego wy-

nosi wi¦c:

df =
(r − 2)(r − 1)

2
+

(r − 2)(r − 1)

2
= (r − 2)(r − 1).

Tabela 3.29: Lokalne stosunki szans wyznaczone dla tabeli 3.28a

X∖Y 1 2 3 4

1 �2
1 �1�2 �1�3 �1�4

2 �2�1 �2
2 �2�3 �2�4

3 �3�1 �3�2 �2
3 �3�4

4 �4�1 �4�2 �4�3 �2
4

aW stosunku do tabeli 3.28 �1 =  i+1/ i, np. �2 =  3/ 2.

Aby wyznaczy¢ rozkªad oczekiwany metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci dla syme-

trycznego modelu wierszowo-kolumnowego rozkªady brzegowe szacujemy na podsta-

wie danych empirycznych. Ponadto nale»y sformuªowa¢ warunek:

r∑
i=1

i ⋅ �̂XYia +
r∑
j=1

j ⋅ �̂XYaj =
r∑
i=1

i ⋅ pXYia +
r∑
j=1

j ⋅ pXYaj , (3.25)

dla ka»dej kategorii a zmiennej X oraz zmiennej Y . Jak wida¢, warunków tych jest

mniej w porównaniu do 2.37�2.38, gdy» wersja symetryczna jest hipotez¡ prostsz¡

ni» jej asymetryczny odpowiednik, niemniej widoczne s¡ pewne analogie pomi¦dzy

tymi formuªami. Rozkªad oczekiwany zgodny z t¡ hipotez¡ przedstawiony zostaª w

tablicy 3.30.

Jak mo»na zauwa»y¢ zachodz¡ warunki przedstawione w formule 3.24, na przy-

kªad:

ΘXY
12

ΘXY
42

=
(169, 1 ⋅ 167, 4)/(125, 4 ⋅ 133, 3)

(30, 5 ⋅ 9, 5)/(85, 5 ⋅ 1, 9)
=

ΘXY
31

ΘXY
43

=
(60, 2 ⋅ 30, 5)/(131, 2 ⋅ 7, 4)

(85, 5 ⋅ 14, 8)/(67, 9 ⋅ 9, 5)

Jak pokazuje tabela 3.24 symetryczny model wierszowo�kolumnowy (R=C)1 jest

dobrze dopasowany do danych panelowych, natomiast powinien by¢ odrzucony na

poziomie istotno±ci 0,01 w odniesieniu do danych ruchliwo±ci edukacyjnej. �atwo za-

uwa»y¢, »e wersja symetryczna (R=C)1 jest zagnie»d»ona w asymetrycznej wersji

modelu RC i ró»ni je zaªo»enie o symetrii lokalnych stosunków szans. W przypad-

ku danych panelowych wyniki testu warunkowego G2 = 2, 61, df = 3 (p = 0, 45),
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Tabela 3.30: Rozkªad oczekiwany zgodny z (R = C)1 dla danych z tabeli 3.6

Czy przy aktualnym dochodzie netto

Pana(i) gospodarstwo domowe wi¡»e koniec z ko«cem?

Odpowiedzi Odpowiedzi w 2005 roku (Y)

w 2000 roku (X) 1 2 3 4 5 Suma

1. Z wielk¡ trudno±ci¡ 268,1 169,1 125,4 18,7 0,9 582,2

2. Z trudno±ci¡ 103,7 133,3 167,4 47,5 4,6 456,5

3. Z pewn¡ trudno±ci¡ 60,2 131,2 232,6 104,2 17,7 545,9

4. Raczej ªatwo 7,4 30,5 85,5 67,9 22,7 214,0

5. �atwo 0,2 1,9 9,5 14,8 10,8 37,2

Suma 439,6 466,0 620,4 253,1 56,7 1835,8

pokazuj¡, »e model symetryczny nie jest dopasowany istotnie gorzej ani»eli wersja

asymetryczna, natomiast w odniesieniu do danych ruchliwo±ci dodatkowe zaªo»enie o

symetrii interakcji musi zosta¢ odrzucone: G2 = 16, 8, df = 2 (p = 0, 0002).

Model wierszowo�kolumnowy w wersji symetrycznej b¡d¹ asymetrycznej mo»na

zmody�kowa¢ uwzgl¦dniaj¡c specy�k¦ gªównej przek¡tnej, b¦d¡ one oznaczane jako

Q(R = C)1 oraz QRC1. Ilustracje tych modeli zawieraj¡ tabele 3.31 oraz 3.32. Mode-

le te mo»na opisa¢ - podobnie jak w przypadku modelu quasi�niezale»no±ci i modelu

QUA - uwzgl¦dniaj¡c dodatkow¡ podzbiorowo±¢ osób niemobilnych. Dla pozostaªych

osób, zwi¡zek opisywany jest za pomoc¡ modelu wierszowo�kolumnowego w syme-

tryczne b¡d¹ asymetrycznej wersji, przy czym dla cz¦±ci z tych osób wykluczamy

mo»liwo±¢ wyst¡pienia tej samej warto±ci obydwu zmiennych X i Y . W jednym i w

drugim przypadku uwzgl¦dnienie parametrów gªównej przek¡tnej wymaga dodatko-

wo r niezale»nych parametrów zwi¡zanych z komórkami na przek¡tnej, tj qi. Liczba

stopni swobody b¦dzie wynosiªa odpowiednio:

df = (r − 2)(r − 1)− r,

dla wersji symetrycznej, oraz

df = (r − 2)2 − r

dla wersji asymetrycznej wersji modelu wierszowo�kolumnowego. Formuªy dotycz¡ce

obydwu tych modeli i uzasadnienie ich liczby stopni swobody zostaªo przedstawione

w Aneksie.

Nale»y zauwa»y¢, »e modele maj¡ zastosowanie je±li mamy do czynienia z tabel¡

o wymiarach 5 x 5 lub wi¦ksz¡. Je±li tabela ma wymiary 4 x 4, wówczas model QRC1
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Tabela 3.31: Ilustracja symetrycznego modelu wierszowo�kolumnowego I typu z

uwzgl¦dnieniem specy�ki gªównej przek¡tnej � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 q1 1 1 1 1

x2 1  2
2q2  2

2 ⋅  3  3
2 ⋅  4  4

2 ⋅  5

x3 1  3 ⋅  2
2  4

3q3  3
3 ⋅  2

4  4
3 ⋅  2

5

x4 1  4 ⋅  3
2  2

4 ⋅  3
3  6

4q4  4
4 ⋅  3

5

x5 1  5 ⋅  4
2  2

5 ⋅  4
3  3

5 ⋅  4
4  8

5q5

Tabela 3.32: Rozkªad ª¡czny ilustruj¡cy asymetryczny model wierszowo�kolumnowy

I typu z uwzgl¦dnieniem specy�ki gªównej przek¡tnej

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 q1 1 1 1 1

x2 1  2 ⋅ �2 ⋅ q2  2
2 ⋅ �3  3

2 ⋅ �4  4
2 ⋅ �5

x3 1  3 ⋅ �2
2  2

3 ⋅ �2
3 ⋅ q3  3

3 ⋅ �2
4  4

3 ⋅ �2
5

x4 1  4 ⋅ �3
2  2

4 ⋅ �3
3  3

4 ⋅ �3
4 ⋅ q4  4

4 ⋅ �3
5

x5 1  5 ⋅ �4
2  2

5 ⋅ �4
3  3

5 ⋅ �4
4  4

5 ⋅ �4
5 ⋅ q5

miaªby zero stopni swobody. W przypadku modelu Q(R = C)1 jego liczba stopni swo-

body wynosiªaby teoretycznie 1, natomiast model quasi�symetrii dla tablicy o takich

samych rozmiarach miaªby 3 stopnie swobody. Jest to sprzeczne, je±li we¹miemy pod

uwag¦, »e model Q(R = C)1 jest zagnie»d»ony w modelu QS. Dlatego, formuªowanie

hipotezy tego typu nie ma sensu w odniesieniu do tablicy o takich wymiarach. Model

taki peªniªby jedynie funkcj¦ opisow¡.

Dlatego powy»sze modele zostaªy odniesione jedynie w stosunku danych pane-

lowych. Wyniki wery�kacji z tabeli 3.24 pokazuj¡, »e dopasowanie zarówno dla sy-

metrycznej jak te» asymetrycznej wersji modelu uwzgl¦dniaj¡cego specy�k¦ gªównej

przek¡tnej jest znakomite. Na przykªad jedynie okoªo 0,7% próby gospodarstw jest

zaklasy�kowana niezgodnie z modelem Q(R = C)1 i 0,3% � z modelem QRC1.

Niesymetryczne modele wierszowe i kolumnowe.

Omówione powy»ej modele wierszowo-kolumnowe mog¡ by¢ pomocne w odniesieniu

do analizy tablic ruchliwo±ci i danych panelowych, gdy analizowane zmienne mie-

rzone s¡ na skali porz¡dkowej. Jak zostaªo pokazane, przyj¦cie dodatkowych zaªo»e«
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pozwala na uwzgl¦dnienie specy�ki zmiennych o takich samych kategoriach. Z jed-

nej strony mo»liwe jest przyj¦cie dodatkowych zaªo»e« dotycz¡cych symetrii modelu,

ponadto mo»liwe jest uwzgl¦dnienie specy�ki komórek poªo»onych na gªównej prze-

k¡tnej.

Warto w tym miejscu zaznaczy¢, »e nie zostaªy omówione wszystkie modele

wierszowo�kolumnowe, jakie mog¡ by¢ wykorzystane w odniesieniu do tablic ruchli-

wo±ci i danych panelowych. Mo»liwe jest sformuªowanie w odniesieniu do danych

tego typu hipotez o efekcie wierszowym lub kolumnowym omawianych w rozdziale

drugim. Nie s¡ to co prawda modele specy�czne dla danych o takich samych katego-

riach obydwu zmiennych � podobnie jest w przypadku asymetrycznej wersji modelu

wierszowo�kolumnowego � niemniej hipotezy te równie» wykorzystywane s¡ do ana-

lizy danych tego typu (Goodman 1979b, Hout 1983, Breen 1985). W tym miejscu mo-

dele te nie b¦d¡ opisane szczegóªowo, omówione zostanie dopasowanie wierszowego i

kolumnowego w odniesieniu do analizowanych tabel (dopasowanie modeli wierszowo�

kolumnowych RC1, QRC1 zostaªo opisane powy»ej).

W tabeli 3.24 przedstawione zostaªy wyniki wery�kacji tych hipotez. W odniesie-

niu do tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej model wierszowy (R) nie jest akceptowalny.

Inaczej jest z modelem kolumnowym, porównanie za pomoc¡ testu warunkowego

z modelem jednakowej interakcji pokazuje, »e jest on dopasowany istotnie lepiej:

G2 = 13, 3, df = 2 (p < 0, 0013). Odpowiednie parametry kolumnowe wynosz¡:

�1 = 1, �2 = 2, 9, �3 = 4, 6, �4 = 7, 9. Warto±ci parametrów s¡ monotoniczne wzgl¦-

dem kategorii zmiennej wierszowej. Gdyby±my chcieli zrekonstruowa¢ lokalne stosunki

szans, tj. porówna¢ s¡siednie kategorie, to okazuje si¦, »e relatywnie najwi¦ksze s¡ lo-

kalne stosunki szans porównuj¡ce osoby z wyksztaªceniem podstawowym i niepeªnym

±rednim, tj. kategorie te najbardziej ró»ni¡ si¦ od siebie ze wzgl¦du na wyksztaªce-

nie ojca. W odniesieniu do danych panelowych modele wierszowe i kolumnowe �

w porównaniu do modelu jednakowej interakcji � nie przynosz¡ poprawy istotnej

statystycznie na tym poziomie istotno±ci 0,05.

W modelach wierszowych i kolumnowych mo»liwe jest równie» uwzgl¦dnienie pa-

rametrów opisuj¡cych gªówn¡ przek¡tn¡. Za ka»dym razem mody�kacja taka wymaga

uwzgl¦dnienia r dodatkowych parametrów. Okazuje si¦, »e dla tablicy ruchliwo±ci mo-

del wierszowy uwzgl¦dniaj¡cy parametry gªównej przek¡tnej (QR) ma dopasowanie

niemal idealne. W odniesieniu do modelu kolumnowego (QC) poprawa dopasowania

nie jest istotna statystycznie. Je±li chodzi o dane panelowe dodanie parametrów gªów-

nej przek¡tnej nie prowadzi do istotnej statystycznie poprawy dopasowania modelu

wierszowego na poziomie istotno±ci 0,05. Inaczej jest w przypadku mody�kacji mode-
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lu kolumnowego. Wyniki testu warunkowego porównuj¡cego modele C i QC wynosz¡

G2 = 12, 1, df = 5 (p = 0, 0334).

Symetryczny model wierszowo�kolumnowy II

Tak jak zostaªo przedstawione w rozdziale drugim, hipoteza zwi¡zana z

logarytmiczno�multiplikatywn¡ wersj¡ modelu wierszowo�kolumnowego gªosi, »e

wielko±¢ lokalnego stosunku szans uwzgl¦dnia odlegªo±ci pomi¦dzy kategoriami zmien-

nej, tj.

ΘXY
ij = �(u(i+1)−ui)(v(j+1)−vj) dla ka»dej pary i, j, takich, »e i ≤ r − 1, j ≤ r − 1.

(3.26)

Wielko±ci ui oraz vj s¡ parametrami szacowanymi w modelu i daj¡ pewien rodzaj

skalowania warto±ci zmiennych X oraz Y . Model ten mo»e by¢ zaakceptowany za-

równo dla tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej jak i danych panelowych. W pierwszym

przypadku skalowanie dla kategorii wyksztaªcenia ojca jest nast¦puj¡ce: u1 = −0, 60

dla wyksztaªcenia podstawowego, u2 = −0, 30 dla wyksztaªcenia niepeªnego ±rednie-

go, u3 = 0, 19 dla wyksztaªcenia ±redniego, u4 = 0, 71 wyksztaªcenia wy»szego lub

niepeªnego wy»szego, natomiast je±li chodzi o wyksztaªcenie respondenta odpowied-

nie parametry s¡ równe v1 = −0, 79, v2 = −0, 01, v3 = 0, 24, v4 = 0, 55. Jak wida¢

dla ojców odlegªo±¢ pomi¦dzy kategoriami wyksztaªcenia ±rednie i wy»sze jest wi¦ksza

ni» pozostaªe, natomiast dla respondentów najwi¦ksza jest odlegªo±¢ pomi¦dzy dwie-

ma najni»szymi kategoriami. Parametr interakcji dla tego modelu wynosi � = 68, 71.

Przypomnijmy, »e warto±ci te pozwalaj¡ zrekonstruowa¢ dowolny stosunek szans. Na

przykªad

ΘXY
31 = 68, 7(0,71−0,19)(−0,01−(−0,79)) = 5, 56

Oznacza to, »e proporcja osób z wyksztaªceniem podstawowym do osób z wy-

ksztaªceniem niepeªnym ±rednim jest ponad 5,5 razy wi¦ksza w±ród respondentów,

których ojcowie mieli wyksztaªcenie ±rednie ani»eli w±ród respondentów których ojco-

wie mieli wyksztaªcenie wy»sze. Stosunek ten byªby mniejszy gdyby±my porównywali

proporcj¦ dla innych s¡siednich kategorii wyksztaªcenia respondenta b¡d¹ porówny-

wali inne s¡siednie kategorie wyksztaªcenia ojca, co wynika z tego, »e ró»nice pomi¦-

dzy parametrami dla tych kategorii s¡ mniejsze.

Je±li chodzi o dane panelowe parametry dla kolejnych kategorii zmiennej opisuj¡cej

sytuacj¦ materialn¡ gospodarstw w 2000 roku wynosz¡ u1 = −0, 61 dla kategorii �z

wielk¡ trudno±ci¡�, a dla kolejnych kategorii u2 = −0, 27, u3 = −0, 07, u4 = 0, 28,u5 =

0, 68. Je±li chodzi o odpowiednie parametry dla kategorii z 2005 roku to wynosz¡ one

209



v1 = −0, 64, v2 = −0, 28, v3 = 0, v4 = 0, 28,v5 = 0, 65. Jak wida¢, skalowanie to jest

do±¢ zbli»one dla 2000 i 2005 roku.

W odniesieniu do tablic o takich samych kategoriach zmiennej wierszowej i ko-

lumnowej mo»liwe jest przyj¦cie dodatkowego zaªo»enia, zgodnie z którym skalowanie

zmiennej wierszowej i kolumnowej jest takie samo, tj. ui = vi dla ka»dej warto±ci i

zmiennej X oraz Y . Wówczas:

ΘXY
ij = ΘXY

ji = �(u(i+1)−ui)(u(j+1)−uj) (3.27)

Po przyj¦ciu tego zaªo»enia model wierszowo�kolumnowy mo»e by¢ postrzega-

ny jako model quasi�symetrii. B¦dzie on nazywany symetrycznym logarytmiczno�

multiplikatywnym modelem wierszowo�kolumnowym i oznaczany (R = C)2.

Warto zauwa»y¢, »e przyj¦cie zaªo»enia o identycznym skalowaniu warto±ci dla

zmiennej wierszowej i kolumnowej mo»e by¢ w odniesieniu do tablic ruchliwo±ci i da-

nych panelowych uzasadnione. Mo»na oczekiwa¢, »e odlegªo±ci pomi¦dzy kolejnymi

kategoriami wyksztaªcenia dla ojca i syna s¡ takie same, np. ró»nica pomi¦dzy wy-

ksztaªceniem podstawowym i ±rednim jest taka sama dla pokolenia synów i ojców.

Podobnie mo»na oczekiwa¢, »e w przypadku bada« panelowych pomi¦dzy kolejny-

mi badaniami nie wydarzyªo si¦ nic co uzasadniaªoby przyj¦cie odr¦bnego skalowa-

nia zmiennej porz¡dkowej (lub nominalnej) dla porównywanych punktów czasowych.

Oczywi±cie, je±li istniej¡ przesªanki ku temu, »e takie zmiany nast¡piªy i na przykªad

w wyniku reform szkolnictwa kategorie wyksztaªcenia syna i ojca w pewnym stopniu

nie odpowiadaj¡ sobie, wówczas przyj¦cie zaªo»enia o symetrycznym skalowaniu staje

si¦ kontrowersyjne.

Tak jak w poprzednich modelach parametry interakcji s¡ symetryczne, je±li kate-

goriami odniesienia s¡ odpowiadaj¡ce sobie kategorie xa oraz ya obydwu zmiennych:

�XYij =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ �(ui−ua)(uj−ub) (3.28)

Przypomnijmy, »e na parametry skaluj¡ce mo»na naªo»y¢ odpowiednie zaªo»enia,

takie jak w formule 2.47. W stosunku do modelu niezale»no±ci mamy dodatkowo

jeden parametr interakcji i r− 2 niezale»nych parametrów skaluj¡cych. Liczba stopni

swobody tego modelu wynosi wi¦c:

df = (r − 1)2 − 1− (r − 2) = (r − 2)(r − 1).

Model wierszowo�kolumnowy w postaci symetrycznej jest akceptowalny dla danych

panelowych, co pokazuje wynik wery�kacji dla tabeli 3.24. Porównanie modelu w

wersji asymetrycznej i symetrycznej tj. RC2 i (R=C)2 za pomoc¡ testu warunkowego

pokazuje, »e przyj¦cie identycznego skalowania dla zmiennej wierszowej i kolumno-

wej nie pogarsza dopasowania w sposób istotny statystycznie: G2 = 2, 36, df = 3
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Tabela 3.33: Ilustracja symetrycznego modelu wierszowo�kolumnowy II typu � pa-

rametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 1 1 1 1 1

x2 1 �u2u2 �u2u3 �u2u4 �u2u5

x3 1 �u3u2 �u3u3 �u3u4 �u3u5

x4 1 �u4u2 �u4u3 �u4u4 �u4u5

x5 1 �u5u2 �u5u3 �u5u4 �u5u5

(p = 0, 5). Odpowiednie parametry tego modelu wynosz¡: u1 = −1.53, u2 = −0.67,

u3 = −0.07, u4 = 0, 68,u5 = 1, 59. Nale»y zauwa»y¢ »e odlegªo±ci pomi¦dzy kolejny-

mi kategoriami s¡ podobne, przy czym najwi¦ksze s¡ odlegªo±ci pomi¦dzy kategori¡

pierwsz¡ i drug¡ jak równie» czwart¡ i pi¡t¡.

Model (R = C)2 nie wydaje si¦ natomiast realistyczny w odniesieniu do tablicy

ruchliwo±ci. Test warunkowy pokazuje, »e dopasowanie tego modelu jest istotnie gor-

sze ni» modelu w postaci asymetrycznej: G2 = 15, 7, df = 2 (p = 0, 0004). Wynik ten

stanowi potwierdzenie dla warto±ci uzyskanych w asymetrycznej wersji tego mode-

lu. Okazuje si¦, »e uzyskane rozbie»no±ci pomi¦dzy odlegªo±ciami wyznaczonymi dla

kategorii wyksztaªcenia ojca i syna nie musz¡ by¢ przypadkowe.

Zarówno w symetrycznej jak i asymetrycznej wersji modelu mo»liwe jest uwzgl¦d-

nienie specy�ki gªównej przek¡tnej. Wi¡»e si¦ to w jednym i w drugim przypadku �

podobnie jak w poprzednio omawianych modelach � z dodaniem r parametrów, po

jednym dla ka»dej komórki przek¡tnej. Skupimy si¦ na modelu symetrycznym. Zmo-

dy�kowany w ten sposób model b¦dzie oznaczany Q(R = C)2. Dopasowanie takiego

modelu do danych panelowych jest bardzo dobre. Odpowiednie parametry przek¡tnej

wynosz¡ q1 = 3, 22, q2 = 0, 62, q3 = 1, 50, q4 = 0, 34, q5 = 9, 42. Pami¦ta¢ nale»y,

»e stanowi¡ one mody�kacj¦ modelu wierszowo�kolumnowego, ich interpretacja jest

wi¦c bardziej skomplikowana ni» w przypadku modelu quasi�niezale»no±ci. Dodajmy,

»e podobnie jak w przypadku hipotezy Q(R = C)1, ma ona zastosowanie do tabeli o

wymiarach co najmniej 5 na 5. W przeciwnym razie model ten, który jest szczegól-

nym przypadkiem quasi�symetrii ma w stosunku do niego wi¦cej stopni swobody, co

jest sprzeczne.

Powy»sze przykªady empiryczne dotycz¡ zmiennych porz¡dkowych, warto jednak

zauwa»y¢, »e � w odró»nieniu od modelu jednakowej interakcji i modelu wierszowo-

kolumnowego I typu � omawiane modele mo»na zastosowa¢ równie» wówczas, gdy
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mamy do czynienia ze zmiennymi nominalnymi o takich samych kategoriach, przy-

kªadowo odnie±¢ je do tablicy ruchliwo±ci zawodowej. Dla tablicy 3.2 model QRC2

jest akceptowalny na poziomie istotno±ci, 0, 05 (G2 = 15, 9, df = 10 p = 0, 1028),

natomiast model Q(R = C)2 na poziomie istotno±ci 0, 01, tj. (G2 = 25, 6, df = 14,

p = 0, 0288). Porównanie obydwu modeli za pomoc¡ testu warunkowego pokazu-

je, »e hipotez¦ identycznego skalowaniu dla zawodu ojca i syna, nale»y odrzuci¢ na

poziomie istotno±ci 0, 05, cho¢ nie ma do tego podstaw na ni»szym poziomie 0, 01

(G2 = 10, 3, df = 4, p = 0, 0357). Wyniki homogenicznego skalowania wynosz¡

u1 = −0, 66 dla inteligencji i wy»szych kadr, u2 = −0, 33 dla pracowników umy-

sªowych, u3 = −0, 09 dla prywatnych przedsi¦biorców, u4 = 0, 19 dla robotników

wykwali�kowanych, u5 = 0, 42 dla robotników niewykwali�kowanych, u6 = 0, 47 dla

wªa±cicieli gospodarstw i robotników rolnych. Warto±ci parametrów dla inteligencji i

rolników ró»ni¡ si¦ najbardziej. Wynik ten wskazuje, »e dla przedstawicieli tych ka-

tegorii w pokoleniu ojców, rozkªady wyksztaªcenia syna ró»n¡ si¦ najbardziej, w tym

sensie, »e warto±ci odpowiednich stosunków szans odtworzone na podstawie modelu

byªyby najwi¦ksze. Mo»na powiedzie¢ równie» � na mocy homogeniczno±ci parame-

rametrów � »e dwie powy»sze kategorie w pokoleniu synów ró»ni¡ si¦ najbardziej

je±li chodzi o pochodzenie.

Do nieco innych wniosków prowadz¡ parametry modelu heterogenicznego: u1 =

−0, 69, u2 = −0, 32, u3 = −0, 04, u4 = 0, 20, u5 = 0, 53, u6 = 0, 79 dla zmiennej wier-

szowej oraz v1 = −0, 68, v2 = −0, 22, v3 = −0, 08, v4 = 0, 32, v5 = 0, 61, v6 = 0, 03

dla zmiennej kolumnowej. O ile warto±ci parametrów dla przynale»no±ci spoªeczno�

zawodowej ojca s¡ podobne jak w poprzednim modelu, to parametr dla kategorii

rolników w pokoleniu synów lokuje t¦ kategori¦ po±rodku skali, natomiast najwi¦kszy

dystans jest pomi¦dzy robotnikami niewykwali�kowanymi a inteligencj¡. Wynik ten

w pewnym sensie potwierdza, »e nie nale»y formuªowa¢ zbyt mocnych zaªo»e« co do

uporz¡dkowania kategorii tej zmiennej, gdy» jest to zmienna nominalna24.

3.2.4 Modele dystansu i przekraczania barier

Jak zostaªo zasygnalizowane wcze±niej modele jednakowej interakcji i wierszowo�

kolumnowe stosowane s¡ do opisu zale»no±ci mi¦dzy dowolnymi zmiennymi, a przy-

j¦cie dodatkowych zaªo»e« mo»e czyni¢ je szczególnie u»ytecznymi w odniesieniu do

tablic ruchliwo±ci i danych panelowych. W tej cz¦±ci zaprezentowane zostan¡ mode-

le, które s¡ specy�czne dla tabel o takich samych kategoriach zmiennej wierszowej

24Oczywi±cie monotoniczno±¢ parametrów nie mo»e stanowi¢ dowodu na to, »e zmienna jest mie-

rzona na skali porz¡dkowej, a jej brak, »e jest mierzona na skali nominalnej. Wynik taki mo»e

stanowi¢ jedynie sugesti¦, »e mamy do czynienia z cech¡ wielowymiarow¡.
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i kolumnowej, mówi¡c inaczej, trudno byªoby je stosowa¢ o odniesieniu do danych

innego typu W modelach tych wykorzystuje si¦ informacje o porz¡dkowym charak-

terze zmiennych. Jak zobaczymy, w poszczególnych modelach czyni si¦ dodatkowe

zaªo»enia, np. istotna b¦dzie informacja o tym, o ile kategorii ró»ni si¦ sytuacja danej

osoby (obiektu obserwacji) ze wzgl¦du na dwie porównywane zmienne. Prezentuj¡c

poszczególne modele wskazywane b¦d¡ dodatkowe zaªo»enia pomiarowe, jakie s¡ w

nich implicite zawarte.

Model zmiennego dystansu D

Analizuj¡c ruchliwo±¢ spoªeczn¡ mo»na oczekiwa¢, »e prawdopodobie«stwo zmiany

pozycji spoªecznej syna w stosunku do pozycji ojca zale»y od tego, jakiego rodza-

ju jest to zmiana. W przypadku gdy rozpatrujemy zmienn¡ porz¡dkow¡, na przy-

kªad wyksztaªcenie, mo»na wysun¡¢ hipotez¦, »e przy kontroli rozkªadów brzegowych

zmiana pozycji o kilka poziomów jest relatywnie mniej prawdopodobna ni» zmiana

pozycji o jeden poziom, b¡d¹ odziedziczenie pozycji po ojcu. Co wi¦cej, mo»na roz-

ró»ni¢ zmiany pozycji �w dóª� i �w gór¦�, tj. awans b¡d¹ degradacj¦ pozycji syna w

stosunku do pozycji ojca. Podobna hipoteza mo»e mie¢ zastosowanie w odniesieniu

do danych panelowych. Mo»na jednak przypuszcza¢, »e je±li nast¦puje zmiana, to jej

prawdopodobie«stwo zale»y od jej kierunku oraz tego, ilu kategorii dotyczy.

Powy»sze intuicje w sposób bardziej sprecyzowany sformuªowane zostaªy w mo-

delu zmiennego dystansu, który b¦dzie oznaczany jako D (Goodman, 1972). Hipo-

tez¦ t¦ mo»na sformuªowa¢ w podobny sposób, jak hipotez¦ o quasi�niezale»no±ci.

Przypu±¢my, »e interesuje nas rozkªad ª¡czny zmiennych X oraz Y , czyli prawdo-

podobie«stwa rozkªadu ª¡cznego �XYij . Dla celów prezentacji modelu przyjmijmy, »e

zmienna X oznacza wyksztaªcenie ojca, zmienna Y � wyksztaªcenie syna, cho¢ hipo-

teza mo»emy dotyczy¢ innych zmiennych o takich samych kategoriach, na przykªad

danych panelowych. Przek¡tna tej tabeli opisuje osoby, których wyksztaªcenie nie

zmieniªo si¦ w stosunku do wyksztaªcenia ojca, pseudo�przek¡tne poni»ej przek¡tnej

wskazuj¡ na osoby, których wyksztaªcenie pogorszyªo si¦ o odpowiednio 1, 2,. . . r− 1

kategorii, pseudo�przek¡tne powy»ej przek¡tnej opisuj¡ popraw¦ wyksztaªcenia syna

wzgl¦dem wyksztaªcenia ojca w analogiczny sposób. Wyznaczmy zmienn¡ Z, której

warto±ci opisuj¡, z któr¡ podzbiorowo±ci¡ mamy do czynienia, tj. Z, b¦dzie przyjmo-

waªa warto±¢ k, gdzie k = j − i, czyli porównujemy, ile kategorii dzieli i−t¡ warto±¢

zmiennej X oraz j−t¡ warto±¢ zmiennej Y . Przykªadowo, Z = −2 dla tabeli 5 x 5

wskazuje na prawdopodobie«stwa �XY31 , �XY42 , �XY53 , czyli sytuacj¦, gdy wyksztaªcenie

badanej osoby jest ni»sze o dwie kategorie od wyksztaªcenia jej ojca, Z = 1, osoby,

których wyksztaªcenie jest o jedn¡ kategori¦ wy»sze, a Z = 0 sytuacj¦, gdy wyksztaª-
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cenie ojca jest takie samo jak wyksztaªcenie respondenta. Tak wi¦c, opisane powy»ej

warto±ci zmiennej Z, wskazuj¡ której przek¡tnej lub pseudo�przek¡tnej dotyczy pod-

zbiorowo±¢. Mo»na jednak przyj¡¢, »e nie wyczerpuj¡ one caªej podzbiorowo±ci, tj.

uwzgl¦dni¢ dodatkowo, »e zmienna Z przyjmuje warto±¢ Z = r, która nie wskazuje

na konkretn¡ pseudo�przek¡tn¡.

Prawdopodobie«stwa poszczególnych warto±ci zmiennej Z oznaczone b¦d¡

P (Z = k) = �k, natomiast P (Z = r) = �r. Okre±laj¡ one odsetki poszczególnych

podzbiorowo±ci. Prawdopodobie«stwo rozkªadu ª¡cznego wynosi wi¦c:

�XYij =
r−1∑

k=−(r−1)

�
XY (Z)
ij(k) �k + �

XY (Z)
ij(r) �r, (3.29)

a poniewa» podzbiorowo±ci Z = k wykluczaj¡ si¦ wzajemnie, powy»sze równanie

mo»na zapisa¢ jako:

�XYij = �
XY (Z)
ij(k) �k + �

XY (Z)
ij(r) �r. (3.30)

Zgodnie z modelem dystansu, zachodz¡ nast¦puj¡ce warunki opisuj¡ce prawdo-

podobie«stwa w poszczególnych podzbiorowo±ciach i relacje mi¦dzy nimi:

�
XY (Z)
ab(k) = 0, dla ka»dej pary a, b, takiej, »e b− a ∕= k, oraz (3.31)

Θ
XY (Z)
ij(r) = 1, dla dowolnej pary i, j, oraz (3.32)

�
XY (Z)
cd(k)

�
XY (Z)
ef(k)

=
�
XY (Z)
cd(r)

�
XY (Z)
ef(r)

, dla warto±ci c, d, e, f , takich, »e d− c = f − e = k,(3.33)

przy czym warunki 3.31 oraz 3.33 zachodz¡ dla ka»dego k. Powy»sze sformuªowanie

hipotezy wymaga krótkiego omówienia. Ich ilustracj¡ jest tabela w których obydwie

zmienne X oraz Y przyjmuj¡ 5 warto±ci, i przedstawiono wybrane podzbiorowo-

±ci: Z = 0, Z = 2, oraz Z = 5. Warunek 3.31 gªosi, »e w ka»dej podzbiorowo±ci

Z = k niezerowe prawdopodobie«stwa wyst¦puj¡ jedynie na odpowiednich pseudo�

przek¡tnych, tak wi¦c warto±ci Z = k opisuj¡ osoby homogeniczne, ze wzgl¦du na

to ile kategorii dzieli ich wyksztaªcenie od wyksztaªcenia ich ojca. W tabeli 3.34 ich

przykªadem s¡ podzbiorowo±ci Z = 0 oraz Z = 2. Zgodnie z warunkiem 3.32, w pod-

zbiorowo±ci Z = r zmienne s¡ niezale»ne stochastycznie, tj. wszystkie stosunki szans

s¡ równe 1. W naszym przykªadzie jest to podzbiorowo±¢ Z = 5. Z dwóch pierwszych

warunków wynika, »e na odsetek w ka»dej komórce rozkªadu ª¡cznego zmiennych X

i Y skªadaj¡ si¦ z jednej strony osoby, których wyksztaªcenie nie zale»y od wyksztaª-

cenia ojca (Z = r), jak równie» te, których wyksztaªcenie ró»ni si¦ o konkretn¡ liczb¦

kategorii (Z = k). Przykªadowo, prawdopodobie«stwo �XY24 jest równe:

�XY24 = �
XY (Z)
24(2) �2 + �

XY (5)
24(5) �5.
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Ostatni warunek 3.33 pokazuje, »e relacje pomi¦dzy odpowiednimi niezerowymi

prawdopodobie«stwami w ka»dej podzbiorowo±ci (Z = k), s¡ takie jak w podzbioro-

wo±ci (Z = r). Zauwa»my, »e w tabeli 3.34 zachodzi:

�
XY (Z)
24(2)

�
XY (Z)
35(2)

=
�
XY (Z)
24(5)

�
XY (Z)
35(5)

=
aX2 a

Y
4

aX3 a
Y
5

.

Podobnie:
�
XY (Z)
22(0)

�
XY (Z)
44(0)

=
�
XY (Z)
22(5)

�
XY (Z)
44(5)

=
aX2 a

Y
2

aX4 a
Y
4

.

Tabela 3.34: Ilustracja modelu zmiennego dystansu, uwzgl¦dniaj¡ca dekompozycj¦

rozkªadu w caªej zbiorowo±ci na podzbiorowo±ci wyró»nione ze wzgl¦du na zmienn¡ Z

Z = 0

X∖Y 1 2 3 4 5

1 aX1 a
Y
1 0 0 0 0

2 0 aX2 a
Y
2 0 0 0

3 0 0 aX3 a
Y
3 0 0

4 0 0 0 aX4 a
Y
4 0

5 0 0 0 0 aX5 a
Y
5

Z = 2

X∖Y 1 2 3 4 5

1 0 0 aX1 a
Y
3 0 0

2 0 0 0 aX2 a
Y
4 0

3 0 0 0 0 aX3 a
Y
5

4 0 0 0 0 0

5 0 0 0 0 0

Z = 5

X∖Y 1 2 3 4 5

1 aX1 a
Y
1 aX1 a

Y
2 aX1 a

Y
3 aX1 a

Y
4 aX1 a

Y
5

2 aX2 a
Y
1 aX2 a

Y
2 aX2 a

Y
3 aX2 a

Y
4 aX2 a

Y
5

3 aX3 a
Y
1 aX3 a

Y
2 aX3 a

Y
3 aX3 a

Y
4 aX3 a

Y
5

4 aX4 a
Y
1 aX4 a

Y
2 aX4 a

Y
3 aX4 a

Y
4 aX4 a

Y
5

5 aX5 a
Y
1 aX5 a

Y
2 aX5 a

Y
3 aX5 a

Y
4 aX5 a

Y
5

Ilustracj¦ modelu zmiennego dystansu w formie parametrycznej przedstawia rów-

nie» tabela 3.35. Ilustracja ta jest zgodna z nast¦puj¡c¡ parametryzacj¡:
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�XYij = d ⋅ dXi ⋅ dYj ⋅ sk gdzie k = j − i (3.34)

Zgodnie z tym modelem parametr interakcji zale»y od tego, o ile komórek rozpa-

trywana kombinacja dwóch zmiennych oddalona jest od gªównej przek¡tnej i w któr¡

stron¦ nast¦puje przesuni¦cie.

Zauwa»my, »e komórki na kolejnych pseudo�przek¡tnych, posiadaj¡ ten sam para-

metr interakcji, np. prawdopodobie«stwa �XY13 , �XY24 , �XY35 , charakteryzuje ten sam pa-

rametr s2. W odniesieniu do tablicy ruchliwo±ci parametr s2 charakteryzuje sytuacj¦

�awansu� o dwie kategorie wyksztaªcenia. Analogicznie parametry s−2 charakteryzuj¡

sytuacj¦ �degradacji� o dwie kategorie.

Tabela 3.35: Ilustracja modelu zmiennego dystansu D � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 1 s1 s2 s3 s4

x2 s(−1) 1 s1 s2 s3

x3 s(−2) s(−1) 1 s1 s2

x4 s(−3) s(−2) s(−1) 1 s1

x5 s(−4) s(−3) s(−2) s(−1) 1

Porównuj¡c dwie ilustracje modelu zmiennego dystansu � z tabel 3.34 oraz 3.35

� wida¢, »e na wielko±ci parametrów z drugiej tabeli wpªyw maj¡ wielko±ci poszcze-

gólnych podzbiorowo±ci wyró»nionych ze wzgl¦du na zmienn¡ Z. Im mniejsza jest

dana podzbiorowo±¢ Z = k, w stosunku do innych podzbiorowo±ci, tym relatywnie

mniejsza jest warto±¢ parametru sk. W tabeli przyj¦to, »e wielko±¢ s0 jest równa 1,

dlatego relatywn¡ cz¦sto±¢ wyst¦powanie kolejnych pseudo�przek¡tnych odnosimy do

gªównej przek¡tnej. Przykªadowo, wielko±¢ s2 wskazuje, ile razy bardziej (mniej) jest

prawdopodobne � przy kontroli ró»nic w rozkªadach brzegowych � »e gdy zmien-

na Y ma warto±¢ wi¦ksz¡ o dwie kategorie od zmiennej X, w stosunku do tego, ze

obydwie zmienne przyjmuj¡ t¦ sam¡ warto±¢. Warto podkre±li¢, »e w modelu tym �

podobnie jak prezentowanych wcze±niej modelach QN i QhN � nie odpowiadamy

na pytanie o wielko±¢ podzbiorowo±ci wyró»nionych ze wzgl¦du na zmienn¡ Z. Mó-

wi¡c inaczej, ten sam rozkªad zgodny z modelem dystansu �zdekomponowa¢� w ró»ny

sposób.

Zauwa»my, »e w modelu tym ukryte jest dodatkowe zaªo»enie pomiarowe w sto-

sunku do rozpatrywanych wcze±niej modeli. Zakªadamy nie tylko uporz¡dkowanie

kategorii obydwu analizowanych zmiennych, ale równie», »e �wielko±¢� zmiany pozy-
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cji (awansu, degradacji) mo»emy de�niowa¢ za pomoc¡ ró»nicy liczby kategorii dwóch

porównywanych zmiennych. Zaªo»enie to wydaje si¦ do±¢ kontrowersyjne. Co prawda

mo»na argumentowa¢, »e testuj¡c model zaªo»enie to równie» podlega wery�kacji, tj.

je±li model jest dobrze dopasowany do danych, mo»na przypuszcza¢, »e ró»nica w

liczbie kategorii dobrze zdaje spraw¦ z �nat¦»enia� zmiany. Trzeba jednak zauwa»y¢,

»e dobre dopasowanie do danych, mo»e by¢ w jakiej± mierze �przypadkowe�, tj. ba-

dane zjawisko np. ruchliwo±¢ spoªeczna powinna by¢ opisywana przez zupeªnie inny

proces (inny model) ale obydwa daj¡ podobny rozkªad oczekiwany.

Hipotez¦ powy»sz¡ mo»na sformuªowa¢ równie» za pomoc¡ lokalnych stosun-

ków szans dotycz¡cych komórek o okre±lonej ró»nicy pomi¦dzy warto±ciami obydwu

zmiennych. Zgodnie z modelem zmiennego dystansu zachodzi:

ΘXY
i(i+k) =

�XYi(i+k)/�
XY
i(i+k+1)

�XY(i+1)(i+k)/�
XY
(i+1)(i+k+1)

= Θk (3.35)

przy czym i = 1, . . . r − 1, k = −(r − 2), . . . , (r − 2) oraz 1 ≤ i + k ≤ r − 1. Po-

wy»szy warunek okre±la, »e stosunki szans s¡ specy�czne dla tych kombinacji dwóch

zmiennych, które s¡ oddalone o k kategorii od przek¡tnej, tak wi¦c równe sobie s¡

np. stosunki szans ΘXY
13 , ΘXY

24 , podobnie równe sobie s¡ stosunki szans ΘXY
21 , ΘXY

32 ,

ΘXY
43 . itd. W liczniku zde�niowanego powy»ej stosunku szans porównujemy prawdo-

podobie«stwo zmiany pozycji o k-kategorii w stosunku do zmiany o k + 1 kategorii.

W mianowniku porównujemy zmian¦ pozycji o k− 1 kategorii w stosunku do zmiany

o k kategorii. Im wy»sza jest warto±¢ zde�niowanego powy»ej stosunku szans, tym

bardziej zmiana o k kategorii jest prawdopodobna relatywnie do zmiany pozycji o

k − 1 i k + 1 kategorii. Zauwa»my, »e je±li w powy»szej formule k = 0, tj. nie mamy

do czynienia ze zmian¡ pozycji, wówczas zgodnie z tym warunkiem, lokalne stosunki

szans wyznaczone dla komórek na gªównej przek¡tnej s¡ sobie równe, tj. ΘXY
11 = ΘXY

22 ,

itd.

Z warunku powy»szego wynika, »e specy�czne s¡ stosunki szans porównuj¡ce ko-

mórki umieszczone na gªównej przek¡tnej z komórkami oddalonymi od niej o m ka-

tegorii, tj.

ΘX Y
i/(i+m);i/(i+m) =

�XYii /�XYi(i+m)

�XY(i+m)i/�
XY
(i+m)(i+m)

= Θm (3.36)

Powy»szy stosunek szans porównuje proporcj¦ liczby osób, które dziedzicz¡ pozy-

cj¦ i do liczby osób, które z pozycji i awansowaªy o m kategorii z proporcj¡ liczby

osób, które zostaªy �zdegradowane� o m kategorii z pozycji i+m do liczby osób które

pozostaªy na tej pozycji. Wielko±¢ ta zale»y tylko od tego, ilu kategorii m ten awans

b¡d¹ degradacja dotyczyªy.

217



Tabela 3.36: Wyniki wery�kacji modeli dystansu i przekraczania barier dla tabel 3.5,

3.6

Model df �2 G2 Δ

Wyniki dla tabeli 3.5 (tablica ruchliwo±ci edukacyjnej)

D 4 11,0 (p = 0, 0265) 11,4 (p = 0, 0226) 2,4

QD 1 5,6 (p = 0, 0177) 6,0 (p = 0, 0147) 0,9

DS 6 12,7 (p = 0, 0487) 13,7 (p = 0, 0331) 2,4

QDS 3 7,4 (p = 0, 0591) 8,1 (p = 0, 0439) 1,1

CP 6 36,9 (p < 0, 0001) 38,0 (p < 0, 0001) 4,5

QCP 4 7,7 (p = 0, 1032) 8,3 (p = 0, 0825) 1

FD 8 37,2 (p < 0, 0001) 38,7 (p < 0, 0001) 4,7

QFD 4 7,7 (p = 0, 1032) 8,3 (p = 0, 0825) 1,0

FD1,5 8 12,8 (p = 0, 1204) 13,8 (p = 0, 0862) 2,4

QFD1,5 4 7,8 (p = 0, 0997) 8,7 (p = 0, 0697) 1,2

Wyniki dla tabeli 3.6 (dane panelowe)

D 9 14,4 (p = 0, 1080) 14,4 (p = 0, 1081) 2,9

QD 5 5,4 (p = 0, 3690) 5,5 (p = 0, 3530) 1,3

DS 12 15,0 (p = 0, 2430) 15,0 (p = 0, 2392) 3,1

QDS 8 6,0 (p = 0, 6429) 6,2 (p = 0, 6295) 1,3

CP 12 45,9 (p < 0, 0001) 47,0 (p < 0, 0001) 6,4

QCP 9 2,9 (p = 0, 9699) 2,9 (p = 0, 9698) 0,9

FD 15 54,9 (p < 0, 0001) 56,4 (p < 0, 0001) 6,6

QFD 10 7,3 (p = 0, 6929) 7,4 (p = 0, 6907) 1,5

FD1,5 15 17,3 (p = 0, 3012) 17,5 (p = 0, 2898) 3,2

QFD1,5 10 6,2 (p = 0, 7990) 6,3 (p = 0, 7875) 1,2

Formuª¦ na liczb¦ stopni swobody mo»na wyznaczy¢, pami¦taj¡c, »e jest ona

równa liczbie niezale»nych ogranicze«, jakie nakªadamy na lokalne stosunki szans.

Hipoteza 3.35 zakªada, »e lokalne stosunki szans na gªównej przek¡tnej, tj. ΘXY
ii s¡

sobie równe. Ich liczba wynosi r−1, tak wi¦c liczba warunków wynosi r−2. Kolejno,

mamy dwie pseudo-przek¡tne dotycz¡ce komórek, które przylegaj¡ do gªównej prze-

k¡tnej, wi¦c liczba tych ogranicze« wynosi 2(r− 3). Analogicznie mo»na rozpatrywa¢

kolejne pseudo�przek¡tne. Liczba stopni swobody dana jest wi¦c wzorem:

df = (r − 2) + 2[(r − 3) + (r − 4) + . . .+ 1] = (r − 2) + (r − 3)(r − 2) = (r − 2)2.
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Tak wi¦c model D w stosunku do niezale»no±ci stochastycznej posiada 2r− 3 nie-

zale»nych parametrów wi¦cej. Dla tabeli 3.35 daje nam to 7 niezale»nych parametrów,

natomiast w tabeli oznaczono � dla celów ilustracyjnych � 8 parametrów sk. Za-

uwa»my jednak, »e mo»na przyj¡¢, »e s(−4) = 1, b¡d¹ s4 = 1 i nie zmieni to ogólno±ci

prezentowanej hipotezy, bowiem, przyjmuj¡c jeden z tych warunków nie zakªadamy

nic dodatkowo w odniesieniu do stosunków szans, które komórki te de�niuj¡25.

Tabela 3.37: Rozkªad oczekiwany zgodny z modelem D dla danych z tabeli 3.6

Czy przy aktualnym dochodzie netto

Pana(i) gospodarstwo domowe wi¡»e koniec z ko«cem?

Odpowiedzi Odpowiedzi w 2005 roku (Y)

w 2000 roku (X) 1 2 3 4 5 Suma

1. Z wielk¡ trudno±ci¡ 265,0 177,0 112,4 24,9 2,9 582,2

2. Z trudno±ci¡ 109,0 145,1 158,2 38,1 6,0 456,4

3. Z pewn¡ trudno±ci¡ 56,0 115,8 251,8 104,2 18,0 545,8

4. Raczej ªatwo 8,5 25,7 86,9 71,7 21,3 214,1

5. �atwo 1,2 2,2 11,1 14,2 8,4 37,1

Suma 439,7 465,8 620,4 253,1 56,6 1835,6

Model ten jest akceptowalny dla danych ruchliwo±ci edukacyjnej na poziomie istot-

no±ci 0,01, natomiast dla danych panelowych mo»na go zaakceptowa¢ nawet na na

wy»szym poziomie istotno±ci. Rozkªad oczekiwany przedstawiony zostaª w tabeli 3.37.

Aby oszacowa¢ model zgodnie z metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci nale»y zaªo»y¢,

»e rozkªady brzegowe s¡ szacowane na podstawie próby, jak równie» dla ka»dego, k,

takiego, »e k = j − i speªniony jest warunek:

r∑
i

r∑
j

�k ⋅ �̂XYij =
r∑
i

r∑
j

�k ⋅ pXYij (3.37)

gdzie �k jest równe 1, dla takich komórek, »e j − i = k i 0 w przeciwnej sytuacji. In-

nymi sªowy, suma oszacowanych prawdopodobie«stw (liczebno±ci) na poszczególnych

pseudo�przek¡tnych jest równa analogicznej sumie cz¦sto±ci (liczebno±ci) w próbie,

np. dla tabeli 3.37 speªniony jest warunek:

�̂XY13 + �̂XY24 + �̂XY35 = pXY31 + pXY24 + pXY35 = 168, 5.

25Nie mo»na zaªo»y¢, »e obydwa te ograniczenia s¡ speªnione równocze±nie, bo wynikaªoby z tego,

»e ΘX Y
i/(i+m);i/(i+m) = 1, co nie wynika z hipotezy 3.35
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Parametry modelu D dla danych panelowych s¡ nast¦puj¡ce: s1 = 0, 83, s2 = 0, 40,

s3 = 0, 17, s4 = 0, 06 dla komórek powy»ej przek¡tnej oraz s−1 = 0, 60, s−2 = 0, 23,

s−3 = 0, 06, s−4 = 0, 03 dla komórek poni»ej przek¡tnej. Tak wi¦c, »e kontroluj¡c

ró»nice w rozkªadach brzegowych sytuacja, w której ocena poªo»enia �nansowego

gospodarstwa poprawiªa si¦ (w 2005 roku w stosunku do 2000 roku) o jedn¡ kategori¦

jest 1,2 (tj. 1/0,83) razy mniej prawdopodobna, ni» sytuacja, w której badany oceniaª

kondycj¦ �nansow¡ identycznie. Parametry te pozwalaj¡ równie» odtworzy¢ dowolny

stosunek szans, na przykªad:

ΘXY
24 =

s2/s3

s1/s2

=
0, 4/0, 17

0, 83/0, 4
=

38, 1 ⋅ 18, 0

6, 0 ⋅ 104, 2
= 1, 1

Stosunki szans wyró»nione w ten sposób nie s¡ symetryczne tj. wielko±ci ΘXY
42 ,

ΘXY
31 , s¡ inne:

ΘXY
42 =

s(−2)/s(−3)

s(−1)/s(−2)

=
0, 23/0, 06

0, 6/0, 23
= 1, 47.

Tak wi¦c proporcje te ró»niªyby si¦ w wi¦kszym stopniu. Parametry wyznaczone dla

tablicy ruchliwo±ci wynosz¡ odpowiednio: s1 = 1, 26, s2 = 1, 01, s3 = 0, 68 oraz

s−1 = 0, 31, s−2 = 0, 07, natomiast warto±¢ parametru s−3 jest bardzo maªa i wy-

nosi w przybli»eniu zero. Nale»y jednak zauwa»y¢ model D nie gªosi nic na temat

jedynej komórki zwi¡zanej z tym parametrem, w konsekwencji jej liczebno±¢ ocze-

kiwana pokrywa si¦ z odpowiedni¡ liczebno±ci¡ w próbie , tj. F̂41 = f̂41 (podobnie

F̂14 = f̂14). Bior¡c pod uwag¦, »e komórka ta w próbie ma zerow¡ liczebno±¢ wynik

taki nie zaskakuje, ale te» trudno na jego podstawie wyci¡ga¢ daleko id¡ce wnioski.

Model powy»szy nie jest przykªadem quasi�symetrii: stosunki szans w modelu D

nie s¡ symetryczne, nie s¡ te» symetryczne parametry sk. Mo»liwe jest sformuªowanie

wersji symetrycznej modelu opisanego powy»ej. Konieczne jest wówczas dodanie do

warunków 3.35, de�niuj¡cych model zmiennego dystansu dodanie zaªo»enia o symetrii

stosunków szans (3.17). Tak wi¦c, w modelu tym lokalne stosunki szans s¡ równe:

ΘXY
i(i+k) =

�XYi(i+k)/�
XY
i(i+k+1)

�XY(i+1)(i+k)/�
XY
(i+1)(i+k+1)

= Θk (3.38)

ΘXY
ij = ΘXY

ji (3.39)

przy czym i = 1, . . . r−1, j = 1, . . . r−1, k = 0, 1, . . . r−2 oraz (i+k) ≤ r−1. Oznacza

to na przykªad, »e nie tylko zachodzi ΘXY
13 = ΘXY

24 , ale równie» ΘXY
13 = ΘXY

31 = ΘXY
42 .

Parametryzacja tego modelu jest podobna do formuªy 3.34 przy czym k = ∣j− i∣. Ilu-
stracj¡ tego modelu jest tabela 3.38. W stosunku do tabeli 3.35 parametry interakcji

s¡ symetryczne, tj. s−i = si. Wielko±¢ parametru zale»y wi¦c wyª¡cznie od tego jak

daleko le»y pseudo�przek¡tna od gªównej przek¡tnej, nie ma natomiast znaczenia, po
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której stronie przek¡tnej le»y dana komórka, tj. �awans� b¡d¹ �degradacja� s¡ rela-

tywnie tak samo prawdopodobne (przy kontroli ró»nic w rozkªadach brzegowych) i

zale»¡ jedynie od tego, ilu kategorii dotycz¡.

Tabela 3.38: Ilustracja symetrycznego modelu dystansu DS

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 1 s1 s2 s3 s4

x2 s1 1 s1 s2 s3

x3 s2 s1 1 s1 s2

x4 s3 s2 s1 1 s1

x5 s4 s3 s2 s1 1

Poniewa» symetryczna wersja modelu zmiennego dystansu jest prostsza ni» po-

sta¢ asymetryczna, jego liczba stopni swobody jest wi¦ksza. Tak jak poprzednio mamy

(r − 2) ogranicze« dotycz¡cych stosunków szans na gªównej przek¡tnej, czyli ΘXY
11 =

ΘXY
22 , itd. Ponadto, równe sobie s¡ wszystkie stosunki wyznaczone26 dla pseudo�

przek¡tnej przylegaj¡cej go gªównej przek¡tnej, tj. ΘXY
12 = ΘXY

21 = ΘXY
23 = ΘXY

32 ,

itd. Ogranicze« tych jest 2(r − 2) − 1. Analogicznie rozpatrujemy kolejne pseudo�

przek¡tne. �¡czna liczba tego typu warunków okre±la liczb¦ stopni swobody modelu,

tj:

df = (r − 2) + [2(r − 2)− 1] + [2(r − 3)− 1] + . . .+ 1 = (r − 2)(r − 1).

Wynika z tego, »e model posiada r− 1 parametrów wi¦cej ni» model niezale»no±ci

stochastycznej. W tabeli 3.38 s¡ to parametry sk opisuj¡ce poszczególne pseudo�

przek¡tne. Aby oszacowa¢ rozkªad oczekiwany metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci

rozkªady brzegowe s¡ szacowane na podstawie danych z próby. Ponadto musz¡ by¢

speªnione warunki podane w formule 3.37 dotycz¡ce modelu D, przy czym �k jest

równe 1, dla takich komórek, »e k = ∣j − i∣ i 0 w przeciwnej sytuacji.

Model ten � mimo, »e prostszy od asymetrycznej wersji � mo»e by¢ zaakcepto-

wany w przypadku tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej na poziomie istotno±ci 0,01. Test

warunkowy pokazuje, »e dodatkowe zaªo»enie dotycz¡ce quasi�symetrii nie pogarsza

dopasowania w sposób istotny statystycznie: G2 = 2, 32, df = 2 (p = 0, 31). W tabeli

3.39 przedstawiony jest rozkªad oczekiwany zgodny z modelem DS dla tablicy 3.39.

Parametry dla tego modelu wynosz¡: s1 = 0, 62, s2 = 0, 25, s3 = 0, 08. Wszystkie

26Rozró»nienie pomi¦dzy lokalnym stosunkiem szans wyznaczonym dla danej komórki, b¡d¹ j¡

obejmuj¡cym zostaªa opisana pod tabel¡ 3.1.
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stosunki szans w tej tablicy s¡ symetryczne, na przykªad:

ΘXY
12 = ΘXY

21 = s2
1/s2 = 0, 622/0, 25 = 1, 53

co oznacza, »e proporcja liczby osób, które �awansowaªy� o jedn¡ kategori¦ w stosun-

ku do pozycji ojca, do liczby osób które �awansowaªy� o dwie kategorie, jest ponad 1,5

razy wi¦ksza ni» proporcja liczby osób, które odziedziczyªy pozycj¦ po ojcu do liczby

osób, które poprawiªy swoje wyksztaªcenie o jedn¡ kategori¦. Z symetrii powy»szej

wielko±ci wynika równie», »e proporcja liczby osób, których pozycja pogorszyªa si¦

jedn¡ kategori¦ w stosunku do pozycji ojca, do liczby osób, których pozycja pogor-

szyªa si¦ o dwie kategorie, jest ponad 1,5 razy wi¦ksza ni» proporcja liczby osób, które

odziedziczyªy pozycj¦ po ojcu do liczby osób, których sytuacja pogorszyªa si¦ o jedn¡

kategori¦.

W przypadku danych panelowych dopasowanie do danych modelu DS wydaje

si¦ zadowalaj¡ce. Test warunkowy porównuj¡cy modele D i DS pokazuje, »e przyj¦cie

zaªo»enia o symetrycznej interakcji, trudno byªoby zakwestionowa¢ G2 = 0, 62, df = 3

(p = 0, 89). Odpowiednie parametry wynosz¡ s1 = 0, 712, s2 = 0, 30, s3 = 0, 11,

s4 = 0, 04.

Tabela 3.39: Rozkªad oczekiwany zgodny z modelem DS dla tablicy 3.5

Wyksztaªcenie syna

Wyksztaªcenie ojca 1 2 3 4 Suma

1. Podstawowe 335,9 515,3 193,9 99,9 1145

i niepeªne podstawowe

2. Niepeªne ±rednie 30,6 119,3 70,4 44,7 265

(w tym zasadnicze zawodowe)

3. Uko«czone ±rednie 7,4 45,3 67,8 67,5 188

4. Niepeªne wy»sze 1,1 8,1 19,0 47,9 76

i wy»sze

Suma 375 688 351 260 1674

Obydwa modele zmiennego dystansu � w symetrycznej i asymetrycznej wer-

sji � mo»na zmody�kowa¢ uwzgl¦dniaj¡c dodatkowo specy�k¦ komórek poªo»onych

na gªównej przek¡tnej, b¦dziemy oznacza¢ je odpowiednio QDS i QD. Oznacza to,

»e warunek 3.33 nie dotyczy gªównej przek¡tnej a jedynie poszczególnych pseudo�

przek¡tnych. Mówi¡c inaczej, relacje pomi¦dzy poszczególnymi prawdopodobie«stwa-

mi na gªównej przek¡tnej mog¡ by¢ specy�czne, niekoniecznie takie same jak dla

podzbiorowo±ci opisywanej za pomoc¡ niezale»no±ci (czyli Z = r).
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Hipotez¦ asymetryczn¡ oznaczymy jako QD i ilustruje j¡ tabela 3.40. Symetryczn¡

wersj¦ oznaczymy jako QDS. Uwzgl¦dnienie specy�ki gªównej przek¡tnej wymaga

w obydwu przypadkach uwzgl¦dnienia dodatkowo r − 1 niezale»nych parametrów.

Mówi¡c inaczej, mo»na zaªo»y¢, »e jeden z parametrów 3.40 dotycz¡cych komórek na

gªównej przek¡tnej jest równy 1. Liczba stopni swobody wynosi dla modelu QD:

df = r2 − 5r + 5,

oraz

df = (r − 1)(r − 3)

dla modelu QDS. W Aneksie zamieszczona zostaªa formuªa dotycz¡ca obydwu modeli

sformuªowana za pomoc¡ lokalnych stosunków szans, jak równie» bardziej precyzyjne

uzasadnienie liczby stopni swobody.

Tabela 3.40: Ilustracja modelu dystansu QD � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 q1 s1 s2 s3 s4

x2 s(−1) q2 s1 s2 s3

x3 s(−2) s(−1) q3 s1 s2

x4 s(−3) s(−2) s(−1) q4 s1

x5 s(−4) s(−3) s(−2) s(−1) q5

Jak pokazuje tabela 3.36 dopasowanie modeli QD i QDS dla danych panelowych

jest dobre, natomiast dla tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej modele takie s¡ akcepto-

walne na poziomie istotno±ci 0,01. Modele D oraz QD s¡ zagnie»d»one odpowiednio

w modelach QD i QDS. Odpowiednie testy warunkowe pokazuj¡ na ile dodanie pa-

rametrów gªównej przek¡tnej poprawia dopasowanie do danych. Okazuje si¦, »e cho¢

nast¦puje poprawa w dopasowaniu do danych nie jest ona istotna statystycznie. Na

przykªad, w odniesieniu do danych panelowych G2 = 15, 0 − 6, 2 = 8, 88, df = 4

(p = 0, 06). Wynika to z tego, »e modele D i DS mimo, »e nie uwzgl¦dniaj¡ parame-

trów gªównej przek¡tnej, to w pewnym sensie uwzgl¦dniaj¡ specy�k¦ komórek na niej

poªo»onych. Mówi¡c dokªadniej, uwzgl¦dniaj¡ one tendencj¦ do relatywnie cz¦stsze-

go (rzadszego) dziedziczenia pozycji b¡d¹ udzielania tej samej odpowiedzi w dwóch

punktach czasowych. Poszczególne pseudo�przek¡tne, s¡ opisane przez parametry in-

terakcji i je±li s¡ one np. mniejsze od 1, wskazuje to �na zasadzie kontrastu � na

relatywnie cz¦stsze wyst¦powanie komórek gªównej przek¡tnej.
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Z drugiej strony modele D i DS nie ró»nicuj¡ pod tym wzgl¦dem poszczególnych

komórek, tj. zakªadaj¡, »e tendencja do wyst¦powania tej samej kategorii zmiennej

wierszowej i kolumnowej dotyczy poszczególnych kategorii w takim samym stopniu,

na przykªad tendencja do dziedziczenia poziomu wyksztaªcenia jest taka sama dla

poszczególnych kategorii. W tym sensie modele D i DS podobne s¡ do omawianego

wcze±niej modelu QhN (model ten jest zagnie»d»ony zarówno w modelu D jak i

modelu DS). Z tych samych wzgl¦dów uwzgl¦dnienie gªównej przek¡tnej w obydwu

modelach D i QD wymaga (r − 1) a nie r dodatkowych parametrów.

Na koniec warto zauwa»y¢, »e dopasowanie modelu QDS i QS jest identyczne

dla tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej. Wynik ten nie jest przypadkowy. Je±li model

QDS formuªujemy dla tabeli o wymiarach 4 na 4 wówczas, obydwa modele s¡ sobie

równowa»ne. Uzasadnienie zostaªo zamieszczone w Aneksie.

Model przekraczania barier CP

Opisywany w poprzedniej cz¦±ci model zmiennego dystansu przy opisie zmian pozy-

cji spoªecznej w tablicy ruchliwo±ci, b¡d¹ zmianie warto±ci porównywanej zmiennej w

przypadku danych panelowych uwzgl¦dniaª jedynie ró»nic¦ w liczbie kategorii pomi¦-

dzy porównywan¡ zmienn¡ wierszow¡ i kolumnow¡, nie uwzgl¦dniaª natomiast, które

kategorie ze sob¡ porównujemy. W rzeczywisto±ci zaªo»enie to nie musi by¢ speªnio-

ne: przykªadowo, w odniesieniu do wyksztaªcenia �dystans� pomi¦dzy kategoriami

podstawowe � niepeªne ±rednie mo»e by¢ inny ni» �dystans� pomi¦dzy kategoriami

niepeªne ±rednie�±rednie, co w tym modelu nie jest uwzgl¦dniane. Specy�k¦ dystan-

sów pomi¦dzy kolejnymi kategoriami obydwu zmiennych uwzgl¦dnia sformuªowany

przez Goodmana (1972c) model przekraczania barier (crossing parameter model),

który oznaczany b¦dzie jako CP. Je±li kolejnymi kategoriami wyksztaªcenia s¡ pod-

stawowe, niepeªne ±rednie, ±rednie to w modelu tym inaczej traktowana jest zmiana

wyksztaªcenia na nieuko«czone ±rednie w stosunku do podstawowego wyksztaªcenia

ojca ni» zmiana pozycji na wyksztaªcenie ±rednie w stosunku do wyksztaªcenia nie-

peªnego ±redniego. Istotne jest wi¦c nie tyle ilu, ale jakich kategorii dotyczyªa zmiana.

Zgodnie z t¡ hipotez¡ wszystkie lokalne stosunki szans poza tymi, które dotycz¡

komórek na gªównej przek¡tnej s¡ równe 1, tj:

ΘXY
ij = 1 (3.40)

dla ka»dej pary kategorii i,j, takich, »e i ∕= j. Natomiast pozostaªe stosunki szans,

wyznaczone dla komórek na gªównej przek¡tnej tj. ΘXY
qq mog¡ by¢ specy�czne. Hi-

potez¦ powy»sz¡ ilustruje tabela 3.41, mo»na zauwa»y¢, »e interakcja zale»y od tego
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jakie kategorie dziel¡ kategorie i oraz j. Ilustracja ta jest zgodna zgodna z nast¦puj¡c¡

parametryzacj¡:

�XYij =

⎧⎨⎩
d ⋅ dXi ⋅ dYj ⋅

∏j−1
q=i cq, dla i < j

d ⋅ dXi ⋅ dYj ⋅
∏i−1

q=j cq, dla i > j

(3.41)

Tabela 3.41: Ilustracja modelu przekraczania barier CP � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 1 c1 c1c2 c1c2c3 c1c2c3c4

x2 c1 1 c2 c2c3 c2c3c4

x3 c1c2 c2 1 c3 c3c4

x4 c1c2c3 c2c3 c3 1 c4

x5 c1c2c3c4 c2c3c4 c3c4 c4 1

We¹my pod uwag¦ wielko±¢ ΘXY
12 , komórki de�niuj¡ce ten stosunek szans zostaªy

wyró»nione w tabeli 3.41. Zaªó»my na chwil¦, »e tablica ta ilustruje ruchliwo±¢ edu-

kacyjn¡ a kolejnymi kategoriami wyksztaªcenia s¡ 1. podstawowe, 2. niepeªne ±rednie,

3. ±rednie, 4.niepeªne wy»sze, 5. wy»sze. Wielko±¢ ΘXY
12 porównuje dwie grupy wyró»-

nione ze wzgl¦du na wyksztaªcenie ojca � podstawowe (x1) lub niepeªne ±rednie (x2)

� ze wzgl¦du na proporcj¦ liczby osób o wyksztaªceniu niepeªnym ±rednim (y2) do

liczby osób z wyksztaªceniem ±rednim (y3). Stosunek szans jest równy 1, co oznacza,

»e proporcja ta jest taka sama dla obydwu grup. Wynika to z tego, »e bez wzgl¦du

na to czy bierze si¦ pod uwag¦ osoby, których ojciec miaª wyksztaªcenie podstawo-

we, czy te» niepeªne ±rednie � osoby z wyksztaªceniem ±rednim w porównaniu do

osób z wyksztaªceniem niepeªnym ±rednim przekroczyªy dodatkowo �barier¦� niepeª-

ne ±rednie�±rednie wzgl¦dem pozycji ich ojca, której odzwierciedleniem w tabeli 3.41

jest parametr c2. Nie ma znaczenia, »e osoby, których ojciec miaª wyksztaªcenie pod-

stawowe musiaªy przekroczy¢ równie» �barier¦� podstawowe�niepeªne ±rednie, której

odzwierciedleniem w tabeli 3.41 jest parametr c1. Poniewa» barier¦ t¦ musiaªy prze-

kroczy¢ zarówno osoby z wyksztaªceniem niepeªnym ±rednim jak i ±rednim, w modelu

tym zakªada si¦, »e nie ma to wpªywu na rozpatrywan¡ proporcj¦ mi¦dzy liczb¡ osób

z tych dwóch grup.

Wªa±nie to zaªo»enie stanowi o istocie rozpatrywanego modelu. Na prawdopodo-

bie«stwo przekroczenia przez dan¡ osob¦ bariery pomi¦dzy dwoma szczeblami wy-

ksztaªcenia - zgodnie z tym modelem - nie ma wpªywu, czy przekracza ona dodatkowo
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Rysunek 3.1: Odlegªo±ci pomi¦dzy kolejnymi kategoriami zmiennej w modelu CP

u u u u u

1 2 3 4 5�1 �2 �3 �4

inn¡ barier¦. Ujmuj¡c to inaczej bariery mo»na zilustrowa¢ jako dystanse na jednowy-

miarowej przestrzeni. Ilustruje to rysunek 3.1. Bariera pomi¦dzy kategoriami pierwsz¡

i trzeci¡ jest sum¡ barier pomi¦dzy kategori¡ pierwsz¡ i drug¡ oraz drug¡ i trzeci¡ �

oznaczonymi odpowiednio jako �1 i �2. To samo mo»na powiedzie¢ o dowolnej parze

kategorii. Dystanse �i mo»na traktowa¢ jako parametry addytywnej wersji modelu

przekraczania barier, tj. w stosunku do formuªy 3.41 i tabeli 3.41 zachodzi �i = log ci,

tak wi¦c parametr multiplikatywny opisuj¡cy barier¦ pomi¦dzy kategoriami pierwsz¡

i trzeci¡ jest iloczynem parametrów c1 i c2.

Oczywi±cie, zaªo»enie to mo»na kwestionowa¢, np. w pewnych sytuacjach rozs¡d-

ne mo»e by¢ przypuszczenie, »e dystans pomi¦dzy kategori¡ pierwsz¡ i trzeci¡ jest

mniejszy ani»eli suma dwóch dystansów �1 i �2, mo»na na przykªad przypuszcza¢, »e

przekroczenie pierwszej bariery uªatwia przekroczenie nast¦pnej. Warto jednak mie¢

±wiadomo±¢, »e wªa±nie to zaªo»enie stanowi o istocie modelu i przekªada si¦ na to,

»e odpowiednie lokalne stosunki szans s¡ równe 1.

Warto jeszcze raz podkre±li¢, »e jedynie stosunki szans ΘXY
qq nie musz¡ w tym

modelu by¢ równe 1, gdy» zdaj¡ spraw¦ z trudno±ci przekraczania barier pomi¦dzy

kolejnymi kategoriami. Ponadto, warto zauwa»y¢, »e stosunki szans wyznaczone dla

komórek znajduj¡cych si¦ na gªównej przek¡tnej z wierszami i kolumnami oddalonymi

o k�kategorii s¡ iloczynem stosunków szans typu ΘXY
qq . Formalnie

ΘX Y
i/(i+k);i/(i+k) =

i+k−1∏
q=i

ΘXY
qq =

i+k−1∏
q=i

(
1

cq

)2

(3.42)

dla ka»dego i oraz dla ka»dego k > 0, przy speªnionym warunku 2 ≤ i+ k ≤ r.

Jak pokazuje warunek 3.40, model przekraczania barier jest szczególnym przy-

padkiem modelu symetrii. Wszystkie stosunki szans Θij, gdy i ∕= j s¡ symetryczne,

co wi¦cej s¡ one równe 1. Nie da si¦ w ramach tego modelu uwzgl¦dni¢ przypusz-

czenia, »e szanse na przekraczanie barier �w dóª� s¡ inne ni» szanse na przekraczanie

analogicznej bariery �w gór¦�. Gdyby zmody�kowa¢ parametry z tabeli 3.41 w ten
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sposób, »e parametry c1, c2, c3 zast¡piliby±my parametrami c′1, c
′
2, c

′
3, to nie zmie-

niªoby to rozwa»anego modelu. Pozostaªby on symetryczny, gdy» wszystkie stosunki

szans nadal byªyby symetryczne.

Nie mo»na natomiast porówna¢ modelu CP z symetryczn¡ wersj¡ modelu zmien-

nego dystansu, tj. DS pod wzgl¦dem �prostoty� modelu. Z jednej strony model CP

nie zakªada, »e dystanse pomi¦dzy kolejnymi kategoriami zmiennej porz¡dkowej s¡

takie same. Z drugiej strony model CP zakªada, »e dystanse te daj¡ si¦ przedstawi¢

na jednym wymiarze. Model dystansu na odwrót: czyni pierwsze zaªo»enie, natomiast

nie czyni drugiego tj. niekoniecznie zachodzi s3 = s1 ⋅ s2.

Zauwa»my te», »e zgodnie z warunkiem 3.40 liczba lokalnych stosunków szans

równych 1, wynosi:

df = 2[(r − 2) + (r − 3) + . . .+ 1] = (r − 2)(r − 1).

co okre±la liczb¦ stopni swobody modelu CP. W stosunku do niezale»no±ci stocha-

stycznej model ten posiada r − 1 parametrów opisuj¡cych �bariery� pomi¦dzy kolej-

nymi kategoriami.

Zgodnie z metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci oszacowane rozkªady brzegowe �

podobnie jak w wi¦kszo±ci modeli prezentowanych do tej pory � odzwierciedlaj¡

dane w próbie. Ponadto dla modelu CP, speªniony jest warunek:

r∑
i

r∑
j

�q ⋅ �̂XYij =
r∑
i

r∑
j

�q ⋅ pXYij (3.43)

dla ka»dego 1 ≤ q ≤ (r − 1), gdzie �q jest równe 1, dla takich kombinacji xi, yj

obydwu zmiennych, »e speªniony jest jeden z dwóch warunków:

i ≤ q < j, gdy j > i,

b¡d¹

j ≤ q < i, gdy j < i.

W pozostaªych przypadkach �q = 0. Przykªadowo �2=1, dla takich komórek powy»ej

przek¡tnej, »e i ≤ 2 oraz j > 2 jak równie» dla komórek poni»ej przek¡tnej, gdy

j ≤ 2 oraz i > 2, czyli dla tabeli o wymiarach 5 na 5 s¡ to komórki zwi¡zane z

prawdopodobie«stwami �XY13 , �XY14 , �XY15 , �XY23 , �XY24 , �XY25 oraz �XY31 , �XY41 , �XY51 , �XY32 ,

�XY42 , �XY52 . Warunek powy»szy wskazuje, »e suma oszacowanych prawdopodobie«stw

(liczebno±ci) komórek opisuj¡cych przekroczenie pewnej bariery musi by¢ zgodna dla

rozkªadu oczekiwanego i danych z próby, np. dla tabeli 3.42 zgodnej z modelem CP

speªniony jest warunek dotycz¡cy wszystkich komórek opisuj¡cy przej±cie pomi¦dzy
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kategori¡ z wielk¡ trudno±ci¡ do kategorii z trudno±ci¡.

�̂XY12 + �̂XY13 + �̂XY14 + �̂XY15 + �̂XY21 + �̂XY31 + �̂XY41 + �̂XY51 =

pXY12 + pXY13 + pXY14 + pXY15 + pXY21 + pXY31 + pXY41 + pXY51 = 478, 5.

Dla powy»szych komórek �1 = 1, podobny warunek mo»emy zde�niowa¢ dla komórek

dla których �2 = 1, �3 = 1, �4 = 1. Zauwa»my ponadto, »e skoro suma prawdopo-

dobie«stw dla komórek w pierwszym wierszu i pierwszej kolumnie z pomini¦ciem

prawdopodobie«stwa �̂XY11 musi odzwierciedla¢ dane z próby, podobnie cz¦sto±ci z

próby odzwierciedlaj¡ prawdopodobie«stwa brzegowe �̂X1 oraz �̂Y1 , to po±rednio wy-

nika z tego, »e �̂XY11 = pXY11 . Podobnie jest dla ostatniej komórki gªównej przek¡tnej,

tj. �̂XYrr = pXYrr .

Wyniki z tabeli 3.36 pokazuj¡, »e model CP jest sªabo dopasowany w odniesieniu

do obydwu analizowanych tablic. Tabela 3.42 � zamieszczona w celach ilustracyjnych

� przedstawia rozkªad oczekiwany zgodny z tym modelem dla danych panelowych.

Odpowiednie parametry dla tego modelu wynosz¡ c1 = 0, 53, c2 = 0, 60, c3 = 0, 49,

c4 = 0, 36. W addytywnej postaci parametry te wynosz¡ �1 = −0.64, �2 = −0.51,

�3 = −0.70, �4 = −1.01. Ich warto±ci bezwgl¦dne wskazuj¡ na trudno±¢ w przekra-

czaniu kolejnych barier, odzwierciedlaj¡cych popraw¦ sytuacji materialnej. Powy»sze

warto±ci wskazuj¡, »e poprawa sytuacji z kategorii �z pewnym trudem� w 2000 roku

na kategori¦ �raczej ªatwo� w 2005 roku � parametr c3 � nie jest tak trudne jak

analogiczna poprawa sytuacji z kategorii �raczej ªatwo� na kategori¦ �ªatwo� � para-

metr c4. Parametr c3 jest bli»szy warto±ci 1, a wyra»aj¡c to za pomoc¡ addytywnych

parametrów wielko±¢ bezwzgl¦dna parametru �4 jest wi¦ksza ni» parametru �3.

Zgodnie z tym modelem, wszystkie stosunki szans w tej tabeli s¡ równe 1, poza

tymi, które s¡ wyznaczone dla komórek znajduj¡cych si¦ na gªównej przek¡tnej, np.

ΘXY
11 =

271, 7 ⋅ 171, 2

144, 9 ⋅ 89, 6
=

1

c2
1

=
1

0, 532
= 3, 58.

Z jednej strony wielko±¢ powy»sza uwzgl¦dnia proporcj¦ liczby gospodarstw, które

w zarówno w 2000 jak i w 2005 roku radziªy sobie z �z wielk¡ trudno±ci¡� do licz-

by gospodarstw, których sytuacja w tym okresie poprawiªa si¦ z kategorii �z wielk¡

trudno±ci¡� na kategori¦ �z trudno±ci¡�. Z drugiej strony uwzgl¦dnia proporcj¦ liczby

gospodarstw, w których sytuacja zmieniªa si¦ w odwrotn¡ stron¦ do liczby gospo-

darstw zarówno w 2000 jak i w 2005 roku radziªy sobie z �trudem�. Pierwsza z tych

proporcji jest ponad 3,5 razy wi¦ksza ni» druga. Analogiczny stosunek szans ΘXY
22

wynosi 2,76. Z modelu CP wynika, »e stosunek szans porównuj¡cy pierwsz¡ z trzeci¡

kategori¡ obydwu zmiennych jest iloczynem powy»szych lokalnych stosunków szans,

tj.

ΘX Y
1/3;1/3 = ΘXY

11 ⋅ΘXY
22 = 3, 58 ⋅ 2, 76,
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co jest zgodne z formuª¡ 3.42. Je±li chodzi o parametry przekraczania barier dla

tablicy ruchliwo±ci wynosz¡ one: c1 = 0, 47, c2 = 0, 51, c3 = 0, 47. Jak wida¢ s¡ one

zbli»one do siebie.

Tabela 3.42: Rozkªad oczekiwany zgodny z modelem CP dla danych z tabeli 3.6

Czy przy aktualnym dochodzie netto

Pana(i) gospodarstwo domowe wi¡»e koniec z ko«cem?

Odpowiedzi Odpowiedzi w 2005 roku (Y)

w 2000 roku (X) 1 2 3 4 5 Suma

1. Z wielk¡ trudno±ci¡ 271,7 144,9 123,1 36,1 6,4 582,2

2. Z trudno±ci¡ 89,6 171,2 145,5 42,6 7,6 456,5

3. Z pewn¡ trudno±ci¡ 61,0 116,7 273,8 80,2 14,2 545,9

4. Raczej ªatwo 15,5 29,7 69,7 84,2 14,9 214,0

5. �atwo 1,9 3,5 8,3 10,0 13,5 37,2

Suma 439,7 466,0 620,4 253,1 56,6 1835,8

Przypomnijmy, »e powy»sze wyniki dotycz¡ modelu, którego dopasowane do da-

nych okazaªo si¦ sªabe. Model ten jest cz¦sto mody�kowany przez uwzgl¦dnienie spe-

cy�k gªównej przek¡tnej (oznaczamy go wówczas QCP). Oczywi±cie, wówczas liczba

niezale»nych warunków dotycz¡cych stosunków szans jest mniejsza. Dokªadniej, w

odniesieniu do lokalnych stosunków szans poªo»onych na pseudo�przek¡tnych znaj-

duj¡cych si¦ najbli»ej gªównej przek¡tnej, zakªadamy jedynie, »e s¡ one symetryczne,

tj. ΘXY
q(q+1) = ΘXY

(q+1)q (porównaj tabel¦ 3.43). Oryginalna posta¢ modelu (3.40)zakªa-

daªa jedynie, »e s¡ równe 1, tak wi¦c liczba warunków redukuje si¦ z 2(r − 2) do

(r−2). Liczba stopni zmniejsza si¦ o (r−2) i wynosi df = (r−2)(r−2). Pokazuje to,

»e uwzgl¦dnienie specy�ki gªównej przek¡tnej wymaga jedynie (r − 2) niezale»nych

parametrów. Mo»na wi¦c w odniesieniu do tabeli 3.41 zaªo»y¢, »e parametry q1 oraz q5

s¡ równe 127. Przypomnijmy, »e komórki te przy szacowaniu rozkªadu oczekiwanego

zgodnego z modelem CP metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci, odzwierciedlaj¡ dane z

próby, np. w tabeli 3.42 zgodnej z tym modelem, liczebno±ci f̂11, f̂55 odzwierciedlaj¡

dokªadnie liczebno±ci próby.

Modele QCP s¡ dobrze dopasowane do analizowanych danych. Uwzgl¦dnienie

gªównej przek¡tnej w obydwu przypadkach poprawia istotnie dopasowanie staty-

styczne modelu, tj. wyniki testów warunkowych s¡ nast¦puj¡ce: G2 = 29, 2, df = 2,

(p < 0, 0001) dla tablicy ruchliwo±ci spoªecznej oraz G2 = 43, 0, df = 3 (p < 0, 0001)

27Alternatywnie mo»na zaªo»y¢, np. »e q1 = q2 oraz q4 = q5.
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Tabela 3.43: Ilustracja modelu przekraczania barier QCP � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 q1 c1 c1c2 c1c2c3 c1c2c3c4

x2 c1 q2 c2 c2c3 c2c3c4

x3 c1c2 c2 q3 c3 c3c4

x4 c1c2c3 c2c3 c3 q4 c4

x5 c1c2c3c4 c2c3c4 c3c4 c4 q4

dla danych panelowych. W pierwszym przypadku parametry modelu wynosz¡ c1 =

0, 42, c2 = 0, 40, c3 = 0, 44, a odpowiednie parametry przek¡tnej q2 = 0, 58, q3 = 0, 46,

natomiast dla danych panelowych c1 = 0, 50, c2 = 0, 47, c3 = 0, 34, c4 = 0, 37, a od-

powiednie parametry przek¡tnej q2 = 0, 52, q3 = 0, 61, q4 = 0, 45.

Zwraca uwag¦, »e parametry gªównej przek¡tnej s¡ mniejsze od 1, jednak nie wy-

nika z tego, »e wspóªwyst¦powanie tych samych kategorii obydwu zmiennych, np.

dziedziczenie wyksztaªcenia ±redniego jest relatywnie maªo prawdopodobne. Tak jak

w przypadku modelu quasi�niezale»no±ci, b¡d¹ innych modeli uwzgl¦dniaj¡cych spe-

cy�k¦ gªównej przek¡tnej � model QCP mo»na sobie wyobrazi¢ jako wyszczególnie-

nie osób niemobilnych (Z = 1) i dwie podzbiorowo±ci osób mobilnych, dla których

zwi¡zek mi¦dzy X oraz Y opisuje model przekraczania barier, przy czy dla jednej z

nich dopuszczamy mo»liwo±¢ dziedziczenia pozycji (Z = 2) a dla kolejnej wyklucza-

my tak¡ sytuacj¦ (Z = 3). Warto±ci parametrów gªównej przek¡tnej mniejsze od 1

nie oznaczaj¡, »e istnieje tendencja odwrotna do dziedziczenia pozycji. Warto±ci te

ustalone s¡ wzgl¦dem hipotetycznej sytuacji modelu CP a nie modelu niezale»no±ci.

Wynik ten oznacza jedynie, »e dla podzbiorowo±ci Z = 2 odsetek osób ulokowanych

na gªównej przek¡tnej jest zawy»ony w stosunku do caªej zbiorowo±ci.

Model ustalonego dystansu FD

Model ustalonego dystansu � oznaczany jako FD � zostaª sformuªowany przez Ha-

bermana (1974b, 1979). Jest on zagnie»d»ony zarówno w symetrycznej wersji modelu

dystansu jak równie» w modelu przekraczaniu barier. De�niuje go poª¡czenie warun-

ków 3.35 oraz 3.40.

ΘXY
ij = 1 oraz ΘXY

qq = const, (3.44)

dla ka»dej pary kategorii i, j, takich, »e i ∕= j oraz 1 ≤ i ≤ (r−1), 1 ≤ j ≤ (r−1), oraz

dla ka»dego q, takiego, »e 1 ≤ q ≤ r. Parametryzacj¦ tego modelu mo»na przedstawi¢
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nast¦puj¡co:

�XYij = d ⋅ dXi ⋅ dYj ⋅ sk gdzie k = ∣j − i∣. (3.45)

Ilustracj¦ modelu FD stanowi tablica 3.44. Zgodnie z tym modelem interakcja zale»y

od tego, o ile dana komórka jest oddalona od gªównej przek¡tnej. Parametr inte-

rakcji sk jest �proporcjonalny� do liczby kategorii jakie dziel¡ obydwie zmienne. W

przypadku ruchliwo±ci wskazuje to, o ile komórek nast¡piª �awans� b¡d¹ �degradacja�

wyksztaªcenia syna w stosunku do wyksztaªcenia ojca.

Model ten ª¡czy wi¦c zaªo»enia dwóch poprzednio omawianych modeli, dotycz¡ce

traktowania ró»nicy pomi¦dzy warto±ciami obydwu analizowanych zmiennych. Z jed-

nej strony zakªada si¦ w nim, »e dystanse pomi¦dzy kolejnymi kategoriami zmiennej

porz¡dkowej s¡ takie same, z drugiej strony, »e dystanse te daj¡ si¦ przedstawi¢ na

jednym wymiarze. Zauwa»y¢ nale»y, »e w stosunku do modelu dystansu sk = sk, na-

tomiast w stosunku do modelu przekraczania barier
∏i+k−1

q=i cq = sk, czyli na przykªad

c1 ⋅ c2 = s2.

Tabela 3.44: Ilustracja modelu ustalonego dystansu FD � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 1 s s2 s3 s4

x2 s 1 s s2 s3

x3 s2 s 1 s s2

x4 s3 s2 s 1 s

x5 s4 s3 s2 s 1

Liczba stopni swobody tego modelu wynosi df = (r − 1)2 − 1 = r(r − 2), co jest

zgodne z liczb¡ warunków nakªadanych na lokalne stosunki szans. Zakªada si¦, »e

(r − 2)(r − 1) stosunków szans jest równych 1, a stosunki szans na gªównej przek¡t-

nej s¡ sobie równe, co daje (r − 2) dodatkowych warunków. Pokazuje to, »e model

FD w stosunku do niezale»no±ci stochastycznej posiada tylko jeden parametr wi¦cej,

mianowicie s.

Model ten � podobnie jak poprzednie � mody�kuje si¦ cz¦sto uwzgl¦dniaj¡c pa-

rametry ró»nicuj¡ce komórki na gªównej przek¡tnej (oznaczamy go wówczas QFD),

tak jak w tabeli 3.45. Uwzgl¦dnienie parametrów gªównej przek¡tnej wymaga r pa-

rametrów, inaczej ni» w stosunku do modelu D, DS, czy modelu CP. Liczba stopni

swobody dla tego modelu wynosi wi¦c:

df = r2 − 3r.
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Tabela 3.45: Ilustracja modelu ustalonego dystansu QFD � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 q1 s s2 s3 s4

x2 s q2 s s2 s3

x3 s2 s q3 s s2

x4 s3 s2 s q4 s

x5 s4 s3 s2 s q5

Sformuªowanie tego modelu w j¦zyku lokalnych stosunków szans, jak równie» bardziej

precyzyjne uzasadnienie liczby stopni swobody dla tego modelu mo»na znale¹¢ w

Aneksie.

To, »e model QFD wymaga r parametrów przek¡tnej a nie (r − 1) jak w innych

modelach dystansu wynika to z tego, »e model ten uwzgl¦dnia specy�k¦ gªównej prze-

k¡tnej w szczególny sposób. O ile parametr s < 1, to model FD rzeczywi±cie gªosi, »e

komórki na gªównej przek¡tnej wyst¦puj¡ relatywnie cz¦±ciej ni» komórki na innych

pseudo�przek¡tnych, przy kontroli rozkªadów brzegowych. Zakªadamy jednak, »e pa-

rametry interakcji zmieniaj¡ si¦ na kolejnych pseudo�przek¡tnych �proporcjonalnie�,

co mo»e nie by¢ realistycznym zaªo»eniem. Model FD nie czyni takiego zaªo»enia. Je-

±li chcemy uwzgl¦dni¢ faktyczn¡ tendencj¦ do dziedziczenia w modelu QFD wymaga

to wi¦c dodatkowego parametru.

O ile model FD nie jest dobrze dopasowany do analizowanych danych, to wy-

niki dla modelu QFD, s¡ w obydwu przypadkach zadowalaj¡ce. Parametr s = 0, 4

dla tablicy ruchliwo±ci, natomiast kolejne parametry przek¡tnej wynosz¡ q1 = 0, 92,

q2 = 0, 58 q3 = 0, 45, q4 = 0, 83. Podobnie � jak w poprzednio omawianych modelach

� wielko±ci mniejsze od 1 nie wskazuj¡ na wysok¡ mobilno±¢ i relatywnie maªe praw-

dopodobie«stwo dziedziczenia wyksztaªcenia po ojcu, a jedynie na to, »e w modelu

FD ta tendencja byªa relatywnie silnie zarysowana. Dla danych panelowych wyniki

s¡ nast¦puj¡ce s = 0, 43, natomiast kolejne parametry przek¡tnej wynosz¡ q1 = 0, 77,

q2 = 0, 49 q3 = 0, 59, q4 = 0, 68, q5 = 1, 50.

Jak zostaªo podkre±lone na pocz¡tku model FD jest zagnie»d»ony w modelach CP

i modelu DS, analogicznie model QFD jest szczególnym przypadkiem modeli QCP i

QDS. Porównanie tych modeli za pomoc¡ testów warunkowych pozwala zwery�kowa¢

zaªo»enie dotycz¡ce mo»liwo±ci okre±lania wielko±ci stosunku szans w zale»no±ci od

ró»nicy w kategoriach zmiennej wierszowej i kolumnowej (porównanie modeli CP i

FD, b¡d¹ QCP i QFD) b¡d¹ zaªo»enie o addytywno±ci barier (porównanie modeli
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DS i FD, b¡d¹ QDS i QFD). Pierwsza z hipotez w odniesieniu do tablicy ruchliwo±ci

nie mo»e by¢ odrzucona, je±li porównujemy model CP i FD, tj. G2 = 0, 74, df = 2

(p = 0, 69), cho¢ w tym przypadku test jest kontrowersyjny ze wzgl¦du na sªabe

dopasowanie modelu CP. Dopasowanie modeli QCP i QFD jest identyczne, ale nie

jest to wynik przypadkowy � modele te dla tablicy o wymiarach 4 x 4 s¡ to»same,

co zostaªo pokazane w Aneksie.

Je±li chodzi o dane panelowe to porównanie modeli CP i FD daje nast¦puj¡ce

wyniki: G2 = 9, 4, df = 3 (p = 0, 024), przy czym model CP jest sªabo dopasowany

do danych co czyni test w¡tpliwym. Dla tych danych mo»na porówna¢ modele QCP

i QFD: G2 = 4, 51, df = 1 (p = 0, 03). Jak wida¢, na poziomie istotno±ci 0,01 hipote-

za o mo»liwo±ci okre±lenia wielko±ci stosunku szans w zale»no±ci od liczby kategorii

dziel¡cych zmienn¡ wierszow¡ i kolumnow¡ nie mo»e by¢ odrzucona.

Je±li chodzi o drug¡ hipotez¦ � addytywno±ci barier � to w odniesieniu do ta-

blic ruchliwo±ci inne s¡ konkluzje, je±li porównujemy modele DS i FD i modele QDS

i QFD: w pierwszym przypadku G2 = 25, 0, df = 2 (p < 0, 0001), a w drugim przy-

padku G2 = 0, 15, df = 1 (p = 0, 69). Drugi z testów wydaje si¦ bardziej uprawniony,

gdy» przyj¦cie, »e model DS jest realistyczny jest kontrowersyjne je±li we¹mie si¦ pod

uwag¦ dopasowanie tego modelu. Ponadto warto zauwa»y¢, »e znaczna redukcja sta-

tystyki G2 wynika w pewnej mierze, z tego, »e model DS uwzgl¦dnia specy�k¦ gªównej

przek¡tnej, inaczej ni» w modelu FD. Do podobnych konkluzji prowadzi przeprowa-

dzenie analogicznych testów dla danych panelowych: G2 = 41, 4, df = 3 (p < 0, 0001)

dla modeli DS i FD oraz G2 = 1, 2, df = 2 (p = 0, 54) dla modeli QDS i QFD.

Inne modele dystansu

W literaturze pojawiªo si¦ wiele mody�kacji modeli dystansu. Dla przykªadu Smits

i inni (1998) w swoich badaniach dotycz¡cych homogamii maª»e«skiej przedstawiaj¡

model, w którym stosunki szans � podobnie jak w modelu zmiennego dystansu i

ustalonego dystansu � zale»¡ od tego, której pseudo�przek¡tnej dotycz¡. Przypo-

mnijmy, »e w modelu ustalonego dystansu s¡ one równe 1 (poza gªówn¡ przek¡tn¡), a

odpowiednie parametry interakcji wynosz¡ sk, w tym sensie parametry interakcji dla

kolejnych pseudo�przek¡tnych malej¡ lub rosn¡ �proporcjonalnie�. Mówi¡c dokªadniej

parametry w wersji addytywnej malej¡ liniowo wzgl¦dem liczby kategorii, które dziel¡

obydwie zmienne: wynosz¡ one �k, gdzie � = ln(s). W zaproponowanej mody�kacji

parametry te wynosz¡ sk
1,5
, tak wi¦c w wersji addytywnej parametry malej¡ lub rosn¡

nieliniowo dla kolejnych pseudo�przek¡tnych, wynosz¡ one �k1,5. Mówi¡c w pewnym

uproszczeniu, w modelu tym szanse na awans b¡d¹ degradacj¦ nie zmieniaj¡ si¦ tak
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�proporcjonalnie�, jak w modelu FD, wzgl¦dem liczby kategorii, których ten awans

dotyczy.

Tabela 3.46: Ilustracja modelu ustalonego dystansu FD1,5 � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 1 s s21,5 s31,5 s41,5

x2 s 1 s s21,5 s31,5

x3 s21,5 s 1 s s21,5

x4 s31,5 s21,5 s 1 s

x5 s41,5 s31,5 s21,5 s 1

Ilustracj¦ tego modelu � b¦dzie on oznaczany jako FD1,5 � stanowi tabela 3.46.

Jak wida¢ model ten � podobnie jak model ustalonego dystansu � wykorzystuje

tylko jeden parametr wi¦cej ani»eli model niezale»no±ci stochastycznej. Zgodnie z tym

modelem lokalne stosunki szans wynosz¡:

ΘXY
i(i+k) = s2k1,5−(k−1)1,5−(k+1)1,5 dla k ∕= 0 (3.46)

ΘXY
ii = 1/s2 (3.47)

przy czym i = 1, . . . r − 1, k = −(r − 2), . . . r − 2 oraz i+ k ≤ r − 1. W porównaniu

do modelu zmiennego dystansu stosunki te nie s¡ specy�czne dla ka»dej pseudo�

przek¡tnej, omawiany model jest wi¦c od niego prostszy. W podobny sposób mo»na

formuªowa¢ inne modele, na przykªad podnosz¡c wielko±¢ k do innej pot¦gi.

W tabeli 3.36 przedstawione zostaªy wyniki dopasowania dla tego modelu FD1,5,

równie» w wersji zmody�kowanej przez dodanie parametrów gªównej przek¡tnej

QFD1,5. Jak wida¢, model ten nawet w wersji prostszej FD1,5 stanowi akceptowal-

ny opis zarówno tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej jak te» danych panelowych.

3.2.5 Podsumowanie omówionych modeli

Warto podsumowa¢ modele omówione do tej pory. Zostaªy one przedstawione na

rysunku 3.2. Strzaªki wskazuj¡ na relacje, jakie zachodz¡ pomi¦dzy poszczególnymi

modelami, kierunek wskazuje na przej±cie pomi¦dzy modelem bardziej zªo»onym a

prostszym, np. dodaj¡c do modelu QS zaªo»enie o identyczno±ci rozkªadów brzego-

wych, mo»na sformuªowa¢ model S. Zagnie»d»enie modeli jest relacj¡ przechodni¡,
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Rysunek 3.2: Relacje pomi¦dzy wybranymi modelami przedstawionymi w rozdziale

trzecim
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st¡d te» je±li od modelu A mo»emy przej±¢ za pomoc¡ strzaªek� zgodnie z ich kie-

runkiem � do modelu B, oznacza to, »e model B jest zagnie»d»ony w modelu A.

Na przykªad model N jest zagnie»d»ony28 w modelu QS, ale model QDS nie jest

zagnie»d»ony ony w modelu QCP.

Jak wida¢ prawie wszystkie modele � poza RC1, RC2, QRC1, QRC2, D, QD

� s¡ zagnie»d»one w modelu QS, tak wi¦c stosunki szans s¡ w nich symetryczne.

Wida¢ równie», »e modele jednakowej interakcji i wierszowo�kolumnowe wychodz¡ z

zupeªnie innych zaªo»e« ni» modele dystansu, podobnie inne zaªo»enia wyst¦puj¡ w

modelach przekraczania barier. Mówi¡c inaczej, te grupy modeli opisuj¡ inny rodzaj

zwi¡zku mi¦dzy zmiennymi. Model ustalonego dystansu FD jest szczególnym przy-

padkiem modeli dystansu i przekraczania barier. Na rysunku uwzgl¦dnione zostaªy

równie» mody�kacje ró»nych modeli pozwalaj¡ce na uwzgl¦dnienie komórek gªównej

przek¡tnej. Model quasi�niezale»no±ci jest szczególnym przypadkiem tych modeli, np.

modelu QFD.

W rozdziale trzecim uwzgl¦dniane byªy równie» inne modele, które nie zostaªy

uwzgl¦dnione na rysunku, aby nie utrudnia¢ jego percepcji. Na przykªad nie zostaªy

uwzgl¦dnione modele wierszowe R, QR, C, CR, FD1,5. Przykªadowo, model QR1

mo»na umie±ci¢ pomi¦dzy modelem QRC1 i modelem QUA.

3.3 Modelowanie asymetrii

Na pocz¡tku tego rozdziaªu poruszony zostaª problem asymetrii, tj. cz¦stszego wyst¦-

powania komórek powy»ej lub poni»ej gªównej przek¡tnej. Kwestia ta jest szczególnie

istotna w odniesieniu do zmiennych porz¡dkowych, gdy» jedynie wówczas podziaª na

komórki powy»ej i poni»ej przek¡tnej jest merytorycznie uzasadniony. Przykªadowo,

istotna mo»e by¢ odpowied¹ na pytanie, czy cz¦±ciej zdarzaj¡ si¦ respondenci, którzy

maj¡ wy»sze wyksztaªcenie ni» ich ojcowie, ani»eli tacy, którzy s¡ od swoich ojców

wyksztaªceni gorzej. Podobnie w odniesieniu do danych panelowych sensowne jest

porównanie odsetka osób, których sytuacja materialna polepszyªa si¦ w stosunku do

odsetka osób, których sytuacja ulegªa pogorszeniu.

Przypomnijmy, »e w literaturze dotycz¡cej struktury spoªecznej rozró»nia si¦ na

ogóª ruchliwo±¢ absolutn¡ (obejmuj¡ca równie» zmiany strukturalne) od ruchliwo±ci

wzgl¦dnej. W podobny sposób mo»na mówi¢ o absolutnej i wzgl¦dnej asymetrii. Od-

setki przytoczone w powy»szym akapicie zdaj¡ spraw¦ z pierwszej z nich, natomiast

nie odzwierciedlaj¡ one asymetrii wzgl¦dnej, gdy» na ich wielko±¢ istotny wpªyw maj¡

28Przypomnijmy, »e model prostszy jest zagnie»d»ony w modelu bardziej zªo»onym, tj. je±li model

A jest zagnie»d»ony w modelu B, ten ostatni posiada pewne dodatkowe zaªo»enia.
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ró»nice w rozkªadach brzegowych. Modele prezentowane w tej cz¦±ci dotyczy¢ b¦d¡

wzgl¦dnej asymetrii. Dlatego te» punktem wyj±cia b¦dzie raczej model quasi-symetrii

ani»eli model symetrii, gdy» pierwszy z nich w odró»nieniu od drugiego nie zakªada

nic na temat rozkªadów brzegowych. Warunek quasi-symetrii najcz¦±ciej de�niuje si¦

w literaturze na dwa sposoby. Jeden z nich, wykorzystywany dotychczas w tej pracy,

odwoªuje si¦ do stosunków szans, które � zgodnie z modelem QS � s¡ symetryczne

wzgl¦dem gªównej przek¡tnej, tj.

ΘXY
ij

ΘXY
ji

= 1 (3.48)

W innym uj¦ciu � wprowadzonym przez Caussinusa (1965) � quasi-symetri¦

de�niuje si¦ za pomoc¡ innego warunku:

Φijk =
FXY
ij ⋅ FXY

jk ⋅ FXY
ki

FXY
kj ⋅ FXY

ji ⋅ FXY
ik

=
�

(X)Y
(i)j ⋅ �

(X)Y
(j)k ⋅ �

(X)Y
(k)i

�
(X)Y
(k)j ⋅ �

(X)Y
(j)i ⋅ �

(X)Y
(i)k

= 1 (3.49)

dla ka»dej trójki warto±ci i, j, k, takich, »e i < j < k. Warto skupi¢ si¦ na zapisie wyra-

»onym w prawdopodobie«stwach warunkowych. Przypomnijmy, »e oznaczenie �(X)Y
(i)j ,

oznacza prawdopodobie«stwo, »e zmienna Y b¦dzie miaªa warto±¢ j, gdy zmienna X

ma warto±¢ i. Przykªadowo, dla analizowanych wcze±niej danych panelowych wielko±¢

�
(X)Y
(2)3 oznacza, prawdopodobie«stwo, »e respondent, który 2000 roku wskazaª na od-

powied¹ �z trudno±ci¡�, w roku 2005 odpowie �z pewn¡ trudno±ci¡�. Analogicznie dla

danych ruchliwo±ci edukacyjnej wielko±¢ ta oznacza prawdopodobie«stwo, »e respon-

dent, którego ojciec ma wyksztaªcenie �niepeªne ±rednie�, sam uzyska wyksztaªcenie

�±rednie�. Wielko±¢ w liczniku wskazuje na prawdopodobie«stwo �cyklu� i− j− k− i.
Zgodnie z zaªo»onym powy»ej uporz¡dkowaniem, na cykl ten skªadaj¡ si¦ dwa przej-

±cia �w gór¦�, tj. i − j oraz j − k, jak równie» jedno przej±cie �w dóª� k − i. Cykl

w mianowniku i − k − j − i na odwrót: zawiera dwa przej±cia �w dóª� (j − i oraz

k− j) oraz jedno przej±cie �w gór¦� (i− k). Warunek 3.49 wskazuje, »e obydwa cykle

zdarzaj¡ si¦ z takim samym prawdopodobie«stwem.

Ilustracj¦ wielko±ci Φijk stanowi tablica 3.47, dla i = 2, j = 3, k = 5. Liczeb-

no±ci komórek w liczniku zostaªy oznaczone jako �x�, natomiast liczebno±ci komórek

w mianowniku oznaczono symbolami �o�. Zauwa»my, »e w drugim, trzecim i pi¡tym

wierszu mamy po jednej komórce oznaczonej �x� i po jednej komórce oznaczonej �o�.

Podobnie rzecz si¦ ma z kolumnami dla interesuj¡cych nas kategorii. W konsekwencji,

je±li przemno»ymy dowolny wiersz lub dowoln¡ kolumn¦ przez jak¡kolwiek staª¡ nie

wpªynie to na wielko±¢ Φijk. Oznacza to, »e nie zale»y ona � podobnie jak wielko±ci

stosunków szans � od cz¦sto±ci brzegowych. Jak wida¢, ró»nice strukturalne, cho¢

mog¡ mie¢ wpªyw na poszczególne liczebno±ci wyst¦puj¡ce w wyra»eniu 3.49, nie
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Tabela 3.47: Ilustracja wielko±ci Φ235

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1

x2 x23 o25

x3 o32 x35

x4

x5 x52 o53

maj¡ wpªywu na wielko±¢ Φijk. Gdyby byªa zachowana quasi-symetria, poszczególne

parametry interakcji zwi¡zane z komórkami poªo»onymi symetrycznie wokóª przek¡t-

nej � przykªadowo komórkami oznaczonymi x23 oraz o32 � byªyby sobie równe i w

zwi¡zku z tym wielko±¢ Φijk wynosiªaby 1. Skoro nie jest równa 1 wskazuje to na

asymetri¦ nie wynikaj¡c¡ z ró»nic strukturalnych29.

Wi¦kszo±¢ z modeli prezentowanych do tej pory stanowiªo szczególny przy-

padek modelu quasi-symetrii, zakªadaªo si¦ w nich, »e symetryczny jest zwi¡zek

a nie poszczególne prawdopodobie«stwa. Jedynie kilka nie byªo modelami quasi�

symetrycznymi, np. model wierszowy, heterogeniczne modele wierszowo�kolumnowe.

W dalszej cz¦±ci nie tyle wymienione zostan¡ kolejne modele tego typu, co zaprezen-

towane zostan¡ ogólne mo»liwo±ci mody�kacji modeli quasi�symetrii. B¦d¡ si¦ one

odwoªywa¢ b¡d¹ do ilorazu stosunków szans tj. wielko±ci z formuªy 3.48 b¡d¹ po-

równania prawdopodobie«stw wyst¡pienia dwóch cykli tj. wielko±ci Φijk z formuªy

3.49. Mody�kacje te b¦d¡ polegaªy na tym, »e wielko±ci powy»sze nie s¡ równe 1

a modelowane s¡ za pomoc¡ jednego lub wi¦kszej liczby parametrów. Pierwszy typ

mody�kacji prowadzi do sformuªowania tzw. asymetrycznych modeli zwi¡zku (skew�

symmetric association models), natomiast hipotezy formuªowane za pomoc¡ wielko-

±ci Φijk b¦dziemy nazywa¢ asymetrycznymi modelami poziomu (skew�symmetric level

models).

Powy»szy podziaª zostaª zaproponowany przez Kazuo Yamaguchiego (1990), który

szczegóªowo omawia zagadnienie asymetrii. W tej pracy skoncentruj¦ si¦ na wybra-

nych zaprezentowanych przez niego asymetrycznych mody�kacjach pierwszego i dru-

giego typu. Warto zaznaczy¢, »e uwzgl¦dnienie asymetrii niekoniecznie musi dotyczy¢

mody�kacji quasi�symetrii w najogólniejszej postaci. Mody�kowane w ten sposób

mog¡ by¢ rozmaite modele, które s¡ szczególnymi przypadkami quasi�symetrii, np.

29Pomocne w zrozumieniu tych zagadnie« mo»e by¢ rozró»nienie ró»nych typów ruchliwo±ci

(Lissowski 1991). Szczegóªowe omówienie tych zagadnie« przekracza jednak ramy tej pracy.
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model jednakowej interakcji, symetryczny model wierszowo-kolumnowy, model syme-

trycznego dystansu, model przekraczania barier. Prezentuj¡c zagadnienie asymetrii,

podane zostan¡ przykªady, pokazuj¡ce jak mo»na mody�kowa¢ wybrane z powy»-

szych modeli uwzgl¦dniaj¡c szczególne typy asymetrii. Przedstawiony zostanie przy-

kªad empiryczny pokazuj¡cy, »e uwzgl¦dnienie asymetrii mo»e poprawi¢ dopasowanie

do danych w sposób istotny statystycznie. Omówiona zostanie równie» interpretacja

parametrów opisuj¡cych asymetri¦.

Asymetryczne modele zwi¡zku

W modelach quasi�symetrii iloczyn dwóch stosunków szans zde�niowanych dla ko-

mórek poªo»onych symetrycznie wzgl¦dem gªównej przek¡tnej, tj. ΘXY
ij oraz ΘXY

ji

jest równy 1. W zaproponowanych przez Yamaquchiego modelach asymetrycznego

zwi¡zku iloraz ten jest de�niowany przez parametr lub parametry asymetrii. W naj-

prostszym modelu wykorzystuje si¦ tylko jeden parametr, mianowicie:

ΘXY
ij

ΘXY
ji

= a2 dla i < j (3.50)

Ten typu asymetrycznej mody�kacji quasi�symetrii b¦dzie nazywany modelem

jednakowej asymetrycznej interakcji i oznaczany jako U_SK. Zgodnie z tym modelem

stosunki szans mo»na przedstawi¢ jako:

ΘXY
ij =

⎧⎨⎩
SXYij ⋅ a, dla i < j

SXYij ⋅ 1
a
, dla i > j

(3.51)

gdzie SXYij wskazuje na komponent symetryczny, natomiast parametr a na asyme-

tryczny skªadnik lokalnego stosunku szans. Ilustracj¦ tego modelu przedstawia tabela

3.48. Jest ona zgodna z nast¦puj¡c¡ parametryzacj¡:

�XYij = d ⋅ dXi ⋅ dYj ⋅ sXYij ⋅ aXYij (3.52)

przy czym kategoriami odniesienia dla obydwu zmiennych s¡ warto±ci x1, y1. Wielko±¢

sXYij , jest symetrycznym parametrem interakcji tj. zachodzi sXYij = sXYji , a parametr

asymetrii aXYij mo»na zde�niowa¢ jako:

aXYij =

⎧⎨⎩
a(i−1)(j−i), dla i < j

1
a(j−1)(i−j) , dla i > j

(3.53)

Poniewa» ten typ asymetrii wymaga tylko jednego dodatkowego parametru, model

ten ma (r − 1)(r − 2)/2 − 1 stopni swobody. Jednakowa asymetryczna interakcja w
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Tabela 3.48: Ilustracja modelu quasi�symetrii z jednakow¡ asymetryczn¡ interakcj¡

� parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 1 1 1 1 1

x2 1 s22 s23 ⋅ a s24 ⋅ a2 s25 ⋅ a3

x3 1 s23 ⋅ 1
a

s33 s34 ⋅ a2 s35 ⋅ a4

x4 1 s24 ⋅ 1
a2

s34 ⋅ 1
a2

s44 s45a
3

x5 1 s25 ⋅ 1
a3

s35 ⋅ 1
a4

s45 ⋅ 1
a3

s55

powy»szym przypadku jest mody�kacj¡ ogólnej postaci quasi�symetrii, ale - tak jak

zostaªo zasygnalizowane wcze±niej � mo»na j¡ równie» odnie±¢ do ró»nych prostszych

hipotez zakªadaj¡cych warunek 3.48. Przykªadowo, odnosz¡c j¡ do modelu jednakowej

interakcji warunek dotycz¡cy lokalnych stosunków szans mo»na zde�niowa¢ jako:

ΘXY
ij =

⎧⎨⎩
� ⋅ a, dla i < j

� ⋅ 1
a
, dla i > j

(3.54)

Model taki oznacza¢ b¦dziemy jako UA_U_SK. Ilustracj¦ tego modelu stano-

wi tabela 3.49. Warto podkre±li¢, »e interakcj¦ w tym modelu opisuj¡ jedynie dwa

parametry: symetryczny komponent � oraz asymetryczny skªadnik a.

Tabela 3.49: Ilustracja modelu UA_U_SK � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 1 1 1 1 1

x2 1 � �2 ⋅ a �3 ⋅ a2 �4 ⋅ a3

x3 1 �2 ⋅ 1
a

�4 �6 ⋅ a2 �8 ⋅ a4

x4 1 �3 ⋅ 1
a2

�6 ⋅ 1
a2

�9 �12 ⋅ a3

x5 1 �4 ⋅ 1
a3

�8 ⋅ 1
a4

�12 ⋅ 1
a3

�16

Czy uwzgl¦dnienie asymetrii wydaje si¦ u»yteczne w stosunku do danych anali-

zowanych do tej pory? Je±li chodzi o dane panelowe opisuj¡ce ocen¦ sytuacji ma-

terialnej (tabela 3.6), to uwzgl¦dnienie asymetrii nie wydaje si¦ konieczne. Wyniki

z tabeli 3.11 pokazuj¡, »e quasi�symetria stanowi niemal idealny opis tych danych.

Mniej jednoznaczne s¡ wyniki dla danych ruchliwo±ci edukacyjnej (tabela 3.5), nie-

mniej na poziomie 0,01 hipoteza o quasi�symetrii nie mo»e by¢ odrzucona. Dla celów
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ilustracyjnych w tabeli 3.50 przedstawiamy dodatkowo dane panelowe pochodz¡ce z

badania �Diagnoza Spoªeczna�. Porównywane s¡ odpowiedzi respondentów oceniaj¡-

cych w 2003 i 2005 roku, jaki wpªyw na ich »ycie miaªy zmiany, jakie zaszªy w Polsce

po roku 198930.

Tabela 3.50: Wpªyw zmian w Polsce po 1989 roku na »ycie respondenta � porównanie

odpowiedzi z 2003 i 2005 rokua

Odpowiedzi z 2005 roku

Odpowiedzi z 2003 roku 1 2 3 4 5 Suma

1. Bardzo niekorzystny 199,7 300,3 148,6 43,2 4,5 696,3

2. Raczej niekorzystny 181,2 759,1 495,5 207,8 17,5 1661,1

3. Brak wpªywu 132,1 491,0 1080,9 280,4 21,7 2006,1

4. Raczej korzystny 28,8 106,9 149,7 259,7 48,9 594,0

5. Bardzo korzystny 2,6 14,7 10,1 24,1 27,2 78,7

Suma 544,4 1672,0 1884,8 815,2 119,8 5036,2
a�ródªo: Diagnoza spoªeczna, 2003�2005.

Dla tej tabeli model zakªadaj¡cy quasi�symetri¦ nie mo»e by¢ zaakceptowany

na poziomie istotno±ci � = 0, 01. Dla tego modelu statystyki dopasowania wyno-

sz¡ odpowiednio: �2 = 18, 3 (p = 0, 0054) oraz G2 = 17, 9 (p = 0, 0064), przy 6

stopniach swobody. Indeks rozbie»no±ci wynosi Δ = 1, 62. Uwzgl¦dnienie dodatko-

wo asymetrycznego zwi¡zku w modelu quasi�symetrii czyni model akceptowalnym.

Model b¦d¡cy poª¡czeniem quasi�symetrii i jednakowej asymetrycznej interakcji jest

akceptowalny: �2 = 6, 11 (p = 0, 2954) oraz G2 = 6, 12 (p = 0, 2943), df = 5. Indeks

rozbie»no±ci wynosi Δ = 0, 09. Poprawa dopasowania zwi¡zana z uwzgl¦dnieniem jed-

nego dodatkowego parametru asymetrii jest istotna statystycznie, co pokazuj¡ wyniki

testu warunkowego: G2 = 18, 3− 6, 1 = 12, 2 (p = 0, 0004), df = 1.

30Do konstrukcji zmiennej wykorzystane zostaªy dwa pytania. Pierwsze brzmiaªo: Czy zmiany, ja-

kie zaszªy w Polsce od 1989 r. miaªy wpªyw na Pana »ycie? Respondenci, którzy odpowiedzieli �Tak�

zostali dodatkowo zapytani: Je»eli TAK, to czy ogólnie rzecz bior¡c ten wpªyw byª raczej korzystny

czy raczej niekorzystny? Na drugie z wymienionych pyta« mogli odpowiedzie¢ posªuguj¡c si¦ odpo-

wiedziami 1, 2, 4, 5 z tabeli 3.50. Do kategorii 3.Brak wpªywu zaklasy�kowane zostaªy osoby, które na

pierwsze z wymienionych pyta« odpowiedziaªy �Nie�. W analizach zakªadamy, »e kategorie te tworz¡

skal¦ porz¡dkow¡. Potwierdzenie tego zaªo»enia stanowi¡ wyniki logarytmiczno�multiplikatywnego

modelu wierszowo�kolumnowego. Parametry skaluj¡ce zarówno dla zmiennej wierszowej, jak i ko-

lumnowej daj¡ uporz¡dkowanie zgodne z tym, jakie zostaªo przyj¦te.
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Aby oszacowa¢ rozkªad zgodny z tym modelem metod¡ najwi¦kszej wiarygod-

no±ci, poza warunkami dotycz¡cymi quasi�symetrii31 (3.19-3.21) musi by¢ speªniony

warunek:

r−1∑
i=1

r∑
j>i

i(j − i) ⋅ �̂XYij −
r−1∑
j=1

r∑
i>j

j(i− j) ⋅ �̂XYij = (3.55)

=
r−1∑
i=1

r∑
j>i

i(j − i) ⋅ pXYij −
r−1∑
j=1

r∑
i>j

j(i− j) ⋅ pXYij .

Powy»sze wyra»enie zdaje spraw¦, z jakimi warto±ciami jednej zmiennej wspóª-

wyst¦puj¡ warto±ci drugiej zmiennej, powy»ej i poni»ej gªównej przek¡tnej. Rozkªad

oczekiwany zgodny z modelem QS_U_SK pokazuje tablica 3.51.

Tabela 3.51: Rozkªad oczekiwany dla danych z tabeli 3.50 zgodny z modelem

QS_U_SK

Odpowiedzi z 2005 roku

Odpowiedzi z 2003 roku 1 2 3 4 5 Suma

1. Bardzo niekorzystny 199,6 293,8 155,4 43,5 3,8 696,3

2. Raczej niekorzystny 187,7 759,1 499,2 195,1 20,0 1661,1

3. Brak wpªywu 125,3 487,3 1080,9 289,5 23,1 2006,1

4. Raczej korzystny 28,5 119,6 140,6 259,7 45,7 594,0

5. Bardzo korzystny 3,3 12,2 8,7 27,3 27,2 78,7

Suma 544,4 1672 1884,8 815,2 119,8 5036,2

Parametr asymetrii wynosi a = 1, 136. Oznacza to, »e wszystkie lokalne stosunki

szans znajduj¡ce si¦ powy»ej gªównej przek¡tnej s¡ 1,29 (a2 = 1, 1362) razy wi¦ksze

ni» stosunki szans poªo»one symetrycznie poni»ej przek¡tnej. Przykªadowo:

ΘXY
13

ΘXY
31

=
(155, 4 ⋅ 195, 1)/(43, 5 ⋅ 499, 2)

(125, 3 ⋅ 119, 6)/(28, 5 ⋅ 487, 3)
=

1, 4

1, 08
= 1, 29.

Oznacza to, »e w±ród osób, które w 2003 roku uwa»aªy, »e przemiany po 1989 roku

miaªy na ich »ycie wpªyw bardzo niekorzystny , proporcja liczby osób, które w 2005

roku nie zauwa»yªy »adnego wpªywu do liczby osób, które w 2005 roku oceniªy, »e

byª to wpªyw raczej korzystny byªa 1,4 razy wi¦ksza ni» analogiczna proporcja dla

osób które w 2003 roku oceniªy ten wpªyw jako raczej niekorzystny . Okazuje si¦,

»e je±li wyznaczymy symetryczny stosunek szans to jest on 1,3 razy mniejszy. Tak

31B¡d¹ warunkami zwi¡zanego z innym modelem, który jest mody�kowany przez opisywan¡ asy-

metri¦.
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wi¦c proporcja liczby osób, które w 2005 roku zauwa»yªy wpªyw bardzo niekorzystny

do liczby osób, które w tym samym roku zauwa»yªy wpªyw raczej niekorzystny , byªa

wi¦ksza 1,08 (tj.1,4/1,3) razy w±ród osób, które w 2003 nie dostrzegªy »adnego wpªywu

ni» w±ród osób, które w tym samych roku dostrzegªy wpªyw raczej korzystny . W

podobnych proporcjach pozostaj¡ do siebie wszystkie inne lokalne stosunki szans

wyznaczone dla komórek ulokowanych symetrycznie wzgl¦dem gªównej przek¡tnej.

Je±li chodzi o tablic¦ ruchliwo±ci edukacyjnej, to przypomnijmy, »e dla modelu

quasi�niezale»no±ci statystyka G2 wynosiªa 8,11 (p = 0, 0439) przy 3 stopniach swo-

body. Uwzgl¦dnienie jednakowej asymetrycznej interakcji nie redukuje statystyki G2

w sposób istotny statystycznie: G2 = 8, 09 (p = 0, 0175), df = 2, tak wi¦c redukcja

statystyki G2 wynosi w przybli»eniu jedynie 0,02.

Asymetryczne modele poziomu

W modelach tych asymetryczna mody�kacja quasi�symetrii odnosi si¦ do wprowa-

dzonej wcze±niej wielko±ci Φijk, porównuj¡cej prawdopodobie«stwo cyklu i− j−k− i
obejmuj¡cego dwa przej±cia �w gór¦� oraz jedno przej±cie �w dóª� oraz cyklu k−j−i−k,
na który skªada si¦ jedno przej±cie �w dóª� i dwa przej±cia �w gór¦�. Wielko±¢ ta jest

równa 1 w modelach quasi�symetrii, natomiast je±li uwzgl¦dnia si¦ asymetri¦ mo-

»e by¢ modelowana � jak pokazuje Yamaguchi � za pomoc¡ jednego b¡d¹ kilku

parametrów. W najprostszej postaci, mody�kacja przybiera posta¢:

Φijk =
FXY
ij ⋅ FXY

jk ⋅ FXY
ki

FXY
kj ⋅ FXY

ji ⋅ FXY
ik

= a2 (3.56)

gdzie i < j < k. Mody�kacj¦ tak¡ nazywa si¦ trójk¡tn¡ asymetri¡ � i oznacza

si¦ jako jako TP_SK. Ilustracj¦ tego modelu stanowi tabela 3.52. Parametryzacja

takiego modelu jest taka sama jak w równaniu 3.52, przy czym parametr asymetrii

w modelach typu TP_SK mo»emy zde�niowa¢ jako:

aXYij =

⎧⎨⎩
a, dla i < j

1
a
, dla i > j

(3.57)

Jak wida¢ trójk¡tna asymetria wymaga jedynie jednego dodatkowego parametru,

przy czym komórki powy»ej przek¡tnej mody�kowane s¡ przez wielko±¢ a, natomiast

komórki poni»ej przek¡tnej przez warto±¢ 1/a. W podobny sposób mody�kowa¢ mo»-

na inne modele, b¦d¡ce szczególnymi przypadkami quasi�symetrii. Przykªadowo, po-

ª¡czenie asymetrii tego typu z modelem quasi�niezale»no±ci prowadzi do sformuªowa-

nia hipotezy, znanej w literaturze (Goodman, 1972) jako model �trójk¡tny� (triangel

parameter model). Ilustruje go tablica 3.53.
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Tabela 3.52: Ilustracja modelu quasi�symetrii z trójk¡tn¡ asymetri¡ � parametry

interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 1 a a a a

x2
1
a

s22 s23a s24a s25a

x3
1
a

s23
a

s33 s34a s35a

x4
1
a

s24
a

s34
a

s44 s45a

x5
1
a

s25
a

s35
a

s45
a

s55

Tabela 3.53: Ilustracja modelu trójk¡tnego QN_TP_SK � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5

x1 q1 a a a a

x2
1
a

q2 a a a

x3
1
a

1
a

q3 a a

x4
1
a

1
a

1
a

q4 a

x5
1
a

1
a

1
a

1
a

q5

Aby wyznaczy¢ rozkªad oczekiwany metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci zgodny z

modelem, w którym uwzgl¦dnia si¦ asymetri¦ �trójk¡tn¡�, speªniony musi by¢ waru-

nek32:
r−1∑
i=1

r∑
j>i

�̂XYij −
r−1∑
j=1

r∑
i>j

�̂XYij =
r−1∑
i=1

r∑
j>i

pXYij −
r−1∑
j=1

r∑
i>j

pXYij (3.58)

Zgodnie z tym warunkiem ró»nic¦ pomi¦dzy prawdopodobie«stwami powy»ej i poni»ej

gªównej przek¡tnej szacuje si¦ na podstawie próby.

Warto przypomnie¢, »e przy opisie tabel o takich samych kategoriach zmiennej

wierszowej i kolumnowej na pocz¡tku tego rozdziaªu, porównywane byªy odsetki po-

ni»ej i powy»ej gªównej przek¡tnej. W odniesieniu do danych panelowych opisuj¡-

cych ocen¦ wpªywu przemian, które zaszªy po 1989 roku na »ycie badanych okazuje

si¦, »e 31,1% respondentów oceniaªo wpªyw zmian na wªasne »ycie korzystniej w

2005 ani»eli w 2003 roku. Natomiast ocena 22,7% pogorszyªa si¦ je±li porównuje-

my obydwa punkty czasowe. Ró»nica odsetków poni»ej i powy»ej gªównej przek¡tnej

(22, 7%− 31, 1% = −8, 4) zdaje spraw¦ z asymetrii, przy czym na ich rozmiar wpªyw

32Oczywi±cie speªnione musz¡ by¢ warunki zwi¡zane z modelem który jest mody�kowany przez

tego typu asymetri¦, je±li jest to model quasi�symetrii s¡ to warunki 3.19-3.21
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maj¡ ró»nice w rozkªadach brzegowych. Cytowany wcze±niej indeks Liebersona wyno-

si −6, 4%, czyli przy zaªo»eniu niezale»no±ci taka byªaby ró»nica pomi¦dzy odsetkiem

osób, których ocena pogorszyªa si¦ w stosunku do osób, których ocena si¦ polepszyªa.

Aby odpowiedzie¢ na pytanie, czy ró»nice te wynikaj¡ jedynie z ró»nic w roz-

kªadach brzegowych warto zastosowa¢ modele trójk¡tnej asymetrii. Okazuje si¦, »e

modelu QS_TP_SK � tj. modelu quasi-symetrii uwzgl¦dniaj¡cego trójk¡tn¡ asy-

metryczn¡ mody�kacj¦ � nie mo»na odrzuci¢ przy standardowo przyjmowanych po-

ziomach istotno±ci: �2 = 8, 07 (p = 0, 1520) oraz G2 = 8, 10 (p = 0, 1506), df = 5.

Indeks rozbie»no±ci wynosi Δ = 1, 1. Test warunkowy porównuj¡cy ten model z mode-

lem quasi�symetrii, pokazuje, »e asymetryczna mody�kacja jest istotna na poziomie

istotno±ci 0, 05, tj. G2 = 17, 9− 8, 10 = 9, 9, (p = 0, 0017).

W odniesieniu do danych panelowych parametr asymetrii a wynosi 1,17. Jest on

wi¦kszy od 1, co wskazuje, »e równie» wtedy gdy kontrolowane s¡ ró»nice w rozkªadach

brzegowych, relatywnie wi¦ksze s¡ liczebno±ci w komórkach powy»ej przek¡tnej w

porównaniu do komórek usytuowanych poni»ej. Przy uwzgl¦dnieniu (kontroli) tego, »e

ocena przemian po 1989 roku na »ycie badanych zmieniªa si¦ generalnie (tj. zmieniª si¦

rozkªad brzegowy), to sytuacja, w której ocena respondenta byªa bardziej korzystna

w 2005 ni» 2003 roku, jest 1, 37 (tj. 1, 172) razy bardziej prawdopodobna, ani»eli

sytuacja odwrotna.

W podobny sposób mo»na interpretowa¢ wielko±¢ parametru asymetrii w odnie-

sieniu do analizowanej wcze±niej tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej. Jest on wi¦kszy od

1, co oznacza, »e kontroluj¡c ró»nice strukturalne pomi¦dzy pozycj¡ ojca i syna sil-

niejsza jest tendencja do wyst¦powania �awansu� syna w stosunku do pozycji ojca ni»

tendencja do �degradacji� spoªecznej. Cho¢ model quasi�symetrii uwzgl¦dniaj¡cy pa-

rametr trójk¡tnej asymetrii jest akceptowalny na poziomie istotno±ci 0,01 (�2 = 7, 26,

p = 0, 0256 oraz G2 = 8, 07, p = 0, 0176, df = 2, Δ = 1, 0), to parametr a = 1, 03 co

wskazuje, »e asymetria jest niewielka. Co wi¦cej, test warunkowy porównuj¡cy modele

QS oraz QS_TP_SK pokazuje, »e uwzgl¦dnienie parametru asymetrii nie poprawia

dopasowania istotnie statystycznie: G2 = 8, 11 − 8, 07 = 0, 04, (p = 0, 84). Mo»na

wi¦c przyj¡¢, »e trójk¡tna asymetria nie jest dobrym opisem procesu ruchliwo±ci w

odniesieniu do analizowanych danych.

Inne modele asymetrii

Powy»ej przedstawione zostaªy najprostsze sposoby uwzgl¦dniania asymetrii. Zarów-

no jednakowa asymetryczna interakcja jak i trójk¡tna asymetria wymagaªy uwzgl¦d-

nienia tylko jednego parametru. Yamaguchi przedstawia mo»liwo±ci formuªowania

modeli bardziej zªo»onych, w których asymetria opisywana jest za pomoc¡ kil-
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ku parametrów. Przykªadowo prezentowany wcze±niej asymetryczny model dystan-

su (D) mo»e by¢ postrzegany jako mody�kacja symetrycznego modelu dystansu

(DS) przez uwzgl¦dnienie parametrów asymetrii specy�cznych dla kolejnych pseudo�

przek¡tnych. W pracy tej nie b¦d¡ przedstawiane inne modele, które wymagaj¡

uwzgl¦dnienia kilku parametrów. Na ogóª ich interpretacja nie jest ªatwa. Testowanie

ró»nych zªo»onych typów asymetrii bez nale»ytego namysªu teoretycznego - nawet

je±li prowadzi do wyboru modelu dobrze opisuj¡cego dane - nie musi by¢ strategi¡

sensown¡. Dobre dopasowanie mo»e by¢ do pewnego stopnia przypadkowe, w tym

sensie, »e nawet je±li liczebno±ci oczekiwane nie b¦d¡ odbiega¢ znacz¡co od obserwo-

wanych, nie musi to oznacza¢, »e model trafnie odzwierciedla opisywane zjawisko.

Warto ponadto zwróci¢ uwag¦, »e asymetryczna mody�kacja mo»e by¢ uwzgl¦d-

niana w odniesieniu do ró»nych quasi�symetrycznych modeli. Powy»ej zasygnalizo-

wane zostaªy jedynie wybrane kombinacje modeli quasi�symetrycznych z ró»nymi

asymetrycznymi, tj. QS_U_SK, UA_U_SK, QS_TP_SK, QN_TP_SK. Mo»-

liwo±ci tych jest znacznie wi¦cej. Trzeba jednak pami¦ta¢, »e formuªuj¡c hipotezy

asymetryczne istotne jest na ile model w caªo±ci wydaje si¦ sensowny. Przykªadowo,

na ile interpretacja parametrów asymetrycznych jest spójna z interpretacj¡ parame-

trów symetrycznych.

Specy�czne asymetryczne modele dla dwóch zmiennych

Powy»sze analizy tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej pokazaªy, »e ani uwzgl¦dnienie jed-

nakowej asymetrycznej interakcji ani uwzgl¦dnienie trójk¡tnej asymetrii nie poprawia

istotnie dopasowania modelu quasi�symetrii. Mo»na zada¢ pytanie, jakiego typu mo-

dy�kacja modelu byªaby w tej sytuacji adekwatna?

Cz¦sto stosowan¡ metod¡ jest porównanie liczebno±ci oczekiwanych z liczebno±cia-

mi empirycznymi. Warto jednak zauwa»y¢, »e ró»nice te s¡ silnie zwi¡zane z liczeb-

no±ci¡ danej komórki. Dlatego te», do oceny rozbie»no±ci liczebno±ci danej komórki

stosuje si¦ tzw. reszty Pearsona33 (Pearsonian residuals), tj. wyra»enia:

eXYij =
fXYij − F̂XY

ij√
F̂XY
ij

, (3.59)

gdzie fXYij s¡ liczebno±ciami z próby, F̂XY
ij liczebno±ciami zgodnymi z modelem. Wy-

ra»enie w mianowniku tj.
√
F̂XY
ij mo»e by¢ przy pewnych zaªo»eniach interpretowane

33Lepsze wªasno±ci maj¡ tzw. standaryzowane reszty (Haberman 1973, 1978, Agresti 1984, 2002,

2007), dokªadne omówienie ró»nic pomi¦dzy tymi wielko±ciami przekracza jednak ramy tej pracy.

W tym miejscu chodzi jedynie o zasygnalizowanie, »e istniej¡ miary, które porównuj¡ dopasowanie

do modelu konkretnych komórek.
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jako odchylenie standardowe ró»nicy fXYij − F̂XY
ij , czyli zdaje spraw¦ na ile � przy

zaªo»eniu prawdziwo±ci rozpatrywanego modelu � w poszczególnych próbach liczeb-

no±ci danej kombinacji obydwu zmiennych ró»ni¡ si¦ od liczebno±ci szacowanej w

modelu. Zauwa»my, »e statystyka �2 zde�niowana w formule 1.63 opiera si¦ na sumie

kwadratów reszt (tj. e2
ij) dla wszystkich komórek.

W tabeli 3.54 przedstawiono reszty Pearsona obliczone dla modelu quasi�symetrii

w odniesieniu do tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej. Analiza tych wielko±ci wskazuje,

»e stosunkowo najwi¦ksza rozbie»no±¢ dotyczy liczebno±ci fXY42 , tj. respondentów po-

siadaj¡cych wyksztaªcenie niepeªne ±rednie, których ojcowie posiadali wyksztaªcenie

wy»sze. Wielko±¢ dodatnia reszty wskazuje, »e osoby takie wyst¦puj¡ w próbie cz¦±ciej

ni» wskazuje na to model QS.

Tabela 3.54: Reszty dla modelu QS dla tablicy ruchliwo±ci edukacyjnej 3.5

Wyksztaªcenie syna

Wyksztaªcenie ojca 1 2 3 4

1. Podstawowe 0,000 -0,157 0,190 0,087

i niepeªne podstawowe

2. Niepeªne ±rednie 0,719 0,000 0,162 -0,761

(w tym zasadnicze zawodowe)

3. Uko«czone ±rednie -1,031 -0,193 0,000 0,496

4. Niepeªne wy»sze -0,951 1,751 -0,963 0,000

i wy»sze

Mo»liwa jest mody�kacja modelu quasi�symetrii w taki sposób, »eby uwzgl¦dni¢

specy�k¦ tej kategorii podobnie jak czyni si¦ z komórkami le»¡cymi na gªównej prze-

k¡tnej np. w modelu quasi�niezale»no±ci. Mo»na wi¦c podzieli¢ zbiorowo±¢ na dwie

podzbiorowo±ci Z = 1 oraz Z = 2. Dla pierwszej z nich zachodzi¢ b¦dzie model

quasi�symetrii, druga podzbiorowo±¢, obejmuje osoby, dla których X = 4 i Y = 2.

Model taki w stosunku do quasi�symetrii posiada tylko jeden parametr wi¦cej,

zwi¡zany z prawdopodobie«stwem �XY42 . Okazuje si¦, »e bardzo dobrze odzwierciedla

on dane : �2 = 1, 86, (p = 0, 3930) oraz G2 = 2, 53, (p = 0, 2816), df = 2, Δ = 0, 05.

Test warunkowy porównuj¡cy ten model z quasi�symetri¡ pokazuje, »e uwzgl¦dnie-

nie dodatkowego parametru jest istotne statystycznie na standardowo przyjmowanym

poziomie istotno±ci 0,05: G2 = 5, 57, p = (0, 0183), df = 1. Parametr który wpro-

wadzili±my do tego modelu wynosi qXY42 = 2, 98, co wskazuje, »e respondenci o wy-
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ksztaªceniu niepeªnym ±rednim, których ojcowie maj¡ wyksztaªcenie wy»sze zdarzaj¡

si¦ prawie trzykrotnie cz¦±ciej ni» wynika z modelu quasi�symetrii.

Nale»y jednak podkre±li¢, »e powy»sza strategia mody�kacji modelu w celu popra-

wy jego dopasowania jest ryzykowna. Je±li wprowadza si¦ jaki± parametr do modelu

powinno si¦ mie¢ przesªanki teoretyczne, tj. dysponowa¢ uzasadnieniem, dlaczego

oczekuje si¦, »e dana kombinacja b¦dzie wyst¦powaªa relatywnie cz¦±ciej (b¡d¹ rza-

dziej). Sªabe dopasowanie modelu mo»e mie¢ przyczyny losowe. Celem jest sformu-

ªowanie modelu, który b¦dzie trafnie opisywaª dane zjawisko a nie konkretne dane

z próby. Je±li opisana powy»ej procedura analizy reszt skªania nas do mody�kacji

modelu, warto skonfrontowa¢ tak zmody�kowany model z innymi danymi aby prze-

kona¢ si¦ czy zaobserwowane zale»no±ci nie wynikaj¡ jedynie ze specy�ki konkretnego

badania.

3.4 Modele dla wi¦kszej liczby zmiennych

Modele zaprezentowane powy»ej dotyczyªy sytuacji, gdy analizowany byª zwi¡zek

dwóch zmiennych o takich samych kategoriach. W tej cz¦±ci zasygnalizowane zostan¡

mo»liwo±ci formuªowania modeli, w których uwzgl¦dnia si¦ kolejne zmienne. Trzeba

jednak na wst¦pie zaznaczy¢, »e w zale»no±ci od charakteru kolejnych zmiennych mo»-

na stawia¢ inne pytania badawcze i w konsekwencji mamy do czynienia z modelami

ró»nego typu.

Z jednej strony trzecia zmienna mo»e de�niowa¢ podzbiorowo±ci, ze wzgl¦du na

które analizowany jest zwi¡zek dotycz¡cy dwóch zmiennych o takich samych katego-

riach. Przykªadowo mo»na porównywa¢, jaki jest zwi¡zek pomi¦dzy t¡ sam¡ cech¡

mierzon¡ w kolejnych turach badania panelowego w±ród kobiet i m¦»czyzn. Podobnie

mo»na porównywa¢ ruchliwo±¢ w ró»nych punktach czasowych b¡d¹ ró»nych krajach.

W wymienionych przykªadach trzecia zmienna (pªe¢, rok badania, kraj) ma charakter

zmiennej grupuj¡cej. Oczywi±cie mo»liwe jest de�niowanie podzbiorowo±ci za pomoc¡

kilku zmiennych jednocze±nie. Przykªadowo, mo»na porównywa¢ ruchliwo±¢ spoªecz-

n¡ uwzgl¦dniaj¡c jednocze±nie wiek badanych i kraj z którego pochodz¡, czyli np.

porównywa¢ na ile podobne s¡ wzory ruchliwo±ci w±ród mªodych Polaków i starszych

Holendrów.

Inne modele b¦d¡ dotyczy¢ sytuacji, gdy kilka zmiennych � oznaczmy je X1, X2,

X3 � ma identyczne kategorie. Na przykªad, mo»na pyta¢ respondentów o opinie

dotycz¡c¡ tej samej kwestii w roku 1995, 2000, i 2005. Mo»na wówczas pyta¢ o siª¦

zwi¡zku pomi¦dzy parami zmiennych, przykªadowo, czy zwi¡zek pomi¦dzy zmiennymi
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X1 oraz X2 jest silniejszy ani»eli pomi¦dzy zmiennymi X1 i X3, ewentualnie czy

zwi¡zek pomi¦dzy X2 oraz X3 zale»y od warto±ci zmiennej X1.

Ostatni z wyró»nionych w tym rozdziale przypadków dotyczy sytuacji, gdy mie-

rzymy te same dwie zmienne niekoniecznie o takich samych kategoriach� dajmy na

to X oraz Y � w dwóch punktach czasowych. Mamy wówczas do czynienia z cztere-

ma zmiennymi, które oznaczy¢ mo»emy przykªadowo X1, X2, Y1, Y2. Zauwa»my, »e

wówczas zmienne X1 oraz X2 maj¡ te same kategorie, podobnie takie same kategorie

maj¡ zmienne Y1 i Y2. Interesuj¡ca mo»e by¢ odpowied¹ na pytanie czy zwi¡zek po-

mi¦dzy obydwiema zmiennymi byª taki sam w obydwu badaniach, a je±li si¦ zmieniª

to w jakim stopniu. Innymi sªowy odpowiadamy na pytanie czy zwi¡zek pomi¦dzy

zmiennymi X1 oraz Y1 jest taki sam, czy te» inny jak pomi¦dzy zmiennymi X2 i Y2.

Mo»na zadawa¢ równie» inne pytania, przykªadowo: czy tendencja do wspóªwyst¦po-

wania tej samej kategorii zmiennej Y (tj. sytuacji, gdy Y1 = Y2) zale»y od warto±ci

X1. Modele tego typu nie musz¡ dotyczy¢ wyª¡cznie danych panelowych. Tablice o

podobnej strukturze uzyskamy, je±li zestawimy ze sob¡ dwie cechy respondenta z tymi

samymi cechami okre±lonymi dla jego ojca.

Szczegóªowe omówienie modeli zwi¡zanych z opisanymi powy»ej sytuacjami wy-

kracza poza ramy tej pracy34. Poni»ej zasygnalizowane zostan¡ pewne mo»liwo±ci

formuªowania modeli, które wydaj¡ si¦ adekwatne do analizy danych tego typu. Ich

prezentacja b¦dzie oparta na przykªadowych analizach danych empirycznych.

3.4.1 Modelowanie warunkowej zale»no±ci dla tablic ruchliwo-

±ci

Pierwszy z przykªadów dotyczy analizy zwi¡zku pomi¦dzy dwiema zmiennymi o iden-

tycznych kategoriach w podzbiorowo±ciach wyró»nionych ze wzgl¦du na kategorie

trzeciej zmiennej. Ilustracj¦ danych tego typu stanowi tabela 3.55. Pochodz¡ one z

pierwszej edycji Europejskiego Sonda»u Spoªecznego (2002). Tabela dotyczy tablic

ruchliwo±ci edukacyjnej dla czterech wybranych krajów: Holandii, Polski, Sªowenii i

Szwecji. Kraje te s¡ zró»nicowane pod wieloma wzgl¦dami (m. in. historycznie, kultu-

rowo, i gospodarczo) i w tym sensie interesuj¡ca wydaje si¦ odpowied¹ na pytanie czy

ró»nice te przekªadaj¡ si¦ na bariery spoªeczne dotycz¡ce uzyskiwania wyksztaªcenia

zwi¡zane z pochodzeniem. Analiza obj¦ªa m¦»czyzn w wieku 25-54 lata. Zarówno

pytanie o wyksztaªcenie respondenta jak i jego ojca zostaªo zakodowane zgodnie z

mi¦dzynarodowym standardem ISCED. Przypomnijmy, »e klasy�kacja ta de�niuje 7

kategorii, aby liczebno±ci byªy dostatecznie du»e konieczne byªo poª¡czenie wybra-

34Ich bardziej szczegóªowe omówienie czytelnik znajdzie w (Fingleton 1984).
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nych kategorii35 i w ten sposób wyodr¦bnione zostaªy cztery kategorie wymienione w

tabeli.

W analizie danych tego typu jako punkt wyj±cia przyjmuje si¦ na ogóª model

warunkowej niezale»no±ci, przedstawiony w rozdziale pierwszym, tj. [XZ][Y Z] gdzie

X to wyksztaªcenie ojca, Y to wyksztaªcenie respondenta a zmienna Z wskazuje na

kraj. Na ogóª zakªada si¦, »e struktura wyksztaªcenia � zarówno w odniesieniu do

pokolenia ojców jak te» respondentów � mo»e si¦ ró»ni¢ w poszczególnych krajach,

st¡d te» nie rozpatruje si¦ modeli prostszych. Hipoteza gªosi natomiast, »e w ka»dym

kraju wyksztaªcenie respondenta nie zale»y od wyksztaªcenia ojca.

Jak ªatwo si¦ domy±li¢ model ten nie jest realistycznym opisem danych. Potwier-

dzaj¡ to wyniki wery�kacji przedstawione w tabeli 3.56. Wskazuje to na istnienie

zale»no±ci pomi¦dzy wyksztaªceniem ojca i syna. Mo»na zapyta¢, czy ta zale»no±¢

jest taka sama, czy te» inna w poszczególnych krajach. W tym celu mo»na przywo-

ªa¢ hipotez¦ � sformuªowan¡ równie» w rozdziale 1 � o identyczno±ci warunkowych

stosunków szans, tj. [XY ][Y Z][XZ]. Przypomnijmy, »e hipoteza ta gªosiªa, »e zarów-

no wzór , jak te» siªa zale»no±ci � opisywane za pomoc¡ stosunków szans pomi¦dzy

zmienn¡ X i Y - s¡ takie same dla ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej przez zmienn¡

Z. W analizowanym przypadku oznacza to, »e je±li porównuje si¦ poszczególne kra-

je to wzór i siªa ruchliwo±ci edukacyjnej pozostaj¡ takie same. Jak pokazuje tabela

3.56 model ten równie» powinien by¢ odrzucony na poziomie istotno±ci 0,01. Wynik

ten wskazuje, »e zwi¡zek pomi¦dzy wyksztaªceniem ojca i syna ró»ni si¦ w krajach

obj¦tych analiz¡.

Kolejna hipoteza, któr¡ mo»na sformuªowa¢ w odniesieniu do tabeli 3.55 to model

warstwowy LM zaproponowany przez Xie (1992). Hipoteza ta zostaªa szczegóªowo

przedstawiona w rozdziale drugim. Przypomnijmy, »e zgodnie z tym modelem o ile

wzór zale»no±ci pomi¦dzy zmiennymi X i Y jest w poszczególnych krajach taki sam,

to jej siªa jest ró»na. Dokªadniej opisuje to formuªa 2.111.

Model ten � jak pokazuje tabela 3.56 � jest akceptowalny na poziomie istotno±ci

0,01. Prze±led¹my wybrane parametry opisuj¡ce wzór zale»no±ci oraz jej siª¦ z formuªy

2.108, tj.

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅Ψ
Υk
ij .

Parametry zostaªy wyskalowane w ten sposób, »e warto±ci Ψij, opisuj¡ce interakcj¦

pomi¦dzy wyksztaªceniem ojca i wyksztaªceniem syna przedstawione w tabeli 3.57

dotycz¡ Holandii36. Dlatego warto±¢ parametru Υk opisuj¡cego siª¦ zale»no±ci dla

35Porównaj informacje podane przy okazji omówienia tabeli 2.27.
36Przyj¦to przy ich wyznaczaniu parametryzacj¦ odchyle« multiplikatywnych przedstawion¡ w

pierwszym rozdziale, wi¦c ich iloczyn w ka»dym wierszu i w ka»dej kolumnie jest równy 1.
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Tabela 3.55: Tablice ruchliwo±ci edukacyjnej dla czterech krajów europejskicha

Holandia

Wyksztaªcenie ojca ∖ syna 1 2 3 4

1. Podstawowe 16,7 64,2 52,9 28,9

i niepeªne podstawowe

2. Niepeªne ±rednie 0,5 66,6 75,9 75,9

(w tym zasadnicze zawodowe)

3. Uko«czone ±rednie 3,9 11,8 33,8 54,9

4. Niepeªne wy»sze i wy»sze 1,5 8,8 26,5 57,3

Polska

Wyksztaªcenie ojca ∖ syna 1 2 3 4

1. Podstawowe 60,3 137,3 46,6 28,8

i niepeªne podstawowe

2. Niepeªne ±rednie 12,1 77,1 43,4 27,1

(w tym zasadnicze zawodowe)

3. Uko«czone ±rednie 1,8 15,1 36,4 30,1

4. Niepeªne wy»sze i wy»sze 0,0 1,7 2,9 25,7

Sªowenia

Wyksztaªcenie ojca ∖ syna 1 2 3 4

1. Podstawowe 52,0 58,0 30,0 13,0

i niepeªne podstawowe

2. Niepeªne ±rednie 9,0 50,0 48,0 28,0

(w tym zasadnicze zawodowe)

3. Uko«czone ±rednie 5,0 13,0 24,0 24,0

4. Niepeªne wy»sze i wy»sze 2,0 5,0 13,0 18,0

Szwecja

Wyksztaªcenie ojca ∖ syna 1 2 3 4

1. Podstawowe 57,0 94,0 93,0 68,0

i niepeªne podstawowe

2. Niepeªne ±rednie 6,0 20,0 22,0 32,0

(w tym zasadnicze zawodowe)

3. Uko«czone ±rednie 3,0 6,0 13,0 13,0

4. Niepeªne wy»sze i wy»sze 2,0 13,0 18,0 75,0
a�ródªo: Europejski Sonda» Spoªeczny, 2002-2003, dane przewa»one.
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Tabela 3.56: Wyniki wery�kacji hipotez dla tabeli 3.55

Model df �2 L2 Δ

[XZ][Y Z] 36 440,9 (p < 0, 0001) 436,9 (p < 0, 0001) 17,4

[XZ][Y Z][XY ] 27 45,5 (p = 0, 0144) 47,7 (p = 0, 0084) 4,4

LM 24 35,1 (p = 0, 0674) 37,3 (p = 0, 0406) 4,2

DS 33 65,6 (p = 0, 0006) 64,9 (p = 0, 0008) 5,5

QDS 30 66,4 (p = 0, 0001) 62,1 (p = 0, 0005) 5,0

QDSA 29 48,8 (p = 0, 0122) 49,8 (p = 0, 0095) 4,5

QDSZ 21 36,4 (p = 0, 0195) 36,9 (p = 0, 0171) 3,4

QZDSZ 12 28,2 (p = 0, 0051) 22,8 (p = 0, 0292) 1,5

DSZA 23 26,5 (p = 0, 2769) 30,2 (p = 0, 1451) 3,1

QZDSZA 11 15,9 (p = 0, 1436) 15,6 (p = 0, 1548) 1,4

QZDSZAZ 8 12,6 (p = 0, 1270) 13,9 (p = 0, 0855) 1,2

tego kraju wynosi 1, a warto±ci dla pozostaªych krajów zostaªy ustalone wzgl¦dem

niej i wynosz¡ odpowiednio: dla Polski parametr wynosi 1,37, dla Sªowenii 1,11, dla

Szwecji 0,82.

Tabela 3.57: Parametry interakcji Ψij z modelu warstwowego dla tabeli 3.55

Wyksztaªcenie ojca ∖ syna 1 2 3 4

1. Podstawowe 2,71 1,39 0,71 0,37

i niepeªne podstawowe

2. Niepeªne ±rednie 0,86 1,43 1,03 0,79

(w tym zasadnicze zawodowe)

3. Uko«czone ±rednie 0,83 0,73 1,28 1,29

4. Niepeªne wy»sze 0,51 0,69 1,08 2,63

i wy»sze

Na podstawie podanych powy»ej parametrów mo»liwe jest zrekonstruowanie do-

wolnego stosunku szans opisuj¡cego siª¦ zale»no±ci pomi¦dzy kategoriami wyksztaª-

cenia respondenta i jego ojca dla dowolnego kraju. Przykªadowo warto±¢ lokalnego

stosunku szans ΘXY
11 dla Holandii wynosi:

Θ
XY (Z)
11(1) =

2, 71 ⋅ 1, 43

1, 39 ⋅ 0, 86
= 3, 21.

252



Dla Polski warto±¢ ta wynosi:

Θ
XY (Z)
11(2) =

(
Θ
XY (Z)
11(1)

)Υ2

= 3, 211,37 = 4, 93.

W takiej samej relacji pozostaj¡ wszystkie pozostaªe stosunki szans np.

Θ
XY (Z)
12(2) =

(
Θ
XY (Z)
12(1)

)Υ2

itd. Je±li przyj¡¢, »e wi¦ksza siªa zale»no±ci pomi¦dzy wyksztaªceniem respondenta

i jego ojca wskazuje na wi¦ksze bariery edukacyjne zwi¡zane z dziedziczeniem po-

zycji, to najbardziej �otwartym� pod tym wzgl¦dem krajem jest Szwecja, gdy» dla

tego kraju warto±¢ parametru Υk jest najmniejsza. Nast¦pnie nale»aªoby wymieni¢

Holandi¦, natomiast w Sªowenii i szczególnie w Polsce wyksztaªcenie respondenta jest

stosunkowo silnie zwi¡zane z wyksztaªceniem ojca.

Przytoczone powy»ej hipotezy dotyczyªy jedynie tego, czy istnieje zale»no±¢ po-

mi¦dzy zmiennymi X i Y , jak równie» czy siªa i wzór tej zale»no±ci s¡ takie same czy

te» inne w poszczególnych krajach. Mo»liwe jest jednak modelowanie wzoru zale»no±ci

w sposób prostszy. Mo»na na przykªad zaªo»y¢, »e zwi¡zek pomi¦dzy wyksztaªceniem

ojca i wyksztaªceniem syna daje si¦ opisa¢ za pomoc¡ modelu symetrii. Je±li uwzgl¦d-

ni si¦ informacj¦ o porz¡dkowym charakterze tych zmiennych, to dodatkowo mo»na

wykorzysta¢ model jednakowej interakcji, modele wierszowo�kolumnowe, itd. Dodat-

kowe mo»liwo±ci wynikaj¡ z tego, »e kategorie zmiennych X i Y s¡ identyczne. Nie

b¦d¡ formuªowane wszystkie modele tego typu, prze±ledzone zostan¡ jedynie mo»li-

wo±ci wykorzystania do tego celu symetrycznej wersji modelu dystansu. Przykªadowo,

je±li zaªo»ymy, »e w ka»dym kraju ruchliwo±¢ edukacyjn¡ mo»na opisa¢ za pomoc¡

modelu symetrycznego dystansu, wówczas warunkowe stosunki szans zmiennych X i

Y wzgl¦dem Z mo»na przedstawi¢ analogicznie do warunków 3.38 oraz 3.39:

Θ
XY (Z)
i(i+m)(k) = Θ

X Y (Z)
(i+m)i(k) = Θm (3.60)

gdzie m = ∣i− j∣. Parametryzacja tego modelu przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅ �m (3.61)

Zauwa»my, »e w modelu tym zakªada si¦, »e zarówno wzór jak i siªa zale»no±ci jest

taka sama w ka»dym kraju: zarówno wielko±¢ Θm jak i parametr �m s¡ identyczne dla

ka»dego kraju, tj. nie s¡ one indeksowane przez warto±ci zmiennej Z. Zale»no±¢ ta jest

wiec opisana pro±ciej ni» w modelu ni» w modelach [XY ][Y Z][XZ] oraz LM. Do jej

opisu wystarcza r − 1 parametrów specy�cznych dla kolejnych pseudo�przek¡tnych.

Model ten � b¦dziemy go oznacza¢ DS � posiada zaledwie o r − 1 parametrów

wi¦cej ni» model warunkowej niezale»no±ci.
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Jak pokazuj¡ wyniki wery�kacji przedstawione w tabeli 3.56, model taki musi by¢

odrzucony na standardowo przyjmowanych poziomach istotno±ci. Sªabe dopasowanie

modelu mo»e wynika¢ z tego, »e nie zdaje on sprawy ze specy�ki poszczególnych

komórek na gªównej przek¡tnej. Cho¢ w modelu tym uwzgl¦dnia si¦ � przez kon-

trast z innymi pseudo�przek¡tnymi � »e komórki na gªównej przek¡tnej wyst¦puj¡

relatywnie cz¦±ciej, niemniej zakªada si¦ w nim, »e tendencja ta � przy ustalonych

rozkªadach brzegowych � jest tak samo silna dla ka»dej kategorii zmiennej. Tym

samym nie uwzgl¦dnia si¦, »e tendencja dziedziczenia wyksztaªcenia mo»e by¢ silniej-

sza � przykªadowo � dla wyksztaªcenia wy»szego ni» dla wyksztaªcenia ±redniego.

Mo»na uwzgl¦dni¢ dodatkowo r − 1 parametrów ró»nicuj¡cych komórki na gªównej

przek¡tnej, przy czym warto±ci te b¦d¡ takie same dla ka»dego kraju. Tak sformu-

ªowany model oznaczymy QDS. Mody�kacja ta nieznacznie poprawia dopasowanie

modelu do danych, niemniej na poziomie 0,01 nale»aªoby go odrzuci¢.

Mo»liwe jest równie» uwzgl¦dnienie asymetrii. Przykªadowo mo»na uwzgl¦dni¢

trójk¡tn¡ asymetri¦, tj. zaªo»y¢, »e komórki powy»ej przek¡tnej s¡ relatywnie bar-

dziej prawdopodobne, je±li kontrolujemy rozbie»no±ci w rozkªadach brzegowych. Je±li

zaªo»ymy, »e siªa asymetrii jest taka sama dla ka»dego kraju, wówczas mody�kacja

taka wi¡»e si¦ z uwzgl¦dnieniem tylko jednego parametru. Model taki � oznaczony w

tabeli 3.56 jako QDSA � równie» musiaªby zosta¢ odrzucony na poziomie istotno±ci

0,01.

Tak sformuªowany model posiada trzy parametry opisuj¡ce kolejne pseudo�

przek¡tne, trzy parametry ró»nicuj¡ce gªówn¡ przek¡tn¡, jak równie» jeden parametr

asymetrii. Parametry te s¡ jednak takie same dla wszystkich krajów, i dlatego te»

jest on szczególnym przypadkiem hipotezy [XY ][XZ][Y Z]. Zaªo»enia te mo»na jed-

nak osªabi¢. Przykªadowo, mo»na uwzgl¦dni¢, »e parametry poszczególnych pseudo�

przek¡tnych s¡ specy�czne dla ka»dego kraju. Podobnie zró»nicowane mog¡ by¢ para-

metry zwi¡zane z gªówn¡ przek¡tn¡ i parametry asymetrii. Model, który uwzgl¦dnia

zró»nicowanie wszystkich parametrów mo»na przedstawi¢ w sposób nast¦puj¡cy:

�XY Zijk =  ⋅ Xi ⋅ Yj ⋅ Zk ⋅ XZik ⋅ Y Zjk ⋅ �mk ⋅ qik ⋅ ak (3.62)

gdzie m = ∣i − j∣, qi = 1, je±li i ∕= j, natomiast a = b, gdy i < j oraz a = 1/b

gdy i > j. Model taki zostaª oznaczony QZDSZAZ . Indeksy dolne Z wskazuj¡, »e

parametry gªównej przek¡tnej (na co wskazuje symbol Q), pseudo�przek¡tnych (DS)

jak te» asymetrii (A), mog¡ si¦ ró»ni¢ w poszczególnych krajach. Jak wida¢ z tabeli

QZDSZAZ model ten jest akceptowalny na poziomie istotno±ci 0,05.

Parametry tego modelu zostaªy przedstawione w tabeli 3.58. Dla ka»dego kraju

mo»na zaobserwowa¢, »e d1 > d2 > d3. Wskazuje to, »e przy kontroli ró»nicy w
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Tabela 3.58: Parametry modelu QZDSZAZ

Kraj Parametry dystansu Parametry przek¡tnej Asymetria

d1 d2 d3 q1 q2 q3 b

Holandia 0,948 0,660 0,260 2,464 1,842 1,283 1,715

Polska 0,234 0,089 0,033 0,366 0,427 0,547 1,144

Sªowenia 0,880 0,518 0,243 2,531 1,321 1,151 1,538

Szwecja 0,412 0,361 0,156 0,681 0,463 0,700 1,065

rozkªadach brzegowych relatywnie rzadziej � w porównaniu do osób niemobilnych

� zdarzaj¡ si¦ osoby, których wyksztaªcenie znacznie ró»ni si¦ od wyksztaªcenia

ich ojca. Ciekawe jest porównanie wielko±ci tych parametrów mi¦dzy krajami. Dla

Holandii parametr d1 ma znacznie wy»sz¡ warto±¢ ni» ten sam parametr dla Polski,

co wi¦cej: równie» parametr d3 dla Holandii ma nieco wy»sz¡ warto±¢ ni» parametr

d1 dla Polski. Wynik ten potwierdza, »e bariery ruchliwo±ci edukacyjnej w Polsce s¡

wi¦ksze ni» w Holandii, co wi¦cej podobna konkluzja dotyczy porównania Polski do

innych krajów.

Powy»sze parametry s¡ symetryczne, tj. w porównaniu do modelu dystansu

d1 = d(−1). Gdyby parametr asymetrii byª równy 1, wielko±¢ Φijl, porównuj¡ca praw-

dopodobie«stwo wyst¡pienia dwóch cykli i− j− l− i oraz l− j− i− l, musiaªaby by¢

równa 1, dla dowolnych warto±ci i, j, l zmiennych X i Y . Zaªo»enie, to nie koniecznie

jest trafne. Parametry asymetrii s¡ dla ka»dego kraju wi¦ksze od 1 co wskazuje, »e

kontroluj¡c ró»nice w rozkªadach brzegowych relatywnie cz¦±ciej mamy do czynienia

z popraw¡ a nie pogorszeniem wyksztaªcenia respondenta wzgl¦dem wyksztaªcenia

jego ojca. O ile jednak w Szwecji parametr ten jest bliski jest warto±ci 1, co jest

bliskie symetrii, to w Holandii jego warto±¢ przekracza 1,7.

Parametry q1, q2, q3 wskazuj¡ na zró»nicowanie siªy dziedziczenia w poszczegól-

nych kategoriach wyksztaªcenia. Parametr dla wyksztaªcenia wy»szego ma warto±¢

1 i wzgl¦dem tej wielko±ci zostaªy ustalone pozostaªe warto±ci: q1 dla wyksztaªcenia

podstawowego, q2 dla niepeªnego ±redniego oraz q3 dla kategorii �uko«czone ±rednie�.

Wida¢ pewne ró»nice mi¦dzy krajami: w Holandii i Sªowenii najsilniejsza jest ten-

dencja do dziedziczenia wyksztaªcenia podstawowego, w Polsce i Szwecji wszystkie

parametry s¡ mniejsze od 1, co wskazuje »e wyksztaªcenie wy»sze jest dziedziczone

relatywnie najcz¦±ciej.

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e mo»liwe jest sformuªowanie wielu modeli, w zale»no±ci

od tego, które parametry opisuj¡ce zwi¡zek mi¦dzy X i Y zostan¡ uwzgl¦dnione,
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b¡d¹ co do których z nich dopu±cimy zró»nicowanie ze wzgl¦du na warto±ci zmien-

nej grupuj¡cej Z. Niektóre z nich przedstawione zostaªy w tabeli 3.56. Przykªadowo

model DSZA gªosi, »e parametry opisuj¡ce poszczególne pseudo�przek¡tne ró»ni¡

si¦ w poszczególnych krajach, asymetria jest taka sama, ponadto nie si¦ uwzgl¦dnia

zró»nicowania je±li chodzi o siª¦ dziedziczenia dla poszczególnych kategorii wyksztaª-

cenia. Model ten jest prostszy od poprzednio omawianego, a jego dopasowanie jest

zadowalaj¡ce. Testy warunkowe potwierdzaj¡, »e obydwa te zaªo»enia nie pogarszaj¡

dopasowana modelu w sposób istotny statystycznie.

Jak wida¢ dla dwóch zmiennych o takich samych kategoriach analizowanych w

ró»nych podzbiorowo±ciach � w tym przypadku tablic ruchliwo±ci porównywanych

w ró»nych krajach � mo»na sformuªowa¢ wiele modeli w zale»no±ci od tego, czy

wielko±ci poszczególnych parametrów s¡ takie same, czy te» ró»ne w poszczególnych

krajach. Oczywi±cie, ruchliwo±¢ mo»e by¢ opisywana za pomoc¡ innego procesu, ani-

»eli ten, który wynika z modelu dystansu. Powy»szy przykªad sygnalizuje jedynie

mo»liwo±ci modelowania warunkowej zale»no±ci. Liczba ró»nych modeli, które daje

si¦ sformuªowa¢ w ten sposób jest znacz¡ca. Oczywi±cie, trzeba wzi¡¢ pod uwag¦, »e

poª¡czenie parametrów � opisuj¡cych typ zwi¡zku, gªówn¡ przek¡tn¡, asymetri¦ �

powinno by¢ uzasadnione merytorycznie.

3.4.2 Analiza rozkªadu trzech zmiennych o takich samych ka-

tegoriach

W tej cz¦±ci przedstawione zostan¡ metody analizy tablic, w których wi¦cej ni» dwie

zmienne maj¡ takie same kategorie. Przykªadem danych tego typu jest rozkªad przed-

stawiony w tabeli 3.59. Prezentuj¡ one dane panelowe pochodz¡ce z kolejnych edycji

badania Diagnoza Spoªeczna, tj. z 2000, 2003 i 2005 roku. Respondentów zapytano

trzykrotnie o to, jak cz¦sto w ostatnich miesi¡cach, problemy i kªopoty �nansowe

przysparzaªy im zmartwie« i utrudniaªy »ycie.37

W tabeli 3.60 przedstawione zostaªy wybrane modele jakie mo»na sformuªowa¢ w

odniesieniu do danych tego typu. Okazuje si¦, »e modele, w których jedna lub wi¦cej

par zmiennych pozostaje warunkowo niezale»na nie s¡ akceptowalne na standardowo

przyjmowanym poziomie istotno±ci. Przykªadowo, w modelu [XY ][Y Z] zakªada si¦,

»e opinie w 2000 i 2005 roku � tj. najbardziej odlegªych punktach czasowych �

pozostaj¡ niezale»ne stochastycznie w podzbiorowo±ciach wyró»nionych, ze wzgl¦du

37W 2000 roku do tre±ci pytania dodano sformuªowanie �bardziej ni» zazwyczaj�, w tym sensie

pytania nie byªy identyczne, niemniej wystarczaj¡co podobne by przykªad ten ilustrowaª modele,

jakie mo»na zastosowa¢ do analizy rozkªadu trzech zmiennych o takich samych kategoriach.
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Tabela 3.59: Odpowiedzi na pytanie dotycz¡ce kªopotów zwi¡zanych z sytuacj¡ �nan-

sow¡ w kolejnych latacha, X�2000, Y�2003, Z�2005 rok.

W ostatnich miesi¡cach problemy i kªopoty �nansowe

przysparzaªy zmartwie« i utrudniaªy Panu(i) »ycie:

Cz¦sto(Z = 1) Zdarzyªo si¦(Z = 2) Nigdy(Z = 3)

X∖ Y 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 369,1 193,8 15,7 201,3 209,9 27,9 30,2 23,9 10,7

2 125,8 236,3 46,4 149,5 625,6 140,2 31,4 139,9 68,3

3 8,4 20,0 14,0 24,6 108,2 76,2 9,2 60,5 124,8
a�ródªo: Diagnoza Spoªeczna, 2000�2005.

Tabela 3.60: Wyniki wery�kacji modeli dla danych z tabeli 3.59

Model df �2 L2 Δ

[XY ][XZ] 12 509,4 (p < 0, 0001) 465,1 (p < 0, 0001) 1,3

[XY ][Y Z] 12 163,6 (p < 0, 0001) 152,0 (p < 0, 0001) 8,9

[XZ][Y Z] 12 274,1 (p < 0, 0001) 266,6 (p < 0, 0001) 10,9

[XY ][XZ][Y Z] 8 5,7 (p = 0, 6821) 5,8 (p = 0, 6696) 1,3

Q[XY ][XZ][Y Z] 5 4,3 (p = 0, 5028) 4,4 (p = 0, 4954) 0,8

[XYUA][XZUA][Y ZUA] 17 77,0 (p < 0, 0001) 70,6 (p < 0, 0001) 5,9

[XYQℎUA][XZQℎUA][Y ZQℎUA] 14 14,5 (p = 0, 4121) 14,4 (p = 0, 4192) 2,1

Q[XYQℎUA][XZQℎUA][Y ZQℎUA] 11 11,2 (p = 0, 4271) 11,1 (p = 0, 4326) 1,5

[XYUA][XZQℎUA][Y ZQℎUA] 15 18,4 (p = 0, 2414) 18,1 (p = 0, 2600) 2,4

[XYQℎUA][XZUA][Y ZQℎUA] 15 32,4 (p = 0, 0058) 31,6 (p = 0, 0072) 3,6

[XYQℎUA][XZQℎUA][Y ZUA] 15 44,9 (p < 0, 0001) 41,1 (p = 0, 0003) 4,1

na to jak¡ odpowied¹ respondenci wskazali w roku 2003. Model taki musimy odrzuci¢

na poziomie 0,01. Podobnie modele [XY ][XZ] oraz [XZ][Y Z].

W zwi¡zku z tym nie wydaje si¦ sensowne formuªowanie modeli prostszych, w któ-

rych niezale»no±¢ dotyczyªaby dwóch par zmiennych b¡d¹ wszystkich trzech zmien-

nych. Bardziej zªo»ony model [XY ][XZ][Y Z] gªosi identyczno±¢ warunkowych sto-

sunków szans. Zakªada si¦ w nim, »e zwi¡zek pomi¦dzy odpowiedziami w roku 2003

i 2005 nie zale»y od tego, co deklarowaª respondent w 2000 roku. Model ten jest ak-
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ceptowalny: jak pokazuje tabela 3.60 hipotezy takiej nie mo»na odrzuci¢ na poziomie

istotno±ci 0,05.

Bior¡c pod uwag¦, »e wszystkie trzy zmienne maj¡ takie same kategorie mo»na

sformuªowa¢ kolejne modele. Przykªadowo, mo»liwa jest mody�kacja modelu przez

dodatkowe uwzgl¦dnienie specy�ki kategorii, opisuj¡cych sytuacj¦, gdy respondent

relatywnie cz¦±ciej (rzadziej) wskazywaª na t¦ sam¡ odpowied¹ w ka»dym badaniu ni»

wynikaªoby to z modelu [XY ][XZ][Y Z]. Innymi sªowy, prawdopodobie«stwa �XY Z111 ,

�XY Z222 , �XY Z333 , b¦d¡ posiadaªy wªasne specy�czne parametry q111, q222, q333. Model taki

� oznaczony w tabeli 3.60 jako Q[XY ][XZ][Y Z] �jest akceptowalny, przy czym je±li

porównamy go z modelem prostszym [XY ][XZ][Y Z] za pomoc¡ testu warunkowe-

go okazuje si¦, »e uwzgl¦dnienie trzech parametrów opisuj¡cych interakcj¦ trzeciego

rz¦du nie jest istotne statystycznie: G2 = 5, 80− 4, 38 = 1, 32, df = 3, (p = 0, 70).

Ze wzgl¦du na to, »e mamy do czynienia ze zmiennymi porz¡dkowymi, model

[XY ][XZ][Y Z] mo»na upro±ci¢, tj. opisa¢ zwi¡zek pomi¦dzy wybran¡ par¡ zmiennych

za pomoc¡ hipotezy mniej zªo»onej, przykªadowo hipotezy o jednakowej interakcji,

ustalonego dystansu, itd. Model, który w tabeli 3.60 oznaczono [XYUA][XZUA][Y ZUA]

gªosi, »e zwi¡zek pomi¦dzy ka»d¡ par¡ zmiennych daje si¦ opisa¢ za pomoc¡ hipotezy

o jednakowej interakcji38. Oznacza to, »e w ka»dej podzbiorowo±ci wyró»nionej ze

wzgl¦du na zmienn¡ Z wszystkie lokalne stosunki szans dla zmiennych X i Y s¡

sobie równe i podobnie jest w odniesieniu do zwi¡zku mi¦dzy par¡ zmiennych X i Z

wzgl¦dem Y oraz par¡ Y i Z wzgl¦dem X. Jak pokazuje tabela 3.60 model ten nie

mo»e by¢ zaakceptowany na standardowo przyjmowanych poziomach istotno±ci.

Model powy»szy mo»na zmody�kowa¢ uwzgl¦dniaj¡c specy�k¦ gªównej przek¡t-

nej, dla ka»dej pary zmiennych. Przykªadowo, oznaczaªoby to, »e relatywnie cz¦±ciej

(rzadziej) wspóªwyst¦puj¡ te same odpowiedzi na pytania zadane w 2000 i 2003 roku

w podzbiorowo±ciach wyró»nionych ze wzgl¦du na odpowiedzi udzielane w 2005 roku.

Tendencja ta jest modelowana za pomoc¡ jednego parametru qXY , w tym sensie gªów-

na przek¡tna uwzgl¦dniona jest podobnie jak w modelu QℎN a nie QN39 (porównaj

tabele 3.16 oraz 3.12). Podobnie uwzgl¦dniamy wspóªwyst¦powanie tych samych od-

powiedzi w 2000 i 2005 jak równie» 2003 i 2005 roku. Tak sformuªowany model zostaª

oznaczony [XYQℎUA][XZQℎUA][Y ZQℎUA]. Jego dopasowanie � jak pokazuj¡ wyniki

wery�kacji � jest bardzo dobre.

38 Model o jednakowej interakcji dla trzech par zmiennych zostaª szczegóªowo opisany w rozdziale

drugim, formalnie zde�niowany za pomoc¡ formuªy 2.65.
39Gdy mamy do czynienia z trzema kategoriami ka»dej zmiennej uwzgl¦dnienie parametru specy-

�cznego dla ka»dej komórki nie byªo mo»liwe, gdy» model taki wykorzystywaªby tyle samo parame-

trów co model [XY ][XZ][Y Z] a zakªadaªby dodatkowo quasi�symetri¦.
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Dodatkowo mo»liwe jest uwzgl¦dnienie � podobnie jak w opisanym powy»ej mo-

delu Q[XY ][XZ][Y Z] � cz¦stszego wspóªwyst¦powania tej samej kategorii trzech

zmiennych, tj. udzielanie tej samej odpowiedzi we wszystkich trzech punktach cza-

sowych. Test warunkowy porównuj¡cy modele [XYQℎUA][XZQℎUA][Y ZQℎUA] oraz

Q[XYQℎUA][XZQℎUA][Y ZQℎUA] pokazuje, »e mody�kacja tego rodzaju nie poprawia

dopasowania modelu w sposób istotny statystycznie: G2 = 3, 28, df = 3, p = 0, 3492.

Powy»sze analizy wskazuj¡ na model [XYQℎUA][XZQℎUA][Y ZQℎUA]. Mo»na za-

da¢ pytanie czy nie mo»na go upro±ci¢ pomijaj¡c parametr przek¡tnej dla wybra-

nej pary zmiennych. Trzy tego typu modele zostaªy przedstawione w trzech ostat-

nich wierszach tabeli 3.60. Tylko model [XYUA][XZQℎUA][Y ZQℎUA] jest akceptowal-

ny na poziomie istotno±ci 0,01. Porównanie modeli [XYUA][XZQℎUA][Y ZQℎUA] oraz

[XYQℎUA][XZQℎUA][Y ZQℎUA] za pomoc¡ testu warunkowego wskazuje (G2 = 3, 63,

df = 1, p = 0, 0566), »e nie jest konieczne uwzgl¦dnienie parametrów qXY .

Model prostszy stanowi wi¦c adekwatny opis analizowanych danych. Parametry

jednakowej interakcji wynosz¡ odpowiednio �XY = 2, 17, �Y Z = 2, 04, �XZ = 1, 39.

Przypomnijmy, »e opisuj¡ one lokalne stosunki szans. Przykªadowo wielko±¢ �Y Z wska-

zuje, »e w grupie osób jednorodnej, ze wzgl¦du na to, jakiej odpowiedzi udzieliªy w

2000 roku, proporcja liczby osób, którym w 2005 roku problemy �nansowe zdarzaªy

si¦ �cz¦sto� do liczby osób, które udzieliªy odpowiedzi �zdarzyªy si¦� jest ponad dwu-

krotnie wi¦ksza w±ród osób które w 2003 roku udzieliªy odpowiedzi �zdarzyªy si¦�

do liczby osób które udzieliªy odpowiedzi �rzadko�. Podobnie mo»na zinterpretowa¢

pozostaªe parametry. Zwraca uwag¦, »e relatywnie najni»sza jest warto±¢ �XZ , co wy-

daje si¦ o tyle sensowne, »e zmienne te dotycz¡ dwóch bada«, które dzieliªa najdªu»sza

przerwa, co mogªo przeªo»y¢ si¦ na najsªabszy zwi¡zek mi¦dzy tymi zmiennymi. Opi-

sane powy»ej zale»no±ci powinny jednak by¢ zmody�kowane, przez uwzgl¦dnienie, »e

porównuj¡c badania w 2003 i 2005 roku jak równie» 2000 i 2005, respondenci relatyw-

nie cz¦±ciej wskazywali na te same odpowiedzi ni» wynikaªoby z modelu jednakowej

interakcji. Odpowiednie parametry wynosz¡ qY Z = 1, 36 oraz qXZ = 1, 27.

3.4.3 Zmiany w rozkªadzie ª¡cznym zmiennych � dane pane-

lowe

Dane panelowe umo»liwiaj¡ porównywanie czy dla badanych osób (obiektów) zmie-

nia si¦ b¡d¹ te» pozostaje identyczna charakterystyka wynikaj¡ca z rozkªadu ª¡cznego

dwóch lub wi¦kszej liczby zmiennych. Przykªad takich danych � pochodz¡cych z dru-

giej i czwartej edycji �Diagnozy Spoªecznej� � pokazuje tabela 3.61. Kolejne wiersze

opisuj¡ kombinacje dwóch zmiennych opisuj¡cych cechy respondenta w 2003 roku.
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Zmienna X1 wskazuje, czy respondenci byli w momencie badania bezrobotni czy te»

nie. Zmienna Y1 opisuje opinie dotycz¡ce tego, czy zmiany, jakie zaszªy w Polsce

po 1989 roku miaªy wpªyw na »ycie respondenta, a je±li tak, to czy ten wpªyw byª

korzystny czy te» niekorzystny.

Pytanie to byªo ju» wykorzystane w poprzednich analizach, opis operacjonalizacji

tej zmiennej zostaª zamieszczony przy okazji omówienia tabeli 3.50. Dla potrzeb ana-

lizy poª¡czone zostaªy kategorie40 bardzo niekorzystny i raczej niekorzystny , podob-

nie kategorie bardzo korzystny i raczej korzystny . Kolumny wskazuj¡ na kombinacje

analogicznych zmiennych � oznaczonych jako X2 oraz Y2 - opisuj¡cych sytuacj¦ re-

spondenta w 2007 roku. Tak wi¦c, pierwsza kolumna opisuje osoby, które w 2007 roku

byªy bezrobotne i wskazywaªy, »e zmiany po 1989 roku byªy dla nich niekorzystne.

Tabela 3.61: Ocena zmian w 1989 roku przez osoby bezrobotne i pozostaªe w 2003

(zmienne X1 i Y1) i 2007 rokua (zmienne X2 i Y2)

Wpªyw zmian Bezrobotni(X2 = 1) Pozostali(X2 = 2)

po 1989 roku: Y2 = 1 Y2 = 2 Y2 = 3 Y2 = 1 Y2 = 2 Y2 = 3

Bezrobotni Niekorzystny (Y1 = 1) 54,7 14,5 7,8 87,6 70,4 32,5

(X1 = 1) Brak wpªywu (Y1 = 2) 13,2 25,2 3,7 17,1 77,1 17,3

Korzystny (Y1 = 3) 4,2 3,1 1,0 5,1 11,0 11,0

Pozostali Niekorzystny (Y1 = 1) 39,8 22,6 9,2 619,1 562,1 234,9

(X1 = 2) Brak wpªywu (Y1 = 2) 13,0 47,9 10,7 261,7 797,7 197,3

Korzystny (Y1 = 3) 0,8 2,3 4,9 68,6 145,2 239,2
a�ródªo: Diagnoza Spoªeczna 2003, 2007.

Metod¦ analizy danych tego typu zaproponowaª Duncan41 (1980, 1981). Cz¦sto

stosowanym modelem do analizy danych tego typu jest symetria. Zauwa»my, »e na

gªównej przek¡tnej tej tabeli wyst¦puj¡ osoby, dla których kombinacja obydwu zmien-

nych jest identyczna w obydwu latach. Hipoteza symetrii odnosi si¦ do komórek po-

ªo»onych poza ni¡. Zgodnie z ni¡ zachodzi:

�X1Y1X2Y2
ijkl = �X1Y1X2Y2

klij (3.63)

Przykªadowo, oznacza to, »e �X1Y1X2Y2
2113 = �X1Y1X2Y2

1321 . Pierwsze z prawdopodobie«stw

wskazuje na cz¦sto±¢ osób, które w 2003 roku nie byªy bezrobotne a w 2007 roku ich
40Pomimo, poª¡czenia kategorii w tablicy rozkªadu ª¡cznego kilka komórek ma niewielkie liczebno-

±ci, co jest typow¡ sytuacj¡, gdy rozpatrujemy rozkªad wielu zmiennych. Niemniej dla modeli, które

zamieszczamy w tej sekcji speªnione s¡ warunki dotycz¡ce liczebno±ci podane w rozdziale pierwszym.
41Zagadnienia te omówione s¡ równie» w (Fingleton 1984).
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Tabela 3.62: Wyniki wery�kacji modeli dla danych z tabeli 3.61

Model df �2 G2 Δ BIC

S 15 319,9 (p < 0, 0001) 342,3 (p < 0, 0001) 9,7 218,9

SX1Y1X2Y2 12 13,6 (p = 0, 3246) 15,0 (p = 0, 2396) 1,1 -83,7

QS 10 13,6 (p = 0, 1908) 14,9 (p = 0, 1364) 1,1 -67,4

QS[X1Y1]UA[X2Y2]UA 12 16,0 (p = 0, 1919) 17,2 (p = 0, 1408) 1,2 -81,5

QS{[X1Y1]UA = [X2Y2]UA} 13 16,0 (p = 0, 2508) 17,4 (p = 0, 1837) 1,2 -89,6

status si¦ zmieniª, a jednocze±nie ich opinia co do wpªywu wydarze« po 1989 roku na

ich »ycie ulegªa zmianie: w 2003 roku odpowiedziaªy, »e wpªyw ten byª niekorzystny

a cztery lata pó¹niej, »e korzystny. Zgodnie z tym modelem jest ona równa cz¦sto±ci

osób, dla których zmiana nast¡piªa w odwrotnym kierunku dla obydwu cech, tj. nie

byªy bezrobotne w 2003 a byªy w 2007 roku, a ich ocena zmian z 1989 roku zmieniªa

si¦ z kategorii �korzystny� na �niekorzystny�. Model taki � jak pokazuje tablica 3.62

� jest nierealistyczny. Podobnie jak w przypadku dwóch zmiennych sªabe dopaso-

wanie tego modelu wynika, z tego, »e peªna symetria jest mo»liwa tylko wówczas,

gdy rozkªady brzegowe takiej tabeli s¡ identyczne, tj. rozkªady ª¡czne obydwu zmien-

nych s¡ identyczne w obydwu porównywanych latach. Mówi¡c inaczej rozkªad ª¡czny

zmiennych X1 i Y1 jest taki sam jak zmiennych X2 i Y2.

Bardziej realistyczny jest model quasi�symetrii, który zakªadaªby, »e symetrycz-

ne s¡ jedynie stosunki szans w tak skonstruowanej tabeli. Jak pokazuje tabela 3.62,

dopasowanie takiego modelu jest bardzo dobre, mógªby on by¢ zaakceptowany na po-

ziomie istotno±ci 0,05, jedynie nieco ponad 1% osób zaklasy�kowanych jest niezgodnie

z tym modelem. Obydwa modele � S i QS � ró»ni zaªo»enie o identyczno±ci rozkªa-

dów brzegowych. Test warunkowy porównuj¡cy obydwa modele mo»na potraktowa¢

jako wery�kacj¦ hipotezy gªosz¡cej, »e rozkªad ª¡czny obydwu zmiennych, pierwszej

zdaj¡cej spraw¦ z sytuacji na rynku pracy (X) i opiniami na temat wpªywu zmian

po 1989 roku (Y ) byª taki sam w obydwu porównywanych badaniach. Wyniki testu

warunkowego pokazuj¡, ze zaªo»enie to nale»y odrzuci¢: (G2 = 342, 3−14, 9 = 327, 4,

df = 5, p < 0, 0001).

Zauwa»my, »e testowan¡ powy»ej hipotez¦ o braku zmian w rozkªadzie ª¡cznym

zmiennych X oraz Y , mo»na przedstawi¢ jako poª¡czenie nast¦puj¡cych warunków:

1. Rozkªad zmiennej X1 jest taki sam jak rozkªad zmiennej X2, tj. odsetek osób

bezrobotnych jest w obydwu badaniach identyczny.
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2. Rozkªad zmiennej Y1 jest taki sam jak rozkªad zmiennej Y2, tj. w jednym i

w drugim badaniu taki sam odsetek badanych wskazywaª, »e zmiany po 1989

roku miaªy wpªyw korzystny, podobnie taki sam odsetek wskazywaª na wpªyw

niekorzystny b¡d¹ brak wpªywu.

3. Zwi¡zek pomi¦dzy X1 i Y1 mierzony stosunkami szans jest taki sam jak po-

mi¦dzy X2 i Y2. Oznacza to, »e nie zmieniªy si¦ wzór i siªa zwi¡zku pomi¦dzy

�byciem bezrobotnym� a opiniami o zmianach jakie zaszªy po 1989 roku.

Przypu±¢my, »e jeste±my zainteresowani przetestowaniem jedynie trzeciego z wy-

mienionych warunków a nie wszystkich trzech ª¡cznie. W tym celu do sformuªowanej

poprzednio hipotezy o quasi�symetrii, nale»y doda¢ warunek gªosz¡cy, »e stosunki

szans pomi¦dzy X1 i Y1 s¡ analogiczne jak stosunki szans pomi¦dzy X2 i Y2. Wi¡»¦

si¦ on z (r− 1)(c− 1) dodatkowymi zaªo»eniami, to znaczy tyle lokalnych stosunków

szans mo»na wyznaczy¢, gdy zmiennaX1 ma r kategorii a liczba kategorii zmiennej Y1

wynosi c. Model ten zostaª oznaczony42 jako SX1Y1X2Y2. Model ten jest akceptowal-

ny. Porównanie tego modelu za pomoc¡ testu warunkowego z modelem QS stanowi

wery�kacj¦ interesuj¡cego nas zaªo»enia o identyczno±ci zwi¡zku w 2003 i 2007 roku.

Okazuje si¦, »e dopasowanie obydwu hipotez jest niemal identyczne, hipotezy powy»-

szej nie mo»na odrzuci¢ (G2 = 15, 03 − 14, 88 = 0, 15, df = 2, p < 0, 9263). Ró»nice

w zwi¡zku pomi¦dzy zmiennymi okazaªy nieistotne statystycznie dla obydwu bada«.

Warto zauwa»y¢, »e powy»szy test warunkowy, nie jest tym samym, co hipoteza

[ZX][ZY ][XY ], gdzie Z wskazuje na rok badania. Podobnie, testowanej wcze±niej

hipotezy o identyczno±ci rozkªadu ª¡cznych zmiennych X1 i Y1 oraz rozkªadu X2 i Y2

nie mo»emy sprowadzi¢ do hipotezy [Z][XY ]. Danych panelowych nie mo»na trakto-

wa¢ tak, jakby pochodziªy z dwóch niezale»nych od siebie bada«, przeprowadzonych

w kolejnych latach, nie mamy bowiem do czynienia z niezale»nymi od siebie próbami.

Przeciwnie, w obydwu punktach czasowych rozpatrujemy te same jednostki.

W modelach przedstawionych do tej pory nie rozwa»ali±my mo»liwo±ci uwzgl¦dnie-

nia porz¡dkowego charakteru zmiennych Y1, Y2 opisuj¡cych opinie na temat wpªywu

zmian po 1989 roku. Mo»na na przykªad upro±ci¢ model QS zakªadaj¡c, »e zwi¡zek

pomi¦dzy nimi opisywany jest za pomoc¡ modelu jednakowej interakcji. Model taki

oznaczony zostaª jako QS[X1Y1]UA[X2Y2]UA. Zarówno w 2000 jak i 2003 roku interak-

cj¦ mo»na opisa¢ za pomoc¡ jednego a nie dwóch (tj. (r− 1)(c− 1)) parametrów jak

w modelu QS. W konsekwencji model ten b¦dzie miaª o dwa stopnie swobody wi¦cej.

Jak wida¢ z tabeli 3.62 jest to model akceptowalny i test warunkowy porównuj¡cy

42Oznaczenie takie przyj¦li±my za Fingletonem (1984). Wynika ono st¡d, ze stosunku do modelu

symetrii rozkªady zmiennych X1, Y1, X2, Y2 musz¡ odzwierciedla¢ dane z próby, je±li szacujemy

rozkªad oczekiwany metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci.
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obydwa modele pokazuje, »e uproszczenie modelu nie pogarsza jego dopasowania w

sposób istotny statystycznie: (G2 = 17, 2− 14, 9 = 0, 31, df = 2, p = 0, 5769).

Parametry interakcji wynosz¡ odpowiednio: �1 = 1, 55 dla 2003 roku i �2 = 1, 48

dla 2007 roku. Oznaczaªoby to »e siªa zale»no±ci jest sªabsza dla roku 2007 (para-

metr jest bli»szy warto±ci 1, czyli niezale»no±ci). Hipotez¦ mo»na dodatkowo upro-

±ci¢, zakªadaj¡c, »e siªa zale»no±ci jest taka sama dla obydwu lat, tj. �1 = �2. Za-

uwa»my, »e model taki � oznaczony jako QS{[X1Y1]UA = [X2Y2]UA} � jest szcze-

gólnym przypadkiem modelu QS[X1Y1]UA[X2Y2]UA (jak równie» rozwa»anego wcze-

±niej modelu SX1Y1X2Y2). Okazuje si¦, »e model taki jest akceptowalny a test wa-

runkowy porównuj¡cy modele QS[X1Y1]UA[X2Y2]UA oraz QS{[X1Y1]UA = [X2Y2]UA}
pokazuje, »e zaªo»enia o identycznej sile zale»no±ci opisywanej przez jednakow¡ in-

terakcj¦ nie mo»na odrzuci¢ na standardowo przyjmowanych poziomach istotno±ci:

G2 = 17, 35 − 17, 24 = 0, 11, df = 1, p = 0, 94. Parametr siªy zwi¡zku dla tego mo-

delu wynosi: � = 1, 5. Oznacza to � przykªadowo � »e proporcja liczby osób które

uwa»aj¡, »e wpªyw zmian po 1989 roku byª korzystny do liczby, które nie dostrzegaj¡

wpªywu jest 1,5 razy mniejsza w±ród bezrobotnych ni» pozostaªych osób.

Jak zostaªo zasygnalizowane wcze±niej, sformuªowane powy»ej modele mog¡ by¢

wykorzystane do analizy danych inne ni» panelowe. Podobn¡ struktur¦ miaªyby ta-

blice, w których zestawiªoby si¦ dwie cechy respondentów i ich ojców, przykªadowo

wyksztaªcenia i zawodu. W tym sensie powy»sze modele mog¡ by¢ u»yteczne rów-

nie» do opisu ruchliwo±ci spoªecznej. Podobnie mo»liwe byªoby analizowanie wzorów

zawierania maª»e«stw pod k¡tem kilku cech m¦»ów i »on. Warto podkre±li¢, »e w

rozdziale tym przytoczone zostaªy jedynie wybrane modele. Mo»na przykªadowo kon-

struowa¢ modele po±rednie pomi¦dzy modelem S i modelem SX1Y1X2Y2. Ponadto,

do opisu zwi¡zku mi¦dzy zmiennymi mo»na wykorzysta¢ inne hipotezy ni» jednakowa

interakcja.
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Podsumowanie

W pracy zaprezentowane zostaªy mo»liwo±ci analizowania rozkªadu dwóch lub wi¦k-

szej liczby zmiennych za pomoc¡ modeli logarytmiczno�liniowych. Jak zostaªo poka-

zane w rozdziale pierwszym, w ramach tej metody sformuªowa¢ mo»na wiele hipotez

okre±laj¡cych zwi¡zek pomi¦dzy zmiennymi. Mo»liwo±ci te znacznie si¦ poszerzaj¡,

je±li uwzgl¦dni si¦ porz¡dkowy charakter jeden b¡d¹ kilku zmiennych, co zostaªo za-

prezentowane w rozdziale drugim. Dodatkowe modele mo»na formuªowa¢ dla tablic,

gdzie kategorie dwóch (lub wi¦kszej liczby zmiennych) s¡ identyczne, jak dzieje si¦

na przykªad w odniesieniu do danych panelowych lub tablic ruchliwo±ci, czemu po-

±wi¦cony zostaª rozdziaª trzeci.

Praca wykorzystuje nieco inny schemat prezentacji poszczególnych modeli, ani»eli

mo»na zazwyczaj spotka¢ w literaturze, gdzie wychodzi si¦ od postaci parametrycznej

modelu. Prezentacj¦ modelu rozpoczyna sformuªowanie hipotezy, przy wykorzystaniu

poj¦¢ równomierno±ci rozkªadu, niezale»no±ci stochastycznej, stosunków szans. Nie-

które modele wskazuj¡ równie» na inne specy�czne relacje pomi¦dzy prawdopodo-

bie«stwami (model quasi�niezale»no±ci, model dystansu, modelowanie asymetrii). Ta

sama hipoteza, mo»e by¢ parametryzowana na wiele ró»nych sposobów a wybór odpo-

wiedniej parametryzacji ma pomóc w interpretacji wybranych aspektów zwi¡zanych

z opisem rozkªadów poszczególnych zmiennych, b¡d¹ zwi¡zku mi¦dzy zmiennymi.

Oczywi±cie model w postaci parametrycznej równie» mo»e by¢ wykorzystywany do

formuªowania poszczególnych hipotez. Jak zostaªo pokazane w rozdziale pierwszym,

polega to na nakªadaniu na model nasycony okre±lonych warunków. Trzeba jednak

wówczas pami¦ta¢ z jakiego rodzaju parametryzacj¡ mamy do czynienia. Przykªado-

wo, de�nicja quasi�niezale»no±ci jako modelu, w którym ka»da komórka na gªównej

przek¡tnej posiada wªasny parametr, mo»e by¢ myl¡ca, gdy» ten sam model mo»na

formuªowa¢ równie» w inny sposób, co pokazuje tabela 3.15. Aby powy»sza formula

byªa jednoznaczna konieczne jest jej doprecyzowanie o de�nicje poszczególnych para-

metrów modelu. Warto te» zwróci¢ uwag¦, »e trudno±ci w interpretacji parametrów

modelu s¡ jeszcze wi¦ksze, gdy wykorzystuje si¦ jego addytywn¡ posta¢ � najbar-
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dziej rozpowszechnion¡ w literaturze � gdy» ich warto±ci s¡ odnoszone do logarytmu

prawdopodobie«stwa.

Zwi¡zek mi¦dzy zmiennymi jest w modelach logarytmiczno�liniowych opisywany

przede wszystkim przez stosunki szans i w tym sensie formuªowanie hipotez za ich

pomoc¡ wydaje si¦ bardziej precyzyjne. Ten typ prezentacji pozwala dostrzec ró»nice

pomi¦dzy modelami b¡d¹ ich równowa»no±¢ w niektórych sytuacjach (przykªadowo,

modelu quasi�niezale»no±ci i quasi�symetrii dla tablicy o wymiarach 3 x 3, modeli QS

i QDS jak równie», QCP i QFD dla tablic o wymiarach 4 x 4). Niektóre formuªy oparte

na stosunkach szans s¡ do±¢ skomplikowane i w tym sensie dla lepszego zrozumienia

hipotezy dobrze jest prezentowa¢ model wykorzystuj¡c zarówno stosunki szans (b¡d¹

inne relacje pomi¦dzy prawdopodobie«stwami) jak te» sformuªowanie parametryczne.

Warto jeszcze raz podkre±li¢, »e wybór okre±lonego modelu, nie powinien opiera¢

si¦ jedynie na przesªankach statystycznych, tj. dopasowaniu modelu do danych. Istot-

na wydaje si¦ teoria badanego zjawiska jak równie» przypuszczenia badacza dotycz¡ce

wzoru zwi¡zku pomi¦dzy zmiennymi. Oczywi±cie, przesªanki te nie zawsze prowadz¡

do wskazania jednego konkretnego modelu, na ogóª teoria w naukach spoªecznych nie

jest do tego stopnia precyzyjna. Niemniej teoria badanego zjawiska mo»e na przy-

kªad sugerowa¢, które modele powinno si¦ ze sob¡ porównywa¢. W pracy powy»szej

analizuj¡c konkretne dane empiryczne, przesªanki tego typu byªy brane pod uwag¦

w ograniczonym zakresie. Wynika to jednak ze specy�ki pracy, która jest nastawio-

na na prezentacj¦ samych modeli, ich wªasno±ci oraz mo»liwo±ci ich zastosowania.

Przykªady � jak zostaªo zaznaczone na wst¦pie � miaªy charakter ilustracyjny.

Warto zasygnalizowa¢ kwestie, które wykraczaªy poza ramy tej pracy, ale s¡ ±ci-

±le zwi¡zane z omawian¡ metod¡. Cz¦sto do analizy zwi¡zku pomi¦dzy zmiennymi

wykorzystuje si¦, tzw. modele logitowe (logit models, e�ect models) (Goodman 1973,

Agresti 1984, Aldrich i Nelson 1984, Hagenaars 1990, Liao 1994, Demaris 1998, Boro-

oah 2001). W tym uj¦ciu jedn¡ ze zmiennych traktuje si¦ � podobnie jak w równaniu

regresji liniowej � jako zmienna zale»n¡. Dokªadniej jest ni¡ logit (tj. logarytm szan-

sy) dla dwóch wyró»nionych kategorii tej zmiennej. Stosunkowo ªatwo przeksztaªci¢

model logarytmiczno�liniowy w odpowiedni model logitowy, obydwie metody s¡ ze so-

b¡ silnie powi¡zane. Cho¢ w tej pracy »aden model logitowy nie zostaª sformuªowany,

interpretacja parametrów cz¦sto byªa bliska temu uj¦ciu. Podej±cie to cz¦sto rozszerza

si¦, formuªuje si¦ modele analogiczne do analizy ±cie»kowej, co pozwala uwzgl¦dni¢

bardziej skomplikowane zale»no±ci przyczynowo-skutkowe. Warto równie» wspomnie¢

o regresji logistycznej, która jest pod wieloma wzgl¦dami podobna do modelu logi-

towego, przy czym mo»na w niej uwzgl¦dni¢ dodatkowo zmienne mierzone na skali

interwaªowej (Dobson 2002, Pampel 2006, O'Connell 2006).
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Inn¡ kwesti¡ nie omówion¡ w pracy jest wykorzystanie danych panelowych do mo-

delowania zwi¡zków przyczynowo�skutkowych (Duncan 1975, 1981, Fingleton 1984,

Karpi«ski 2006) . W modelach takich wykorzystuje si¦ zaªo»enie, »e zmienna X mie-

rzona punkcie czasowym t1 na ogóª nie mo»e zale»e¢ od cechy Y mierzonej w pó»niej-

szym punkcie t2. Rozpatruj¡c kilka zmiennych jednocze±nie, mo»na próbowa¢ ustala¢

zwi¡zki przyczynowo�skutkowe mi¦dzy zmiennymi X i Y .

Istnieje równie» mo»liwo±¢ uwzgl¦dnienia w modelach logarytmiczno�liniowych

zmiennych ukrytych (latent variables) (Lazarsfeld 1950, Lazarsfeld i Henry 1968,

Goodman 1974, McCutcheon 1987, Hagenaars 1990, Hagenaars 1993, Clogg 1995,

Nawojczyk i McCutcheon 1996, Hagenaars i McCutcheon 2002). Zmienne obser-

wowalne traktuje si¦ wówczas jako niedoskonaªe wska¹niki interesuj¡cej nas cechy,

której nie mo»na mierzy¢ bezpo±rednio. W tym sensie daje si¦ zauwa»y¢ pew-

n¡ analogi¦ tego typu modeli do analizy czynnikowej i modeli strukturalnych,

które jednak na ogóª wymagaj¡ zmiennych zmierzonych na skali interwaªowej.

Modele ze zmiennymi ukrytymi stosuje si¦ równie» w odniesieniu do tablic ru-

chliwo±ci (Boudon 1973, Clogg 1981, Duncan 1985) jak te» danych panelowych

(Markus 1984, Tomaszewski 2004).

Na koniec warto zasygnalizowa¢, jakie oprogramowanie wykorzystuje si¦ do esty-

macji modeli logarytmiczno�liniowych. Wiele z nich daje si¦ analizowa¢ za pomoc¡

najbardziej popularnych pakietów, takich jak SPSS, SAS, STATISTICA, STATA.

Du»e mo»liwo±ci daje program R i powi¡zany z nim pakiet S�PLUS. Obliczenia wy-

korzystane w tej pracy, zostaªy wykonane za pomoc¡ pakietu LEM, przeznaczanego

gªownie do analizy zmiennych jako±ciowych (nominalnych i porz¡dkowych). Jego au-

torem jest Jeroen Vermunt (1997). Program ten pozwala równie» estymowa¢ modele

z uwzgl¦dnieniem zmiennych ukrytych, cho¢ pod tym wzgl¦dem wi¦ksze mo»liwo±ci

daj¡ pakiety LATENT GOLD i MPLUS.
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Aneks A

Opis zbiorów danych, dodatkowe

ilustracje i formuªy

Aneks skªada si¦ z kilku cz¦±ci. W pierwszej z nich zamieszczone zostaªy informacje

o zbiorach danych wykorzystanych w tej pracy. W drugiej znajduje si¦ tzw. twier-

dzenie o agregacji w wersji ogólnej, które zostaªo zasygnalizowane w rozdziale pierw-

szym. Nast¦pnie, przedstawiony zostaª przykªad, który ilustruje niejednoznaczno±¢

dekompozycji modelu zgodnego z hipotez¡ o quasi�niezale»no±ci na podzbiorowo±ci

wyró»nione ze wzgl¦du na zmienn¡ Z, przy zde�niowaniu modelu przez formuªy 3.4,

3.5, 3.8. W dalszej cz¦±ci przedstawione s¡ wybrane modele uwzgl¦dniaj¡ce specy-

�k¦ gªównej przek¡tnej sformuªowane za pomoc¡ lokalnych stosunków szans, wraz

z uzasadnieniem liczby stopni swobody dla tych modeli. Na ko«cu pokazana zosta-

nie równowa»no±¢ modeli QS i QDS jak równie» modeli QCP i QFD dla tablic o

wymiarach 4 x 4.

A.1 Informacje o zbiorach danych wykorzystanych

do przykªadów empirycznych

W pracy zostaªy do ilustracji empirycznych wykorzystane nast¦puj¡ce zbiory danych:

∙ Europejski Sonda» Spoªeczny, Paweª. B. Sztabi«ski, Franciszek Sztabi«-

ski, O±rodek Realizacji Bada« Socjologicznych, Instytut Filozo�i i Socjologii

Polskiej Akademii Nauk, Warszawa. Projekt badawczy �nansowany ze ±rod-

ków Komitetu Bada« Naukowych. Przeprowadzono cztery tury tego badania.

Pocz¡wszy od 2002 roku badanie powtarzane jest co dwa lata. W tabelach

1.27, 2.24, 3.8, 3.9 wykorzystano dane dla pierwszej edycji z 2002 roku. W

badaniu tym odsetek zrealizowanych wywiadów wyniósª 73,2%, przeprowadzo-
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no 2110 wywiadów. Dane z tabeli 2.9 dotyczyªy II tury ESS przeprowadzonej

w 2004 roku. Analogiczny odsetek zrealizowanych wywiadów wyniósª 70,2 %,

przeprowadzono 1721 wywiadów. Je±li chodzi o dane dla tabel 2.27, 3.55 to

pochodz¡ one z I tury badania, przy czym obejmuj¡ równie» dane z innych

krajów. Metodologia badania byªa pod wieloma wzgl¦dami podobna, niemniej

kraje ró»niªy si¦ ze wzgl¦du na schemat doboru próby jak równie» odsetek zre-

alizowanych wywiadów. Wi¦cej informacji o badaniu mo»na znale¹¢ na stronie

www.europeansocialsurvey.org .

∙ Polskie Generalne Sonda»e Spoªeczne, skumulowany komputerowy zbiór

danych 1992-2008. Bogdan Cichomski (kierownik programu), Tomasz Jerzy«-

ski, i Marcin Zieli«ski. Instytut Studiów Spoªecznych, Uniwersytet Warszawski,

Warszawa 2009. Badanie jest realizowane od 1992 roku i byªo powtarzane dzie-

wi¦ciokrotnie. W tabeli 2.20 wykorzystane zostaªy dane z 1997 roku, wówczas

przebadano 75,1 % zaªo»onej próby, co przekªada si¦ na 2402 wywiady. Da-

ne z 2005 roku kiedy analogiczny odsetek wynosiª 60,6% (1277 osób) zostaªy

wykorzystane w tabelach 2.5 oraz 2.19. Wi¦cej informacji o doborze próby, kon-

strukcji wagi mo»na znale¹¢ na stronie pgss.iss.uw.edu.pl.

∙ Diagnoza Spoªeczna, Warunki i Jako±¢ �ycia Polaków,, Rada Monito-

ringu Spoªecznego, Warszawa 2007. Badanie ma charakter panelowy, pierwsza

edycja badania miaªa miejsce w 2000 roku, kolejne w 2003, 2005, 2007 i 2009

roku. Badanie z jednej strony dotyczy gospodarstw domowych, z drugiej strony

indywidualnych ankieterów, tj. istniej¡ dwie wersje ankiety. Tabela 3.6 dotyczy

gospodarstw domowych przebadanych w 2000 i 2005 roku. Pozostaªe tabele do-

tycz¡ badania skierowanego do indywidualnych respondentów. Obejmuj¡ one

odpowiednio lata: tabela 3.50 � 2003 i 2005 rok, tabela 3.59 � 2000, 2003 i

2005 rok, tabela 3.61 � 2003 i 2007 rok. Kwestia odsetka realizacji próby jest

bardziej skomplikowana ze wzgl¦du na panelowy charakter badania. Wi¦cej in-

formacji o badaniu, doborze próby, zast¦powaniu jednostek, które nie wzi¦ªy

udziaªu w badaniu, w kolejnych turach panelu, konstrukcji wagi mo»na znale¹¢

w: Czapli«ski i Panek (2007) oraz na stronie www.diagnoza.com.

∙ Struktura Spoªeczna II, badanie zostaªo przeprowadzone w 1987 roku w In-

stytucie Filozo�i i Socjologii PAN, Kierownikiem badania byª Kazimierz Sªom-

czy«ski, w skªad zespoªu wchodzili równie» Ireneusz Biaªecki, Henryk Doma«ski,

Krystyna Janicka, Bogdan Mach, Zbigniew Sawi«ski, Joanna Sikorska i Woj-

ciech Zaborowski. Badanie obj¦ªo osoby wieku 21-65 lat. Wi¦cej informacji na

268



temat badania mo»na znale¹¢ w ksi¡»ce �Struktura Spoªeczna: schemat teore-

tyczny i warsztat badawczy� (1989).

A.2 Twierdzenie o agregacji (collapsibility theorem)

Twierdzenie poni»sze opisuje w jakich sytuacjach warunkowe stosunki szans wyró»-

nione dla dwóch zmiennych wzgl¦dem trzeciej zmiennej s¡ równe stosunkom szans

wyznaczonych dla tych samych kategorii w caªej zbiorowo±ci.

Twierdzenie o agregacji, (Bishop i inni, 1975)

Zmienne b¦d¡ce przedmiotem zainteresowania, dzielimy na trzy grupy:

X1, X2, X3, . . .

Y1, Y2, Y3, . . .

Z1, Z2, Z3, . . .

Przez Z oznaczmy zmienn¡ zªo»on¡ uwzgl¦dniaj¡c¡ kombinacje wszyst-

kich zmiennych Z1, Z2, Z3, . . .. Przyjmijmy, »e ka»da ze zmiennych X jest

warunkowo niezale»na stochastycznie od zmiennej Z wzgl¦dem pozosta-

ªych zmiennych np. Y . Rozpatrujemy rozkªady:

1. w podzbiorowo±ciach wyró»nionych ze wzgl¦du na warto±ci zmiennej

Z

2. brzegowe powstaªe przez zsumowanie po indeksach zmiennej Z

Stosunki szans uwzgl¦dniaj¡ce przynajmniej jedn¡ ze zmiennych X dla

okre±lonych w ten sposób rozkªadów warunkowych i brzegowych s¡ sobie

równe. Dowód: porównaj Bishop i inni, 1975, str. 75.

Dla przykªadu, je»eli badamy stosunki szans dla dowolnych kategorii zmiennych

X1 i zmiennych Y1 to zachodzi

Θ
X1; Y1 (Z)
a/b;c/d(k) = ΘX1; Y1

a/b;c/d

Nale»y podkre±li¢, »e równo±¢ ta zachodzi tylko wówczas je±li jedn¡ ze zmiennych,

pomi¦dzy którymi zale»no±¢ mierzymy jest zmienna X, tj zmienna niezale»na od

zmiennej Z. Nie musi wi¦c zachodzi¢ Θ
Y1; Y2 (Z)
a/b;c/d(k) = ΘY1; Y2

a/b;c/d.
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A.3 Ilustracja do modelu quasi�niezale»no±ci

Poni»ej zamieszczony zostaª przykªad ilustruj¡cy niejednoznaczno±¢ dekompozycji

rozkªadu ª¡cznego zmiennych X i Y , ilustruj¡cego hipotez¦ o quasi�niezale»no±ci na

trzy podzbiorowo±ci: osób niemobilnych (Z = 1) oraz dwóch podzbiorowo±ci osób

mobilnych, opisywanych przez niezale»no±¢ zmiennych X i Y : dla jednej z nich nie

wykluczamy mo»liwo±ci wspóªwyst¦powania tej samej kategorii dwóch zmiennych

(Z = 2), dla drugiej wykluczamy tak¡ sytuacj¦ (Z = 3). Odsetki poszczególnych

podzbiorowo±ci s¡ oznaczone jako �1, �2, �3. Model jest opisywany przez formuªy 3.4,

3.5, 3.8.

Tabela A.1: Rozkªad ª¡czny zmiennych X i Y zgodny z hipotez¡ QN (w procentach)

X∖Y 1 2 3 4

1 13,44 3,63 2,77 1,91

2 5,55 7,58 2,77 1,91

3 8,32 5,45 4,58 2,87

4 8,32 5,45 4,16 21,29

W tabeli A.1 podany jest przykªad rozkªadu speªniaj¡cego warunek quasi� nieza-

le»no±ci. W tabeli A.2 przedstawione zostaªy dwie mo»liwo±ci dekompozycji tego roz-

kªadu: przedstawiono mi¦dzy innymi informacj¦ o wielko±ci poszczególnych podzbio-

rowo±ci. W pierwszej sytuacji trzy podzbiorowo±ci maj¡ niezerowe cz¦sto±ci, w drugiej

podzbiorowo±¢ opisywana w peªni przez niezale»no±¢ dwóch zmiennych (Z = 2) nie

wyst¦puje. Pomimo tych ró»nic, obydwie sytuacje odzwierciedlaj¡ ten sam rozkªad

przedstawiony w tabeli A.1. Przykªadowo:

�11 = 0, 1344 = 0, 37 ⋅ 0, 2703 + 0, 43 ⋅ 0, 08 + 0, 2 ⋅ 0, 00 = 46, 9 ⋅ 0, 2866 + 53, 1 ⋅ 0.

Przykªad ten pokazuje równie», »e ró»ne mog¡ by¢ odsetki dla poszczególnych ka-

tegorii w pozdbiorowo±ci osób niemobilnych. Mo»na te» zaobserwowa¢, »e stosunki

szans dla podzbiorowo±ci Z = 2 s¡ równe 1. Podobnie równe 1 s¡ stosunki szans dla

podzbiorowo±ci Z = 3, wyznaczone dla kategorii le»¡cych poza gªówn¡ przek¡tn¡.
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Tabela A.2: Rozkªady ª¡czne zmienychX i Y w podzbiorowo±ciach (dwóch lub trzech)

wyró»nionych ze wzgl¦du na zmienn¡ Z, zgodne z rozkªadem w tabeli A.1 (w pro-

centach, warto±ci zaokr¡glone)

Trzy podzbiorowo±ci Dwie podzbiorowo±ci, �2 = 0

Z = 1, �1 = 37, 0 Z = 1, �1 = 46, 9

X∖Y 1 2 3 4 X∖Y 1 2 3 4

1 27,03 0,00 0,00 0,00 1 28,66 0,00 0,00 0,00

2 0,00 13,51 0,00 0,00 2 0,00 16,17 0,00 0,00

3 0,00 0,00 5,41 0,00 3 0,00 0,00 9,77 0,00

4 0,00 0,00 0,00 54,05 4 0,00 0,00 0,00 45,40

Z = 2, �2 = 43, 0 Z = 2, �2 = 0

X∖Y 1 2 3 4

1 8,00 6,00 4,00 2,00

2 8,00 6,00 4,00 2,00

3 12,00 9,00 6,00 3,00

4 12,00 9,00 6,00 3,00

Z = 3, �3 = 20, 0 Z = 3, �3 = 53, 1

X∖Y 1 2 3 4 X∖Y 1 2 3 4

1 0,00 5,26 5,26 5,26 1 0,00 6,84 5,22 3,60

2 10,53 0,00 5,26 5,26 2 10,44 0,00 5,22 3,60

3 15,79 7,89 0,00 7,89 3 15,66 10,26 0,00 5,40

4 15,79 7,89 7,89 0,00 4 15,66 10,26 7,83 0,00

A.4 Dodatkowe formuªy dla wybranych modeli

A.4.1 Model quasi�niezale»no±ci QN

Hipotez¦ o quasi-niezale»no±ci mo»na sformuªowa¢ za pomoc¡ lokalnych stosunków

szans, jako poª¡czenie trzech warunków:

ΘXY
ab = 1, gdzie |a-b|>1, (A.1)

ΘXY
q(q+1) = ΘXY

(q+1)q dla 1 ≤ q ≤ r − 2, (A.2)

ΘXY
qq =

1

ΘXY
(q−1)qΘ

XY
(q+1)q

dla 2 ≤ q ≤ r − 2. (A.3)

Warunek A.1 okre±la, »e wszystkie lokalne stosunki szans, nie zawieraj¡ce komórek

zwi¡zanych z gªówn¡ przek¡tn¡ s¡ równe 1. Przykªadowo, dla tabeli 3.14 daje si¦ na
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przykªad pokaza¢, »e:

ΘXY
13 =

131, 9 ⋅ 64, 2

49, 0 ⋅ 172, 7
= 1.

Podobnie równe 1 s¡ stosunki szans ΘXY
14 , ΘXY

24 , ΘXY
31 , ΘXY

41 , ΘXY
42 . Jak wida¢ dla

analizowanej tabeli takich warunków jest sze±¢. Je±li chcieliby±my ogólnie okre±li¢ ich

liczb¦, nale»y zauwa»y¢, »e dotycz¡ one pseudo�przek¡tnych które, nie przylegaj¡ do

gªównej przek¡tnej, po obydwu jej stronach. Liczba takich stosunków szans wynosi1:

2[1 + . . .+ (r − 3)] = 2(r − 2)
r − 3

2
= (r − 2)(r − 3).

Kolejny warunek A.2 dotyczy stosunków szans wyznaczonych dla komórek przylega-

j¡cych do gªównej przek¡tnej, na przykªad ΘXY
12 , ΘXY

23 itd. Poniewa» stosunki szans

tego typu obejmuj¡ komórki gªównej przek¡tnej, wielko±ci te nie musz¡ by¢ równe 1,

natomiast w modelu quasi�niezale»no±ci s¡ one symetryczne. Przykªadowo, dla tabeli

3.14:

ΘXY
12 =

118, 9 ⋅ 172, 7

131, 9 ⋅ 134, 5
= ΘXY

21 = 1, 16.

Podobnie, zachodzi:

ΘXY
23 = ΘXY

32 ; ΘXY
34 = ΘXY

43 .

Warunków takich jest r− 2. Je±li chodzi o ostatni warunek A.3 mo»e si¦ on wydawa¢

na pierwszy rzut oka maªo intuicyjny. Zauwa»my jednak, »e jest konsekwencj¡ tego,

»e zgodnie z modelem quasi�niezale»no±ci warunkowe szanse, które nie obejmuj¡ ko-

mórek na gªównej przek¡tnej s¡ sobie równe, równie» wtedy, gdy jedna z nich le»y

powy»ej gªównej przek¡tnej, a druga z nich poni»ej. Dla przykªadu we¹my stosunek

szans:

ΘX Y
1/4;2/3 =

Ω
X (Y )
1/4(2)

Ω
X (Y )
1/4(3)

=
�XY12 /�XY42

�XY13 /�XY43

= 1.

Przypomnijmy, »e dowolny stosunek szans mo»e by¢ przedstawiony jako iloczyn

lokalnych stosunków szans (porównaj 2.1), dlatego analizowana powy»ej wielko±¢ jest

równa:

ΘX Y
1/4;2/3 = ΘXY

12 ΘXY
22 ΘXY

32 = 1.

Przekªada si¦ to na warunek A.3, tj.

ΘXY
22 =

1

ΘXY
12 ΘXY

32

.

Podobnie w omawianym przykªadzie mo»na pokaza¢, »e:

ΘXY
33 =

1

ΘXY
23 ΘXY

34

.

1W tej i kilku kolejnych formuªach dotycz¡cych liczby stopni swobody b¦dziemy posªugiwa¢ si¦

formuª¡ na sum¦ sko«czonego ci¡gu arytmetycznego, tj. 1 + 2 + . . .+ n = (n+ 1)(n/2).
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Warunków tego typu jest r−3, je±li mamy do czynienia ze zmiennymi o r kategoriach.

Liczba niezale»nych warunków A.1�A.3 okre±la liczb¦ stopni swobody modelu

quasi�niezale»no±ci. Jest ich:

df = (r− 2)(r− 3) + (r− 2) + (r− 3) = (r− 2)2 + (r− 3) = r2− 3r+ 1 = (r− 1)2− r.

Model ten posiada r stopni swobody wi¦cej ni» model niezale»no±ci, co oznacza, »e

posiada r dodatkowych niezale»nych parametrów. Tak wi¦c w tabeli konieczne jest

okre±lenie ka»dego z parametrów q1, . . . qr le»¡cych na gªównej przek¡tnej.

A.4.2 Model quasi�niezale»no±ci QhN

Hipoteza QhN gªosi � podobnie jak zwykªy model quasi�niezale»no±ci � warunek

A.1. Warunki A.2 oraz A.3 wymagaj¡ przeformuªowania, tak wi¦c zgodnie z t¡ hipo-

tez¡ zachodzi tj.

ΘXY
ab = 1, gdzie |a-b|>1 (A.4)

ΘXY
j(j+1) = ΘXY

(j+1)j = 1/q dla 1 ≤ j ≤ r − 2 (A.5)

ΘXY
jj = q2 dla 1 ≤ j ≤ r − 1. (A.6)

Przypomnijmy, »e ilustracj¦ tego modelu stanowiªa tabela 3.16. Warunki A.5

wskazuj¡, »e stosunki szans na pseudo�przek¡tnej przylegaj¡cej do gªównej przek¡tnej

s¡ nie tylko symetryczne, ale równie» sobie równe. Warunków tych jest 2(r − 2)− 1.

Podobnie równe sobie s¡ � zgodnie z formuª¡ A.6 � stosunki szans na gªównej prze-

k¡tnej, co przekªada si¦ na (r − 2) warunki. Nale»y jednak zauwa»y¢, »e stosunki

szans z warunków A.2 oraz A.3 de�niowane s¡ przez t¡ sam¡ wielko±¢ q, co zmniejsza

liczb¦ niezale»nych warunków o 1. �¡cznie formuªy A.4 − A.6 de�niuj¡ (r − 1)2 − 1

niezale»nych warunków, co okre±la liczb¦ stopni swobody tego modelu.

A.4.3 Model QUA

Zaªo»enia dotycz¡ce lokalnych stosunków szans, które de�niuj¡ model QUA s¡ nast¦-

puj¡ce:

ΘXY
ab = �, (A.7)

ΘXY
q(q+1) = ΘXY

(q+1)q, (A.8)

ΘXY
m(m−1)Θ

XY
mmΘXY

m(m+1) =
(
ΘXY
ab

)3
= �3, (A.9)
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gdzie ∣a− b∣ > 1, jak równie» 1 ≤ q ≤ r− 2 oraz 2 ≤ m ≤ r− 2. Powy»sze zaªo»enia

modelu wymagaj¡ krótkiego omówienia. Przypu±¢my, »e posªugujemy si¦ tablic¡ o

wymiarach 5 x 5, do ich omówienia pomocna mo»e by¢ ilustracja modelu zamiesz-

czona w tabeli 3.26. Warunek A.7 gªosi � podobnie jak zwykªy model jednakowej

interakcji � równo±¢ lokalnych stosunków szans. Jednak w tym przypadku równo±¢

nie obejmuje komórek zwi¡zanych z gªówn¡ przek¡tn¡. Dla analizowanego przykªadu

oznacza to, »e:

ΘXY
13 = ΘXY

14 = ΘXY
24 = ΘXY

31 = ΘXY
41 = ΘXY

42 = �

Zakªadamy wi¦c 5 równo±ci. Bardziej ogólnie dla tablicy o wymiarach r na r ogra-

nicze« tych jest (r − 3)(r − 2) − 1. Warunek A.9 dotyczy symetrii stosunków szans

wyznaczonych dla komórek przylegaj¡cych do gªównej przek¡tnej. W odniesieniu do

analizowanego przykªadu:

ΘXY
12 = ΘXY

21 = �/q2

Podobnie mo»na pokaza¢, »e:

ΘXY
23 = ΘXY

32 , ΘXY
34 = ΘXY

43 .

Dla analizowanej tabeli warunków tych jest trzy, ogólnie jest ich r − 2. Ostatnie za-

ªo»enie na pierwszy rzut oka wydaje si¦ najmniej intuicyjne. Pokazuje ono, »e cho¢

stosunki szans wyznaczone dla gªównej przek¡tnej (np. ΘXY
22 ), b¡d¹ obejmuj¡ce ko-

mórki z ni¡ zwi¡zane (np. ΘXY
12 ) nie s¡ � tak jak w oryginalnej postaci modelu

jednakowej interakcji � równe wielko±ci stosunku szans okre±lonego w warunku A.7,

to jednak ta wielko±¢ daje si¦ przedstawi¢ jako ±rednia geometryczna tych pierwszych,

na przykªad:

ΘXY
21 ΘXY

22 ΘXY
23 = ΘX Y

2/3;1/4 =
�

q2

�q2q3
�

q3

= �3.

Powy»szy zapis oznacza, »e ΘX Y
2/3;1/4 � czyli stosunek szans porównuj¡cy pierwsz¡

i czwart¡ kategori¦ zmiennej Y dla drugiej i trzeciej kategorii zmiennej X � jest

równy wielko±ci � � która opisuje lokalny stosunek szans, który nie obejmuje gªównej

przek¡tnej � podniesionej do pot¦gi trzeciej. Podobnie zachodzi:

ΘXY
32 ΘXY

33 ΘXY
34 = ΘX Y

3/4;2/5 =
�

q3

�q3q4
�

q4

= �3

Ogólnie warunków tego typu jest r−3. Podsumowuj¡c ogólna liczba ogranicze« A.7�

A.9 nakªadanych na model, tj. liczba stopni swobody wynosi:

df = (r − 3)(r − 2)− 1 + (r − 2) + (r − 3) = r(r − 3).
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A.4.4 Model Q(R=C)1

Zgodnie z hipotez¡ o quasi�symetrycznym modelu wierszowo-kolumnowym I typu z

uwzgl¦dnieniem specy�ki gªównej przek¡tnej Q(R = C)1 musz¡ by¢ speªnione nast¦-

puj¡ce warunki:

ΘXY
ij = ΘXY

ji , (A.10)

ΘXY
i(i+k) = �i�i+k, (A.11)(

ΘXY
qq /Θ

XY
(q+1)(q)

)(
ΘXY
q(q−1)/Θ

XY
(q+1)(q−1)

)
(

ΘXY
q(q+1)/Θ

XY
(q+1)(q+1)

)(
ΘXY
q(q+2)/Θ

XY
(q+1)(q+2)

) =

=

(
ΘXY

(q+1)(q−1)/Θ
XY
(q+2)(q−1)

ΘXY
(q+1)q/Θ

XY
(q+2)q

)4

(A.12)(
ΘXY

(m−2)m/Θ
XY
(m−2)(m+1)

ΘXY
(m−1)m/Θ

XY
(m−1)(m+1)

ΘXY
(m−1)(m+1)/Θ

XY
(m−1)(m+2)

ΘXY
m(m+1)/Θ

XY
m(m+2)

)2

=

=
ΘXY
mm/Θ

XY
m(m+1)

ΘXY
(m−1)m/Θ

XY
(m−1)(m+1)

(A.13)

dla k ≥ 3, 2 ≤ q ≤ (r− 3), 3 ≤ m ≤ (r− 3), gdzie r jest liczb¡ kategorii zmiennej

wierszowej lub kolumnowej. Warunki te wymagaj¡ omówienia. Niektóre z nich maj¡

zastosowanie, gdy mamy do czynienia z co najmniej sze±cioma kategoriami zmiennej

wierszowej i kolumnowej. Dlatego ilustracj¡ b¦dzie tabela A.3 i wyznaczone na jej

podstawie lokalne stosunki szans zamieszczone zostaªy w tabeli A.4, przy czym w

stosunku do tabeli A.3 zachodzi �1 =  i+1/ i, np. �1 =  2/ 1, �2 =  3/ 2, itd.

Tabela A.3: Ilustracja modelu symetrycznego modelu wierszowo�kolumnowego I typu

z uwzgl¦dnieniem specy�ki gªównej przek¡tnej � parametry interakcji

X∖Y y1 y2 y3 y4 y5 y6

x1 q1 1 1 1 1 1

x2 1  2
2q2  2

2 ⋅  3  3
2 ⋅  4  4

2 ⋅  5  5
2 ⋅  6

x3 1  3 ⋅  2
2  4

3q3  3
3 ⋅  2

4  4
3 ⋅  2

5  5
2 ⋅  2

6

x4 1  4 ⋅  3
2  2

4 ⋅  3
3  6

4q4  4
4 ⋅  3

5  5
4 ⋅  3

6

x5 1  5 ⋅  4
2  2

5 ⋅  4
3  3

5 ⋅  4
4  8

5q5  5
5 ⋅  4

6

x6 1  6 ⋅  5
2  2

6 ⋅  5
3  3

6 ⋅  5
4  4

6 ⋅  5
5  1

60q6

Warunki A.10 wskazuj¡, »e mamy do czynienia z quasi-symetrycznym modelem,

ich liczba wynosi (r− 1)(r− 2)/2. Warunek A.11 jest typowy dla modelu wierszowo�
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Tabela A.4: Lokalne stosunki szans wyznaczone dla tabeli A.3a

X∖Y 1 2 3 4 5

1 �2
1q1q2

�1�2
q2

�1�3 �1�4 �1�5

2 �2�1
q2

�2
2q2q3

�2�3
q3

�2�4 �2�5

3 �3�1
�3�2
q3

�2
3q3q4

�3�4
q4

�3�5

4 �4�1 �4�2
�4�3
q4

�2
4q4q5

�4�5
q5

4 �5�1 �5�2 �5�3
�5�4
q5

�2
5q5q6

aW stosunku do tabeli A.3 �1 =  i+1/ i.

kolumnowego, tj. wynika z niego, »e:

ΘXY
41

ΘXY
51

=
ΘXY

42

ΘXY
52

=
�4

�5

,

przy czym nale»y podkre±li¢, »e warunki te dotycz¡ tylko stosunków szans, które

nie obejmuj¡ komórek zwi¡zanych z przek¡tn¡. W przypadku tabeli o wymiarach 6

na 6 jest jeden taki warunek. Daje si¦ co prawda sformuªowa¢ analogiczny warunek

dla lokalnych stosunków szans poªo»onych po drugiej stronie przek¡tnej, ale s¡ one

nast¦pstwem quasi�symetrii tego modelu. Ogólnie jest ich:

(r − 5) + (r − 6) + . . .+ 1 = (r − 4)(r − 5)/2.

Kolejny warunek A.12, mo»na przeªo»y¢ w odniesieniu do analizowanej tabeli na dwa

zaªo»enia: (
ΘXY

22 /ΘXY
32

) (
ΘXY

21 /ΘXY
31

)
(ΘXY

23 /ΘXY
33 ) (ΘXY

24 /ΘXY
34 )

=
q2q

2
3

1
q2

1
q23q4

q4

= q4
3 =

(
ΘXY

31 /ΘXY
41

ΘXY
32 /ΘXY

42

)4

Podobnie zachodzi:(
ΘXY

33 /ΘXY
43

) (
ΘXY

32 /ΘXY
42

)
(ΘXY

34 /ΘXY
44 ) (ΘXY

35 /ΘXY
45 )

= q4
4 =

(
ΘXY

42 /ΘXY
52

ΘXY
43 /ΘXY

53

)4

S¡ dwa warunki tego typu a ogólnie jest ich (r − 4). Dla analizowanej tabeli jest

jeszcze jeden warunek typu A.13.(
ΘXY

13 /ΘXY
14

ΘXY
23 /ΘXY

24

ΘXY
24 /ΘXY

25

ΘXY
34 /ΘXY

35

)2

= (q3q4)2 =
ΘXY

33 /ΘXY
34

ΘXY
23 /ΘXY

24

.

Ogólnie warunków tego typu jest (r − 5). Liczba wszystkich warunków A.10-A.13

okre±laj¡cych ten model de�niuje jego liczb¦ stopni swobody, wynosi ona:

df = (r − 1)(r − 2)/2 + (r − 5)(r − 4)/2 + (r − 4) + (r − 5) = (r − 1)(r − 2)− r.

Warto podkre±li¢ raz jeszcze, »e poszczególne warunki maj¡ zastosowanie gdy liczba

komórek jest wystarczaj¡ca. Na przykªad, gdy mamy do czynienia z tabel¡ o wymia-

rach 5 na 5 zastosowanie maj¡ wyª¡czenie warunki A.10 oraz A.12.
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A.4.5 Modele QD i QDS

Je±li uwzgl¦dnienie specy�ki gªównej przek¡tnej dotyczy asymetrycznej wersji modelu

zmiennego dystansu (QD) wówczas odpowiednia hipoteza gªosi, »e:

ΘXY
ab = Θk, gdzie k = a− b, ∣k∣ > 1, (A.14)

ΘXY
q(q+1)/Θ

XY
(q+1)q = const (A.15)

ΘXY
mm/Θ

XY
(m+1)(m+1) = ΘXY

(m+1)(m+2)/Θ
XY
(m−1)m (A.16)

dla q takiego, »e 1 ≤ q ≤ r − 2, 2 ≤ m ≤ r − 3. Ilustracj¦ tego modelu zawiera

tabela 3.40. Warto na przykªadzie tej tablicy przeªo»y¢ warunki A.14�A.16 na relacje

pomi¦dzy konkretnymi stosunkami szans. Zaªo»enie A.14 jest analogiczne do modelu

zmiennego dystansu w formie oryginalnej, nale»y jednak zauwa»y¢, »e w przypadku

tablicy o wymiarach 5 na 5 przekªada si¦ jedynie na dwa ograniczenia, mianowicie:

ΘXY
13 = ΘXY

24 =
s2

2

s1s3

oraz ΘXY
31 = ΘXY

42 =
s2

(−2)

s(−1)s(−3)

.

Warunek A.15 dotyczy lokalnych stosunków szans komórek na pseudo�

przek¡tnych poªo»onych najbli»ej gªównej przek¡tnej. Nie s¡ one sobie równe, na-

tomiast, je±li porówna si¦ wielko±ci stosunków szans poni»ej gªównej przek¡tnej do

wielko±ci symetrycznie poªo»onych stosunków szans powy»ej gªównej przek¡tnej, to

uzyskana proporcja jest staªa, tj:

ΘXY
12

ΘXY
21

=
ΘXY

23

ΘXY
32

=
ΘXY

34

ΘXY
43

=
s2

1/s2

s2
(−1)/s(−2)

.

Ostatni z warunków dotyczy stosunków szans na gªównej przek¡tnej. W odniesieniu

do tabeli o wymiarach 5 na 5 przekªada si¦ to na równo±¢:

ΘXY
22

ΘXY
33

=
ΘXY

34

ΘXY
12

=
q2

q4

.

Bardziej ogólnie, z A.14 wynikaj¡ (r−3)(r−4) warunki, zaªo»enie A.15 przekªada si¦

na r − 3 warunki, natomiast z formuªy A.16 wynikaj¡ r − 4 warunki. Liczba stopni

swobody modelu QD, która zdaje spraw¦ z ª¡cznej liczby tych warunków wynosi:

df = r2 − 5r + 5.

Je±li mody�kacja dotyczy symetrycznej wersji modelu dystansu (QDS), wówczas

do warunków A.14, A.16, nale»y doda¢ warunek o symetrii lokalnych stosunków szans,

który przekªada si¦ na (r − 2)(r − 1)/2. Zauwa»my, »e z warunku symetrii wynika

warunek A.15, dlatego mo»na go pomin¡¢. Ponadto uwzgl¦dniaj¡c symetri¦ lokalnych
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stosunków szans mo»na zredukowa¢ liczb¦ niezale»nych warunków wynikaj¡cych A.14

o poªow¦. Liczba stopni swobody dla tego modelu wynosi:

df = (r − 2)(r − 1)/2 + (r − 3)(r − 4)/2 + (r − 4) = (r − 1)(r − 3).

Podobnie jak przypadku asymetrycznej wersji uwzgl¦dnienie specy�ki gªównej prze-

k¡tnej wymaga dodatkowo r − 1 niezale»nych parametrów.

A.4.6 Model QFD

Zgodnie z modelem QFD lokalne stosunki szans, które nie obejmuj¡ komórek gªów-

nych przek¡tnych s¡ równe 1, co daje (r − 3)(r − 2) warunki. Stosunki szans

na pseudo�przek¡tnych przylegaj¡cych do gªównej przek¡tnej s¡ symetryczne, tj.

ΘXY
q(q+1) = ΘXY

(q+1)q co przekªada si¦ (r−2) warunki. Uwzgl¦dni¢ nale»y równie» sformu-

ªowane r− 4 warunki A.16, dotycz¡ce relacji stosunków szans na gªównej przek¡tnej,

tak jak miaªo to miejsce w przypadku modelu zmiennego dystansu D. Przykªadowo

w odniesieniu do tabeli 3.45 zamieszczonej w rozdziale 3 przekªada si¦ to na równo±¢:

ΘXY
22 /ΘXY

33 = ΘXY
34 /ΘXY

12 .

Liczba stopni swobody tego modelu wynosi wi¦c:

df = (r − 3)(r − 2) + (r − 2) + (r − 4) = r2 − 3r.

A.5 Równowa»no±¢ modeli dla tablicy o wymiarach

4 x 4

A.5.1 Modele QS i QDS

Je±li model QDS formuªujemy dla tabeli o wymiarach 4 x 4 wówczas warunki A.14

oraz A.16 nie maj¡ zastosowania. Pozostaje warunek gªosz¡cy symetri¦ lokalnych

stosunków szans, tj.

ΘXY
13 = ΘXY

31 oraz ΘXY
12 = ΘXY

21 oraz ΘXY
23 = ΘXY

32 .

A.5.2 Modele QCP i QFD

Przypomnijmy, »e zgodnie z modelem CP (3.40), lokalne stosunki szans ΘXY
ij s¡ równe

1, o ile i ∕= j. Uwzgl¦dniaj¡c specy�k¦ gªównej przek¡tnej (porównaj tabel¦ 3.43),

warunek ten przestaje by¢ adekwatny dla lokalnych stosunków szans wyznaczonych

dla komórek na pseudo�przek¡tnych do niej przylegaj¡cych. Stosunki te pozostaj¡
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jednak symetryczne. W zwi¡zku z tym, model QCP dla tabeli o wymiarach 4 x 4,

przekªada si¦ na cztery warunki:

ΘXY
13 = 1, ΘXY

31 = 1, ΘXY
12 = ΘXY

21 , oraz ΘXY
23 = ΘXY

32 .

Podobnie jest z modelem QFD. Przypomnijmy, »e model FD gªosiª warunki modelu

CP i modelu D, tj. warunek 3.44:

ΘXY
ij = 1 oraz ΘXY

qq = const,

dla i ∕= j, i ka»dego q, takiego »e 1 ≤ q ≤ r. Po uwzgl¦dnieniu specy�ki gªów-

nej przek¡tnej (porównaj tabel¦ 3.45) drugi z wymienionych warunków przestaje by¢

adekwatny, natomiast pierwszy nie dotyczy stosunków szans wyznaczonych dla komó-

rek na pseudo�przek¡tnych przylegaj¡cych do gªównej przek¡tnej. Lokalne stosunki

szans wyznaczone dla tych komórek s¡ symetryczne � podobnie jak w modelu QCP.

Na ogóª model QFD, gªosi jeszcze warunki A.16, ale maj¡ one zastosowanie dla tabeli

o wymiarach co najmniej 5 x 5. Model QFD dla tabeli o wymiarach 4 x 4 b¦dzie gªosiª

te same � przytoczone powy»ej � warunki co model QCP.
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