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SŁÓWKO WSTĘPNE. 

Tcorya funkcyj zmiennśj złożonćj, clioć nauka nowa, bo powstała w pierwszej iiolowie ińeż^cego stulecia, zajęła 
oclra7'u ważne stanowisko w Matematyce, tak, że dziś załiczyć należy do <'łenientów tśj nauki, — bo bez niej 
w wielu względach jasne pojmowanie funkcyj i ich własności jest niemożliwe. Brak wyczerpująco i specyalnie ten przed-
miot traktującego dziełka w naszej literaturze, skłonił mię do napisania niniejszego artykułu. Pracę moję podzieliłem 
na dwie części: w pierwszej zająłem się zbadaniem znanycli nam funkcyj prostych, uważanych przy zmiennej złożonej, 
— w drugiej rozwinąłem zasady ogólnej teoryi funkcyj zmiennśj złożonćj, z niektóremi icli zastosowaniami. Starałem 
się przedewszystkiem przeprowadzić rzecz z jaknajwiększą wyczerpującą ścisłością, i uniknąć tym sposobem niedo-
kładności, jakie czasami uinnycłi autorów spotkać można; — a nadto za punkt wyjścia, którego w całym ciągu nie 
traciłem z oczu, przyjąłem prawdy z teoryi funkcyj rzeczywistycli znajome, i starałem się zawsze wykazywać związek 
między funkcyami zmiennej rzeczywistej a złożonej istniejący. Dlatego to tak obszernie traktowałem część pierwszą, 
i, gdy tego było potrzeba, nie wałiałem się użyć choćby zawilszych sposobów traktowania rzeczy (jak np. przy wpro-
wadzeniu całek), było tylko nie stawiać nic w oderwaniu od pojęć z teoryi funkcyj zmiennej rzeczywistej. 

Warszawa, Grudzieii I87i roku. 
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G Z E ń C I 
6 

I. — DZIAŁANIA NAD ILOŚCIAMI ZŁOŻONEMI. 

§ 1. Poczgitek i lości urojonych i z łożonych . Weźmy najprostsze równanie stopnia dru-
giego : 

0 ) x' = A, 

gdzie X oznacza niewiadomy, A ilość dany. Równaniem tem wyrażamy pytanie: jakie ilości po-
dniesione do kwadratu wydajy nam A ? 

Miichanicznie rozwiyzujyc to równanie, otrzymujemy wypadek: 

(2) x = ± y j l , 

z którego czytamy odpowiedź na nasze pytanie następujący : sy dwie ilości, przeciwne między soby 
co do znaku, które podniesione do kwadratu wydajy A. 

Jeżeli A jest ilościy dodatny, d a n y co d o wartości liczebnej, to dane sy także liczebne wartości 
obu ilości szukanych, albowiem, gdy A jest dodatne, \IA (chociażby A nie było zupełnym kwa-
dratem) przedstawia ilość zupełnie ściśle określony. 

Jeżeli zaś A jest ilościy odjemny, VA, zostajyc się tego samego rodzaju symbolem algebraicznym, 
co w przypadku A dodatnego, nie przedstawia jednak żadnej określonćj ilości; jak i być powinno, 
jeżeli zważymy, że nie ma ilości, któraby będyc podniesiony do kwadratu wydała ilość odjemny. 
Łatwo jednak spostrzedz, że i w tym przypadku symbol stojycy na drugiej stronie równania (2), a 
o t r z y m a n y przez mechaniczne rozwiyzanie równania (1), w samej rzeczy zadość czyni temu równa-
niu, jeżeli mechanicznie wykonywać nad nim będziemy działania wskazane temże równaniem. 

Spotykamy więc symbol algebraiczny, niemajycy żadnego rzeczywistego znaczenia, a jednak za-
dość czyniycy pewnym zwiyzkom algebraicznym: to skłania nas do bliższego zajęcia się tego ro-
dzaju symbolami. A najwpierw, jak poprzednio przyjęliśmy ilość oznaczać symbolami, tak teraz na 
odwrót, symbole te nazwiemy ilościami urojonemi, dla odróżnienia od poprzednio uważanych rzeczy-
wistych 

W ten sposób wprowadzamy do matematyki ilości urojone pod postaciy pierwiastków kwadrato-
wych z ilości rzeczywistych odjemnych, i nadto otrzymujemy wskazówkę, jak należy postępować 
z temi ilościami; a mianowicie: w działaniach nad ilościami urojonemi należy zachowywać mecha-
nizm odpowiednich działań nad ilościami rzeczywistemi. 
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^ RA.MJĘTMK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W P A N Y Ż U . — TOM I V . 

Roz-wi;jzanie ogólnego równania stopnia drugiego : 

(3) = 

prowadzi nas do wypadku: 

gdzio 

jeżeli zaś ^ ^ ' '̂ '̂̂ ^dy C jest ilości^i odjemnę, i druga strona równania (4) przedstawia nam 

ilość złożony z dwóch oddzielnych części: jedn^jest ilość rzeczywista, drug^ urojona. Tak§ilość na-
zwiemy ilością złożoną: tak ilości rzeczywiste, jak i urojone zawierają się jako szczególne przypadki 
w ilości złożonśj. 

•Jeżeli na drugiej stronie równania (4) podstawimy: 

B = «, G = 

i zważymy, że według mechanicznego prawidhi na wynoszenie czynników z pod znaku pierwiastku: 

to otrzymamy drugi kształt ilości złożonej: 

§ 2. Jedność urojona, s t a n o w c z e określenie i lości z łożonych. Powyżej podany sposób okre-
ślenia ilości urojonych i złożonych jest niedogodny: raz dlatego, że upodobniając ilości urojone 
ilościom pierwiastkowym stopnia drugiego, nie nadajemy im najogólniejszój natury ilości, drugi 
raz dlatego, że na samym początku badań naszych nad temi ilościami, spotykamy dwójznaczność 
wynikaj^c§ właśnie ztg,d, iż postępujemy z niemi jak z ilościami pierwiastkowemi. 

I takj mnożąc przez siebie dwie ilości urojone, i trzymając się prawideł mnożenia ilości pier-
wiastkowych, powinnibyśniy napisać: 

a więc także: 

z drugiój zaś strony wiemy, że; 

Sprzeczność tę w elementarnych kursach algebry usuwają przyjęciem absolutnego prawidła: ilo-
czyn dwóch ilości urojonych jest ilością odjemną; nie powstanie ona zupełnie przy drugiem okre-
ś'eniu. 

l^odobnie jak ilość rzeczywistą uważać można za iloczyn z oderwanćj liczby przez jedność rzeczy-
wistej, tak ilość urojoną uważać bedziemy jako iloczyn z oderieanej liczby rzeczywistej przez jednostkę urn-
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T E O R Y A F C N K C Y J ZMIENNE.I Z Ł O Ż O N E J . .') 

Jona. le jednostkę urojona oznaczymy litera i, iv rachunkach zaś postępować z nia będziemy tak, jak z każ-
dym innym nieokreślonym algebraicznym znakiem, pamiętajac tylko o tern, żeby zamiast i^ pisać =1, 
zkad bezpośrednio wypada, że zamiast ± sj^l, należy pisać odpowiednio ±i. Wtedy ilość urojona napisze 
się: 

ai, 

a ilość złożona: 

Czasami znak i pisze się przed swoim współczynnikiem. 

Przy tern określeniu mnożenie dwóch ilości urojonych wykonać bodzie można li tylko w len 
sposób: 

Możemy nadto opierając się na tem określeniu, wyprowadzić ogólne prawo, które rozstrzyga, 
czy pewien wzór algebraiczny (**), wyprowadzony dla ilości rzeczywistych, utrzymuje się i dla 
ilości złożonych. Powiedzieliśmy bowiem, że z symbolem oznaczaj^icym jedność urojonęi postępować 
będziemy tak, jak ze znakiem algebraicznym nieokreślonego znaczenia; każdy więc wzór algebraiczny 
utrzynmjacy się dla wszelkich wartości pewnej ilości k w niego \vchodz;jcej, utrzyma się i wtedy 
gdy za k podstawimy i, t . j . jednostkę urojon^i; albowiem wzór ten będzie, że tak powiem, symbo-
licznie dla k prawdziwy, można więc w nim za k podstawić symbol wszelki, nic zważając na jego 
znaczenie. Prawo więc nasze można tak wypowiedzieć: 

Jeżeli wzór wy rażajacy związek algebraiczny między ilościami M„, Mj, M,,...., No, Nj, N,,..., utrzymuje 
się, gdy lu nim zamiast ilości Mi, M,,..., podstawimy ilości kształtu + gdzie 
P^, (Jg, Pj, mogą być poddane pewnym tcarunkom, ale gdzie k oznacza ilość zupełnie dowolną, — 

wtedy wzór ten utrzymywać się będzie i dla ilości złożonych P„ -l- l̂ i -+-

Ztąd zaś wypada wniosek : 

Wzór algebraiczny utrzymujący się dla wszelkich rzeczywistych wartości ilości Mo, M,, M^,..., utrzymuje 
się i wtedy, gdy za te ilości podsta>vimy ilości złożone dowolne, t. j. utrzymuje się także dla wszelkich icar-
tości złożonych. 

Prawa te są zasadnicze, i w nich zawarte są wszystkie prawidła tyczące się postępowania z ilościami 
zlożoncmi. 

§ 3. Dzia łania nad i lościami złożonemi. 

DGDAW.ANIE I ODEJMOWANIE. Według naszego prawa : 

(a + hi) -+- (a -ł- Ui)—a + -4- (6 -+- U)i, 

{a -i- bi) — {d -+- b'i) = a — a -h{b — b')i. 

(*) AMuściwszyia byłby tu wyraz liczba, nie ilość : należałoby mówić podobnie jak Niemcy : liczba urojona, zło-
żona (imaginare, complexe Zahl). Ogólnie jednak przyjęty w nauce funkcyj wyraz : ilość, skłonił mię do pozostania 
przy lem nazwaniu. 

(**) Tylko wzory algebraiczne, to jest. wyrażające algebraiczny związek między funkcyanii ałgebraicznemi, są ot}ra-
zem działań, jal<ie niejako meclianicznie nad ilościami się wykonywają. 
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6 PAJIIĘTNIR TOWAUZYSTWA N A U K ŚCISŁVCH W PARYŻI" . — TOM IV. 

CO przedstawić można we wzorze ogólnym : 

( 1 ) 

l^rzekonawszy się, że dodawanie i odejmowanie nad ilościami złożonemi, odbywa sie tak samo. jak 
nad rzeczywistemi, bezpośrednio wnioskujemy, że prawo przenoszenia ilości z jednej strony równa-
nia na drug^, stosuje się i do ilości złożonych. 

Zt§d zaś wynika : jeżeli ilość złożona jest równ^ zeru, to oddzielnie część rzeczywista, oddzielnie 
w^spółczynniki części urojonej s^ równe zeru; albowiem jeżeli 

a -f- hi = O, to a = — bi, 

że zaś ilość rzeczywista nie może być rówma urojonój, więc musi być : 

a = O, i b = 0. 

Nadto : jeżeli dwie ilości złożone są sobie równe, to oddzielnie części rzeczywiste i wspólczyniki 
części urojonych są sobie równe, bo jeżeli : 

a-h bi= a -ł- b'i. 

to 

a — a-+-{b — b')i= O, 

czyli : 

a=a', h = b'. 

^ I N O Ż E N I E I D Z I E L E N I E . Widzieliśmy już, jak należy wykonywać mnożenie ilości urojonych; stosując 
nasze prawdo do ilości złożonych otrzymujemy ? 

{a -f- bi){a -ł- łl\) = ad + dhi + ab'i bb'i'^. 

all; o inaczej : 

(2) (a + bi){d + b'i) = ad — bb' -f- [ab' + db)i. 

Dzielenie nie przedstawia także żadnej trudności, bo jeżeli położymy : 

(3) 

to pamiętając, że powinno być : 

(a -f- b'i){x -ł- yi) — a + hi, 

i wykonywając mnożenie, otrzymamy : 

{dx — b'y) -ł- {dy -r- b'x)i = a -\r bi, 

a oddzielając w tćm równaniu ilości rzeczywiste od urojonych, dojdziemy do dwóch równań stopnia 
pierwszego, które rozwiązawszy otrzymamy : 

( ' i ) 
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TEORYA FDNKCYJ Z M I E N N E J Z Ł O Ż O N E J . 7 

UWAGA. Dwie ilości złożone kształtu : 

a-\- bi i a — hi, 

nazywają sio sprzężoyiemi z sohą; summa icłi równa jest ilości rzeczywistej różnica równa jest 
ilości urojonej ^bi, iloczyn jest równy ilości rzeczywistej zawsze dodatnej -i-

PODNOSZEINIE DO POTĘG. Dla potęg całkowitycti i dodatych można stosować wzór Newton'a dla 
dwumianów, ilość bowiem złożoną uważać można za dwumian. I tak : 

(3) (a -ł- /ńf // -h 'labi, 

zkyd widzimy, że kwadrat ilości złożonej nie może być ilością.rzeczy wisty. 

Zanim przystąpimy do potęg wyższych, poznamy najpierw potęgi jedności urojonej. Wiemy' 
już, że : 

dalej otrzymujemy : 

i t . d. 

Zważywszy zaś, że wszelką liczbę całkowitą dodatną można przedstawić w kształcie 4m + r, gdzie 
m i r są całkowite, a to wówczas bodziemy mogli napisać wzory ogólne : 

(6) j ) całkowite. 

Ztąd bezjjośrednio wynikają ogólne wzoiy na podnoszenie do potęg ilości urojonych : 

(7) 

Jeżeli teraz podobnie, jak przy ilościach rzeczywistych, pod (az)~" rozumieć będziemy , to 

łatwo przekonać się, że potęgi o wykładnikach odjemnych zawarte są we wzorach (7), jeżeli w nich 
pod m rozumieć będziemy stosownie dobraną ilość odjemną. Niech bowiem będzie : 

wtedy : 
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8 PAMIĘT.MK TOWARZYSTWA N A U K ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM IV. 

a pomnożywszy licznik ostatniego ułamku przez t. j. przez jedność, otrzymamy : 

(8) 

Zobaczmy teraz do jakiego wypadku dojdziemy używając bezpośrednio wzorów (7). Niech będzie: 

gdzie m' odjemne a r dodatne, wtedy : 
CJ) 

Ponieważ : 

to i : 

ztad zaś widzimy, że r - \ - r ' musi być podzielne przez 4, a jest nmiejsze od 8 bo r \ r \ każde od-
dzielnie, mniejsze są od 4 : musi więc być : 

r 4 , zkąd r' = 4 — r , 

a to pokazuje zgodność rówiiaii (8) i (9). 

iMogłoby być także r - \ - r ' = (), ale wtedy i r i r musiałyby być zerami, a lem samem (8) i (9) by-
łyby z sobą zgodne. 

Przejdźmy teraz do ilości złożonych. Ponieważ wzór Newton'a stosuje się do wszelkich dw^umianów, 
przeto zastosować go można i do ilości złożonych. Będzie : 

(10) 

Strona druga równania (10) jest w ogólnym przypadku ilością złożoną. 

Potęgi odjemne ilości złożonych określa równanie : 

Powinnibyśmy teraz zająć się potęgami ułamkowemi, t. j. pierwiastkami z ilości złoż:onych, ale, 
ponieważ te badania dogodniej przeprowadzić używając innego kształtu ilości złożonej, poznamy więc 
najpierw ten kształt, zwany trijgonometrycznym. 

§ 4. Geometryczny obraz ilości złożonej, k sz ta ł t trygonometryczny. JeJ:eli przez punkt 
dowolny zwAwy początkiem, poprowadzimy linię w oznaczonym kierunku, to każdą ilość rzeczywistą 
dodatną a możemy przedstawić przez punkt na tej linii leżący i odległy od początku na a jednostek 
linijnych, ilość zaś rzeczywista odjemna a przedstawi się przez punkt leżący w tej samej odległości od 
początku, ale na przedłużeniu tej linii. Tak więc obrazem geometrycznym ilości rzeczywistój jest pimkt 
na linii prostćj w dwóch kierunkach uważanej. 
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TEORYA F l - N K C Y J Z M I E N N E J Z Ł O Ż O N E J . d9 

Obrazem geometrycznym ilości złożonej, będzie punkt na płaszczyznie : obieramy na niój punkt O, 
początek, wyprowadzamy z niego dwie osi Ox i Oy wzajemnie do siebie prostopadłe; punkt G którego 

F i g . i . 

współrzędne będą : 

X = OM = o 
y = CM = h 

jest obrazem geometrycznym ilości złożonćj : 

n + bi. 

Widoeznćni jest, że sposób ten przedstawienia ilości złożonćj obejmuje w sobie poprzednio opisany 
sposób przedstawienia ilości rzeczywistej. 

?)icgunowenii współrzędnemi punktu C^ będą : linia OC, którą oznaczymy przez r, i kąt COar, który 
oznaczymy przez 0. Między ilościami a i fi z jednej strony, a r i Oz drugićj zachodzą związki : 

(1) 

Na mocy Łych związków możemy napisać : 

(:2) rt + r (dosO-f-2 wstO). 

Na piervvszej s t ronie równania (2) ilość złożona przedstawioną jest w kształcie normalnym na d łu -
giej slronite w kształcie trygonometrycznym. 

W drugiim tym kształcie ilość złożona zależy także od dwóch wielkości : jednaj zawsze dodatnej r 
zwanej mo^u^em, drugićj 6 zwanśj ?-o-?mr/osdo. Widzimy nadto, że jednćj i tej samćj ilości złożonej 
odpowiada nieskończenie wiele rozwartości, różniących się między sobą o dodatne lub odjemne wielo-
krotności 27r. 

Doszliśmy tuta j do kształtu trygonometrycznego ilości złożonej z uważań geometrycznych : można 
jednak dojść do niego drogą analityczną, uważając że: 

obie ilości znajdujące się w nawiasie są mniejsze od jedności, a summa ich kwadratów równa jest je-
dności, można więc jedną z nich uważać za wstawę, drugą za dostawę pewnego kąta. 
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Zajmiemy się teraz bliżćj zbadaniem związku pomiędzy modułem a ilością złożoną do której on na-
leży. I tak : jeżeli dwie ilości złożone są sobie równe, to i moduły icb są także sobie równe; odwrot-
ność nie ma tu miejsca : jednemu modułowi odpowiada nieskończenie wdelc ilości złożonych, których 
miejscem geometrycznym jest okrąg koła zakreślony z początku promieniem równym modułowi. 
Jeżeli ilość złożona jest równą zeru, to moduł jej musi być zere:n, gdyż ażeby: r (dosO-i-i wst 0) 
było zerem, potrzeba aby oddzielnie ?'dosO i rwst6 były zerami, że zaś wstawa i dostawa nie mogą 
być jednocześnie zerem, to r musi być zerem. Odwrotność tu jest oczywistą. 

Podobnie ponieważ wstawa i dostawa nie mogą być jednocześnie ilościami nieskończenie małemi : 
przeto jeżeli ilość złożona jest nieskończenie małą mi si i moduł jej być nieskończenie mały. 
Nadto nieskończenie mała ilość złożona jest tego stopnia nieskończenie małości jakiego stopnia jest 
jej moduł. Również jeżeli ilość złożona jest nieskończenie wielką, to i moduł jej jest nieskończenie 
wielki. 

W ogólności moduł ilości złożonej uważać można za przedstawiciela ilości pod względem wielkości, 
i jeżeli kiedy powiemy, że jedna ilość złożona jest większą od drugiej, będzie to znaczyć, że moduł 
pierwszćj jest większy od modułu drugiój. Bezpośrednio bowiem ilości złożonych porównywać z sobą 
nie można : gdyż są one złożone z dwóch części różnorodnych, między któremi nie ma punktu poró-
wnania. Porównywanie z sobą ich modułów, jest także najodpowiedniejsze ze względu na geometry-
czne przedstawienie ilości złożonych. 

§ 5 . Zajmiemy się teraz poprzednio już poznanemi działaniami odniesionemi do trygonometry-
cznego kształtu ilości złożonój. I tak dodawanie W7razi się wzorem : 

Uważmy w szczególności summę dwóch ilości złożonych, moduł tej summy oznaczmy przez R, 
będzie : 

a rozwinąwszy : 

Ponieważ dostawa jest mniejszą lub równą jedności, przeto widzimy z powyższego wzoru, że mo-
duł summy jest mniejszy lub równy summie modułów, równym jest tylko wtedy gdy 0̂  = 0̂ , t . j . gdy 
obie ilości złożone mają jednakowe rozwartości. We wszystkich innych przypadkach moduł mmmy jest 
mniejszy od summy modułów. 

Twierdzenie to bezpośrednio rozciągnąć można do przypadku ogólnego, t . j . do jakiejkolwiek liczby 
czynników. 

Gdybyśmy teraz we wzorze (a) zamiast dos (0^-- 0 )̂, położyli ~ l, otrzymalibyśmy pod pierwiast-
kiem kwadrat z różnicy modułów, że zaś ta dostawa jest równą —1, tylko wtedy, gdy 6̂  = 0 ,̂ =7 r , 
a w każdym innym przypadku jest większą, przeto moduł summy dwóch ilości jest większy odróżnicy mo-
dułów łych ilości, równy zaś tylko wtedy gdy ich rozwartości różnią się o co odnośnie do geome-

(*) Ilość złożony nazywamy nieskończenie mai?, gdy obie jej części składowe s^ nieskończenie małe, - nazywamy 
nieskończenie wielką, gdy przynajmniej jedna z jej części składowych jest nieskończenie wielkg. 
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trycznego przedstawienia, znaczy, że linije przedstawiające ich moduły się przedłużeniami jedna dru-
giej. Do większśj liczby czynników summy twierdzenia tego stosować nie można. 

Pytamy się teraz, jaki punkt będzie obrazem geometrycznym sumy dwóch ilości złożonych a -+- bi 
i a H- h'i, których obrazami są odpowiednie punkta C i C. Współrzędnemi tego punktu będą odpowie-
dnio : n a i b b', jeżeli vyięc z punktu G wyprowadzimy liniję CC, równą, równoległą i w tym sa-

mym kierunku co linija OG' : to koniec tej linii, punkt G/, będzie szukanym obrazem geometrycznym. 
Z trójkąta OCG/ widać, że moduł summy jest mniejszy od summy a większy od różnicy modułów 
czynników, wyjąwszy gdy zachodzi który z dwóch wyżej wymienionych szczególnych przypadków. 

Odpowiednio postępuje się dla znalezienia różnicy dwóch ilości złożonych : punkt G'̂ , gdzie 
CC, = 0 G ' , będzie obrazem geometrycznym różnicy dwóch poprzednio uważanych ilości. 

Dla mnożenia ilości złożonych przedstawionych w kształcie trygonometrycznym znajdujemy : 

zkąd czytamy-.moduł iloczynu równa się iloczynowi modułóiv, a roziuartość iloczynu jest summa rozwartości 
czynnik6iv>. 

Stosując wzor (8) podnoszenia do potęg, otrzymujemy równanie zwane wzorem Moivrea • 

(y) 

Wzór na dzielenie będzie : 

Ztąd łatwo wnioskujemy, że odwrotność ilości złożonej ma za moduł odwrotność modułu danćj 
ilości, rozwartość zaś ma tę samą, tylko ze znakiem przeciwnym. 

Ztąd zaś wynika że wzór (y) Moivre'a utrzymuje się i dla potęg odjemnych, położywszy bowiem 
m = — m' będzie : 

§ 6. Potęgi u ł a m k o w e i lości złożonej. Opieramy się tu na następującem określeniu pier-
wiastku ; 

Pierwiastkiem stopnia m êgo z ilości danćj jest wszelka ilość taka, która, podniesiona do potęgi 
mt^j, wydaje nam ilość daną. 

Zanim zajmiemy się w ogólności pierwiastkami ilości złożonej, dowiedziemy twierdzenia po-
mocniczego : 
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Ilość rzeczywista idadatna ma jeden i tylko jeden pierwiastek stopnia m ^'"'jo^ rzeczywisty i dodatny. 

Że ilość rzeczywista i doclatna A ma jeden rzeczywisty i dodatny pierwiastek stopnia m^ego, o 

t śm już wiemy, gdyż symbol : y A"? jeżeli A dodatne, ma zawsze określone znaczenie : przedstawia 

on tak zwany pierwiastek arytmetyczny, który w ogólnym przypadku jest ilością niewymierną, ale 
zawsze rzeczywistą i dodatną. Pozostaje nam dowieść, że więcej pierwiastków rzeczywistych i dodat-
nych być nie może. Przypuśćmy bowiem, że są dwa rzeczywiste i dodatne pierwiastki: mniejszy 
większy a -f s, gdzie £ oznacza ilość dodatną. Wtedy : 

, Z zestawienia tych dwóch równań wypada, że : 

co być nie może, wszystkie bowiem wyrazy na stronie pierwszćj są dodatne : zatem ilość A nic może 
mieć więcej, jak jeden pierwiastek rzeczywisty i dodatny. 

AYiedząc to, przystąpimy do naszego zagadnienia : znaleźć pierwiastki stopnia /n̂ ego ilości : 

( ł) ' 

W tym celu uważmy, że wszelka ilość kształtu : 

gdzie s oznacza liczbę całkowitą, podniesiona do potęgi m^̂ i daje : 

t. j . ilość daną (1). 

Nadto, tylko ilości kształtu podniesione] do potęgi m'ej wydają ilość daną : gdyż z twierdzenia 

pomocniczego wypada, że modułem tych ilości może ])yć tylko y'r a co do rozwartoś.'i, to tylko wy-

rażenie kształtu ^ pomnożone przez m, wydaje O zwiększone wielokrotności^i t. j . rozwar-
77}-

tość odpowiadającą ilości danej. 

. Wzorem więc (2) objęte są wszystkie pierwiastki stopnia n̂̂ ego ilości (1): w nim s oznacza liczbę 
całkowitą dowolną, dość jednak ograniczyć się na uważaniu wartości : O, i , 2 , . . . m — 1 , wszelka 
bowiem inna wartość dla s da się przedstawić przez gtn-hl, gdzie q oznacza liczbę całkowitą, a X 
pewną z powyżćj wypisanego szeregu wartości, rozwartości zaś : 

odpowiadają jedn^^j i tej samój ilości złożonrj. 
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Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie : 

Wszelka ilość złożona {i) ma m pierwiastków stopnia m przedstawionych wzorem (2). 

Zastępując oznaczenie pierwiastku przez potęgę ułamkową, spostrzegamy że wzór Moivre'a (y) sto-
suje się i do potęg ułarakowycti, t . j . : 

z tern tylko zastrzeżeniem, że tu pod 0 kolejno rozumieć należy : 

Wyrażenie (2) pisać można inaczej, mianowicie : 

gdzie X oznacza kolejno : O, 1, 2 w, — i . 

Uważmy pierwszy czynnik : 

(3) 

jes t to jeden z pierwiastków ilości (1) odpowiadający X = 0. Ponieważ w przypadku ilości rzeczywi-
sLśj i dodatnej (0 = 0), ten właśnie pierwiastek jest arytmetycznym, przez analogię więc nazwiemy wy-
rażenie (3) arytmetycznym pierwiastkiem z ilości złożonćj. 

Drugi czynnik można także pisać : 

a ponieważ modułowi jedność i rozwartości zero odpowiada jedność, można przeto powiedzieć : 

Pierwiastki stopnia z danej ilości złożonej równe sg arytmetycznemu pierwiastkowi z tej ilością po-
mnożonemu przez luszystkie kolejno pieriuiastki stopnia m^ego z jedności. 

Oznaczyw szy pierwiastek z jedności odpowiadający X = 1 przez ai, będziemy mogli wszystkie p ie r -
wiastki przefdstawić w szeregu : 

Z kształtni (2) pierwiastków można łatwo wywnioskować znane z elementarnych kursów algebry 
własności piierwiastków ilości rzeczywistych dodatnych i od jemnych. 

Roztrzygniemy tu jeszcze jedną pozorną wątpliw^ość, a mianowicie, jak uważać należy pierwiastek 
stopnia z ułamku? Pierwiastków tych powinno być m, jeżeli zaś łączyć będziemy każdy z m 
pierwiastków licznika z każdym z m pierwiastków mianownika otrzymamy m^ wartości. Łatwo się 
jednak przekonać możemy, że różnych będzie tylko m wartości , które otrzymać możemy łącząc m pier-
wiastków licznika z arytmetycznym pierwiastkiem mianownika lub na odwrót . 

Niech bowiem będzie ułamek : 
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ułamek, powstający z połątrzeiiia którycbkolwiek dwóch pierwiastków hcziiika i mianownika, można 
napisać : 

albo : 

zaśa^-' ' ' znajduje się w szeregu : i , cc„ a,' a , j e ż e l i a > X', jeżeli zaś X<X', to w szeregu 
tym znajdziemy równe uważanemu, bo = 1, 

Podobne prawidło stosuje się do iloczynu dwóch czynników. 

UWAGA. Widzieliśmy poprzednio, że powiększenie rozwartości o wielokrotność 2 : : , nie zmieniając 
wartości samej ilości, zmienić może wartość pewnego jej pierwiastku. Dlatego to, trzeba być bardzo 
ostróżnym przy przekształceniach wyrażeń pierwiastkowych, i zwracać się zawsze do rozwartości 
w celu przekonania się, czy ta przez przekształcenie nie ulegała zmianie. 1 tak chociaż : 

nie można napisać : \Ja \Jm\ bo rozwartość ilości podpierwiastkowej zwiększamy wtedy 
o 27U : i rzeczywiście wynosząc t' z pod znaku pierwiastka otrzymujemy wzór fałszywy : ^ 

Podobnie, chociaż się pisze : nie można napisać : bo, prz.vnuściwszy dla 
prostoty, że a jest ilością rzeczywistą i dodatną, pierwsza strona będzie miała rozwart(óść zero, druAa 
zaś rozwartość T:. Można zaś dokonać przekształcenia w ten sposób : 

pisząc bowiem w ten sposób rozwartości nie zmieniamy. 

II. — O FUNKCYACII ALGEBRAICZNYCH ZMIENNEJ ZŁOŻONEJ I O SZEREGACH 

ZŁOŻONYCH. 

§ 7. Określenie imiennej złożonej. Ilość rzeczywistą nazywamy zmienną wtedy, gdy może przy-
bierać wszelkie możliwe rzeczywiste wartości: podobnież ilość złożona będzie zmienną, gdy będzie 
mogła przybierać wszelkie możliwe wartości złożone. Na to zaś potrzeba, żeby oddzielnie część rze-
czywista zmiennej złożonej, oddzielnie współczynnik części urojonćj przybierać mogły wszelkie mo-
żliwe wartości rzeczywiste : jeżeli więc zmienną złożoną oznaczymy jedną głoską s i położymy : 

(1) » z = x - h y i , 

tox i y będą ilościami rzeczywistemi zmiennemi zupełnie od siebie niezależnemi. 
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Podobnie jak miejscem geometrycznem zmiennej rzeczywistej jest linja prosta, tak miejscem geo-
metrycznem zmiennćj złożonej jest cała płaszczyzna ; pewniej oznaczonej wartości zmienni^j złożonej 
odpowiadać będzie punkt na tej płaszczyznie. 

Jeżeli zmienna złożona przedstawioną jest nie w kształcie normalnym (1) ale trygonometrycznym: 

(2) r (dosO + z \vst0), 

to w niej i O są ilości niezależnie zmienne. 

Wiadomo nam, że jeżeli jedna ilość jest związana z drugą tak, że pewnej oznaczonej wartości tej 
drugiej odpowiada jedna lub więcej ściśle określonych wartości pierwszej, to wtedy pierwszą ilość 
uważamy jako ftuikcyę drugiej. Zamierzamy teraz zbadać, jak uważać należy te związki wtedy, gdy 
na drugą ilość zakładać będziemy już nie rzeczywiste wartości, ale złożone, czyK innemi słowy, chcemy 
zbadać, czem staje się funkcya, gdy w niej zamiast zmiennej rzeczywistej uważać będziemy zmienną 
złożoną. Będziemy więc po kolei zajmować się znanemi nam funkcyami prostemi czyli zasadniczemi 
zmiennej złożonej, wszystkie bowiem inne funkcye powstają, jak wiadomo, z połączenia kilku funkcyj 
prostych. 

Podamy tu jeszcze niektóre oznaczenia i skrócone sposoby mówienia, których używać będziemy. 
I tak : 

Płaszczyznę, będącą miejscem geometrycznem zmiennej złożonej, nazyw^ać będziemy płaszczyzną 
(Z), punkt, odpowiadający uważanej wartości zmiennej, nazywać będziemy punktem Z, i zamiast mó-
wić że funkcya ma pewną własność dla wartości powiemy : funkcya ma taką własność w punkcie z, 
podobnież zamiast mówić: funkcya ma pewną własność dla tych w^artości zmiennej, których obrazy 
geometryczne leżąnapewnój określonej części płaszczyzny, powiemy: funkcya ma tę własność na te] 
części pł<iszczyzny. Ilość stałą oznaczać będziemy c = a-{- bi, a punkt jej odpowiadający nazwiemy C. 

Zwócirny tu jeszcze uwagę na to, że podstawienie w analityczne wyrażenie funkcyi zamiast zmien-
nej r wyrażenia z -ł- c, odpowiada przeniesieniu do punktu C, początku układu osi współrzędnych, do 
których odnosimy geometryczny obraz zmiennćj J:. 

§ 8. F u n k c y e a lgebraiczne . Funkcye algebraiczne proste są : 

summa : ^v = c -h z, 

iloczyn: iv—cz, 

potęga : w = gdzie m całkowite. 

Funkcyą algebraiczną złożoną jest ułamek algebraiczny wymierny. Oprócz tych funkcyj istnieją 
odwrotne : różnica i iloraz (zawarte w poprzednich), pierwiastek potęgi, oraz najogólniejsza złożona : 
pierwiastek równania algebraicznego : 

F{iv, z) = 0. 

Funkcye proste nie wyłączając pierwiastku potęgi, pochodzą z wykonania nad zmienną jednego 
z działań w poprzednim rozdziale badanych ; wszystko więc co lara było powiedziane stosuje się do 
tych funkcyj; ponieważ zaś widzieliśmy tam że wykonywając działania nad ilościami złożonemi otrzy-
mywaliśmy na wypadek ilość złożoną, przeto powiedzieć możemy : wszelkie funkcye algebraiczne zrrden-
nej złożonej są także ilościami złożonemi-, ztąd zaś wypada, że przyjąwszy już raz ilości złożone, funkcye 
algebraiczne badać możemy dla wszelkiej wartości zmiennej, t. j. na całćj płaszczyznie, co miejsca 
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nie miało, kiedyśmy się ograniczali do zmiennej rzeczywistej : np. funkcya — x nie miała ża-
dnego znaczenia dla wartości na x większycłi od jedności. Nadto ścisła i ogólna teoryatycti funkcyj 
wymaga koniecznie wprowadzenia zmiennćjzłożonśj : żadna z funkcyj odwrotnycli, wyjąwszy różnicy, 
ilorazu, zawierającycłi się w funkcyach prostycłi, i pierwiastku równania stopnia pierwszego, który 
jest połączeniem dwócłi wymienionycłi funkcyj nie może być ściśle przy uważaniu tylko zmiennej 
rzeczywistćj poznaną ; pierwiastek potęgi, teorya równań liczbowycłi podawąna w kursach algebry, 
mogą tu służyć za dowód, najogólniejszą zaś teoryę tych funkcyj poznamy dopiero w części drugiej, 
gdy mówić będziemy o funkcyach wielowartościowych. 

Z kolei rzeczy wypada nam się zająć funkeyami przestępnemi, ale ponieważ niektóre z nich okreś-
lać będziemy za pomocą szeregów złożonych, najpierw więc o tych szeregach mówić będziemy. 

§ 9. Ogólne w ł a s n o ś c i s zeregów z łożonych nieskończonych. Szeregiem złożonym nazy-
wamy szereg którego pojedyncze wyrazy są ilościami złożonemi. Twierdzeniem zasadniczćm jest tu : 

Szereg nieskończony złożony : 

(1) K + ("i -ł- J î) •+• -ł- H- + ' 

będzie zbieżny, a granicą jego będzie : 

(1') 

jeżeli szeregi : 

(2) 

będą zbieżne a granicami ich będą odpowiednio : 

(2) U i V ; 

i na odwrót jeżeli szereg {i)j*.st zbieżny, a granicą jego jest (!'), to i szeregi (2) będą zbieżne, a granicami 
ich będą odpowiednio ilości (2). 

Twierdzenie to jest tylko rozciągnięciem prawidła na dodawanie ilości złożonych do przypadku, gdy 
liczba czynników summy jest nieskończenie wielką: powstaje tu jednakowoż wątpliwość, czy można 
rozciągnąć prawo dodawania do szeregów złożonych wtedy, gdy go nie można rozciągnąć do dwu-
miennych szeregów rzeczywistych. Ażeby tę wątpliwość usunąć uważamy, że pierwsza część naszego 
twierdzenia stosuje się i do szeregów dwumiennych : druga zaś część niezawsze stosuje się do do nich 
dlatego, że przy sumowaniu szeregów rzeczywistych każdy dwumian wstępuje do summy, jako jedna 
ilość, i może się zdarzyć, że chociaż szeregi : 

są rozbieżne, szereg : 

jest zbieżnym; teoretycznie jednak możemy i wówczas rzecz tak objaśnić, że summujemy oddzielnie 
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pierwsze, oddzielnie drugie wyrazy dwumianów, jako granicę otrzymujemy ilość : oo + k cc , która 
w szczególnych przypadkach może mieć wartość skończoną (*). 

Przy ilościach złożonych, części rzeczywiste i urojone nie przechodzą jedne na drugie, i w summie 
ilukolwiek wyrazów złożonych zawsze oddzielnie występuje summa części rzeczywistych a oddzielnie 
summa części urojonych, z wszelką w ięc słusznością możemy prawidło dodawania rozciągnąć do przy-
padku, gdy liczba czynników summy jest nieskończenie wielką. 

Dodamy tu jeszcze, że powyżej przytoczony szczególny przypadek spotykany przy szeregach dwu-
miennych rzeczywistych, możliwy jest i przy szeregach złożonych i tak np. szereg : 

może być zbieżny, chociaż szeregi : 

są rozbieżne; szeregi jednak : 

będą wtedy zbieżne. 

Widzimy więc, że szeregi nieskończone tak uważane, t . j . upodobnione do summy, są funkcyami 
algebraicznemi, i dlatego stosować do nich będziemy prawa w § 2 podane. 

§ 10. Podamy teraz twiferdzenie pomocnicze : jeżeli wyrazy szeregu rzeczywistego o znakach 
jednakowych zbieżnego : 

(«) To- ł -Ti - f -T , - ł -

pomnożymy odpowiednio przez dowolne skończone ilości : 

(W • flo 

to szereg zt^id otr zymany : 

W Co To Tt H- a^ T, -+-

będzie zbieżnym. 

Oznaczyw^szy bowiem przez A największą w ilości co do bezwzględnej wartości, uważamy że 
szereg o znakach jednakowych : 

(5) A T O -ł- A T I 4- A T , -f 

(*) W O g ó l e prawo niepozwalające dowolnie zmieniać porządku czynników summy, w przypadku gdy ich liczba jest 
nieskończenie wielkę — ma znaczenie tylko praktyczne, ze względu na istotne wykonywanie dodawania w celu zbli-
żenia się do granicy — teoretycznie nie istnieje : byłby to paradoks matematyczny. 
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będzie zbieżnym, lem bardziej zatem szereg (y) będzie zbieżnym, gdyż żaden wyraz szeregu (y) nie 
jest co do bezwzględnej wartości większy od odpowiedniego wyrazu szeregu (o), co się zaś tyczy zna-
ków, to wiemy, że jeśli pewien szereg o znakach jednakowych jest zbieżny, to zmieniwszy znaki 
pewnej dowolnej liczby jego wyrazów na przeciwne, otrzymamy także szereg zbieżny. 

Z tego twierdzenia wnioskujemy : 

Jeżeli szereg, którego wyrazami sn moduły wyrazów szeregu danego, jest zbieżny, to i szereg dany jest 
zbieżnym. 

Niech będ§ wyrazy szeregu danego przedstawione w kształcie t rygonometrycznym : 

Jeżeli szereg modułów : 

(e) r j -H + 

jest zbieżnym, to na mocy powyżej dowiedzionego twierdzenia pomocniczego każdy z szeregów : 

(O 

będzie zbieżnym, wstawa bowiem i dostawa nie przyjmują wartości nieskończenie wielkich. 

Tak więc zbieżność szeregu modułów pociąga za sobą zbieżność samego szeregu, pytamy się teraz 
.czy i naodwrót , zbieżność szeregu złożonego pociąga za sobą zbieżność szeregu modułów. 

W tym celu uważamy, że zbieżność szeregów^ (e) nie pociąga za sobą bezpośrednio zbieżności sze-
regu (e), a tylko, że względu, że wstawa i dostawa nie mogą jednocześnie zbliżać się do zera, wy-
nika, że wyrazy szeregu (e) musz^ maleć nieoznaczenie. 

Powyżej dowiedzione twierdzenie pomocnicze możemy teraz rozciągnąć do przypadk;u ogólnego, i 
wypowiedzieć : jeżeli szereg : 

Wg 

jest takim, że szereg modutóiu jego wyrazóio jest zbieżnym, to i szereg : 

a^m, + -ł-

gdzie a, i t. d. są ilościami złożonemi skończonemi, będzie zbieżny, szereg bowiem, którego ogólny 

wyraz jest : 

będzie zbieżny. 

Możemy jeszcze opierając się na powyższem, dowieść twierdzenia : jeże/z iv szeregu, dla którego 
szereg modułów jest zbieżnym, zmienimy w jakikolwiek sposób porządek wyrazów, to otrzymany ztąd 
szereg będzie zbieżnym i równoznaczmjm z szeregiem danym, t . j . będzie miał tę samą granicę, co dany. 

Wiadomem jest z teoryi szeregów rzeczywistych, że jeżeli w szeregu o znakach niejednakow}xh, 
ale tak im, że bezwględne wartości jego wyrazów tworzą szereg zbieżny, zmienimy porządek wyrazów, 
to nie zmienimy przez to wartości szeregu; otóż jeżeli mamy szereg złożony : 
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i jeżeli moduły tworzą szereg zljieżny, to wówczas każdy z dwóch zbieżnych szeregów : 

jest takim, że bezwzględne wartości jego wyrazów tworzą szereg zbieżny; można więc w każdym 
z nich dowolnie zmienić porządek wyrazów, a tem samem można to uskutecznić w szeregu danym. 

§ 11. O s z e r e g a c h uporz^idkowanych w e d ł u g potęg zmiennej złożonej. Podamy najpierw 
twierdzenie które winniśmy Cauche'mu : 

Szereg nieskończony: 

(1) 

zostaje zbieżnym dla wszystkich luarlości z, których moduł r , jest mniejszy od rzeczywistej dodatnej 
-wartości R, takiej, że a„R", {gdzie a^ = mod[w„]), zostaje skończonym gdy n rośnie do nieskończoności. 
Aby tego dowieść uważmy r < R ; mnożąc wyrazy szeregu nieskończonego zbieżnego, o znakach 
jednakowych : 

przez ilości skończone : 

otrzymamy sz:ereg zbieżny : 

A że ostatnio napisany szereg jest szeregiem modułów dla szeregu (I), wnioskujemy, że i szereg (i) 
będzie dla odpowiednich wartości z zbieżnym. 

Odnieśmy się teraz do geometrycznego przedstawienia ilości złożonej. Jeżeli z początku nakreślimy 
okrąg promieniem równym R, to każdy punłct leżący wewnątrz tego okręgu będzie obrazem geome-
trycznym takiego z, którego moduł jest mniejszy od R, t . j . takiego dla którego szereg (1) jest 
zbieżny; możemy więc powiedzieć : Szereg (i) jest zbieżny w okręgu o promieniu R, okrąg ten nazywa 
się okregienn zbieżności dla szeregu (1). 

Zobaczmy teraz jak zachowuje się szereg potęgowy na okręgu zbieżności, a mianowicie : czy 
może zostawać zł)ieżnym dla niektórych przynajmniej w^artości s, których moduł jest równy R. 

Z uwagi w poprzednim paragrafie zrobionej, wiemy że wtedy nie dosyć aby GnR" zostawało skoń-
czone, potrzeba nadto żeby : 

co jeżeli położ^miy : 

pociąga za sobą : 
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Załóżmy nadto, że zaczynając od pewnego w, zresztą dowolnie wielkiego, wszystkie ilości : 

z sobą znaków jednakowych, podobnież ilości : 

są znowuż z sobą jednakowych znaków. 

Dowiedziemy wtedy że szeregi : 

(«) 

są zbieżne dla wszystkich punktów okręgu zbieżności wyjąwszy jednego, a ztąd wypada, że i dany 
szereg (1) zbieżny będzie dla tychże punktów. 

Połóżmy jeszcze dla skrócenia : 

gdzie już a, p , . . .[A są ilości rzeczywiste, a więc a', p ' , . . są tylko ich bezwzględne wartości. 

Oznaczywszy teraz przez Sn summę (A -ł- 1 wyrazów szeregu (a) poczynając od n̂ ego p^z", będzie : 

ztąd : 

Ponieważ moduł summy jest mniejszy od summy modułów, przeto : 

a ponieważ ilości a, p, . . . X, są rzeczywiste i znaki mają jednakowe, zważywszy przeto„ że różnica 
dwóch ilości z jednakowemi rozwartościanii da się przedstawić jako summa dwóch ilości, których 
rozwartości różnią się o TT, będziemy mogli na mocy powiedzianego w §5 , zamiast modlułii różnicy 
wziąć różnicę modułów, i będzie ostatecznie : 

Uważmy teraz, że jeżeli zaczniemy od dostatecznie wielkiego n, to a' i w granicy będą zerami, 
a więc : 

Jeżeli zaś summa dowolnśj liczby wyrazów końcowych ma za granicę zero, szereg ten jest zbieżny ; 
podobnież dowodzi się dla szeregu (6), więc ostatecznie : jeżeli szereg potęgowy czyni zadość powyżej 
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wymienionym warunkom, to jest on zbieżny w każdym punkcie okręgu zbieżności, wyjąwszy punktu 
leżącego na osi rzeczywistych ilości. 

Zastosujemy tę teoryę do kilku przykładów : 

I tak, szereg : 

jest zbieżny w okręgu o promieniu jedność, gdyż : 

a dla 1 -f £ jest : 

Ponieważ zaś gr jest zerem, a wszystkie współczynniki są znaków jednakowych, to szereg : 

jest zbieżny dla wszystkich wartości 6 wyjąwszy 2 S T Z . 

Szereg zaś : 

nie jest zbieżny na okręgu zbieżności, dla punktu mającego rozwartość TT, CO pochodzi ztąd, że 
współczynniki są niejednakowych znaków. 

Szereg znowu : 

1 -f- S + Z^-f-S^^. _ ^ ; 

jest zbieżny wewnątrz okręgu o promieniu jedność, ale dla wszystkich punktów na okręgu jest roz-
bieżny, gdyż tu gr(l«) = l , a nie zeru. 

Dowiedziemy tu jeszcze, że szereg uporządkowany loedług rosnących potęg zmiennej^ zmienia się w spo-
sób ciągły, t . j . że gdy zmienną przeprowadzać będziemy od jednej wartości do drugiej, przechodząc 
przez wartości pośrednie, szereg także przechodzić będzie przez wartości pośrednie; albo można 
określić inaczej, gdy dostatecznie małemu (*) przyrostowi zmiennćj odpowiada dowolnie mały przy-
rost szeregu. 

Ażeby tego dow^icść oznaczmy dla krótkości szereg przez /"(z), summę n^pierwszych wyrazów przez 

(*) © małości przyrostku sądzimy z małości jogo modułu. 
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a summę pozostałych wyrazów przez ^{'(z); będzie : 

gdziejeśli n jest dostatecznie wielkie, '^^{z) dla wszelkich wartości - wewnątrz okręgu zbieżności 
będzie dowolnie małe, tak że możemy napisać : 

gdzie a jest ilością rzeczywistą dodatną dowolnie małą. 

Uważmy szereg przy wartości z-h/ t , przyrost wyrazi się : 

Ponieważ o[z) jako funkcya algebraiczna całkowita i wymierna jest funkcyą ciągłą, pierwsza 
przeto część strony drugiśj jest ilością dowolnie małą, druga część koniecznie mniejsza od 2a jest 
także ilością dowolnie małą; ostatecznie zatem, przyrost szeregu jest ilością dowolnie małą. 

Z tej własności szeregu wynika, że jeżeli funkcyę jaką określimy przez szereg potęgowy, to z okre-
ślenia tego bezpośrednio wynikać będzie ta własność, że funkcya zmieniać się będzie w sposób ciągły. 

III.—FUNKCYA WYKŁADNICZA I FUNKCYE TRYGONOx\lETRYCZNE (KOŁOWE PROSTE). 

§ 12. Określenie funkcy i w y k ł a d n i c z e j zmiennej złożonej. Szereg : 
r 

jest zbieżny dla wszelkich wartości t, j. na całej płaszczyznie, gdyż : 

Wiemy, że jeżeli w tym szeregu oznacza ilość rzeczywistą, to szereg ten ma dla każdej wartości 
zagranicę wartość funkcyi oznaczonśj e-, i dającej się określić przez równanie : 

Ponieważ lak równanie (1), jak i równanie : 

(2) 

mają miejsce dla wszelkich wartości rzeczywistych zmiennćj więc zgodnie z zasadniczćm prawem 
(§ 2), utrzymują sio one i dla wartości na z złożonych. 

Gdybyśmy chcieli bezpośrednio przekonać się, że drugie strony równań (1) i (2) są identyczne 
i wtedy, gdy z oznacza ilość złożoną, to postępowalibyśmy tak samo jak przy dowodzeniu identy-
czności tych wyrażeń dla z rzeczywistego : oparlibyśmy się na wzorze Newton'a na rozwinięcie 
potęgi dwumianu, który to wzór utrzymuje się dla ilości złożonych. 
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Tak więc : przestępna funkcya loykładnicza zmiennej złożonej określa się równaniami (l) lub (-2), w których 
e oznacza znaną liczbę ISeper'a : 2,7182818. 

Zasadnicze twierdzenie mnożenia funkcyj wykładniczych wyraża sio wzorem : 

a ponieważ W7.ór ten utrzymuje się dhi wszelkich wartości rzeczywistych z i (*), a więc : 

Wzór (4) utrzymuje się i lutedy, kiedy z i z oznaczają ilości złożone. 

Położywszy : 

możemy podług wzoru (4) napisać : 

(5) 

§ 13. Określenie f u n k c y j t rygonometrycznych . Uważmy że szeregi : 

są zbieżne na całej płaszczyznie. 

Przy rzeczywistych wartościach na s, szeregi te przedstawiają nam funkcye znane z geometry i, 
które oznaczamy symbolami : wstz i dosz; otóż możemy przez analogię tymiż samymi symbolami 
oznaczyć granicę, do których zbiegają te szeregi wtedy, gdy w nich - oznacza ilość złożoną. Samo 
przez się rozumie się, że tu wprowadzone wstz i dosz, nie mają takiego geometrycznego znaczenia, 
jak przy ilościach rzeczywistych : są to poprostu symbole przyjęte dla oznaczenia granic powyżej 
wypisanych szeregów, przyjęcie zaś tych mianowicie, a nie innych symbolów ma w sobie tę dogodność, 
że jeżeli przejdziemy do zmiennćj rzeczywistej, wszystko przywiedzie się do dobrze nam znajomych 
oznaczeń. Gdybyśmy granice tych szeregów oznaczyli nowymi symbolami, należałoby dodać, że przy 
zmiennych rzeczywistych nowe te symbole są identyczne z poprzednio poznanyni wstz i dosz. 
Zresztą lepiej jeszcze przekonamy się o trafności przyjęcia tych symbolów, gdy w dalszym ciągu do-
wiedziemy, że związki analityczne między temi funkeyami, dowiedzione dla zmiennych rzeczy wistyc.h, 
utrzymują się i dla zmiennych złożonych. Tak więc ; dwie zauidnicze funkcye trygonometryczne : wstawę 
i dostawę zmiennej złożonej określamy równaniami: 

(6) 

(*) Wzór (4) nic jest wprawdzie algebraicznym, — ale można w nim fiinkcye przestępne zastąpić przez szeregi, da 
których i)rawo § 2 się stosnje. 
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Wprowadzamy tak/e inne funkcyc trygonometryczne zmiennej złożonej, określając je równaniami : 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

Ocz}^visŁ6m jest, że te cztery nowo wprowadzone funkcyc przy rzeczywistych wartościach zmiennej 
są znaiiemi nam z geometyi funkcyami, przez takie symbole oznaczanemi. 

Stawiamy teraz takie pytanie : Wiemy, że styczna i sieczna zmiennej rzeczywistej rozwijają się 

w granicach -ł- ^ i — ^ , na szeregi potęgowe; pytamy się, czy te szeregi, gdy w nich uważać 

będziemy zmienną złożoną, jjozostające zbieżnymi w okręgu o promieniu co łatwo na mocy § I I 

udowodnić, czy te szeregi przedstawiać będą w tym okręgu styczną określoną rówaianiem (8)1 sieczną 
określoną równaniem (10). Odpowiedź będzie : gdyby styczna dla wartości rzeczywistych rozwijała 
się na szereg dla wszelkich wartości, to wówczas zgodność tego szeregu z funkcyą określoną równa-
niem (8), nie potrzebowałaby oddzielnego dowodu przy uważaniu zmiennej złożonej, równości 
I)o\viem : 

ulraymujące się dla wszelkich wartości rzeczywistych, utrzymywałyby się i dla wartości złożonych ; 
ponieważ jednak styczna tylko w pewnych granicach rozwija się na szereg, równości powyżej wypi-
sanych nie można bez do\rodu do zmiennych złożonych rozciągnąć, i dlatego zgodność szeregu 
z funkcyą (8) wymaga takżo oddzielnego dowodu. Podobnie rzecz się ma ze sieczną. 

Ponieważ jednak rozwinięcia te nie będą nam tu potrzebne, zajmować się przeto niemi nic będziemy, 
I4mbardziej że w części drugiej podamy ogólną teoryęrozwijania funkcyj na szeregi. To zaś cośmy tu 
ix)wiedzie]i, miało tylko na celu rozjaśnienie prawa w § 2 wypowiedzianego. 

§ 14. P r z e d s t a w i e n i e f u n k c y i w y k ł a d n i c z e j w ksz ta łc i e normalnym, je j o k r e s o w o ś ć . 
Uwazmy teraz, że podobnie jak funkcye algebraiczne zmiennej złożonej, tak i poznane funkcye prze-
stępne : wykładnicze i trygonometryczne, s^ dla wszelkich wartości zmiennej złożonej, także ilościami 
złozonemi. Dla wykładniczej, wstawy i dostawy wynika to z określenia ich przez szeregi, pozostałe zaś 
funkcye trygonometryczno są funkcyami algebraicznemi tejże wstawy i dostawy. Można więc te 
funkcye prziedstawić w kształcie normalnym, t. j. takim, w którym część rzeczywista oddzieloną jest 
od urojonej. 

Zacznijmy od funkcyi wykładniczej. Wiemy już że : 
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W tem wyrażeniu czynnik e^ ma wartość rzeczywistą dla każdej wartości na pozostaje więc 
nam tylko cz jnn ik ey' sprowadzić dokształtu normalnego. W tym celu we wzorze (2, § 12) połóżmy 
z = 7ji, otrzymamy : 

W tym szeregu oddzielając wyrazy rzeczywiste od urojonych i odnosząc się do wzorów : (6 i 7, § IS) 
otrzymujemy : 

(12) 

zkąd: 

(13) 

co jest żądanym normalnym kształtem funkcyi wykładniczej. 

Ze wzoru (12) czytamy łatwo niektóre własności funkcyi wykładniczej, a mianowicie : 

(14) 

gdzie s jest liczbą całkowitą. 

Jest także : 

co można przedstawić wzorem ogólnym : 

(15) 

Wiemy, że jeśli pewna funkcya f{z) ma własność wyrażającą się wzorem : 

gdzie s oznacza liczbę całkowitą, a p ilość stałą, to f{z) nazywa s:ę okresową albo peryodyczną, 
a ilość p nazywa się o/cmem albo ż^eryoć/m. 

Z równania zatem (15) czytamy : Funkcya wykładnicza jest okresową, a okresem jej jest 27:?. 

Zobaczmy teraz jak można geometrycznie przedstawić okresowość funkcyi, a dla ogólności przy-
puśćmy, że okres jest ilością złożoną : p=za bi. 

Niech będzie układ osi współrzędnych OJ? i Oy, i niech punkt c przedstawia nam ilość p. 

Poprowadźmy linię OC i odetnijmy na niej części CCj, C jC , . . . OG_i C_i G_j , równe OG, i przez 
punkta podziału poprowadźmy linie prostopadłe do oc, a części płaszczyzny, pasy między temi liniami 
zawarte oznaczmy odpowiednio przez : 

• M _ i , M O , M J , M ^ , . . . 

Wszystkie punkta przedstawione ogólnym wzorem z->r sp leżeć będą na jednej linii równoległej 
od OC, w równych od siebie odległościach : w jednym pasie znajdować się będzie jeden tylko punkt, 
i każdy ŵ  swoim pasie będzie miał jednakowe położenie. Jeżeli np. punkt z leży w pasie M„, to 
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punkt z -\-sp l e ż e ć będzie odpowiednio w pasie M,. Widzimy ztąd, że jeżeli płaszczyznę (s) podzie-
limy na pasy równoważne liniami prostopadłemi do promienia wodzącego okresu, a odległemi od 

siebie na moduł okresu, to funkcya w każdym pasie w punktach podobnie położonych przyjmować 
będzie wartości jednakowe, zkąd także wypada, że funkcya w każdym pasie przyjmuje loszystkie swoje 
loarlości. 

Oczywiście niekoniecznie potrzeba, ażeby jedna z linii ograniczających pasy przechodziła przez 
początek układu; układ pasów ograniczonych liniami . . . n^, n, n,, n,, . . . posiada te same własności, 
co układ poprzedni; w wielu jednak przypadkach dogodniej jak prowadzić pasy sposobem pier-
wszym. 

Przy uważanej funkcyi w^ykładniczśj okres jest urojony: pasy ograniczone będą liniami prostopa-
dłemi do osi y, i odległemi od siebie na Oś r p r z y j ę l i ś m y za ograniczenie pasa M .̂ 

Wzór (12i pozwalanam w prostym bardzo kształcie przedstawić ilość złożoną, stosując bowiem ten 
wzór do kształtu trygonometrycznego r(dos6 4- ńvst9), otrzymujemy kształt re"'. Nie dajemy temu 

kształtowi nowego nazwiska: ilość złożona określona w nim jest przez te same wielkości, co w kształ-
cie trygonometrycznym; jestto tylko dogodne skrócenie w pisaniu, podobne do tego, jakiegosmy 
użyli w § 11, pisząc: rcp(O). 

§ 15. Okresowość funkcyj trygonometrycznych. Zajmiemy się teraz bliżej funkcyami try-
gonometrycznemi a w szczególności wstawą i dostawą: inne bowiem funkcye trygonometryczne 
z tych dwóch się wyprowadzają. 

Pytamy się najpierw: czy związki dowiedzione dla łuków rzeczywistych, utrzymują się i dla łuków 
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złożonych(*)? Ł. j . czy te ogóhiiejsze funkcye oznaczone przez nas \vst3 i dosz, mają te same wła-
sności, co funkcye w szczeg(Mnym przypadku z nich powstające, a poprzednio już w geometryi po-
znane ? 

Związki między temi funkeyami są dwojakiego rodzaju: jedne (związek między wstawą i dostawą j e -
dnego łuku, związek między temi funkeyami dla łuków dopełniiijących się, spełniających się, łuków 
z przeciwnymi znakami, związek między wstawą summy dwóch łuków, a wstawami i dostawami tyci) 
łuków, nakoniec okresowość tych funkcyj) wyprowadzone z badań geometrycznych nad liniami trygo-
nometrycznemi, drugie (wszystkie pozostałe związki) wyprowadzone przez analityczne przekształcenie 
l)ierwszych związków. Otóż jeżeli dowiedziemy, że pierwsze związki utrzymują się dla łuków złożo-
nych, dowiedziemy tem samem że i drugie także się ut rzymują. 

Uważmy że te pierwsze związki, jakkolwiek wyprowadzone były z uważań geometrycznych, są je-
dnakowoż zarazem analitycznemi własnościami szeregów, przedstawiających wstawę i dostawę, a 
utrzymując się dla wszelkich rzeczywistych wartości, utrzymują się i dla wartości złożonych. 

Tak więc będzie między innymi : 

(1(5) 

(18) 

(U); 

m 

M 

Wzory (21) pokazują, że lusława idostawi są funkeyami okresowemi, a okresem ich jest Geometry-
czne znaczenie tćj okresowości pokazuje się, gdy płaszczyznę (Z) podzielimy na pasy liniami prosto-
padłenii do osi OJ?, i odległemi od siebie na 'Ź-K. 

.\le nadto z równań (20) czytamy, że dla każdego punktu znajdzie się drugi nieodpowiadający jemu 
okresowo (to jest n ierówny poprzedniemu zwiększonemu o pewną wielokrotność okresu), w którym 

Fig. 5. 

lunkcya będzie miała tę samą wartość. Dla wstawy takimi dwoma nieodpowiadającymi sobie okre-
sowo punktami są : z i TZ — Z , a dla dostawy s i 27i —z, albo prościej — z . Ztąd bezpośrednio 

{') Mówimy lu łuk zamiast zmienna : choć pamiętać należy, że łuk złożony geometrycznie nic nie znaczy. 
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widać, że w niektórych przynajmniej pasach rausi być więcej jak jeden punkt, w których funkcyą 
tę pewną oznaczoną wartość przyjmuje, że zaś funkcyą w każdym pasie tożsamościowo się powtarza, 
przeto wkażdym pasie musi więcej jak jeden punkt odpowiadać tej samćj wartości funkcyi. Ponieważ 
zaś z drugiej strony, pomiędzy wszystkimi punktami odpowiadającymi jednej i tej samćj wartości 
funkcyj, znajdą się tylko dwa takie, które sobie okresowo nie odpowiadają, wszystkie zaś inne je-
dnemu lub drugiemu z nich okresowo odpowiadać będą, przeto w każdym pasie muszą leżeć dwa 
p u n k t a odpowiadające jednaj i tój wartości funkcyi, albo inaczój funkcye: wstawa i dostawa, ic każdym 
pask diva razy przyjmują jedną i te samą luartość. 

Zobaczmy jak leżą takie dwa punkta dla wstawy. W tym celu uważmy, że w ogólności punkt 
^ 2 nie leży w tym samym pasie co punkt z, ale dodaniem stosownej liczby okresów, co odpo-
wiada geometrycznie posunięciu się po linii równoległej do osi Ox, można znaleźć odpowiedni 
punkt w tym samym pasie. I tak punktowi G odpowiada G', ale w punkcie funkcyą ma tę samą 
wartość co wG'. Podobnie z punktami B, B', B'i. 

Ł a t w o sposlrzedz, że te wartości zmiennćj które odpowiadają w jednym pasie tćj samój wartości 
wstawy, mają części urojone ze znakami przeciwnymi. 

Podobnie rzecz się przeprowadza dla dostawy. 

§ 16. Zwi?izki między funkcyami trygonometrycznemi a fimkcyę, wykładniczy , . — 
Ksz ta ł t normalny funkcyj trygonometrycznych. Wiemy, że: 

ztąd: 

dodając te równania a potem odejmując, otrzymamy: 

(22) 

Ponieważ równania te, podane przez Euler'a, utrzymują się dla wszystkich wartości na y rzeczy-
wistych, m o ż e m y więc w nich zamiast y napisać 2 , i wtedy: 

(23) 

Równania (23) pokazują związek między funkcyami trygonometrycznemi z jednój, a wykładniczą 
z drugiśj strony. 

Zatrzymamy się ta nad przejściem od wzorów (22) do (23): polega ono na zastosowaniu prawa 
w § 2 wyrażonego do tego przypadku, gdy ŵ e wzór uważany już wchodzi ilość złożona, można w ta-
kim wzorze zamiast x i y podstawiać ilości złożone, jeżeli tylko wzór utrzymuje si^ dla wszelkich 
wartości x \ y, jeżeli są pewne ograniczenia należy je uwzględnić przy podstawieniu. 
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Pisząc we wzorach (23) z = x - \ ' y i ^ i nadając funkcyoni wykładniczym ich kształt normalny, 
znajdziemy kształt normalny wstawy i dostawy. Prościćj jednak do tego dojdziemy uważając, że po-
dług wzoru (19): 

(19) 

a kładąc we wzoracłi (23) yi zamiast z: 

a więc: 

(2-4) 

Wzory (24) dają nam żądany kształt normalny: w nich wyrażenia są wido-

cznie zawsze rzeczywiiste. Nadto ze wzorów (23') czytamy, że dla łuku urojonego wstawa jest urojoną, 

a dostawa rzeczywist^ą i dodatną (*). 

Przed zakończenie 101 tego rozdziału zrobimy kilka uwag o stycznćj łuku złożonego. Ze wzorów 
(8) i (23): 

Mnożąc tu licznik i mianownik przez mianownik : 

(25) 

Ważny wzór, z którego czytamy że styczna jest okresowa^ a okresem jej jest TZ. 

(*) Gdybyśmy znali wstawy i dostawy luków urojonych, to "podług wzorów {(19') moglibyśmy obliczyć wartości 
liczebno funkcyj kołowych luku złożonego. Otóż funkcye : 

mające dla każdego t rzeczywistego wartości rzeczywiste, nazwane zostały odpowiednio dostawą i wstawą hyperbo-
liczną zmiennej t, i obliczone w tablicach Houera (Recueil de Formułes et de Tables numeriques, 1807), i w dzien-
nika Crełłe'go (tomy Vii, VIII, IX, XV) przez RudoImann'a. Nazwano jo liyperholicznemi, ponieważ są one tem 
względem jednej gałęzi huperboli równoramiennej, czem funkcye kołowe względem okręgu koła. Jeżeli bowiem ; 
ri są współrzędnemi punktu na hyperboli; której równanie jest : 

to przy I dodatnim, odpowiednio związkowi 
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Do normalnego kształtu stycznej najłatwiej dojść w ten sposób: 

Zkąd ostatecznie: 

możemy położyć : 

Uóżniczkuj?c układ jednoczesnych równań : 

otrzymamy : 

zkąd 

Związek różniczkowy pokazujący, że t przedstawia powierzchnię podwójną wycinka ONA, podobnie jak to ma 
miejsce przy okręgu koła o promieniu jedność. 

Madto oznaczywszy kąt iN''OA przez cp, znajdziemy: 
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IV. — FUNKCYA LOGARYTMICZNA I FUNKCYE CYKLOMETRYGZNE (KOŁOWE ODWROTNE). 

§ 1 7 . Ogólne u w a g i o f u n k c y a c h o d w r o t n y c h . Jeżeli zajmujemy się pewną lunkcyą: f{z) 
w ogólności zmiennśj złożonej i wiemy, że każdej wartości zmiennej z odpowiada pewna wartość 
lunkcyi, która, jakeśmy się w poprzednich badaniach przekonali, jest także ilością złożoną, to ozna-
czywszy ją przez ę = H -+- możemy napisać : 

(-) 
W tem równaniu z i ę są zmienne, ale zmienne w określony sposób od siebie zależące, tak że każdą 
z nich uważać możemy jako funkcyę drugiej: i nadto zależność zmiennej z od jest odwrotnością 
zależności zmiennej -ę od z. Jeżeli więc z równaniem (a) zestawimy drugie: 

to funkcyę oznaczoną przez cp, nazwać można funkcya odwrotną funkcyi oznaczonej przez /', i na 
odwrót. Oczywiście każda funkcya ma swoją odwrotną. 

Jeżeli przypuścimy, że /(z) jest okresową względem okresu p, to cp(i;) będzie funkcyą nieskończe-
nie-wielowartościową; tak, że wszystkie wartości z odpowiadające jednej wartości ę tworzyć będą 
szereg arytmetyczny, którego wykładnikiem będzie p. Jeżeli /'(z) będzie tego rodzaju, że dla m 
różnych wartości z, przybiera jedną i tę samą wartość, to ą>(g będzie miała m różnych war-
tości na każdą wartość ę, czyli będzie w-wartościową. 

Po tych ogólnych uwagach, przystąpmy do badania funkcyj odwrotnych tych funkcyi przestęp-
nych, któreśmy poznali w poprzedzającym rozdziale. 

§ 1 8 . F u n k c y a logary tmiczna o d w r o t n a w y k ł a d n i c z e j . 

Niech będzie równanie: 

(1) 

odwrotne jemu napiszmy: 

(2) 

i nazwijm.y z naturalnym logarytmem ę. 

Ponieważ wiemy, że funkcya wykładnicza jest okresową względem okresu więc I ogary tm 
jest funkcyą nieskończenie-wielowartościową w ten sposób, że jedne wartości różnią się od drugich 
o wielokrotności ilości '•lni. Jeżeli w i ę c w y b i e r z e m y jedną szczególną wartość funkcyi Lgę, oznaczy-
my ją Ig.ę i nazwiemy logarytmem gUtcnym, to będzie można napisać: 

(3) Lg( ;= I g ę ( g d z i e s całkowite). 

Z algebry elementarnej wiadomo, że każda ilość rzeczywista dodatna ma swój logarytm rzeczy-
wisty i tylko jeden; opierając się na tem możemy umówić się, że dla takich i, w których część 
rzeczywista jest dodatną, za logarytm główny przyjmiemy tę w-artość Lgę, która sprowadza sic d.o 
znanego nam z algebry łogarytmu, gdy współczynnik części urojonej ę staje sie zerem. 
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Aby lepiej określić, która wartość jest tą wartością główną w wyżćj wymienionym przypadku, 
a jednocześnie analogicznie znaleźć określenie wartości głównej w drugim przypadku, wyrazimy 
logarytm w kształcie normalnym. 

Położywszy: 

będziemy mogli napisać: 
O') 

Z ostatniego równania widzimy, że jeżeli wyrazimy a? i ?/ w funkcyi I i r„ znajdziemy kształt nor-
malny. 

W tym celu odnieśmy się do wzoru (13, § 14), łącząc go z równaniem (1'), otrzymamy: 

Należy nam teraz z tych dwóch równań wyrazić x \ y w funkcyi ? i y). Podnosząc do kwadratu 
i dodając: 

(T) 

Ztąd zaś wypada : 

(4) 

llownanie (4) napisane zostało na mocy prawideł algebry e lement rane j : doskoinale 
wiemy, co rozu-

mieć należy pod Iga, gdy a jest dodatne. Z równania (y) wypada : 

(piszemy przed pierwiastkiem znak -ł-, bo e^ jest dla rzeczywistych a- dodatne) łącząc zaś to równa-
nie z równaniami (a) i (p), otrzymamy : 

zkąd: 

(3) 

Równania (5) okrcś-laja y tak, że w jednym okręgu jedną tylko wartość znajdziemy. Zastępujemy 
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je jednem równaniem: 

(G) 

paniiętajac że rozbierając równanie (6), nie należy spuszczać z uwagi równań (o). 

Zamiast (6) możemy napisać: 

0) 

Jeżeli ? > O, to rówmanie (o) pokazują, że ?/ powinno leżeć w ćwiartce albo 4®j, stosownie do 
tego, czy r, jest dodatne czy odjemne. 

Równanie znów(7) w tym przypadku, t . j . przy ę > O, daje łuki: 

w ćwiartce l®j, gdy m parzyste \ 
fdla T; dodatnego, 

w ćwiartce 3®j, gdy m nieparzyste ) 

w ćwiartce 4®j, gdy m parzyste \ 
[dla y] odjemnego, 

w ćwiartce gdy m nieparzyste ) 

Aby więc rówmanie (7) zastępowało równania (5), potrzeba w niem pod m rozumieć liczby pa-
rzystą, gdy ? >0»; podobny rozbiór przekonałby nas, że, gdy § < O, pod m rozumieć trzeba liczbę 
nieparzystą. 

Ostate^cznie rówućmie (7) rozpada się na dwa: 

(8) 

A podstawiając (4) i (8) w (2'), otrzymujemy dwa równania dające normalny kształt logarytmu: 

(9) 

Teraz łatwo znajdujemy wartość główną, ponieważ dla ę > O odpowiada ona wartości s = 0 , przyj-
mujemy więc analogicznie, że i w drugim przypadku tej wartości odpowiada. 

(*) l^rzyponiinamy tutaj, że pod : Luk wst Łuk s t « . . . rozumiemy wszystkie łuki danemu i odpowiadaiące, zaś 

pod łuk wsU, łuk alt, łuk doK, łuk dosief, rozumiemy łuki zawarto między — ^ ^ + 1 ' łuk dos < i luk sic f 

zawarte między O i ir. 
(**) Ćwiartki, pierwsza odjcmna i czwarta dodatna, s§ jednoznaczne. 
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Wó\vc;zas oba wzory (9) zamknąć można w jednym : 

który to wzór jednoznaczny jest z wzorem (3), ale nie przedstawia logarytnm w kształcie normal-
nym. 

Zakładając we wzorach (9) 7 ) = O, lub — J , będzie: 

zkąd 

a więc: 

(10) 

Jeżeli zas zważymy, że wyrażenie jest jednością z tyra znakiem co Ę, to będziemy mogli na-

pisać w jednym wzorze: 

(10') 

Zresztą normalny kształt logarytmn można jeszcze w jednym wzorze przedstawić pisząc : 

( H ) 

gdzie O) określone jest układem równali: 

(11') 

Godnym jest uwagi kształt logarytrnu ilości złożonśj przedstawiającej w kształcie trygonometrycz-
nym; otrzymujemy go z wzoru (11): 

(12) 

Z zasadniczego twierdzenia na mnożenie funkcyj wykładniczych: 

wyprowadzamy bezpośrednio zasadnicze twierdzenie dla logarytmów, wyrażające się wzorem : 

(13) 

We wzorze tym nie można znaku Lg zastąpić przez Ig, to jest uważać go dla logarytmów głó-
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wn3^ch, gdyż nie zawsze summa logarytmów głównych czynnilców wydaje logarytm główny iloczynu. 
Niech bowiem będą dwa.czynniki: 

ich logarytmy główne: 

gdzie 6 i 6' są mniejsze od STT. 

Summa tych logarytmów: 

wtedy tylko będzie logatytmem głównym iloczynu, gdy 9-1-6' <^2-::. 

Ze wzoru (13) wypada wzór na podniesienie do potęg: 

(14) 

gdzie m oznaczać może tak całkowitą, jak i ułamek. 

Rozciągając wzór (14) do wykładników złożonych określamy w ten sposób pośrednio ilość z wykła-
dnikiem złożonym. A mianowicie: 

Pod rozumieć będziemy taką ilość, że: 

(13) 

ztąd zaś wynika: 

(15) - . 

Jeżeli zważymy, że logarytm jest funkcyą nieskończenie-wielowarlościową, to wnioskujemy że 
i pierwsza strona równania (15') jest funkcyą tegoż rodzaju. 

Szczególne przypadki zachodzą tu także : jeżeli b = 0 , a a całkowite, to ze względu na okresowość 
funkcyi wykładniczój, uważana funkcyą jest jednowartościową. 

Gdy ^ = 0 , a a zaś jest ułamkiem z mianownikiem n funkcyą ma n wartości, gdy zaś a jest 
ilością niewymierną funkcyą ma nieskończenie wiele wartości, co łatwo na mocy poprzedzającego 
przypadku objaśnić można, zważywszy że ilość niewymierną przedstawić można w postaci ułamku, 
którego mianownik ma nieskończoną liczbę cyfr, t . j . jest nieskończenie wielki. 

We wzorze (15 ) uwążając ę za stałe, a zmienną, znajdujemy określenie nowej funkcyi, 
oznaczonej w teoryi funkcyj rzeczywistych przez a-, i uważanej za ogólniejszą iunkcyę wykładniczą. 
Będzie mianowicie : 

funkcyą nieskończenie wielowartościowa. 

Widzimy jednak że podstawienie w niej a—e, nie prowadzi do poprzednio poznanćj funkcyi wy-
kładniczej, nie należy więc ją uważać za ogólniejszą funkcyę wykładniczą, i badanie jej nie 
przedstawia żadnego interesu. 
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§ 19 . P u n k c y e odwrotne w s t a w i ę i dos tawie . Zajmiemy się najpierw wstaw?. — Ró-
wnaniu : 

(ł) 

odwrotne równanie napiszemy : 

(2) 

Ponieważ, jak wiemy z poprzedniego, wstawajest nietylko funkcyę okresową, ale nawet w każdym 
pasie przybiera dwa razy jedną i tę samą wartość, przeto funkcya odwrotna ma nieskończenie wiele 
wartości, które ustawić można w dwie grupy tak, że jeżeli w każdej z nich wybierzemy jednę 
dowolną : ẑ  i Zg, za wartości główne, to wszystkie inne do odpowiedniej grupy należące, napi-
szą się : 

gdzie s liczba całkowita. 

Łatwo znaleźć związek między dwiema głównemi wartościami. Wiemy, że dla wartości z i ^ —z 
wypadają jednakowe wartości wslawy, dla każdego więc s w grupie pierwszej, znajdzie się takie s 
w grupie drugićj, 

że 

zkąd 

To jest związek szukany w kształcie najogólniejszym, możemy jednak dowolnie wybra wszy tak 
wybrać z^', aby wprost było : 

Jeżeli teraz ẑ  oznaczymy przez łuk wst ę, to równanie (2) zastąpić będłijie można równaniami 

(3) 

Zupełnie odpowiednio, uważając równanie : 

(4) 

i oznaczywszy główne wartości przez łukdosę, i 2:r —łukdosę, albo prościej :(—łuk dos j;), będzie 

(5) 

Zwrócimy tu tylko uwagę, że przy wyborze pierwszćj głównćj wartości, który dotychczas pozostał 
dowolny, najwłaściwiśj mieć to na względzie, aby w przypadku gdy ę oznacza ilość rzeczywistą ró-
wnania (3) i (5) zgodne były z odpowiedniemi równaniami znanemi z geometryi. . 

Zajmiemy się teraz przedstawieniem tych funkcyj w kształcie normalnym. 
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Odnosząc się do normalnego kształtu wstawy otrzymamy równania : 

(6) 

z których należy znaleźć i y w lunkcyi \ i r,. 

Z równań (6) znajdujemy : 

ztąd zaś : 

(Y) 

z ostatniego równania : 

przed pierwiastkiem napisaliśmy tvlko znak dodatny, bo dos^jc musi być dodatną. Otrzymujemy 
dalćj : 

co inaczśj można napisać : 

Połóżmy t^raz dla skrócenia : 

A ) 

(8) 

to będziemy mogli napisać : 

(9) wsta? = i , 

nO) d o s ^ = ± Y . 

W równaniu (9) napisaliśmy X bez podwójnego znaku, bo pierwsze z równań (S) pokazuje, że w s U 
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jest zawsze tego samego znaku, co W równaniu zaś (10) piszemy znak podwójny, bo jeszcze nie 
możeni)' raztrzygnąć; jaki tam znak wziąść należy. 

Aby rzecz tę zbadać, uważmy, że z drugiego z równań (o) widać, że gdy dos-r jest tego samego 
znaku co r„ to y jest dodatne, a gdy przeciwnego, to y odjemne. 

Z drugiej strony, uważmy, że z równania (a) wypada : 

(11) 

Jeżeli 7) jest tego samego znaku co Y, to : 

zatśm uwzględniwszy równanie (y) wnioskujemy, że X + będzie wtedy większe od jedności, a 

więc y będzie dodatne, co czytamy z równania (11); jeżeli zaś >j jest przeciwnego znaku jak Y, to 
rzecz ma się naodwrót, i wypadnie y odjemne. 

Odnosząc się do poprzednio zrobionej uwagi co do znaków Y i y, widzimy, że jakikolwiek znak 
weźmiemy przed Y, dojdziemy do wypadków sprawiedliwych : należy więc w równaniu (10) 
wziąść znak podwójny. W takim zaś razie równanie to nie dopehiia równania (9), i dlatego 
możemy je opuścić i określić x przez samo równanie (9) i widzimy że : 

(12) 

Równania (H) i (12) dają nam szukany kształt normalny : 

(13) 

do czego należy przyłączyć równania (7) i (8), i pamiętać, że w logarytmie należy brać znak dodatny, 
kiedy część rzeczywista przedstawia łuk, którego dostawa jest [dodatną, znak odjemny w razie 
przeciwnym. 

Uważmy więc, że jeżeli część rzeczywista jest kształtu : 

w logarytmie należy brać znak górny, jeżeli zaś jest kształtu : 

w logarytmie bierze się znak dolny ; — uważamy dalej że według równania (y) : 

.(*) Bierzemy tu logarytm główny, ponieważ w działaniach tych i)Ozoslajcmy w obrębie ilości rzeczjwistycli. 
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lak że ostatecznie zamiast równania (13) można napisać 

(14) 

do czego przyłączyć należy (7) i (8). 

Czytamy z tych równań, że łuki mające jednakową wstawę mają części urojone ze znakami przeci-
wnymi, co jest zgodne z uwagą zrobioną poprzednio w § 15. 

Widzimy nadto, że kształt (14) zgodny jest z równaniami (3), należy tylko brać : 

(15) 

Zupełnie podobną drogą postępując znaleźlibyśmy : 

(16) 

gdzie X i Y są określone równaniami (7) i (8). 

W części urojonej znak górny brać należy wtedy gdy część rzeczywista jest łukiem mają-
cym wstawę dodatną, znak dolny w przypadku przeciwnym. Zamiast równania _(16) można 
napisać : 

(17) 

a zgodnie z poprzedzającem, za pierwszą wartość główną bierzemy : 

(18) 

Dodając równania (15) i (18), otrzymujemy : 

Wiemy zaś, że dla t rzeczywistego, jest : 

jest więc także, gdy ^ oznacza zmienną złożoną : 

(19) 

§ 2 0 . Dowiedźmy teraz, ze wartość główna ; łuk wst(ę -ł- nt), określona równaniem (15), w przy-
padku : >3=0 a ( — . l ) < ę < 1, staje się istotnie tćm, cośmy w geometryi przez łuk w s t l 
oznaczyli. 
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W tym celu uważmy najpierw, że przy >j = O, równania (7) i (8) przechodzą na następujące : 

ponieważ według poprzednio zrobionśj uwagi oznacza ilość dodatną, należy więc to wyra-
żenie pisać : 1 — lub — 1, stosownie do tego, czy ę jest mniejsze czy więlcsze od jedności. My 
znajdujemy się w pierwszym przypadliu, i będzie : 

zkąd : 

co podstawiwszy we wzór (13), otrzymamy tożsamość. 

Zostaje tylko wątpliwość co do =t 1, wtedy bowiem i Y staje się zerem, i nie możemy bez 

bliższego zbadania rzeczy twierdzić, że ^ będzie zerem. Ale jest : 

a z ostatniego kształtu wnioskujemy, że ^ staje się zerem i wtedy, gdy 5 = ± : 1 . 

To samo daje przeprowadzić śię i wzorem (18). 

Weźmy teraz pod uwagę przypadek drugi, t. j , gdy > 1. Wtedy 

Gdy Ijest dodatne, który ma być dodatny, będzie ę, i : 

(20) 

W przeciwnym razie, będzie — i : 

(20) 

Wzory (20) i (20) pokazują że łuki, których wstawy lub dostawy są większe liczebaieod jedności, 
nic są rzeczywiste, jak i powinno było wypaść. 

Damy tu przykład użycia pierwszego z wzorów (20). 
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Niech będzie elipsa, którój równanie jest : 

41 

wyrażenie na powierzchnię odcinka ograniczonego : przez oś odciętych, krzywę, i dwie rzędne 
w odległości x^ i od początku układu, jest następujące : 

co zcałkowawszy, otrzymamy : 

albo inaczśj : 

(fi) 

Ażeby teraz otrzymać wyrażenie na powierzchnię takiegoż odcinka dla hyperboli, którćj równaniem 
jest : 

dosyć jest we wzorze (p) podstawić ({'J zamiast i otrzymamy wtedy wyrażenie pozornie złożone, ale 

gdy zważymy, źe obie granice podstawienia są większe od a, przez co ^ jest większe od jedności, 

i użyjemy wzoru (20), pamiętając, że ilość stała znika przy podstawieniu, to będzie : 

wyrażenie irzeczywiste i takie same, jakie otrzymujemy obliczając bezpośrednio tę powierzchnię. 

§ 21. Zał<óżmy teraz we wzorach (lo) i (18) oraz (7) i (8) : ę = O, wtedy otrzymamy : 

(21) 

(*) To sarno podstawienie można uskutecznić we wzorze (a), należy łylko pamiętać, że według uwagi w § 6, pisze 
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Ponie waż wzory te mają miejsce dla wszelkich wartości r̂  można więc w nich zamiast y, napisać (i, 
gdzie K oznacza w ogólności zmienną złożoną. Otrzymamy wtedy : 

(22) 

Wzory (21) i (22) odpowiadają wzorom (22) i (23) § 16. 

Skorzystamy z pierwszego ze wzorów (21). Wiemy że : 

z drngićj znowu strony : 

(P) 

Pierwszy z wzorów (21) pokazuje, że drugie strony równań (a) i (fJ) &a jednoznaczne. 

Gdybyśmy chcieli znaleźć wyrażenia na inne funkcye kołowe odwrotne, należałoby postępować 
w podobny sposób, jak przy wstawię i dostawie. Dla funkcyi odwrotnćj stycznćj otrzymali-
byśmy : 

gdzie 

Zakładając w tych wzorach ? = 0 , otrzymujemy : 

(23) 

Piszemy w drugim wzorze znak + lub — stosownie do tego, czy ę = 0je5t granicą male.jących ilości 
dodatnych czy też rosnących odjemnych. 

Na mocy wzorów ostatnio otrzymanych, można dowieść tożsamość całek : 

§ 22 . Znaczenie ilości złożonych w Matematyce . — Ilości geometryczne . Należałoby 

(*) Żadnego z wzorów (23) rozciągnąć do ogólnego przypadku nie można, bo w żadnym z nich nie jest dowolne. 

mylny więc jest wzór: luk dla złożonego z, w niektórych dziełach podawany. 
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nam teraz zająć się różniczkowaniem i całkowaniem funkcyj zmiennej z łoionr j , ale ponieważ w tćj 
części nauki nnjdogodniejszćm a nawet prawie koniecznem jest używać znaków ogólnych, co 
znowu wymaga ogólniejszych teoryj : pomieścimy więc to w części drugićj . Tuta j zaś zrobimy 
kilka uwag o znaczeniu ilości złożonych w matematyce i podamy teoryę Gauchy'ego tak zwanych 
ilości geometrycznych. 

Zwróćmy najpierw uwagę na to, że nie można uważać ilości złożonych za symbole algebraiczne 
tego samego rodzaju, co ilości odjemne, opierając się na tem, że do jednych i drugich dochodzimy 
przez rozwiązywanie działań odwrotnych działaniom prostym. Chociaż bowiem W7ciąganie pierwiast-
ków kwadra towych doprow^adza nas do ilości urojonych, to jednak nie należy zapatrywać się na to 
tak samo, jak gdy odejmowanie doprowadza nas do ilości odjemnych : widzieliśmy już, że bezwzglę-
dne upodobnienie ilości urojonych ilościom pierwiastkowym prowadzi do błędów, a nadto do ilości 
odjemnych dojść możemy wprost z życia praktycznego, gdy zauważymy dwa rodzaje wielkości, zupeł-
nie sobie przeciwnych i wzajem się znoszących: i dlatego ilości odjemne oznaczają w ogólności ilości 
rzeczywiście istniejące, gdy tymczasem ilości złożone są czysto symbolicznemi wyrażeniami, nie-
oznaczającemi żadnych wielkości. Wypadki odjemne mogą być w pewnych zagadnieniach niemożliwe, 
podobnie jak i ułamkowe, ilości urojone i złożone, w jakikolwiek sposób wystąpią, zawsze ozna-
czają niemożliwość albo rzeczy szukanych albo złożonych (*). 

- Pomimo jednak tego zajmujemy się n iemi ; spostrzegamy, że ilości złożone, wypadające dla zadość 
uczynienia związkom między ilościami rzeczywistemi, mają to do siebie, iż często przez pewne obroty 
rachunku doprowadzają nas znowuż do wypadków rzeczywistych. W ten sposób, przj^jąwszy ilości 
złożone i mające prawa postępowania z niemi, nie jesteśmy zmuszeni w przeróbkach matematycznych 
zatrzymywać się za pierwszem spotkaniem ilości urojonej albo złożonej : możemy prowadzić je 
dalej, a zdarzyć się może, że ostateczny wypadek, o k tóry nam właśnie chodzi, będzie rzeczywisty. 
Prócz tego równania między ilościami złożonemi mogą być często z wielką dogodnością użyte w do-
wodzeniu rozmaitych twierdzeń, i w tych przypadkach można powiedzieć, jak Gauchy, że symbol 

1 i^st pewnego rodzaju narzędziem, ins t rumentem rachunkow^ym. Ale nietylko te korzyści 
osięgamy z wi)rowadzenia ilości złożonych. Badając funkcye zmiennej złożnej dochodzimy do ogól-
nych twierdzeń, do lepszego zrozumienia na tury funkcyj , i nadto otwieramy sobie obszerną drogę 
do badania nowych funkcyj , które przy uważaniu tylko zmiennej rzeczywistej niejako nam się 
przedstawiają. Poznamy to w części d rug ić j ; z tego zaś, cośmy tu powiedzieli (pomijając teoryę 
równań algebraicznych), widzimy że własności i związki między zbadanemi prostemi funkcyami 
przestępnemi dopiero przy zmiennej złożonej jasno się pokazują ; nad to funkcye ich odwrotne są, 
można powiedzieć, W7czerpane przez wprowadzenie zmiennej złożonej, możemy je wtedy uważać 
przy wszelkićj wartości zmiennej. 

Te ostatnie względy naprowadziły na myśl uw ażania ilości złożonych za jakieś ogólniejsze ilości, 
w których jakby naturze już leży to, że one wyczerpią funkcyę, i t . p. Niektórzy matematycy chcąc 
wytłomaczyć tę ogólność ilości złożonych, starali się dowieść, że za nową jednostkę właśnie pierwia-
stek z odjemnćj jedności przyjąć należy. 

Zanim poznamy to rozumowanie, powiemy tu, że wprowadzając je tak, jakeśmy w § 2 wprowa-
dzili, ogólności ich a priori wywnioskować nie można, t . j . nie można było przewidywać, że Iga 

. obliczać będziemy powicrznig trójkąta znając trzy jogo bokiV w prz^puszclcniu' 
ze jedonz bokow^Yiększy jest od summy dwóch pozostałych, otrzymamy ilość urojoną, która wtvm razie oznacza nie-
możliwość zalozenia, - albowiem gdyby trójkąt byl możliwy, miałby pewn^ iKjwierzchnię. 
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gdy a < O, albo łuk wstó gdy b > l , przywiodę się do takicli właśnie symbolów, w które wchodzi 

: do tego doprowadziły rachunki. 

Dla uzasadnienia ogólności ilości złożonych Gauss rozumuje w ten sposób (*) : Jeżeli porówny-
wamy z sobę przedmioty, które ustawić możemy w szereg np : 

A, B, G 

w ten sposób, że przejście od A do B jest niejako rówmoważne przejściu od B do G i t . d, to wówczas 
przejścia od G do B i od B do A będę także sobie równoważne i wprost przeciwne przejściom po-
przednio uważanym. Jeżeli więc przejście pierw^szego rodzaju przedstawione będzie przez-ł-1, to 
przejście rodzaju drugiego przedstawić należy przez — l . Przykładem takiego szeregu jest szereg liczb 
całkowitych. 

Jeżeli teraz uważamy przedmioty takie że nie można ustawić ich w szereg pojedynczy, a'e w szereg 
szeregów : 

to wówczas koniecznie inaczój powinno się przedstawić przejście od pewnego przedmiotu do nastę-
pującego w szeregu poziomym, a inaczćj w szeregu pionowym. Jeżeli dla szeregów poziomych 
przejścia przedstawione będę przez- i - l , i — i , to dla szeregów pionowych przez n p . - ł - i i — i : 
przejście od pewnego przedmiotu do dowolnie wybranego innego,{ składa si.ę także z pewnśj liczby 
przejść -h 1 lub — I, i z pewnój liczby przejść -ł- i łub — i. 

Tu symbol i pozostał zupełnie nieoznaczony : wnioskujemy jednak, że takja grupa przedmiotów 
ma za geometryczny obraz płaszczyznę : z uważania więc położenia punktu na płaszczyznie dojść 
będziemy mogli do oznaczenia symbolu i. Do tego posłuży właśnie teorya Glauchy'ego ilości geo-
metrycznych C'*). 

Obierzmy na płaszczyznie punkt stały O, i kierunek Ox. 

Położenie punktu M zależy od długości linii OM, którę nazwiemy r, i od rozwartości k^ta MOx 

który nazwiemy 6. Tę zależność oznaczmy symbolem 

C) Gottinger, gelelirte Anzeigen, 1831. 
(**) Exercices d'Anal. et de Ph. matem. 
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jest to właśnie ilość geometryczna. Dla upodobnienia zaś tych uważań poprzednim, załóżmy że ro 
przedstawia wielkość liczbową r, a r , wielkość — r . 

Podamy teraz prawidło na dodawanie i mnożenie dwóch ilości geometrycznych. Summa dwóch 
ilości r j i r\ powinna tak powstać z 7\ jak r\ powstało z zera : zaś r^ powstało z zera, t. j . z punktu O 
przez odsunięcie się od niego na odległość r i odchylenie tej odległości od osi na kąt &'. Powta-
rzając to działanie od punktu MV«) spostrzeżemy, że punkt, będący summą dwóch innych, jest trzecim 
wierzchołkiem trójkąta wystawionego na promieniach wodzących tych punktów. 

Uważmy dalej, że iloczyn dwóch ilości i rV, powinien tak powstać z jak r\- powstało z je-
dności. Jedność jest to punkt na osi leżący w odległości od O równej jedności; ażeby z niego 
przejść do r \ ' należy zwiększyć jej promień wodzący w stosunku od 1: r' i odchylić go od jego 
pierwotnego położenia o kąt 0'. Jeżeli zaś to uskutecznimy z punktem to spostrzeżemy że będzie: 

zkąd bezpośrednio wypada: 

Zobaczmy teraz jaki na mocy tego kształt nadać można wyrażeniu r^. 

Spostrzegamy najpierw, że na mocj prawidła na dodawanie, punkt M uważać można za summę 
dwóch; m i Można więc napisać: 

Ponieważ zaś z prawidła na mnożenie wynika, że R(—Ri , , przeto, pamiętając na znaczenie sym-
bolu Rj, napiszemy: 

Pozostaje nam znaleźć jeszcze wyrażenie analityczne ilości I ; . Uważmy że : 

zkąd 

A właśnie odpowiada owemu i Gauss'a. 
2 

W ten sposób wykazanem zostało, że chcąc uważać ilości w ogólniejszym zakresie, za nową jedno-
stkę wybieramy nie dlatego, że był to pierwszy spotkany przez nas symbol niesprowadzający 
się do znanych ilości, ale dla tego, że taki właśnie symbol odpowiada temu uważaniu. 

Ilości złożone znane najpierw były matematykom włoskim w XYI wieku, którzy zajmowali się 
równaniami algebraicznemi. Cardano, który podał znany wzór na rozw iązywanie równań stopnia 
wspomina o nich, ale je odrzuca. Wallis w 1673 roku pierwszy nazwał je urojonemi, niemożliwemi. 

W ogólności w przeszłych wiekach mało do nich przywiązywano uwagi, a zajmowanie się niemi 
uważono za rodzaj zabawki; w ostatnich dopiero czasach zrozumiano ich ważność w matematyce, 
za pierwszego zaś twórcę ogólnej teoryi funkcyi zmiennćj złożonej, tak jak my ją dziś pojmujemy, 
uważać należy Guuchy'cgo. 
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6 

1. OGÓLNE WL\DOiMOSGI O FUNKCYI ZMIENNĆJ ZŁOŻONEJ I O JEJ POGHODNĆJ. 

§ 2 3 . W ł a s n o ś ć c h a r a k t e r y s t y c z n a . W pierwszej części widzieliśmy, że wszystkie znane nam 
funkcye proste, gdy w nich zamiast zmiennej rzeczywistój, podstawimy zmienną złożoną: 

(1) 

dają się sprowadzać do kształtu normalnego 

(2) 

gdzie y) i y) przybierają wartości tylko rzeczywiste dla wszelkich wartości rzeczywistych 
zmiennych x i y. Ponieważ zaś wszelkie inne funkcye powstają z połączenia funkcyi prostych 
przeto : 

Każda funkcya zmiennej złożonej może być przedsłauńaną iv kształcie normalnym (2). 

Możemy teraz zapytać się, c z y i na odwrót wyrażenie(2) przedstawia nam zawsze funkcyę zmiennćj 
złożonej. Ażeby na to pytanie odpowiedzieć, zauważmy że tak wyrażenie (I) jak (2) uważać możemy 
jako funkcyę dwóch zmiennych x i y, uważając czynnik z za ilość stałą nieoznaczoną, i dowiedziemy 
twierdzoinia pomocniczego : 

Azebij! funkcya dwóch zmiennych : F(J:, y) była funkcyą drugiej funkcyi tychże zmiennych f{x, y), wa-
r u n k i e m koniecznym i wystarczającym jest aby: 

Warunek ten jest konieczny, bo jeżeli ma być F —;&(/), t o : 

mnożąc picerwsze równania przez drugie przez , i ode jmując drugie od pierwszego, otrzy-
ty ex 

mamy żądany warunek . 

Jest on także wystarczającym: gdyby bowiem F nic dało się wyrazić przez samo to zawsze wyra -
zić by je można było przez F i j edną ze zmiennych x lub y. Przypuśćmy, że będzie : F=W{x, f ) (*), 

różniczkując ostatnie, l ó w n a n i e : ^ = porównawszy zaś to z równaniem: ^ 
Dâ  -df Da-' ^ 

cY . ^ ^^ 
Pf^y algebraicznem rozwiązaniu założonego warunku względem — , widzi-

. ^ ... 
"ly? = c.') znaczy, że F tylko od samego f zależy. 

(*) Mocliamcztue się to przeprowadza w ten sposób : z równania : t — f{x, y), wypada i y — f{x, f); tę wartość na 
y podstawiamy w równanie : F = F(a!, y). 
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Stosująclo twierdzenie do naszego przypadku, w którym (I) j e s t y ) , a (2) jest F(x,y), otrzy-
mamy : 

co przez rozdzielenie części rzeczywistych i urojonych, rozpada się na dwa warunki: 

(3) 

Równania (3) przedstawiają łvarunek, pod którym loyraienie (2) można uważać za funkcye zmiennej zło-
io^iej (1), i naodwrót: Normalny kształt funkcyi zmiennej złożonej zawsze zadość czyni równaniom vmrun~ 
hoioym (3). 

Własność funkcyi zmiennej złożonój wyrażoną rów^naniami (3) nazywamy charakterystyczną wła-
snością funkcyi zmiennej złożonej. 

Powiemy jeszcze słów kilka o znaczeniu tej własności: 

Wyrażenie (2)zależące od x i y, zależy także od z, ponieważ, gdy - się zmieni, musi się zmie-
nić X i y, albo przynajmniej jedno z nich. Ale nam chodzi tu o to, czy (2) zależy bezpośrednio od 
z, to jest czy (2) nic zmieni się, gdy z zostanie to samo, chociaż w (2) za a: i z podstawimy od-
mienne wartości, np. y = .r-f y — y — z, przy których: 

Szukając warunków, pod którymi przy takiem podstawieniu wyrażenie (2) nic ulega zniliinie, mo-
żna nawet dojść do równaii (3) [*). 

Jeżeli (2) bezpośrednio od z zależy, można jo analitycznie przez samo z wyrazić; i wtedy gdy 
ŵ  (2) położymy y = 0, a w otrzymanój ztąd funkcyi x, zamiast x napiszemy z, otrzymamy anali-
tyczne wyrażenie funkcyi (2) przez samo z ; gdy zaś w to ostatnie podstawimy : z = x -\-yi, i spro-
wadzimy funkcyę do kształtu normalnego, to wrócimy się do równania (2). 

Łatwo przekonać się można, że poznane w części pierwszej normalne kształty funkcyi prostych 
zadość czynią warunkowi (3). 

Gdyby zaś było dane wyrażenie: 

to ono, jako nieczyniącc zadość leniu warunkowi, nie jest funkcyą zmiennej złożonej i nie da się ana-
litycznie przez samo z wyrazić. Można tu także sprawdzić ostatnio zrobioną uwagę, i przekonamy 
się że kładąc w tem wyrażeniu ,v = 0, i uskuteczniając wiado(nc podstawienia, nie powrócimy do 
danego wyrażenia. 

Gdyby zmiana złożona przedstawiona była w kształcie trygonometrycznym : 

(1) 

(*) Noumnim : Yorlesungen ilber Ricmann't> Theorie. 
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a funkcyą w kształcie : 

(2') 

to stosując wyżśj dowiedzione twierdzenie, po rozdzieleniu części rzeczywistych i urojonych otrzy-
malibyśmy : 

mnożąc odpowiednio te równania, raz przez dos9 i wste, drugi raz przez — wstO i dosO, i dodajac 
otrzymamy: 

(3) 

równania odpowiadajjące równaniom (3). 

Sprawdzić można, że podane w części pierwszćj wyrażenia kształtu (2) zadość czynią warun-
kom (3'). 

U W A G A . W dalszyui ciągu używać będziemy następujących oznaczeń: funkcyę zmiennej złożonćj 
znaczyć będziemy literą iv, część rzeczywistą normalnego wyrażenia tćj funkcyi znaczyć będziemy 
u, a urojoną lak iż będzie: 

§ 2 4 . O pochodnej. Określiwszy w ten sposób funkcyę zmiennej złożonej, już nie spotykamy 
żadnych trudności w określeniu pochodnej: ponieważ funkcyą zmiennej złożonej od tej tylko zmien-
nćj zależy, przeto graruca, do której zbliża się stosunek pomiędzy odpowiadającymi sobie przyrostami 
funkcyi i zmiennej, gdy przyrost zmiennej zbliża się do zera, granica ta nazywa się pochodną funkcyi 

zmiennej złożonej wziętą względem tejże zmiennej, i znaczy się 

Aby isię rzecz jaśniej przedstawiła, uważmy funkcyę' w kształcie normalnym i szukajmy stosunku 
między odpowiadającymi sobie przyrostami • 

gdzie £ przy nieskończenie małych Ay i A.r, jest wyższego od nich stopnia nieskończenie-małości. 
Tedzie: 
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przechodząc zaś do granicy: 

<4) 

widzimy, że wyrażenie to zależy od ^ ; ma więc dla każdćj wartości z nieskończenie wiele w a r t c -

.ści, zależnie od tego, jaki był przyrost s, który uważamy w granicy, jeżeli jednak uwzględnimy r ó -

wnania (3), s t rona druga równanie (4) będzie skracalną przez 1 e ^ , i przekonamy się że funk-

cya zmienufij złożonśj ma jedaą tylko pochodną. Zresztą łatwo to było przewidzieć, bo jeżeli funkcya 

zależy tylko od to przyrost jej zależy tylko od -ł-/A)/ a n i e od A-r i od Ay oddzielnie. 

Nadto łatW'0 widzieć, że poszukując warunków, aby (4) miało jedną tylko wartość znowuż wpadn iemy 

na równania (3). 

^ Funkcya zmiennćj złożonćj ma odnośnie do swojćj pochodnćj ciekawe własności. I t a k , łącząc r ó -
wnania (3) z równaniem (4), będziemy mogli napisać: 

(6) 

albo inaczej: 

(6') 

co znaczy, że zupełna pochodna funkcyi wyraża się przez pochodną cząstkową. 

Równania (6) dają nam normalny kształt pochodnej , i z łatwością sprawdzić możemy, że drugie 
s t rony równań (6) zadość czynią równaniom (3), co znaczy że pochodna jest także funkcyą zmiennój 
złożonój. 

Różniczkując cząstkowo równania (3) raz względem x, drugi raz względem y , o t r zymamy: 

(7) 

równania pokazujące że ani u ani v nie mogą być funkcyami zupełnie dowolnemi . 

Różniczkowanie równań (3), (G) i (7) doprowadziłoby nas do związków między pochodnemi wyż-
szego rzędu funkcyi ii\ u, v, ponieważ jednak związki te nie są ważne, więc ich nie poda jemy. 

Pytamy się teraz, czy pochodae funkcyj zmiennćj złożonśj, oznaczonych według p raw w części 
pierwszej podanych, symbolami używanymi przy funkcyach rzeczywistych, czy dla tych funkcjń po-
chodne wyrażają się tymiż samymi symbolami co pochodne odpowiadających funkcyi zmiennćj 
rzeczy wistćj? 

Samo przez się rozumie się, że należy tego dowieść tylko dla funkcyi pros tych: można zaś dowieść 
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wychodząc z kształtu normalnego i stosując jeden z wzorów (6). Można to także odrazu wyczytać 
z wzorów (6 ), które pokazują, że pochodną można brać tak, jakby tylko jedna część zmiennśj złożonśj 
X albo yi była zmienną. Ze względu jednak na ważność tej kwestyi, dowiedziemy jej ogólnie i bez-
pośrednio, niezależnie od wzorów (6'). 

Ponieważ pochodna jest zawsze taka sama; niezależnie od tego, jakie przyrosty zmiennćj uważamy, 
przeto możemy szukać pochodnej jako granicy stosunku odpowiadających sobie przyrostów pewnego 
szczególnego rodzaju, np. takich w którym y związane jest z x równaniem: y = -)^{x), gdzie x 
oznacza dowolnie wybraną funkcyę. Wtedy będzie: iv = f[x -ł- ^ zależeć będzie od jednćj tylko 
zmiennej. Czynnik i uważany za nieoznaczoną ilość stałą: i postępujemy z uważaną funkcyą, jak 
z funkcyami zmiennśj rzeczywistej. Uważamy że: 

biorąc stosunek i przechodząc do granicy, otrzymamy: 

a f oznacza właśśnie ten symbol, którym znaczy się pochodna funkcyi /", przy zmiennych rzeczy-
wistych. 

Łatwo spostrzeiiz, że wywodowi tśj prawdy z pierwszego z równań (6') odpowiada w naszśm przy-
puszczeniu y = s l a ł ć j . 

UWAGA. Cauchy a zanim francuzcy matematycy postępują tu inaczśj. W^yrażenie (2) Gauchy nazywa 
łiuikcyązmienriej złożonej. Do warunkowych równań (3) dochodzi on szukając, kiedy funkcya ma tylko 
jedną pochodny., t. j . jest monogene. Tak więc gdy my mówimy funkcya zmiennej złożonej, domyślając 
•się tem samćm wypełnienia równań (3); Gauchy mówił : fonction monogene. Niemieccy autorowie, tak 
jak my, rzecz tęuw^ażają, i jest to w samej rzeczy uważanie konsekwentniejsze. Trzeba jednak pamię-
tać iż dowód, że pewne wyrażenie, zmieniające się wraz z z, ma jedną tylko pochodną, jest zarazem 
dowodem, że ono tylko od zależy, i da się przez samo z analitycznie wyrazić. 

§ 25. R ó ż n i c z k o w a n i e s z e r e g u z łożonego uporzęidkowanego w e d ł u g r o s n ą c y c h potęg 
zmiennej złożonej . Dowiedziemy najpierw, że szereg otrzymany przez różniczkowanie wyrazów 
szeregu zbieżnego w pewnym okręgu, jest szeregiem zbieżnym w tymże okręgu. Niech będzie 
szereg: 

zbieżny w okręgu o promieniu R, powiadamy że szereg: 

(P) 

będzie w tymże okręgu zbieżny. 

Jeżeli bowiem r < R, to szereg rzeczywisty o znakach jednakowych : 
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jest zbie/ny, gdyż jakiekolwiek będzie r, możemy wybrać n tak wielkie, aby stosunek dwóch nastę-

pujących po sobie wyrazów: H ^ t J 1 = i -f. i L , był mniejszym od jedności. Tt lv lv IV 

jMnożąc wyrazy tego szeregu przez ilości skończone : 

otrzymamy szereg zbieżny, który będzie szeregiem modułów dla szeregu (p): zkąd wypada, że szereg 
(P) jest zbieżnym w okręgu o promieniu R. 

Zwracamy tylko uwagę, że dowodzenie to tyczy się tylko punktów wewnątrz okręgu leżących. 
Zbieżność na okręgu szeregu (a) zupełnie nie pociąga za sobą zbieżności szeregu (p), bo chociaż j e s t : 
gr„^x[«„H"] —O, może nie być: gr„= [n.a„R"~"'] = 0 ; spostrzedz jednak łatwo, że jeżeli drugie ró-
wnanie ma miejsce, to i pierwsze także ma miejsce. 

Oczyw^iście szereg, otrzymany przez różniczkowanie szeregu (p), bodzie zbieżnym w tymże okręgu, 
tak że : ilekolwiek razy zróżniczkujemy wyrazy szeregu (a), zawsze szereg ztąd otrzymany, będzie 
zbieżnym w punkcie o promieniu R. 

Należy nam teraz dowieść, że w samej rzeczy szereg (p) jest pochodną szeregu (a), t . j . granic§, 
do której zbliża się stosunek odpowiadających sobie przyrostów szeregu i zmiennćj . 

Nadajmy zmiennćj : przyrost A^, będzie: 

ponieważ szereg otrzymany z powyżej napisanego, po rozwinięciu potęg dwumianów w pierwszych 
n wyrazach, będzie tego rodzaju, że odpowiadający mu szereg modułów będzie zbieżnym (przypu-
szczamy bowiem że z-ł- Az leży w okręgu zbieżności), możemy więc w nim zmienić porządek wy-
razów, i uporządkować to rozwinięcie według rosnących potęg A-, i napisać: 

(7) 

gdzie R/J oznacza summę pozostałych wyrazów. -

Ponieważ we wzorze (y) n może być dowolnie wielkie, możemy więc zawnioskować, że i wtedy 
jeszcze otrzymamy wzór prawdziwy, gdy przejdziemy do granicy, to jest rozwiniemy potęgi dwumia-
nów w e wszystkich wyrazach, przezco otrzymamy szereg nieskończony, według potęg A : uporząd-
kowany, w którym każdy współczynnik będzie szeregiem nieskończonym, otrzymanym przez zróżni-
czkowanie wyrazów poprzedzającego współczynnika. Oznaczywszy więc dla krótkości szereg 
otrzymany przez zróżniczkowanie A razy wyrazów szeregu (a) przez f \ , napiszemy rozwinięcie: 

(5) 

Można zresztą z zupełną ścisłością udowodnić, że rozwinięcie (o) jest prawdziwe. Oznaczmy w tern 
rozwinięciu summo wyrazów następujących po n̂ ym przez R'„, a summę wyrazów następujących. 

http://rcin.org.pl



T E O R Y A F D N K C T J Z M I E N N E J Z Ł O Ż O N E J . 5 3 

po we współczynniku /x oznaczmy przez Jeżełi wzór (a) jest prawdziwy, to powinno wy-
rażenie : 

(O 

łjyć zerem, co wypada z porównania szeregów (y) i (o). 

Przy dostatecznie wielkiem n i lości : R„,/>„,o ^ będą dowolnie małe : dowieść łatwo, że 
R„ niem będzie. Uważmy bowiem dwa szeregi: 

( f ) 

gdzie a^, . . . r i Ar oznaczają moduły m^, m^ . z i Az. 

Łatwo spostrzedz związek między drugiemi stronami wzorów (y) i (S) a szeregami (y) i (5): 
z tego zaś związku wypada : 

ponieważ z jednej strony [R]„ > [R']„, co łatwo spostrzedz pamiętając, że w szeregach (y') i (o) 
wszystkie wyrazy są dodatne, a z drugiej strony R„ przy dostatecznie wielkiem n, jest dowolnie 
małe, jest niem przeto i R'„. Wyrażenie więc (e) może być dowolnie małe, musi zatem być zerem (*). 

Ze wzoru (a) bezpośrednio wypada : 

co pokazuje, żc fi{z) jest pochodną szeregu (a). Można więc zamiast /', pisać f , i w ogólności 
/ \ pisać/W, rozunmjąc pod /'('•) pochodną lunkcyi f rzędu X. 

Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie: 

Szereg nieskończony, uporządkowany według rosnących potęg zmiennej, można w okręgu zbieżności roż_ 
niczkować ilekolwiek razy. 

I 

§ 26. Geometryczny obraz funkcyi, cięigłość funkcyi. Musimy najpierw określić, co jest obra-
zem geometrycznyin lunkcyi zmiennćj złożonćj. Wiemy już jak zmienną z przedstawić można geome-
trycznie przez punkt na płaszczyznie. Jeżeli teraz z tego punktu wyprowadzimy prostopadłą do pła-
szczyzny i na niej co do wielkości i kierunku odetniemy wartości przybrane przez funkcye u i v, gdy 
w mch podstawimy za i- i y wartości odpowiadające uważanemu z, to układ tych dwóch punktów 

( ) Ostatnie zawnioskowanie wymaga rozjaśnienia. Właściwie, jeżeli pewna funkcya liczbowa F(n) przy dostatecznie 
wielkiem n przybiera wartość dowolnie mał§, to wnosimy, że w granicy staje się zerem : tu zaś wnieść można, że jest 
stale zerem. Ma to miejsce dlatego, że w uważanej różnicy między szeregami (y) i chodzi właśnie o wyrazy odpo-
\v1a1laj9ce n nieskończenie wielkiemu, i rzecz można tak uważać : i»rzypuśćmy, że dla F(/ii) ma pewn^ war-
tość ; możemy znaleźć n̂  (gdzie takie, że F(/?,) mapewn? jeszcze mniejszy wartość : ale F(n,) = F(?i2), bo 
summa wyrazów odliczonych od F(//i) aby przejść do F(rt,) jest tożsamościowo równ^ zeru. Z lego widzimy, że wyra-
/enu! (E) jest dowolnie małe, niezależnie od wartości na N, i dlatego musi bvć stale równem zeru. 
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przedstawiać bodzie wartość funkcyi w uważanym punkcie : geometrycznym zaś obrazem funkcyi 
będzie układ dwóch powierzchni bodących miejscem geometrycznem tych punktów, a które odpowie-
dnio nazwiemy : (U) i (V). 

Jeżeli do układu osi Ox i Oy przyłączymy trzecią 0^, to równaniem powierzchni (U) w tym prosto-
kątnym układzie będzie : t = u = v^ {x,y)-, ^^ powierzchni (V): t = v = -if {x, y). 

Oprócz tego sposobu geometrycznego przedstawienia, uważamy jeszcze następujący : 

Do płaszczyzny (Z), na której wiadomym sposobem znaczymy wartości zmiennćj 2, dołączamy di'ugą 
płaszczyznę (W), na której odpowiednim sposobem znaczymy wartości funkcyi : kreślimy układ csi 
prostokątnych Ou i Ov, a wartość funkcyi u H- vi oznaczoną będzie przez punkt, któi ego współrzędne 
są odpowiednio u i v. Tym sposobem punktowi na płaszczyznie (Z) odpowiadać będzie punkt na pła-
szczyznie (W). 

Przy teoryi szeregów złożonych widzieliśmy, że ciągłość funkcyi zmiennej złożonój okrcślo się w na-
stępujący sposób : funkcya zmiennej złożonej jest ciągłą, gdy dostacznie małemu przyrostowi zmiennej od-
powiada dowolnie mały przyrost funkcyi. Ażeby zaś przyrost funkcyi był dowolnie mały, i)otrzeba aby 
odpowiadające przyrosty funkcyj u i v były dowolnie małe, t . j . aby funkcye u i v były ciągłemi funk-
cyami zmiennych xM y. Ten warunek analityczny ma następujące geometryczne znaczenie: przy 
pierwszym sposobie przedstawienia, potrzeba, aby każda z powierzchni (U) i (V) całkowicie pokry-
wała płaszczyznę, nie miała odosobnionych części albo punktów. Przy drugim sposobie przedsta-
wienia, znaczy to, aby krzywej nieprzerwanej nakreślonej, na płaszczyznie (Z), odpowiadała takaż 
krzywa na płaszczyznie (W).'Pokazuje to bezpośrednio, że jeżeli z zmienia się w sposób ciągły, bez 
przeskoków, to i w powinno się w ten sam sposób zmieniać. 

Zobaczymy teraz jakie geometryczne znaczenie mają powyżej wyprowadzone warunki. 1 lak jeżeli 
się odniesiemy do pierwszego sposobu geonielrycznego przedstawienia funkcyi, to równania (7) po-
kazują, że powieiY.cłmie (U) i (V) nie są w żadnym punkcie wypukło - wypukłe, ani wklęsło-wklęsłe, 
wskazujące ich bowiem są hyperbolanii, co znaczy, że i krzywizna nie jest elliptyczną, tylko hyper-
boliczną. 

Równania (3) mają także swoje znaczenie, które odnosi się do drugiego sposobu geometrycznego 
przedstawienia. Niech Z i W będą dwa odpowiadające sobie puiikta na płaszczyznach (Z) i (W), a ds 
i rfS (lwa elementa odpowiadających sobie krzywych, zaczynające sio w jiunktach Z i W : wtedy : 

albo inaczej : 

na mocy zaś i^ównaii (3) można napisać : 

zważywszy zaś, że pierwszy czynnik jest dla danego punktu ilością stałą, i oznaczywszy ją przez ),, 
można napisać : 
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Wzór ton pokaEU^ proporcyonalność odpowiadających sobie dróg elementarnych, zkąd łatwo wy-
wnioskować podobieństwo nieskończenie małych odpowiadających sobie trójkątów. 

Gauss do tego podobieństwa dochodzi bezpośrednio. Uważmy, wychodząc z danego punktu, dwa 
przyrosty zmiennćj : 

Odpowiadające im przyrosty funkcyi będą : 

Stosunki między odpowiadającymi sobie przyrostami funkcyi i zmiennej będą : 

ażeby zaś funkcya miała jedną tylko pochodną, potrzeba aby w granicy było : 

albo : 

co właśnie jest warunkiem podobieństwa nieskończenie małych trójkątów. 

Objaśnimy to na bardzo prostym przykładzie. 

Uważmy fuiukcyę : w; = tu : u = i e \ \ o ^ y , y = e ^ w s t y . 

Wyjdźmy z punktu (a,-= a, y = o), i prowadźmy zmienną po dwóch drogach do siebie prostopad-
łych (*) : po osi Ox, po linii równoległej do osi Oy. Na płaszczyznie (W^ drodze Ox odpowiada oś Ot<, 
drodze drugiej odpowiada okrąg, którego równanie otrzymamy rugując y między równaniami : 
u = e" dos,y, v =. e" wst//. 

łtównanie tego okręgu będzie : 

u- -f- = 

styczna zaś doń w punkcie (u =• v = o), przedstawiająca kierunek elementu, będzie prostopadłą 
do osi O M . 

§ 27. F u n k c y e w i e l o w a r t o ś c i o w e . Funkcya zmiennej złożonej będzie jednowartościową 
wtedy, gdy jednej wartości zmiennej odpowiada jedna wartość funkcyi, gdy zaś jednej wartości zmien-
nej odpowiada dwie lub więcej wartości funkcyi, funkcya nazywa się odpowiednio dwu lub wielo-
wartościowa. » 

Uważmy funkcyę gdzie a przypuszczamy rzeczywiste, punkt więc A leżeć będzie na 

(*) Wyrażając się w Icu sposób, przenosimy się myślą do geometrycznego przedstawienia znuennej , analitycznie 
powiedzieć to należy : nadajemy zmiennej kolejno wartości odpowiadające puid<tom na dwóch prostych do siohie 
prostopadlycli. 
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osi OJ:. Funkcya ta jest ogólnym wyrażeniem dwóch różnych funkcyj : jednej odpowiadającej zna-

kowi -+- przed pierwiastkiem, drugiej odpowiadającej znakowi —. Weźmy jedną z tych funkcyj : 

przy ograniczeniu się do zmiennych rzeczywistych, funkcya ta ma dla każdej wartości s jedną tylko 
wartość, przy uważaniu jednak zmiennych złożonych rzecz ma się inaczej, i zobaczymy, że wyszedłszy 
z jednego punktu i idąc do drugiego po dwóch różnych drogach, dojdziemy do tego drugiego punktu 
i różnemi wartościami funkcyi. 

Dla uproszczenia zróbmy podstawienie : 

00 odpowiada odniesieniu zmiennej do układu osi Aa; i A?/', i prowadźmy zmienną z od punktu B do G 
raz po drodze BMNPG, drugi raz po drodze BM'N'P'G. W punkcie B funkcya ma wartość-f ŷ ŷ — a, 

odpowiadającą r = h — 0 = 0, na części drogi BM, 0 jest stale zerem, a r maleje oAh—a do m — a, 
t a k ż e w punkcie M funkcya ma wartość + \lm — a. Gdy zmienna z przebiega półokrąg MNP, się 
nie zmienia, a 0 od zera rośnie do 7t, funkcya więc w punkcie P ma wartość : 

na drodze PC, 9 się nie zmienia a r rośnie od m — a, albo a—p do a — c, tak że wartość funkcyi C 

będzie-ł-2 Y^^a—c. 

W podobny sposób rozbierając przejście dróg : BM', M'iYP', P'G, znajdziemy, że funkcya w G przy-
bierze wartość— isja — c, t. j. drugą wartość, zawartą w ogólnćm wyrażeniu funkcyi. Przekonać 
się łatwo można, że gdy zmienna biegnie po okręgu z punktu A opisanym, funkcya wróciwszy do 
punktu wyjścia ma wartość'ze znakiem przeciwnym ; a znowuż gdy zmienna porusza się na części 
płaszczyzny niezawierającej punktu A, to po każdej drodze funkcya do danego punktu przychodzi 
z jedną i tą samą wartością. Punkt A jest tu rzeczywiście punktem osobliwym, bo w nim dwie, w o -
gólności różne funkcye : u\= ^sjz — a, i \/z — a, objęte ogólnym wzorem w=\!z — a, 
przybierają wartości jednakowe. 

Podobnie rzecz się ma z funkcyą 

Tlważmy teraz funkcyę więcpj złożoną : 
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W której zawiera się sześć różnych funkcyi. Uważmy okrężenia punktu B, w którym z sześciu wartości 
(dwie grupy po trzy) jest tylko dwie różne : Położywszy : 

i przyjąwszy dla uproszczenia oznaczenie łatwe do odgadnięcia, sześć wartości będziemy mogli napisać: 

Zakreślmy z punktu B okrąg tak, aby on nie zawierał ani punktu A ani G, i prowadźmy zmienną 2 
po tym okręgu : uważmy jak zmieniać się będzie funkcya lo .̂ Gdy zmienna zbiegnie po okręgu, r się 
nie zmienia, a 0 przyrasta o 27:, tak że po okrążeniu iĉ  stanie sie : 

ponieważ wyrażenia, w które przeszły [A] i [G], należy zsummować przed wyciągnięciem z nich pier-
wiastka, przeto na przyrost rozwartości można nie zwracać uwagi, mianownik zaś przejdzie na 

lak, że IV̂  przejdzie na w^. 

Gdybyśmy jeszcze raz okrążyli punkt B, od wartości w^ przeszlibyśmy do a okrążywszy raz 
trzeci, powrócilibyśmy do wartości w^. 

Przedstawiwszy w odpowiednim kształcie pierwiastki, łatwo przekonać się, że okrążenie punktu A, 
podobne sprawia zmiany w wartościach pierwiastków; tak że okrążenie punktów A i B albo oby-
dwóch sprawia przemianę pomiędzy sobą wartości w grupach po trzy : 

tak jednak, że okrążenia tych punktów nie przeprowadzają pierwiastków z jednśj grupy do drugićj. 

Okrążenie znowuż punktu C sprawia przejście wartości jedna na drugą w grupach po dwie : 

Dotychczas rozumieliśmy tu okrężenia w kierunku dodatnym, t. j . w stronę rosnących rozwartości : 

(') Widzimy, że ostatecznie każda z uważanycli sześciu funkcyj przybiera wszystkie wartości odpowiadające innym 
funkcyom. To już naprowadza nas na myśl, aby nie rozdzielać tych sześciu funkcyj , ale uważać jednę funkcyę w-', 
w kaztlym punkcie sześciowartościową, i zamiast mówić wychodzimy z punktu Zo uważając funkcyę w^, wyrażać się : 
wychodzimy z punktu z wartością początkową funkcyi xo równą w,̂ . W dalszym ciągu rzecz ta ostatecznie będzie 
zbadaną. 
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0(1 dodałnego kierunku osi ku dodatnemu kierunkowi osi Oy. Okrążenie w kierunku przeciwnym 
sprawia przejścia także w kierunku przeciwnym; zawsze jednak w porządku podstawienia kołowego. 
Jednakże iiiekażdy punkt, w którym kilka różnych wartości funkcyi stają się równemi, jest tego ro-
dzaju, że gdy go zmienna okrąży, funkcyą przybiera inną wartość. Np. dla funkcyi dwuwartościowćj: 
w = [z —0)\/z — a, okrążenie punktu B nie zmienia w^artości funkcyi, jak się zaraz o tćm przekonamy. 
Kładąc bowiem : :: — i = r(dos&-f-? w\st9) i wychodząc z war tością : r (dos 9 H-z wst 0) [/> — « + r 
(dosO + I wstO)], po okrążeniu w kierunku dodatnym doszlibyśmy do : 

a dla tej samej przyczyny co poprzednio, taka zmiana rozwartości w ilości podpierwiastkowej nie 
zmienia pierw-iastku. 

Aby się niejako naocznie przekonać że w samej rzeczy wyrażenie : 

nie zmienia wartości przez okrążenie punktu 13, uważmy geometrycznie zmiany ilości podpierwiast-

kowej przy tem okrążeniu. Dla uproszczenia, przypuśćmy że a = o, b jest ilością rzeczywistą dodatną, 
a początkowa wartość rozwartości jest zero. 

Z punktu B promieniem r = PB zakreślamy okrąg, odcinamy PM = : 0 B , a punkt M przedstawiać 
będzie ilość podpierwiastkową na początku drogi. 

Odpowiednio rozwartościom : P,Ba:, PsBa:, i t. d., punkta M„ M^ i t . d. przedstawiać będą ilość pod-
pierwiastkową : ztąd widać, że rozwartość tej ilości najpierw rośnie od zera do MjB.f; (*), następnie 
maleje do zera (wpołożeniu MJ, potem staje się odjemną i maleje do MgBr, następnie znów rośnie do 
zera. 

Gdybyśmy okrąg zakreślili tak, aby on objął ŵ  sobie punkt O, to wówczas rozwartość wciążby rosła 
od zera do STT, ale tak i być powinno, wówczas bowiem okrążalibyśmy punkt odpowiadający ilości a, 
w naszym przypadku równej zero. Pokażemy tu jeszcze, że i funkcye przestępne mają takie punkta 
szczególne, których okrążenie nie doprowadza do tej samój wartości funkcyi. I tak uważamy : Lgr, 
Iunkcyę nieskończenie wiclowartościową. Położywszy : 

(*) -Nie nałoży tu odnosić się. do piuiktu O jako początku, ale do punktu H, gdyż odnośnie do tego początku kreśliliśmy 
,'eometryczny obraz ilości uważanej. 
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Łatwo spotrzedz, że przez okrążenie początku, 9 przyrasta o 2-jr, i logarytm otrzymuje wartość : 

W tcoryi lunkcyi wielowartościowych będzie to jaśniej wytłumaczone, tutaj możemy zauważyć to 
tylko, że w punkcie o, wszystkie wartości logarytrnu stają się równemi sobie, gdyż wszystkie są 
nieskończenie wielkie. 

Cauchy funkcyę jednowartościową nazywa monodrome, a punkta, w których kilka różnych wartości 
funkcyi stają się równemi sobie, nazywa points singu/iers. My punkta także nazywać będziemy punk-
tami zejścia, w nich bowiem schodzą się wartości w punktach sąsiednich różne. Punkta zejścia, 
punkta, w których funkcya staje się nieskończenie wielką lub doznaje przerwy w ciągłości, obejmo-
wać będziemy ogólnem nazwiskiem puuktów krijti/cznyc/i. 

§ 28 . Uważmy teraz część płaszczyzny (Z) ograniczoną krzywą zamkniętą, wewnątrz której nie leży 
żaden z punktów krytycznych uważanej funkcyi, dowiedziemy że na tej części płaszczyzny funkcya 
jest jednowartościową ; to znaczy, że jeżeli z punktu wyjdziemy z pewną wartością, i iść będziemy 
do punktu Zj po różnych drogach, ale tylko takich, które leżą na uważanej części płaszczyzny zawsze 
w punkcie z ,̂ otrzyniiamy jedną i tę samą wartość. 

Jeżeli funkcya jes-t ciągłą, to wartości jej należące do tej samćj grupy różnią się o ilości dowolnie 
małe w punktach dostatecznie blizkich ; wartości zaś odpowiadające innej grupie różnią się oil poprze-
dzających o ilości d'owolnie małe tylko w punktach dostatecznie blizkich punktów zejścia. Pamię-
tając o tem, uważmy dwie drogi Z^MZ, i Z,NZ„ dostatecznie siebie blizkie i leżące na odgraniczonej 
części płaszczyzny. 

Jeżeli uważać będziemy dwa punkta m i n dostatecznie blizkie siebie i punktu Z ,̂ to wartości uwa-
żanej huikcyi w tych trzech punktach będą się różnić o ilości dowolnie mafe, a więc te wartości będą 
należeć do jednej i tój samćj grupy: podobnie w punktach ni' i n dostatecznie blizkich siebie i punk-
tów m i i t. d, dojdziemy nakoniec do punktów m" i 71", w tych wszystkich punktach funkcya 

Kis 10. 

przybiera wartości należące do tej samej grupy; ostatecznie więc w Zi funkcya przybierze z drogi 
Z„NZ, tę samą wartość, jaką przybrała z drogi Z^MZj. Ponieważ zaś każda inna droga, jak np. Z^PZ,, 
może być utworzoną przez pewną liczbę dostatecznie blizkich odchyleń krzywej Z^NZ,, przeto twier-
dzenie nasze jest dowiedzione. 

Jeżeli na pewnej części płaszczyzny nie leży żaden punkt krytyczny funkcyi, powiadamy, żc funk-
cya na tej części płaszczyzny jest/kr/Ar^rt doskonała (fonction synecli((ue, podług Cauchy'ego). Wi-
dzimy zatem, że funkcya doskonała jest skoticzoną, ciągłą i jednowartościową. Jeżeli punkta kry-
tyczne funkcyi leżą w odległości nieskończonej, t. j . odpowiadają z = x , to powiadamy, że funkcya 
.lest doskonałą na całej płaszczyznie. Szereg np. nieskoiiczony, uporządkowany podług rosnących 
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potęg ziiliciinćj złożonej jest funkcyą doskonałą w okręgu zbieżności, ponieważ jest skończony jedno-
wartościowy i ciągły. Funkcye przestępne : wykładnicza, wstawa i dostawa, określone przez szereg 
nieskończony zbieżny na całej płaszczyznie, są tćrn samem funkeyami doskonałemi na całej pła-
szczyźnie. 

UWAGA. Jest rzeczą oczywistą, że pochodna funkcyi jednowartościowej jest funkcyą także jedno-
wartościową, pochodna i:aś funkcyi wielowartościowśj wtedy tylko jest jednowartościową, gdy wszy-
s t k i e w a r t o ś c i funkcyi w jednym punkcie różnią się pomiędzy sobą o ilości stałe; jeżeli zaś różnica 
między dwiema któremikolwiek wartościami zależy od położenia punktu, tak że napisawszy jedną z nich 
tylko drugą napisać należy cp ( : ; ) - ł - ( z ) , to pochodne odpowiadające tym wartościom mogą być 
równe, przy szczególnych wartościach na z określonych równaniem -f {z) = 0 . 

§ 29. O nieskończonościach. Punkt na płaszczyznie (Z) odpowiadający wartości zmiennej 
dla której funkcya staje się zerem, nazywać będziemy zerem, funkcyi, podobnież punkt odpowiadający 
tej wartości zmiennej, dla której funkcya staje się nieskończenie wielką, nazywać będziemy nieskoń-
czonością. Nieskończoności funkcyi są dwojakiego rodzaju : pierwszego rodzaju są takie, że funkcya 

-i staje się zerem i pozostaje w okolicy ciągłą i jednowartościową, jak np. punkt funkcyi 

stz, sama zaś funkcya w blizkości tych punktów zbliża się do granicy nieskończoności; drugiego ro-

dzaju są takie, że w nich tak sama funkcya w, jak i ^ m a kilka wartości, np. punkt {z = o) dla funk-

) 

cyieŚ k t ó r a j e s t nieskończoną gdy z jest granicą malejących dodatnych, a zerem gdy z jest granicą 

rosnących odjemnych. 
Powiemy tu jeszcze, jak należy uważać punkt przedstawiony irównaniem z = x . Wiemy, że ilość 

z ł o ż o n a j e s t nieskończenie wielk^i, gdy moduł jćj jest nieskończenie wielki; w równaniu przeto po-
wyżej napisanćm objęte jest nieskończenie wiele wartości zmiennej kształtu : ± x -4-««, i fld=x 
gdzie a jest ilością dowolną, mogącą być nawet nieskończenie wielką. Geometrycznie talkże wartości 

= odpowiada nieskończenie wiele punktów leżących na okręgu zakreślonym z po)czątku pro-
mieniem nieskoiiczenie wielkim. 

Przyjmujemy jednak wartość znuennćj nieskończenie wielką uważać za jedną wartość tylko, a wszy-

stkie punkta tój wartości odpowiadające za jeden tylko punkt. Skłania nas do tego ten wzgląd, że je-

żeli wfunkcyi uważanej uskutecznimy podstawienie : z = i odniesiemy się do nowćj płaszczyzny 

(Z ), to tak, jak analitycznie wszystkim nieskończenie wielkim wartościom z, odpowiada jedna war-
tość z, t. j . z e r o , podobnie wszystkim punktom leżącym na płaszczyznie (Z) w odległości nieskoń-
czonćj, odpowiada na płaszczyznie (Z ) jeden tylko punkt, t. j. początek. 

Nadto ażeby zbadać, jak zachowuje się uważana funkcya dla wartości z = x , badamy jak zachce 

wujesię f u n k c y a , w y p a d a j ą c a po podstawieniu ^ za z, dla wartości z ' = 0 . I t a k funkcyje algebrai-
czne wymierne pozostają jednowartościowemi w punkcie nieskończenie odległym, jeżeli więc on jest 
dla n i c h nieskończonością, to rodzaju pierwszego; funkcye znów: wykładnicza, wstawa i dostawa, 
jednowartościowe na całej płaszczyznie, przestają niemi być w punkcie nieskoiiczenie odległym, jest 
więc on dla nich nieskończonością rodzaju drugiego. 
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II. — O CAŁKACH FUNKCYJ DOSKONAŁYCH I ROZWIJANIU FUNKCYJ NA SZEREGI 

POTĘGOWE. 

§ 30. Całki n ieokreś lone . Pod symbolem całki nieokreślonej : 

rozumieć będziemy funkcye, której pochodną jest f{z). Ponieważ w §24 dowiedliśmy, że prawa 
różniczkowania są takie same dla funkcyj zmiennej złożonej co i rzeczywistój, można przeto powie-
dzieć : całka nieokreślona funkcyi zmiennej złożonej znaczy się tym samym symbolem, jakim się 
znaczy całka odpowiednićj funkcyi zmiennćj rzeczywistej. 

Jest więc : 

gdzie C oznacza stałą dowolną (ilość złożoną). 

Zrobimy tu ciekawą uwagę o całkach nieokreślonych, która nam później będzie przydatną. 

Kładąc jak zawsze : 

otrzymamy : 

zkąd : 

Ażeby ostatnie równanie miało swoje znaczenie i mogło być uważane jako normalny kształt całki, 
potrzeba aby oba wyrażenia, stojące pod znakami całkowania, były zupełnemi różniczkami ; co i rze-
czywiście ma miejsce, ze względu na równania (3, § 23). Kładąc więc : 

(O 

otrzymamy : 

(i') 

gdzie C=:A-f B« = stałej dowolnej. 
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Przy tym rozbiorze mieliśmy nowy sposobność przekonać się, jak ściśle związane są z pojęciem 
funkcyi zmiennej złożonćj równania (3, § 23) wyrażające jej charakterystyczną własność. 

§ 31 . O c a ł k a c h określonych. Gałka określona : 

(2) 

gdzie î i, <;« jest szereg następujących pa sobie wartości zmiennej s, gdy ta w sposób ciągły 
przechodzi od wartości ẑ  do z^. 

Widzimy więc, że określenie to jest podobne do określenia podanego w teoryi funkcyj zmiennej 
rzeczywistej, z tą tylko różnicą wynikającą z natury rzeczy, że przy zmiennej rzeczywistej w jeden 
tylko sposób przejść można od jednej wartości zmiennej do drugiej, wtedy gdy przy zmiennej zło-
żonej przejście to odbyć się może nieskończenie w ieloma sposobami, czyli, jak przyjęto mówić, jest 
nieskończenie wiele dróg całkowania. Dla każdej odmiennej drogi całkowania są odmienne wartości 
pośrednie 

W rachunku całkowym było dowiedzione, że jeżeli t oznacza zmienną rzeczywistą, a f{l) między 
granicami t, i jest ciągłą i skończoną, to : 

Pyluray się [najpierw czy odpowiedni wzór ma miejsce i dla funkcyi zmień(K^j ?ił(>żouój? Dowie-
dziemy, że ma miejsce jeżeli funkcyą na drodze całkowania i)ozostaje ciągłą i skończoną. 

Połóżmy : = -r- r̂ . i, a droga całkowania niech będzie dana równaniem : 

(?) 

wtedy ogólny wyraz strony drugiej rów nania (2) będzie : 

a po rozdzieleniu części rzeczywistych i urojonych, uwzględniając o k r e ś l e n i e odpow iadająicc równaniu 
(2), i odnoszące się do funkcyi zmiennej rzeczywistej, napiszemy : 

ajeżelicałki przedstawimy w kształcie, jak wyżej pokazano, odniesiemy się dorównali (1), i zważymy, 
żo lównania te, jako mające miejsce dla dowolnych x i ?/, u t r z y m u j ą się i wt^dy, gdy // związane 
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jesl /. X równaniem to na mocy równania (a) będziemy mogli napisać : 

(Y) 

\ 1 I 

Odnosząc się zaś do rówmnia (1), i kładąc : 

(3') 

otrzjjmamy : 

(3) 

wzór mający miejsce dla tej ćroyi całkowania, na której funkcya nie staje się nieskończoną i nie doznaje 
przenoy iv ciągłości. 

Z równania (3) wyprowadzić można niektóre własności całek określonych odpowiadające własno-
ściom całek funkcyi zmiennćj rzeczywistej; jako to : 

gdzie ę odpowiada punktowi leżą-

cemu na drodze całkowania między z, i Zg i t . d. 

Łatwo spostrzedz, źc własności te można także wyprowadzić z ogólnego określenia (2), 

Pytamy się teraz, czy wartość całki określonej zależy od drogi całkowania. Jeżeli na każdej z uwa-
żanych dróg całkowania funkcya pozostaje ciągłą i skończoną, to dla każdej z nich wartość całki 
oblicza się podług wzoru (3); zkąd widocznem jest, że jeżeli F(-) jest funkcyą jednowartościową, lub 
wielowartościową taka, że wartości jej w każdym punkcie różnią sic o ilości stałe (*), wtedy wartość 
całki nie zależy od drogi całkowania. Mając więc na względzie uwagę w § 28 zrobioną, możemy wy-
powiedzić następujące twierdzenie : 

II szystkie drogi całkowania leżące na tej części płaszczyzny, na której f{z) jest funkcyą doskonalą, pro-

wadzą dojed^j i tej snmej ivartości całki: J^ ^f{z) dz). Twierdzenie to można także wypowiedzić w ten 

sposób : 

{*) Ze sposobu wyprowadzenie wzoru (3) bezpośrednio wypada , żo jeżel i F( ; ) jest wie lowar tośc iową, to war tośc i j e j 
w punkUłcIi Zi i Z j na leży do jednej i tej samej g rupy , w każdym bowiem ze wzorów (y) symbole i t czynią zadość 
t emu warunkowi . 
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Duńe drogi całkoirania, niezmcierajoce miedzi/ sobą żadnego krytycznego punktu funkcyi f [z), prowadzą do 

jednej i tej tamej wartości całki 

§ 3 2 . O c a ł k a c h po ograniczeniach . Ograniczeniem nazywamy w ogólności układ krzywych 
zamkniętych oddzielający pewną część płaszczyzny. Ograniczenie może się składać albo z jednej krzy-
wój zamkniętej, albo z kilku oddzielnych krzywych, z których każda jest zamkniętą. Na figurze ogra-

niczenie składa się z trzech krzywych, i oddziela część płaszczyzny zawartą wewnątrz krzywej ABCD, 
ale nie całą : trzeba od niej odłączyć części wewnątrz krzywych EFG i HKL leżące : powdadamy, że 
pierwsza krzywa ogranicza zewnętrznie, a dwie drugie wewnętrznie. Nawet ograniczenie złożone 
z pojedynczej krzywej może ograniczać wewnętrznie, gdy oddziela część płaszczyzny zewmątrz niej 
leżącą wraz z punktem nieskończenie odległym. 

Wiemy, co nazywać kierunkiem dodatnym ruchu po krzywej uważanej w samej sobie; dodatnym 
kierunkiem ruchu po ograniczeniu nazwiemy ten kierunek, w którym człowiek postępując, miałby 
część ograniczoną po lewej ręce; zkąd wypada, że kierunek dodatny po ograniczeniu zewnętrznem jest 
ten sam, co kierunek dodatny po krzywej, odwrotnie rzecz się ma z ograniczeniem wewnęt rznem. 
Strzałki na powyżej uważanej figurze pokazują, w jakim kierunku posuwać się trzeba po każdej poje-
dyiiczo krzywej, aby ograniczenie przebiedz w kierunku dodatnym. 

Jeżeli w^yrażenie stojące na drugiej stronie wzoru (2) uważać będziemy jako rozciągnięte na pewną 
krzywdą zamkniętą, tak, że ę przechodząc przez wartości odpowiadające kolejno po sobie następu-
jącym punktom krzywej uważanej, wraca do swojej pierwotnej wartości, to nazwiemy je câ /.Y/ 

krzywej zamkniętej, i jeżeli krzywą znaczymy (K), całkę napiszemy /'(z), ^^^ 

sownie do tego, czy ę przybiera kolejno wartości odpowiadające przebieganiu krzywej w kierunkn 
dodatnym, czy odjemnym. 1 

Bezpośrednio z określenia wypada że : 

zkąd czytamy, że całka po pewnej krzywej uważanej jako ograniczenie wewnętrzne (**), ]est równa całce 
po tejże krzywej, uważanej jako ograniczenie zewnętrzne, wziętej ze znakiem przeciwnym. 

C) Gdy nie będz ie ztąd wynikać żadna wąt jdiwość, znakowanie takiej całki ui)raszczać będz iemy, opuszcza jąc 

liądź wskazówkę drogi calkow inin, hądź symbol funkcyi poddane j ca łkowaniu . 
(**) Całkę po ogran iczen iu rozumieć zawsze będz iemy jako wziętą w k i e runku doda tnym ogran iczen ia , cliylia ze 

zas t rzeżemy przec iwnie 
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Zanim zajmiemy się innemi własnościami całelc po ograniczeniu, polcażemy, jakim sposobem taka 
całka da się przedstawić jako summa całek określonych zmiennej rzeczywistej; ponieważ zaś ograni-

czenie składa się z krzywych zamkniętych, dość więc będzie pokazać to dla całki po jednćj krzywej 
zamkniętej. Uważmy zmienną w kształcie trygonometrycznym i napiszmy równanie ograniczenia 

gdzie Xl 1X2 oznaczają funkcye jednowartościowe odnoszące się odpowiednio do części krzywej : 
ABC i ADG, nadto połóżmy : LA0^ = 9, a = wtedy będzie : 

gdzie : lub 2. 

Gdy początek układu leży wewnątrz krzywej, równanie dla tej krzywej będzie jedno, i będzie : 

Dowiedziemy teraz twierdzenia : 

Całka po ograniczeniu, niezawierającem żadnego punktu krytycznego funkcyi podcałkowej, jest równą 
zeru, unjjąwszy przypadek, gdy ograniczenie składa się z jednej krzyioej ograniczającej wewnętrznie. 

Uważmy najpierw przypadek najprostrzy ograniczenia zewnętrznego, złożonego z jednćj tylko 

krzywej np. ABGDA. Obierzmy na niej dwa punkta dowolne Ẑ  i Z, ; ponieważ między drogami 
ZABG, i ZiDGZj nic leży żad en punkt krytyczny funkcyi przeto : 

a więc 
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Uważmy dalej przypadek, gdy ograniczenie (K) złożone jest z dwóch krzywych : AB i CD. Będ/ie 
w tedy : 

Poprowadźmy dwie linie ZjZ^ i Z3Z4, i uważmy, że każda z krzywych zamkniętych ZiZ^BZ^Z^CZi 
i ZjAZgZjDZjZg uważana jako ograniczenie zewnętrzne, nie zawiera żadnego punktu krytycznego 

funkcyi, całka więc po każdej z nich jest zero; rozkładając zaś stosownie każda z nich, będziemy mogli 
napisać : 

Z dodania do siebie tych dwóch równości wypada : 

Ostatnia rówmość pokazuje nam zarazem, że jeżeli dioie krzywe zawierają te same punkta krytyczne, 
to wartości całek po jednej lub drugiej są jednakowe, co także znaczy, żc. wartość całki po ograniczeniu 
nie zależy od kształtu tego ograniczenia, a tylko od punktów krytycznych na części ograniczonej leżących. 

Ażeby dowieść naszego tw'ierdzenia dla ograniczenia złożonego z trzech krzywych, prowadzimy 

linię ZjZ^, i uważamy całki po ograniczeniach : (Z^BZ^Z^ i C) i (Z^AZ^Z^ i D), z których każda równą jest 
zeru. Summa zaś tych całek będzie całką po uważanym ograniczeniu. Gdy ograniczenie składa się 
z krzywej ograniczającej zewnętrznie i krzywych ograniczających wewnętrznie, przeprowadzamy 
linię tak, aby z jednej strony tej linii leżały dwie krzywe ograniczające wewnętrznie, z drugiej jedna, 
i dowodzimy jak poprzednio. 

Łatwo tenspos()b dowodzenia rozciągnąć do przypadku ogólnego, t . j . gdy ograniczenie składa się 
z jednej krzywej ograniczającej zewnętrznie i n krzywych ograniczających wewnętrznie. 
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Z Iwicrdzonia naszego łat\^ o zawnioskować, za jeżeli mamy diva układy krzywych obejmujących te same 
punkta krytyczne, to summa całek po krzywych pierwszego układu równą jest summie całek po krzywych 
układu drugiego, zkąd w szczególności : całka po krzywej obejmującej killca punktów krytycznych równa 
jest summie całek po krzywych obejmujących każda jeden punkt krytyczny. 

Zajmiemy się teraz zastrzeżonym w twierdzeniu przypadkiem wyjątkowym. Uważmy krzywą (K), 
obejmującą wszystkie punkta krytyczne funkcyi f{z), leżące w odległości skończonej, i przypuśćmy, że 
uważana funkcya w punkcie nieskończenie odległym pozostaje skończoną. Wtedy krzywa (K), uwa-
żana jako ograniczenie w w n ę t r z n e , nie będzie zawierać żadnego punktu krytycznego funkcyi. 

Uważamy całkę ^ f{z) dz-, aby znaleść jćj wartość odnieśmy się do płaszczyzny (Z') określonej pod-
( K ) 

\ 
stawieniem - = - • Niech krzywej (K) odpowiada krzywa (K), która uważana jako ograniczenie ze-

wnętrzne, obejmować będzie wszystkie punkta odpowiadające tym, które obejmuje krzywa (K) uwa-

żana jako ograniczenie wewnętrzne. Kładąc/" = o (z'), i zważywszy, że jest </z = — d z , na-

piszemy : 

(«) 

Chociaż 9(z') jest doskonałą w ograniczeniu (K'), jednak nie jest nią w przypadku ogólnym i 

dlatego w ogólności całka po ograniczeniu wewnętrznem obejmującem punkt nieskoiiczenie odległy, 
nie jest zerem, chociaż funkcya w punkcie tym pozostaje jednowartościową ciągłą i skończoną. 
W dalszym ciągu poznamy warunek, aby całka ta była zerem. 

U W A G A . W ostatnio napisanym wzorze (a) na stronie drugićj stoi znak odejmny, t. j . przekształ-

cenie całki dokonane zostało bezpośrednio przez podstawienie cp(z') za /'(z) a — ^ z i i d z , ze względu,. 

że J odnosi się do ograniczenia wewnętrznego, t. j. wziętą jest po krzywćj (1 )̂ w kierunku bez-

względnie odjomnyni, a / odnosi sie do ograniczenia wewnetrznego, t. j. wziętą jest po krzywej fK'), 

odpowiadającej krzywej (K) w kierunku bezwzględnie dodatnym, a przebieganiu rozmaitych elemen-
tów w pewnym kierunku na płaszczyznie (Z) równoważne jest przebieganie odpowiednich elementów 
na płaszczyznie (Z ) w kierunku przeciwnym. 

.Jeszcze jaśniej pokazuje się to, gdy przyjąwszy za ograniczenie okrąg (11) przekształcimy całkę po-
ograniczeniu na całkę zmiennćj rzeczywistej. 

Kładac : 
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będzie 

Jeżeli zaś w ostatnićj całce zamiast ^ n a p i s z e m y R, a zamiast zmiennej h' wprowadzimy zmienną 

O, wykaże się tożsamość całek 

§ 33 . C a ł k o w a n i e s z e r e g ó w n ie skończonyc l i . Powyżej (§ 23) dowiedliśmy, że szereg nie-
skończony uporządkowany w^edług potęg rosnących zmiennej złożonśj, można różniczkować w okręgu 
zbieżności; co się tyczy całkowania szeregów nieskoiiczonych dowiedziemy twierdzenia ogólniejszego 
a mianowicie : 

Wszelki szereg nieskończong można całkować, byle tylko droga całkowania leżała na tej częścipła^^zczyzny, 
na której szereg jest zbieżny. 

Pod wyrażeniem można całkować rozumiemy : i° że szereg nieskończony otrzymany przez zcał-
kow^anie każdego pojedynczo wyrazu szeregu danego, będzie zbieżny, 2" że granicą tego szeregu 
będzie całka granicy szeregu danego. 

Niech l)ędzie szereg n i e s k o ń c z o n y : 

W , - ^ 

zbieżny na pewnej części płaszczyzny, a granicą tego szeregu niech będzie /"(z); należy dowieść, że : 

(P) 

w przypuszczeniu, że droga całkowania leży w obrębie zbieżności szeregu. 

W tym celu uważmy, że jest : 

gdzie dla dostatecznie wielkiego n, R„ jest dowolnie małe, a w granicy jest zerem. 

(Całkując powyżej napisane równanie skoiiczone : 

( Y ) 

gdy w każdym elemencie całki, stojącej na s t r o n i e drugiej ostatniego równania, odpowiednią war-
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lość funkcyi R,j zastąpimy modułem największej jej wartości, który oznaczymy przez M, to 

CL) 

albo : 

że zaś na drodze całkowania, jako leżącój w obrębie zbieżności szeregu, M przy dostatecznie wielkiem 
n, jest ilością dowolnie małą a mod z j jest ilością skończoną, przeto strona druga równania (y) jest 
ilością dowolnie małą, a w granicy (przy n = x ) jest zerem, zkąd bezpośrednio wynika słuszność 
wzoru (p). 

§ 34 . R o z w i n i ę c i e f u n k c y j d o s k o n a ł y c h na s z e r e g n i e skończony w e d ł u g rosn§icych 
potęg zmiennej . To rozwinięcie polega na następującem twierdzeniu : Funkcjja f{z), doskonała 
w punkcie G i jego okolicy, rozwija się na szereg nieskończony, uporządkowany według rosnących p,otęg 
wyrażenia (z — c), wewnątrz okręgu zakreślonego z punktu C, promieniem mniejszym jak odległość punktu 
Cl od najbliższego punktu krytycznego funkcyi f {z), t. j . wewnytrz okręgu, w którym funkcya pozostaje 
doskonałą. 

Niech f{z) będzie doskonalą wewnątrz krzywśj MN PO. Zakreślmy z punktu G okrąg promieniem 
!l, i uważmy punkt T, leżący wewnątrz tego okręgu, i taki, że w nim pochodna danej funkcyi f{t) 

ma wartość skończoną. Wtedy funkcya będzie doskonałą wewnątrz krzywej MNPO, bo 

w punkcie T, jedynym gdzieby się mogła stawać nieskończoną, przyjmuje wartość f'{t). 

Możemy więc napisać : 

zkąd : 

(I) 

Zajmiemy się teraz przekształceniem równania ( ł \ Zakreślmy z punktu T dowolnym promieniem r 
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\ 

okrąg, nieprzechodzący po za obręb doskonałości funkcyi, ponieważ funkcyą ^ ^ ma tylko jeden 

punkt krytyczny T, jest przeto : 

a zamieniwszy całkę stojącą na stronie drugiej na całkę określoną zmiennej rzeczywistej przez pod-

stawienie : 

otrzymamy : 

Równanie (1) można teraz napisać : 

(2) 

wyraża ono związek pomiędzy wartością fimkcyj w pewnym punkcie a całką po krzywej ten punkt 

obejmującćj. 

Zajmiemy się teraz przekształceniem całki stojącej na drugićj stronie wzoru(2). W tym celu uważ-
my, że jest tożsamościowo : 

a gdy - odpowiada punktom na okręgu, a t punktom węwnątrz okręgu, będzie : 

na mocy zaś tego można napisać szereg ilorazowy : 

Powyżej napisany szereg, uważany jako funkcyą zmiennćj z, jest zbieżny na okręgu (R); mnożąc 
wyrazy tego szeregu przez ilość skończoną f{z), otrzymamy jeszcze szereg na tymże okręgu zbieżny, 
można więc go po tym okręgu całkować i będzie : 

a odnosząc się do wzoru (2), otrzymamy : 

(3) 
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Równanie (3) jest szukanem rozwinięciem na szereg; utrzymuje się ono dla wszytkich wartości 
na t, odpowiadających punktom leżącym wewnątrz okręgu (R), i takich, że pochodna f \ t ) jest przy 
nich skończoną. 

Można jednak dowieść, że pochodna wewnątrz okręgu (R) będzie skończoną. Oznaczymy dla skró-
cenia szereg przez S, jego pochodną przez S', i uważamy funkcyę : f { f ) — S, która w okręgu (R) jest 
doskonałą, w szczególności zatem i ciągłą. Pochodna tćj funkcyi : f {t) — S' będzie zerem dla tych t, 
w których/ ' (O pozostaje skończoną, dla których zatem rozwinięcie (3) ma miejsce, będzie nieskoń-
czoną, gdy f{t) nią będzie, ze względu, że S' jest w okręgu (R) skończone. Ponieważ zaś ta pochodna 
jest funkcyą ciągłą (*), przeto przeskok taki jest niemożliwy^ a więc i to jest niemożliwe, aby 
f \t) stawała się w ękr^SU W nieskończony (**), Rozwinięcie przeto (3) ma miejsce dla wszelkich t 
w okręgu (R), i twierdzenie nasze jest dowiedzione. 

Nadto łatwo spostrzegamy, że jeżeli okrąg (R) będzie stosownie zakreślony, t . j . największym moż-
liwym, rozwinięcie (3) nie będzie się utrzymyw^ało, dla żadnej wartości np. ti (odpowiednio punktowi 
Tl), szereg bowiem będzie przy tej wartości rozbieżnym; widzieliśmy bowiem w teoryi szeregów, że 
granicą zbieżności takiego szeregu jest okrąg, w naszym zaś przypadku nie może nim być inny okrąg 
jak (R), jak to widać z przebiegu dowodzenia wzoru (3). 

Z rozwinięcia (3) wypada że pochodna funkcyi f{z) jest doskonałą wewnątrz okręgu (R), gdyż jest 
nią pochodna szeregu Jeże l i teraz zważymy, że całą część płaszczyzny, na której funkcya jest dosko-
nałą, możemy pokryć takimi okręgami, dobrawszy stosowmie środki tych okręgów i promienie, ^ 
w każdym takim okręgu rozwinąć funkcyę na szereg, to pamiętając, że wszystkie pochodne takiego 
szeregu są funkcyami doskonałemi, będziemy mogli wypowiedzieć następujące ogólne twierdzenie : 

Wszystkie pochodne funkcyi doskonalej na pewnej części płaszczyzny, są także funkcyami doskonałemi na 
tej części płaszczyzny. 

§ 35 . W y r a ż e n i e pochodnych przez c a ł k i po k r z y w y c h zamknię tych . Położywszy w roz-
winięciu (3) : 

(•i) 

napiszemy to rozwinięcie : 

(3) 

(*) Ze podiodna funkcyi ciągłej jest także ciągłą dowieść łatwo w następujący sposób : niech F{z) będzie ciągłą na 
pewnej części płaszczyzny, uważmy wartości Zj i ẑ  = As, na tt̂ j części płaszczyzny leżące. Na mocy określenia 
pochodnćj jako granicy, możemy napisać : F(z2) - F(z,) = [F'(z) -h sJAz, F(z,) - F(z,) = + s,] ( - Az), 
gdzie przy Az dostatecznie małem, i Sj są dowolnie małe. Z porównania wypada : [F (ŝ ) — F'(Zj)] s j = o' 
ponieważ drugi wyraz jest ilością dowolnie małą, pierwszy także nią być musi, co właśnie jest warunkiem ciągłości.' 

(**) Autorowie w ogólności w prostszy sposób roztrzygają tę kwestyę, nie uciekając się do uważania pocliodnej 
/•(0 - S ale poprzestają na przypuszczeniu, że pochodna r{t) staje się nieskoitczoną w kilku odosobnionych 
punktach, co me odpowiada ogólności twierdzenia; nie zastrzega się w niem, że pochodna nie może być nieskoń -
czoną na pewnćj części płaszczyzny. 

Nadmienimy tu jeszcze, że gdybyśmy chcieli uniknąć uważania takiej szczególnej lunkcyi. która jest stale zerem 
moznaby uważać różnicę /•«) - [S' - O"], gdzie B(i-c)» jest jednym z wyrazów szeregu S. 
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Biorąc kolejne pochodne : 

a kładąc tu ^ — c, otrzymamy : 

a rozwinięcie (3) napiszemy : 

a ) 

Jestto znany wzór Taylor'a, kładąc w nim c = 0, co odpowiada w'zięciu środka okręgu w początku, 
otrzymamy wzór Mac-Laurin'a. 

Łącząc wzory (4) i (6) otrzymamy : 

(«) 

a kładąc : r — c — Re'-*, gdzie 11 = stałej : 

Wzór (8) (w którym pod symbolem / rozumieć można całkę nietylko po okręgu, ale po wszel-
J (U) 

kiej krzywej zamkniętej punkt G obejmującej i leżącej w obrębie doskonałości funkcyi) daje nam wy-
rażenie pochodnych przez całki; pod c rozumieć tu można wszelką w^artość, byle nieodpOAyiadającą 
punktowi krytycznemu uważanćj funkcyi. Utrzymuje się on i dla ?i = O, i wtedy jest jednoznaczny ze 
wzorem (2). 

Wzór (9) jest tylko przekształceniem wzoru (8) dla przypadku, gd\ za krzywę całkowania bierzemy 
okrąg. Gdybyśmy we wzorze (9), wyrażenie f(c + Ile''') rozwinęli według w^zoru (3), otrzymalibyśmy 
szereg uporządkowany według potęg rosnących (Re"'); całkując i pamiętając że : 

otrzymamy tożsamość : 

Do wzoru (8) dojść można nieprzechadząc przez rozwinięcie na szereg; vyyctiodzimy z wzoru (2) 
jednoznacznego ze wzorem (8) w przypadku n = (); dla n różnego od zera uważamy jak następuje : 
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rozumiejąc, że w granicy : 

Rozłożywszy funkcyę stojącą pod znakiem całki na stronia drugiej, na ułamki cząstkowe, otrzy-
mamy : 

a stosując do każdej z tycli całek wzór (2) : 

Ponieważ c ,̂ . . . c,, są podległe temu tylko warunkowi, aby w granicy stawały się równe c, mo-
żemy więc położyć : 

w skutek czego : 

a rozwinąwszy i dokonawszy łatwych przekształceń : 

gdzie (/2)i, (n)j . . . oznaczają współczynniki liczbowe w rozwinięciu dwumianu Newlon'a. Zważywszy 
zaś, że licznik na stronie drugiej (wraz z czynnikiem (—1)«) przedstawia różnicę skończoną rzędu 

dla funkcyi f odpowiadającą wartości c i przyrostowi Ac, napiszemy : 

§ 33 . Wrócimy się teraz do rozwijania funkcyj na szeregi potęgowe i podamy kilka ogólnych pra-
wideł rozwijania funkcyj według wzoru Mac-Laurin'a. — I tak : 

1) Ułamki algebraiczne wymierne nieskracalnc rozwijają się na szeregi dla tych wartości zmien-
nej, których moduł zmienny jest, jak moduł najmniejszego pierwiastku wielomianu stojącego 
w mianowniku, a niebędącego zarazem pierwiastkiem licznika w tym samym lub wyższym stopniu. 

2) Funkcye algebraiczne niewymierne rozwijają się na szereg dla tych wartości zmiennćj, których 
moduł mniejszy jest, jak moduł najmniejszej wartości zmiennej takiej, przy której uważana wartość 
funkcyi staje się równą drugićj wartości. 

N p . : {a-^bzy\ gdzie n ułamkowe, rozwija się na szereg dla tych wartości c, dla których 

mod[c] < m o d gdy więc pod 6 i z rozumiemy ilości rzeczywiste, rozwinięcie będzie miało 

miejsce dla wartości zmiennej zawartćj między -t- - i — 
b b 
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Funkcya np. : ^^^^ ? gdzie f{z) i ^(2) są wielomiany wymierne, i gdzie nadto ^(z) nie ma 

pierwiastku, którego moduł mniejszy jest od modułu a ; funkcya ta rozwinie się dla wartości z 
takicłj że : mod[z] < modfa]. 

3) Funkcye przestępne ciągłe jednowartościowe rozwijają się na szereg dla wartości s, których 
moduł jest mniejszy od modułu najmniejszej nieskończoności funkcyi. 

Uważmy funkcyę jednowartościową: - — - ; przy z = 0 , funkcya ta przyjmuje wartość 
1. " 6 Z 

1 . 
oznaczoną - i staje się nieskończoną dopiero przy 2 = 27r«, rozwija się więc na szereg dla wartości 

takich że : mod[z] < STT. 
Gdy uważać będziemy zmienną rzeczywistą, funkcya ta będzie skończoną dla wszelkich wartości 

zmiennej, rozwijać się jednak będzie na szereg tylko dla wartości zawartych między + 2 7 : i — ^t:, 
czego bez wprowadzenia zmiennej złożonój objaśnić sobie nie możemy, bo ani jedna wartość, ani 
druga nie jest żadną szczególną dla uważanćj funkcyi. 

4) Go się tycze funkcyj przestępnych wielowartościowych, możemy na teraz tyle tylko powiedzieć, 
że t e z nich, których pochodna jest funkcyą algebraiczną, rozwijają się w tych samych granicach co 
ich pochodne. 

Np. pewna wartość funkcyi łukstz , której pochodną j e s t — , rozwija isię dla w^artości takich 
A Z 

Że mod[z] < i. 
• 

Zróbmy tu jeszcae jedną ważną uwagę. Pytamy się, jak rozumieć poprzednio poznany wzór : 

w przypadku gdy analityczne wyrażenie funkcyi F nie jest nam znane? Funkcya /(z) da się w obrębie 
swojćj doskonałości rozwinąć na szereg; otóż pod F(z) rozumieć będziemy funkcyę określoną przez 
szereg otrzymany przez zcałkowanie każdego wyrazu szeregu poprzedniego. 

Zawsze więc znaleźć możemy przybliżoną wartość całki określonej, choćby bowiem jeden okrąg 

nie objął całćj drogi całkowania, to można ją podzielić na części Z, T, Ti, Tj, i t . d. i zsumować war-
tości całek odpowiadające drogom częściowym. 

Jeżeli teraz w górnej granicy napiszemy z, rozumiejąc pod tem z zmienną, a w dolnej napiszemy 

dowolną stałą wartość tej zmiennej, to wówczas przez symbol f [z] dz, uważamy jako funkcya 
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granicy wyższej z, rozumieć będzie można funkcyę zmiennćj z z taką, której pochodną jest /(z). Za-

stępuje więc ten symbol inny, uważany poprzednio: J f{z)dz, z tą tylko różnicą, że tu stała do-

wolna jest przez granicę niższą oznaczona. Dowiedzione poprzednio twierdzenie, że całka określona 

na różnych drogach całkowania ma tę samą wartość, tutaj przybiera takie znaczenie że funkcya : 

f{z)dz jest jednowartościową, t. j. że w punkcie z ma zawsze jedną i tę samą wartość, jakąkol-

wiek drogą do niej dojdziemy. Zresztą jednowartościowość podobnie jak ciągłość i skończoność tćj 
funkcyi, wywnioskować wprost można z rozwinięcia funkcyi f{z) na szereg, który można całkować, 
tak że ostatecznie możemy wypowiedzieć twierdzenie : 

Funkcya I j{z)dzjest funkcyą doskonałą na tej części płaszczyzny, na której f {z) jest doskonała. 

§ 37 . N iektóre ogólne w ł a s n o ś c i f u n k c y j . Z rozwinięcia funkcyi na szereg nieskoń-
czony : 

wywnioskować łatwo żC; : icszystkie pochodne funkcyi doskonałej nie mogą w jednym punkcie być róione 
zeru, funkcya bowiem sprowadzałaby się do ilości stałćj.Ztąd zaś wynika że : funkcya doskonała nie może 
na peiunej, choćby najmnieszej części płaszczyzny mieć wartości stałej, wszystkie bowiem jej pochodne by-

łyby zerami w każdym punkcie na tej części płaszczyzny leżącym. Ażeby to jasno wykazać, uważmy 
szereg punktów dowolnie blizko siebie leżących : Z„ Z^, Z3, Z ,̂ i odpowiadające im wartości 
funkcyi : 

wtedy jest : 

a jeśli przypuścimy, że funkcya na linii AB ma wartość stałą, widocznćm jest, że wszystkie pochodne 
będą stale równe zeru. 
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.leżeli przy wartości r = funkcyą staje się zerem, to wówczas /(«) jest podzielną p r z e z - — c , 

jest : 

Jeżeli f[c) jest także zerem, to / ( - ) jest podzielną przez {z — c)\ i : 

W ogólności jeżeli pochodna jest pierwszą niezamieniającą się na zero przy wartości z = c, f{z) 
jestpodzielną przez {z — cy\ i : 

Gdy równania (11) mają miejsce powiadamy, że funkcyą /'(-) staje się w punkcie c zerem n razy, 
czyli, że punkt c jest zerem rzędu ntego. 

Z n a t u r y r z e c z y wynika, że rzęd zera funkcyi doskonałej nie może być ułamkowym. Łatwo także 
widzieć, że punkt będący zerem rzędu Itego dla funkcyi, jest zerem rzędu (n— 1)5° dla jej pochodnej. 

Dowiedziemy teraz, że funkcyą jednowartościowa nie może w pewnym punkcie przybierać kilku icartości 
a'bo doznawać przerwy iv ciągłości nie stając sie nieskończoną, albo inaczej : funkcyą doskonała w oko'icy 
punktu Cu, a w punkcie C majacą luartość skończoną, jest iw punkcie C doskonałą. 

W tym celu uważmy najpierw, że jeżeli funkcyą/(z) jest w punkcie G skończoną, t o m a miejsce 
równanie : 

(12) 

Wiedząc to uważmy krzywą (A) i krzywą dowolnie małą (C), tak że f{z) pozostaje doskonałą w obrę-

bic mi edzy lemi krzywemi zawartym. Funkcyą ' będzie także doskonałą w tym obrębie(*), i 

co się da pisać : 

(*> Tę ciągłość rozumieć tak należy, że funkcyą w punkcie C nie przybiera wartości różnćj o ilość skończoną od 
Avartości w i)nnktach punktowi C przyległych, co przy geometrycznem przedstawieniu przez powierzchnie (u) i (o) 
(§ 26) odpowiada odosobnionenui punktowi. 
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Na pierwszej stronie całka pierwsza znanym sposobem sprowadzi się do 27t?, druga jest zerem bo 
edyny punkt krytyczny, t . ' j . punkt T leży zewucitrz krzywej (C), będzie więc : 

Drugą całkę na stronie drugiej możemy napisać : 

Ponieważ zaś na mocy wzoru (12) funkcya jest wewnątrz krzywej (C) doskonałą, przeto na 

mocy wzoru (2) będzie : 

i wzór (of) zamieni się na 

(fi) 

na mocy zaś tego wzoru, można funkcyę uważaną rozwinąć na szereg w okręgu leżącym w obrębie 
krzywą (A) ograniczonym, i tak dobranym aby punkt G leżał wewnątrz tego okręgu, a ponieważ szereg 
pozostaje jednowartościowym w punkcie C, więc i funkcya nią być musi. Ostatnie dowiedzione twier-
dzenia możemy jeszcze w ten sposób wysłowić : 

Ininkcya jednowartościowa nie może mieć imiyeh punktów krytycznych jak tylko nieskończoności. 

Zauważymy tu jeszcze, że gdyby punkt G był rzeczywiście punktem krytycznym funkcyi, wzór ^a) 
utrzymywałby się tak jak jest napisanym i wyrażałby własność funkcyi podobną do własności wyrażo • 
nej równaniem (2) Ł itwo rozciągnąć to do przypadku, gdy więcej jest takich punktów jak G; a po-

(*) W uważanym przypadku istnicMiie równan ia odpowiada jącego r ó w n a n i u (2) jes t d o w o d e m , że funkcya nasza jest 
w e w n ą t r z k rzywej (A) doskona lą ; w ogólności j ednak równan ie takie n ie jes t dos ta t ecznym w a r u n k i e m doskona łośc i 
funkcyi , m a ono np . mie jsce , gdy krzywa o b e j m u j e dwa punk ta k ry tyczno tak ie , że całki po k rzywych , z k tó rych 
każda j e d e n z tych punktów o b e j m u j e , wzięte w jednakowych kierunkaol i są sobie równe ze znakami p rzec iwnymi , 
choć funkcya oczywiście nie jes t wtedy doskonalą . 

ART. V. H 
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nieważ nadto p o c h o d n a jakiegokolwiek rzędu funkcyi doskonałej, jest w tym samym obrębie dosko-
nałą możemy więc wypowiedzieć ogólne twierdzenie : 

Jeżdi IV ograniczeniu (K) złożonem z iUkolwiek krzywych funkcya fiz) jest doskonałą, to jest : 

(13) 

który to wzór utrzymuje sie i dla n =0. 

Wychodząc ze wzoru (2) można jeszcze dowieść, że funkcya doskonałana całej płaszczyznie iv punkcie 
nieskończenie odległym musi się stawać nieskończoną. Gdyby bowiem tak nie było, to napisawszy wzór (2) 
w kształcie : 

i przypuszczając że krzywa (R.) leży w nieskończonej odległości, t. j . że z na niej ma wartości nieskoii-
czenie wielkie, wypadłoby, żc f{t) zupełnie od t nie zależy, t. j . jest ilością stałą. W^iedzieliśmy w sa-
mćj rzeczy, że wielomian algebraiczny całkowity i wymierny, funkcya wykładnicza, wstawa i dostawa, 
stają się uieskoiiczonymi w punkcie nieskoiiczenie odległym. Łącząc z sobą dwa ostatnio dowiedzione 
twierdzenia, możemy powiedzieć : 

Funkcya jednowartościowa na całej płaszczyznie (*) musi iv jednym lub kilku punktach stawać się nieskoń-
czoną. 

1 
Ztąd zaś wynika, że taka funkcya musi także stawać się zerem ponieważ odwrotność jej ^ będąca 

także funkcyą jednowartościową, musi stawać się nieskończonością, a nawet w ogólności : 

Funkcya jednowartościowa na całej płaszczyznie musi w jednym lub kilku punktawh przyjmować dowolnie 
daną wartość A, gdyż f{z)\ musi się stawać w pewnych p-jnktach zerem. 

Pozostaje nam jeszcze, określić bliżej nieskończoności funkcyi. Jeżeli punkt C jest nieskończonością 

funkcyi /(z) pierwszego rodzaju, obrębie punktu C pozostaje doskonałą, a w samym punkcie 

C staje się zerem, i powiadamy, ie pjunkt Gjest nieskończonością rzędu n^^so dla funkcyi f {z), gdy on jest 
\ zerem tegoż rzędu dla ; mają wtedy miejsce równania : 

t. j . ilości skończonej różnicy od zera. 

(*) Funkcya, która przestaje być jednowartościową tylko w punktach krytycznych, nazywa się jednak jednowar to-
ściową, co innego jest bowiem funkcya wielowartościowa, która w każdym p u n k c i e m a kilka różnych wartości , i d la 
której punktami krytycznymi s§ te punkta, w których liczba różnych wartości jest mniejszy jak w i n n y c h . 
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tady punkt C jest nieskończonością drugiego rodzaju, t. j. gdy w tym punkcie f{z) przestaje być 

jednowartościową, wtedy nie jest w tym punkcie doskonałą, nie rozwija sie na szereg, i dla-

tego nie możemy stosować do tych punktów powyżój podanej teoryi; łatwo przy tem przewidzieć 
z góry, że nieskończoność taka nie może być żadnego określonego stopnia, i że nie istnieją dla niej 
równania odpowiednie równaniom (i ł'), pierwsze bowdem strony takich równań przybierają różne 
wartości, gdyż f{z)' w tym punkcie ma różne wartości. 

Z powyższego możemy wyciągnąć ten ważny wniosek: dwie f unkcye jednowartościowe na całej pła-
szczyznie mające jednakoive zera i nieskończoności {i. j . w tych samych punktach i takiego samego stop-
nia) mogą się różnić tylko o ilość stałą, loystępującą jako czynnik mnożący. Iloraz bowiem tych dwóch 
funkcyj, nie stając się nigdzie nieskończonym, jest ilością stałą. 

§ 38. Inne s z e r e g i p o t ę g o w e . Dowiedziemy tu najwpierw twierdzenia: funkcya doskonała ze-
wnątrz okręgu zakreślonego z punktu ( 7 , rozwija się w obrębie doskonałości na szereg uporządkoicany ivedług 
odjemnych potęg: {z — c). 

Chociaż rozwinięcie to zawiera się jako szczególny przypadek w rozwinięciu na szereg w dwie 
strony nieskoiiczony, udowodnimy je jednak oddzielnie przez wprowadzenie płaszczyzny (Z'). 

Niecił będzie funkcya doskonała na części płaszczyzny ograniczonej wewnątrz przez krzywą 
MNPQ. Można rozwijać ją na szeregi według rosnących potęg w okręgach zakreślonych z punktów 
leżących zewnątrz tej linii, ale jeżeli chcemy mieć rozwinięcie odniesione do punktu G wewnątrz 

linii, należy zakreślić okrąg promieniem R takim aby on objął linię MNPQ : funkcya zewnątrz tego 

okręgu będzie doskonałą. Odnieśmy się do płaszczyzny (Z ) określonćj podstawieniem : 1 _ i po-
Z c 

łóżmy: 

gdzie t odpowiada punktowi zewnątrz okręgu (K) leżącego, a R' jest promieniem okręgu zakreślo-
nego z początku na płaszczyznie (Z'), odpowiadającego okręgowi (H): t' odpowiada punktowi we-
wnątrz okręgu (R) leżącemu. 

Ponieważ »(:;') jest wewnątrz okręgu (R')doskonałą; zatem na mocy poprzedniego: 

gdzie 
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a uskuteczniając tu podstawienie odwrotne i zamiast A'„ pisząc dla symetryi A,„ oti-zymamy: 

(t/O 

(15) gdzie 

pamiętać należy, że tu / rozumiemy wziętą w kierunku odjemnym ograniczenia, które jest we-
• A R ) 

wnętrzne, a więc w kierunku dodatnym okręgu (R), jako krzywej samej w sobie. Na szereg taki roz-

winąć można np. ułamek algebraiczny właściwy, funkcye jak : , ^^'^t^riTT;) ^ ^' 

Przejdziemy teraz do rozwinięcia na szereg w dwie strony nieskoiiczony. Niech dana funkcya /'(=) 
będzie doskonałą w ograniczeniu złożonem z krzywych (A) i (R). 

Zakreślmy z punktu C dwa okręgi (R) i (Ri) tak, aby między nimi funkcya była doskonałą. Uwa-

żając układ tych dwóch okręgów za ograniczenie, możemy napisać na mocy wzoru (13) : 

Dla pierwszej całki niod[z — c] > mod[^ — c], można więc ją przekształcić na szereg podobnym 
sposobem jak w §34. Dla drugiej całki mod[^ — c] > mod[s —c], zważywszy zatem, żo można na-
pisać : 

ponniożywszy wyi"izy tego szeregu przez f{z) i zcałkowawszy, otrzymamy ostateL'znie żądane roz-
winięcie : 

(1(5) 

http://rcin.org.pl



T E O R Y A E U N R C Y J Z M I E N N E J Z Ł O Ż O N E J . 8 1 

gdr.ietak dla n dodatnych jak i odjemnych: 

(17) 

pod K rozumiemy tu dowolną krzywą zamkniętą między (A) i (B) leżącą, nawet jedną z nich. 

Rozwinięcie (3} i (14) zawierają się jako szczególne przypadki w rozwinięciu (10). Dla rozwinięcia 
(3) jest to rzeczą widoczną* wykażemy to dla rozwinięcia (14). 

W tym celu uważmy funkcye doskonałą zewnątrz okręgu (R); nie możemy napisać: 

ponieważ wzór ten wyprowadzony został z wzoru : j' ^̂ ^̂  dz — O, a 

według twierdzenia w § 32 wypowiedzianego, ograniczenie pojedyncze wewnętrzne jest wyjątkowym 
l)rzypadkiem, i aby można było całkę funkcyi doskonałej przyrównać do zera należy dołączyć krzywą 
ograniczającą zewnętrznie. 

Będzie zatem w tym przypadku : 

(-) 

gdzie (js) oznacza wielkość dowolną w granicy równą nieskoiiczenie wielkiej 

Druga całka przekształcona na szereg daje nam część z wykładnikami odjemnymi, pierwsza ze 
względu nat o, że można w niej pod (p) rozumieć okrąg zakreślony z punktu Ti założyć ac , spro-
wadzi się do /"(oc), jak w tym przypadku być powinno. 

We wzorze (a) wartość funkcyi wyrażoną jest przez dwie całki, gdybyśmy jednak odnieśli się do 
płaszczyzny (Z') i zachowując poprzednie oznaczenia przekształcali równanie : 

otrzymalibyśmy wyrażenie tćj wartości przez jednę całkę następujące : 

(.S) 

we wzorach (a) i (3) pod / rozumiemy całkę wziętą po krzywej (niejako po ograniczeniu) w kie-
J ( U ) 

runku dodatnym. Zgodność tych wzorów łatwo spostrzedz gdy zauważymy, że jest tożsamościowo : 

podstawiamy to we wzór (fi) i otrzymujemy dwie całki, druga pozostaje bez zmiany, w pierwszej za-
miast okręgu (R) bierzemy okrąg (p), a zamiast z — c piszemy z—t, co jest rzeczą obojętną, bo 
zawsze okrąg (p) możemy wyobrazić sobie takim, że obejmuje i punkt C i punkt T. 

(*) Gdyby punk t nieskouczenii i odległym był p u n k t e m kry tycznym, wówczas przypuśc iwszy , że w okręgu (l{) leżą 
wszystkie inne punk ta k ry tyczne , p byłoby także ilością dowoln? , ale nie mogłoby być równe n i e skończen ie wielki<^j. 
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§ 3 9 . Gdyby w okręgu (R) leżała jedna tylko nieskończoność funkcyi rzędu i ta nieskończoność 
właśnie obraną była za środek okręgu, wówczas: 

a szereg (lO) przyjąłby kształt: 

(18) 

ponieważ nadto okrąg (R) może być dowolnie mały, przeszedłszy więc do granicy możemy uważać? 
że rozwinięcie (18) stosuje się do każdego punktu w okręgu (lij). Dowieść nadto ściśle można że sto -
suje się ono i do samego punktu C, t. j . że funkcya w punkcie G staje się tak nieskończoną jak wyra-
żenie : 

( Y ) 

W tym celu uważmy, że jeżeli funkcya w punkcie G staje się nieskończoną rzędu nso, to wartość jej 
składa się w ogólności z części pewnej skończonej, z części nieskoriczonych rzędu niższego jak n^y, 
i nakoniec z części nieskończonej rzędu ngo. W szeregu który oznaczymy przez S, jest w punkcie G 
część nieskończona rzędu i inne, należy tylko dowieść, że te części są odpowiednio jednakowo 
w funkcyi i w szeregu. 

Ażeby tego dowieść dla części nieskończonycłi rzędu ns", należy okazać że : 

wartości bowiem tych granic zależą tylko od części nieskończonych rzędu nso. J e s t : 

a z drugiej strony, ponieważ funkcya : f[t)[t — cf jest doskonałą w punkcie G i jego okolicy, przeto 
na mocy wzoru (2) j es t : 

Tak więc dowiedliśmy, że części nieskończone rzędu ns" w funkcyi i w szeregu są jednakowe. Uważmy 
następującą część nieskończoną w funkcyi, nie może ona być rzędu ułamkoweg(o, bo lunkcya 

rozwija się na szereg: D — ; gdyby zaś w punkcie G była nieskończoną rzędu 
(̂f C) 

ułamkowego, liczba wyrazów zawierająca potęgi odjemne [t — c) nie mogłaby Ijyć skończoną. Tak 
więc w funkcyi część następująca po części nieskończonej rzędu będzie w ogólności rzędu 
(« — l)g°, i łatwo dowieść, że będzie równą części nieskończonćj tegoż rzędu w szeregu. W ogólności 
wartość funkcyi w punkcie G mieć będzie ten sam skład co wyrażenie (y), i każda po szczególe część 
w funkcyi będzie równa odpowiedniej części w (y), przypuściwszy bowiem, żeśmy dowiedli tożsa-
mości rzędu (n — >.)so, a chcemy dowieść tożsamości rzędu {n — X— 1)6°, uważamy funkcyę: 
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rozwi ja j^ą Się na szereg; którego pierwszym wyrazem jest - A d l ż l ^ , i dowodzimy podobnie 
(t c) 

jak poprzednio, współczynnik bowiem A _ „ + J L + I , łatwo przekształcić do naszego przypadku, uwa-
żając że : 

a 11)0 : 

inne bowiem całki sprowadzają się do kształtu: 

gdzie B = r stałej, 

ivbidąc zaś {( — c) = re'>*, i za krzywą całlcowania przyjmując okrąg (?-), widzimy że jes t : 

łlozwinięcia: (16) i (18) zawierają się w innem ogólniejszem rozwinięciu, które potćm poznamy: Niech funkcya będzie doskonałą na części płaszczyzny ograniczonej zewnętrznie przez Icrzywą (A), 
a wewnętrznie przez krzywe (Gi), (G )̂ . . . (G,„), z których każda niech będzie oltręgiem obejmującym 
jedną nieskończoność funkcyi, i zakreślonym z tejże nieskończoności jako ze środka. Wtedy : 

Zakreśliwszy z punktu dowolnego C, okrąg (R) wewnątrz krzywej (A), i każdą z całek zamieniwszy na 
szereg, otrzymamy rozwinięcie: 

(ID) 

stosujące się do punktów wewnątrz okręgu (R). 

Jeżeli pod n-̂  rozumieć będziemy stopień nieskończoności odpowiadający punktowi Gx, to sze-
regi potęg odjemnych będą każdy zatrzymywać się na wyrazie: 

Z rozwinięcia (19) przechodzimy do rozwinięcia (16) przypuszczając, że jeden jest tylko punkt kry-
tyczny G,., i że ten punkt właśnie jest środkiem okręgu (R), 
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UWAGA. Widzieliśmy powyżej, że pochodna jest skończoną w" punktach, w których funkcya jest 
skończoną; różniczkowanie rozwinięcia (18), (które różniczkować można : szereg bowiem potęg do-
datnych jest zbieżny, a wyrazów zawierających potęgi odjemne jest liczba skończona), pokazuje nam 
że w punkcie, w którym funkcya jest nieskończonością rzędu ns°, pochodna jest nieskończoną rzędu 
(n H- l)s°. 

111. U INiNYCH ROZWINIĘCIACH FUNKCYJ J E D N O W A R T O Ś C I O W Y C H . 

§ 4 0 . O p o z o s t a ł o ś c i a c h . Widzieliśmy powyżej, że całka wzięta po krzywej, niezawierają^ej 
żadnego punktu krytycznego funkcyi, jest równą zeru. Jeżeli zaś wewnątrz krzywćj leżą punkta 
krytyczne, wartość całki nie jest w ogólności zerem : wartość ta (*) podzielona przez "Ird nazywa się 
pozostałością irzgledem tej krzywej i znaczy się : 

(1) 

Pozostałości pierwszy uw^ażał Cauchy i nazwał je resida inteyral, i my wprowadzamy je tutaj , 
zastrzegając jednak, że uważanie i chn ie jest niezbędnem, bo wszystkie twierdzenia jakie tu dowie-
dziemy, mogłyby być dowiedzione i bez uważania pozostałości, gdyż, jak to widać od razu, pozosta-
łości są tylko przedstawieniem całek w odmiennym nieco kształcie, w niektórych rachunkach dogo-
dniejszym do użycia. Jeżeli wewnątrz krzywćj (K) leży jeden tylko punkt krytyczny funkcyi y> 
pozostałość względem tej krzywej możemy nazwać pozostałością względem punktu y. W ogólnym 
przypadku, gdy krzywa (K) zawiera kilka punktów krytycznych będzie na mocy ogólnych własności 
całek : 

(2) 

gdzie znak summy odnosi się do wszystkich punktów krytycznych y, wewnątrz krzywćj (K) leżących. 

Pod symbolem : 

rozumieć będziemy summę pozostałości funkcyi względem wszystkich punktów krytycznych 
do funkcyi cp(z) należących i wewnątrz krzywej (K) leżących. 

Łatwo widzieć, że jest : 

(3) 

jeżeli tylko wewnątrz krzywćj (K) nie mają funkcye f{z) i cj>(z) wspólnego punktu krytycznego. 

Jeżeli odniesiemy się do wzoru (16, § 38) spostrzeżemy, żc pozostałość funkcyi względem pewnego 
punktu krytycznego jest współczynnikiem przy potędze pierwszej odjemnej iv rozwinięciu do tego punktu 
odniesionem. To określenie jest czasami dogodnćm dla znalezienia wyrażenia na pozostałość. W przy-
padku, gdy uważana funkcya w punkcie krytycznym n i i nieskoiiczoność rodzaju 1^°, pozostałość 
można jeszcze inaczej wyrazić. Niech nieskończoność będzie rzędu nte.?", wtedy F(z)(z—•/)" będzie 

(*) War tość ta jes t w a r t o ś c i ? całki wzię te j w k i e r u n k u doda tnyu i ogr; iniczeni. i . 
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funkcyą doskonałą w punkcie C i jego okolicy, i będzie : 

(4) 

Gdy nieskończoność jest rzędu Is®, wtedy : 

(3) 

Np. f u n k c y ą — k t ó r ą pisać także można — 1— r , ma dwie nieskończoności stopnia l&o, 

i będzie : 

Zrobimy tu jeszcze kilka uwag o pozostałości odnoszącej się do punktu nieskończenie odległego. 
Ponieważ, jak widzieliśmy poprzednio, całka po ograniczeniu wewnętrznem tylko ten punkt obejmu-
jąceni, nie jest w ogólności zerem, chociażby punkt nieskończenie odległy nie był punktem kry-
tycznym, przeto w każdym razie uważać należy pozostałość względem tego punktu. Aby poznać jej 

wartość należy odnieść się do płaszczyzny (z), określonej przez podstawienie 2 = 1 , a od>^o-

łując się przy przekształceniu pozostałości do poprzednio poznanego przekształcenia całek, położywszy 

= napiszemy: 

W najogólniejszym przypadku, f'z') w okolicy punktu zero rozwija się na szereg . 

ztąd : 

a ostatecznie : 

Widzimy więc że ta pozostałość równa się współczynnikowi przy pierwszej potędze dodatnej 
w rozwinięciu (a); gdybyśmy jednak w temże rozwinięciu wprowadzili zmienną s, (przez co otrzy-
malibyśmy rozwinięcie funkcyi /"(-) odniesione do punktu nieskończenie odległego) spostrzeglibyśmy, 
że pozostałość względem tego punktu, zgodnie z poprzednio podanem prawidłem jest współczyn-
nikiemprzy pierwszćj potędze odjemnćj. 

Jeżeli krzywa (K) obejmuje wszystkie punkta krytyczne funkcyi leżące w odległości skończonej, to : 

Ze wzoru tego wyprowadzimy ciekawą własność : Liczba nieskończoności fiinkcyi jednowartościowej na 
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całej płaszczyznie, nie wyłączając punktów liry tycznych (*), jest równa liczbie zer tej funkcyi. Prawo lo 
rozumieć należy w ten sposób, że jeżeli funkcya w pewnym punkcie jest zerem lub nieskończonością 
rzędu n̂ ŝô  uważamy, że w tym punkcie staje się funkcya n razy zerem lub odpowiednio nieskończo-
nością. Własność tę łatwo uogólnić i powiedzieć : funkcya jednoicartościołca na całej płaszczyznie, nie 
wyłączając punktów krytycznych, tyle razy przyjmuje każdą wartość, ile razy staje się nieskończoną; 
albowiem niech tą wartością będzie M, funkcya /(=) —M, także jednowartościowa na całej pła-
szczyznie, a tyleż razy nieskończona co f{z), musi taką samą liczbę razy stawać się zerem. 

Niech taką funkcyą będzie f{z), funkcya : będzie miała tylko nieskończoności rodzaju pier-

wszego, w każdym punkcie będącym zerem lub nieskończonością dla funkcyi fiz). Pozostałość 

wglodem takiego punktu łatwo znaleźć, i tak : jeżeli punkt c jest zerem rzędu dla funkcyi f{z), 
to ł)ędzie : 

zatem pozostałość będzie n. 

Gdy punkt y jest nieskończonością rzędu m êgo dla f(z), to : 

Pozostałością będzie tu — m. 

Uwzględniając równanie (2) i jiodstawiając znalezione wartości w równanie (6) : 

(W 

Zajmiemy się teraz pozostałością występującą w równaniu (ft). Przekształcamy ją dla płaszczyzny 
(z ), odnosząc się do całki, będzie : 

Jeżeli f{z) w punkcie nieskończenie odległym jest skończoną różną od zera, wtedy równanie 
przyjmuje kształt : 

(fil) 

Jeżeli f{z) jest zerem rzędu n̂ ,̂ to : 

(*) Kinikcya taka nic ma nieskończoności rodza ju d rug i ego . 
(**) Iloraz przeds tawiamy w tym kształcie na mocy prawa na dzie lenie wielomianów ui»orz^dkowanycli według rosn^-

rycl i potęg : nie d rżymy tu do rozwinięcia na szereg, cliodzi n a m tylko o wskazanie t e j części funkcy i która s ta je się 

n ieskończony, dlatego szeregi możemy i>rzedstawić w kształcie : gdzie <!> i T uważamy jako 

współczynniki . 
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Jeżeli nakoniec f{z) jest nieskończonością rzędu m^, to : 

Równania (Sj), (p^), (fSj) dowodzą naszego twierdzenia. 
§ 41 . R o z w i n i ę c i e f u n k c y i j e d n o w a r t o ś c i o w e j na szereg n i e s k o ń c z o n y u ł a m k ó w . Kładąc 

1 
więc we wzorze (3) cp(z) = - — o t r z y m a m y : 

Jeżeli punkt t leży wewnątrz krzywćj (K), ostatni wwraz na mocy wzoru (o) równa się f{t), 
i będzie 

(7) 

Z tego wzoru wyprowadzić można rozwinięcie funkcyi na szereg ułamków. Odróżniamy tu tylko 
dwa przypadki, gdy liczba nieskończoności jest skończona, i gdy liczba ich jest nieskończona. 

W pierwszym przypadku, możemy krzywą (K) nakreślić w ten sposób, aby ona objęła wszystkie 
nieskończoności funkcyi uważanśj, wtedy : 
(«) 

Uważmy teraz, że wyraz Poz(̂ ) > pi'zypadku gdy y jest nieskończonością rzędu , spro-

wadza się do : 

(idy Y jest w ogólności nieskończonością rzędu dla funkcyi f{z) to : 

Różniczkując iloczyn dwóch funkcyj podług symbolicznego wzoru Leibnitz'a (*), 

zw^ażywszy żc jest : 

C) Wzór ton polega na upodobn ien iu d rug ie j s t rony rozwinięcia d w u m i a n u Xowton 'a , do wyrażenia pochodne j i lo -
czynu dwóch funkcyi jest on nas tępu jący : 

gdzie pod ló'- r o z u m i e ć należy pochodną rzędu )., a («)), {n), . . . są współczynniki w rozwin ięc iu Newt,on'ji. 
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Otrzymamy po przerobieniu współczynników liczbowych : 

zkąd widzimy, że w ogólności każda pozostałość sprowadza się do summy ułamków, których liczniki 
są ilościami stałemi, a mianowniki potęgami z różnicy między uważaną wartością zmiennej, a tą, przy 
k tóre j funkcyą staje się nieskończoną. Część ta nie różni się niczćm od części ułamkowej rozwinięcia 
(19, § 39), i gdybyśmy przypuścili, że w punkcie funkcyą jest nieskończoną nieokreślonego rzędu, 
t . j . że punkt ŷ  jest nieskończonością rodzaju drugiego, odpowiadająca pozostałość wyrażałaby się 
szeregiem nieskończonym. Uważając bowiem rozwinięcie w okolicy ŷ  : 

i zważywszy, że można zawsze % uważać tak blizkie punktu y ,̂ że t, jakkolwiek byłoby tegoż punktu 
blizkie, dalsze jednak będzie jak z, napiszemy : 

mnożąc zaś te szeregi przez siebie, otrzymamy rozwinięcie funkcyi współczynnikiem przy pier-

wszej potędze odjemnćj będzie szereg nieskoiiczony zbieżny : 

Zajmiemy sie teraz drugą częścią rozwinięcia (8), t . j . pozostałością odnoszącą się do punktu nie-
skończenie odległego. W tym celu odnieśmy się do płaszczyzny {z'), będzie : 

Przypuśćmy najpierw, że zero jest niekończonością rzędu ntes"; wtedy będzie : 

nadto można zawsze przypuścić i dalsze jak z', i będzie : 

Ztąd znajdziemy rozwinięcie, a biorąc współczynnik : 

i pisząc w nim t zamiast t\ otrzymamy ostatecznie : 

(10) 

Gdy punkt nieskończenie odległy jest nieskończonością rodzaju drugiego, szereg potęg całkow^itych 

jest nieskończony. 
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Z rozwinięcia (10) czytamy, że fimkcya jednowartościowa w każdym punkcie krytycznym i mająca 
punktów tych liczbę skończoną jest algebraiczną wymierną. 

Łatwo zastosować te kilka prostych przykładów jak : ułamki algebraiczne, i znane funkcye 
przestępne. 

§ 4 2 . Przystępujemy teraz do drugiego, bardziej dla nas interesującego przypadku, gdy liczba 
nieskończoności funkcyi jest nieskończenie wielką. Uważmy znowu równanie (7) : 

Wyobraźmy sobie pewną krzywą (K) nakreśloną, i pierwszy wyraz strony drugiej rozwińmy tak, 
jak to było pokazano w poprzednim § : każda nieskończoność da nam wtedy jeden lub kilka ułamków 
znanego kształtu; następnie wyobraźmy sobie drugą krzywą (K,) obejmującą krzywą (K) : do po-
przednio otrzynianćj summy ułamków dołączymy te ułamki, które odnoszą się do nieskończoności 
między krzywemi (K) i (Ki) leżących; dalćj wyobraźmy sobie krzywą (Kj) obejmującą krzywą (K,), 
dołączmy odpowiadający szereg ułamków, i t . d. aż do nieskończoności. Z tego widzimy, że otrzymany 
w ten sposób szereg nieskończony ułamków, możemy uważać szereg, w którym pojedyńczym wyrazem 
jest summa ułamków odnoszących się do nieskończoności między krzywemi (K,) i leżących (*). 
Aby więc rozstrzygnąć czy szereg ułamków będzie zbieżny, dość jest przekonać się czy drugi wyraz 
w równaniju (7), przedstawiający niejako resztę szeregu, będzie miał za granicę zero, gdy krzywa (K„) 
rosnąć będzie nieograniczenie. Oczywiście kształt krzywych (K/) nie jest tu rzeczą obojętną, od niego 
bowiem zależy wartość pojedynczych wyrazów szeregu. Widzimy więc, że rozwinięcie funkcyi na 
szereg ułamków sprowadza się do znalezienia takiego kształtu krzywych (KJ, ażeby 

miały za granicę zero. 

Zawsze możemy przypuścić, że t leży wewnątrz krzywej (K.,i); niech nadto f (z) na tej krzywej 
pozostaje skończoną, wtedy szereg : 

można na krzywej (K„) całkować, i będzie : 

W granicy można z przypuścić nieskończenie wielkie, zatem : 

(*) Tak należy także s u m m o w a ć szereg taki u ł a m k ó w , i jeżeli n p . między l i rzywemi (^J i {k-^+y) leży dwie n ieskoń-
czoności , nie można s u n n n u j ą c sze reg wziąć u łamki do j e d n ś j z nicłi o d n o s z ą c e ; mogl ibyśmy się bowiem wtedy nie 
zbl iżać do g ran icy . 
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O czćm naocznie przekionać się można kładąc z = wtedy : 

w granicy, przy r nieskończenie wielkiem, a A > 2, każdy element w obu całkach staje się zerem. 

Ostatecznie zatem widzimy, że krzywe (K,) dobrać należy w ten sposób aby na nich f{z) pozostawała 

skończoną, a j dz miała za granicę zero. 

Zastosujemy tę ogólną teoryę do kilku przykładów : — Uważmy funkcyę : dosie ^ ^ • Nie-
skończoności jej zawarte są w ogólnym wzorze z = m7r, leżą na osi o.r, i oznaczone są krzyżykami. 
Za krzywą (K ) weźmy prostokąt symetrycznie względem środka położony, — dwa boki równoległe od 
osi y niech będ? od niej odległe na(m -ł- s)::, gdzie O < s < 1, a drugie dwa będą leżeć w odległości 

dowolnej. Uważana funkcya jest na takich krzywych skończoną, a całka będzie stale zerem, gdyż 
funkcya podcałkowa jest parzystą. We wszystldch tych punktach dosieczna jest nieskończoną rzędu 
Igo, szukane zatem rozwinięcie będzie : 

Dla znalezienia pozostałości, uważmy żc : 

będzie więc : 

Dla dotycznej obralibyśmy ten sam prostokąt, i znaleźlibyśmy : 
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§ 43 . R o z w i n i ę c i e f u n k c y i j e d n o w a r t o ś c i o w e j na i loczyn n ieskończony . Zrobimy wprzódy 
uwagę o iloczynach nieskończonych tyczącą się warunku ich zbieżności. Z natury rzeczy wynika, że 
aby iloczyn nieskończony był zbieżnym, (t. j . aby w miarę zwiększania liczby mnożonych przez siebie 
czynników, iloczyn ich coraz bardziej zbliżał się do pewnej oznaczonej ilości, zwianej granicą iloczy-
nu), koniecznem jest, żeby nietylko każdy czynnik pojedynczo, ale także iloczyn dowolnej liczby 
następujących po sobie czynników, zaczynając od czynnika na dostatecznie dalekiem miejscu stoją-
cego, miał za granicę jedność. Warunek ten jest zarazem wystarczającym, jeżeli bowiem w iloczynie 
nieskończonym : 

to uważając logarytm tego iloczynu, który będzie szeregiem nieskończonym : 

widzimy że szereg ten będzie zbieżny, jeżeli zatem granicą tego szeregu będzie S to c' będ>de granicą 
uważanego iloczynu. 

Żądane rozwinięcie funkcyi jednowartościowej łatwo można przewidzieć, jeżeli bowiem zera tej 
funkcyi oznaczymy przez nieskończoności przez [̂JI., a stopień ich odpowiednio przez A i a, i utwo-
rzymj iloczyn : 

to iloczyn ten, jako mający te same zera i nieskończoności co dana funkcya, może od niej różnić się 
tylko czynnikiem mnożącym. Nie możemy tu jednak bez bliższego zbadania rzeczy twierdzić, że 
uważany tu iloczyn (właściwie iloraz iloczynów) jest zbieżny (t. j . że każdy z iloczynów jest zbieżny). 

Ażeby podać ścisłą teoryę rozwijania fiuikcyi jednowartościowej, uważmy funkcyę ^ r ^ . Stosując 

do nićj wzór (7, 41) i uwzględniając to, cośmy o pozostałościach takiój funkcyi w § 40 powiedzieli, 
otrzymamy : 

gdzie krzywa (/.) jest dowolną, a znaki suujmy odnoszą się do wszystkich zer i nieskoiiczoności we-
wnątrz tej krzywej leżących. 

(Całkujemy ostatnie równanie względem zmiennej t od stałej dowolnej granicy t^ do t, [lu linii nie-
przechodzącej przez żaden z puidUów (\ lub y,., bodzie : 

a i)rzechodząc od logarytmów do ilości, otrzymamy : 

(O 
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Ze wzoru (1) wyprowadza się rozwinięcie funkcyi na iloczyn. W roztrząsaniu jednak tego wzoru 
rozróżniamy dwa przypadki, podobnie jak przy rozwijaniu na ułamki. W przypadku gdy liczba zer 
i nieskończoności jest skończoną, krzywą {Ic) wyobrazić sobie możemy jako obejmującą wszystkie 
nieskończoności : pierwsza część strony drugiej równania (I) jest wtedy iloczynem skończonym, na-
leży nam tylko zbadać drugą część a w szczególności wykładnik nad e. Odnosząc się do płaszczyzny 
(Z'), w ykładnik ten sprowadzi się do całki : 

po krzywej obejmującćj punkt zero na płaszczyznie (Z). Otóż jeżeli f(z) w punkcie nieskończenie odle-

głym jest jednowartościową, to uważana całka jest zerem, wtedy bowiem ^ ^ w punkcie zero, jeżeli 

jest nieskończoną, to rzędu łs°, i będzie : 

W szeregu, wypadającym z pomnożenia dwóch szeregów powyżej napisanych, nie będzie zupełnie 
potęg odjemnych, całka zatem będzie zerem. 

Pod ten przypadek podciąga się rozkład ułamków algebraicznych wymiernych, 

4 4 . W przypadku, gdy liczba nieskończoności funkcyi jest nieskończoną, rozumujemy podobnie 
jak przy rozkładzie na ułamki, i dojdziemy do wypadku, że dla rozwinięcia funkcyi na iloczyn zbieżny 
potrzeba tylko znaleźć taki kształt k r z y w y c h (A), aby w granicy ilość wykładnifcza była jednością, a 
więc całka była w granicy zerem. Rozwijając logarytm na szereg : 

znajdziemy : 

Jeżeli krzywe {k) będą tak wybrane, że pozostaje na nich skończoną, to każdy z wyrazów ostat-

niego szeregu poczynając od drugiego będzie zerem, potrzeba tylko, ażeby i pierwszy był zerem 

w granicy (*). Widzimy, że warunek rozwinięcia /"(-) na zbieżny iloczyn jest zarazem warunkiem roz-

winięcia na zbieżny szereg ułamków, co łatwo można było przewidzieć, rozwinięcie bowiem na 

szereg ułamków było naszym punktem wyjścia. 

C) ' - i ly /"('•) j e s t f u n k c y ą pa rzys t ą luli n i e p a r z y s t y stosuii i 'k j e s t zawsze n i epa rzys ly , ca łka za tćn i u w a ż a n a , 

wzię ta po k r z y w e j s y m e t r y c z n i e w z g l ę d e m p o c z ą t k u pcdożonej jes t z e r e m . 
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Rozwinięcie (1) napisze się wtedy : 

0 3 

( 2 ) 

Pierwszy znak iloczynu, oraz znaczek (/>•), odnosi się do przestrzeni między jedną krzywą {k), a drugą 
ją obejmującą, drugi zaś znak iloczynu oraz znaczki X i ;JL odnoszą się do zer i nieskoiiczoności między 
dwiema krzywemi (k) leżących. 

W przypadku, gdy f(0) nie jesl zerem, najdogodniej jest założyć = O, i wtedy : 

(3) 

Jako jeden przykład rozwińmy na iloczyn wstawę; ponieważ ta funkcya staje się zerem przy 2 = 0 , 

uważmy funkcyę , która jest parzystą, nieskończoności w odległości skończonej nie ma zupełnie 

a zera jej objęte są wyrażeniem mr. gdzie m całkowite, nadto w punkcie zero funkcya ta przyjmuje war-
tość oznaczoną ł . Obrawszy za krzywą (A-) prostokąt, którego dwa boki równoległe od osi y, leżą 
od niej w odległości irnz -Ł- E (gdzie O < E < TT), a dwa drugie w odległości dowolnej, i zauważywszy, że 

nieparzysta funkcya dotr — i pozostaje na tej krzywćj skończonej, otrzymamy : 

albo inaczej : 

Podobnym sposobem znaleźlibyśmy rozwinięcie dostawy : 

z podzielenia zaś odpowiednio tych dwóch iloczynów otrzymalibyśmy rozwinięcia na styczną i 
dotyczną. 

§ 45 . R o z w i n i ę c i e f u n k c y i na s z e r e g w e d ł u g rosn f i cych potęg innej funkcy i . Rozwinięcie 
to otrzymujemy z dwóch zupełnie odmiennych sposobów uważania rzeczy; poznaniy obydwa dla 
wzajemnego porównania. 

Niech będą dwie funkcye f{z) i cp(z), oczywistą jest rzeczą, że f{z) uważać można za funkcyę ^ (r), 
kładąc bowiem : 

a podstawiając to w daną funkcyę, otrzymamy : 
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Kweslya rozwinięcia / ( : ) na szereg według potęg o{z), sjjrowadza się do oznaczenia w jakicli grani-
cach syml)ol F oznacza funkcyę doskonałą; rozwiążemy to zagadnienie dla przypadku szczególnego (*): 
/'{z} wewnątrz krzywej (A) jest doskonalą uważając ją jako funkcyę z, pytanie w jakich granicach F[cp(z)] 
jest doskonałą uważana jako funkcya 

Oczywiście, ma to miejsce w takich tylko granicach, w jakich z>{z), o której dla uproszczenia rzeczy 
przypuszczamy, że w punkcie zero jest zerem, wychodząc z punktu zero zachowuje się tak samo jak 
zmienna z, t. j . jest jednowartościową, ciągłą, skończoną i w dwóch różnych punktach nie przj-jmuje 
tej samej wartości (**). Nakreślmy krzywą (13), wewnątrz której cp(z} jest doskonałą, należy jeszcze zba-
dać czy wewnątrz niej nie przyjmuje dwa lub więcój razy tej samej wartości. Odnieśmy się w tym 
celu do modułu funkcyi, uważając jeżeli ten nie przyjmuje wewnątrz pewmej krzywej dwa razy tej 
samej wartości, tem bardziej ma to miejsce dla samej funkcyi. Uważmy, że w punkcie wyjścia moduł 
funkcyi jest zero, wyprowadźmy z tego punktn w dowolnym kierunku pros tą ; posuwając się po tej 
prostej moduł wciąż będzie rosnąć i nie będzie mógł przybrać tej samej wartości , póki poprzednio nie 
przejdzie przez największość. Jeżeli więc oznaczymy największości modułu i wybierzemy najmniejszą 
z nich, to oczywiście, na każdej z prostych znajdziemy punkt w którym moduł p rzy jmuje tę samą 
wartość, t . j . wybraną poprzednio największość, miejsce zaś geoinctryczne tych punktów, będzie 
krzywą taką, że wewnątrz niej funkcya nie będzie przyjmować dw.i razy tej samej wartości . W ogól-
nym przypadku krzywa ta skład i się z kilku gałęzi, obejmujących każda punkt , w k tó rym o{z) staje-
się zerem, i odpowiadających okręgowi opisaiienm na płaszczyznie (W) promieniem równym uwa-
żanej największości modułu ; my uważamy tu tę gałęź, która obejmuje punkt zero na płaszczyznie (Z), 
i którą nazwiemy krzywą (t^). Część płaszczyzny wspólna wszystkim trzem krzywym (A), (B) i (C), a 
ograniczona krzywą (C), lub wewnątrz jćj leżącą a jej podobną i podobnie położoną, t. j . odpowiadającą 
okręgowi na płaszczyznie (W), będzie szukaną granicą. Dla takiej krzywej na mocy poprzedniego bę-
dziemy mogli napisać rozwinięcie : 

( I ) 

gdzie gianica określoną jest równaniem : 

liozwinięcie to nazywa się szeregiem })iihrniann'a. 

Oczywiście napisane jest ono v/ kształcie najogólniejszym, odnosząc się do naszego iroz:trząsauia nale-
żałoby przenieść początek na płaszczyznie (Z) do punktu C. 

Podamy teraz prosty sposób znalezienia n a j w i ę k s z o ś c i modułu. W tym celu uvv.ażEiiy funkcyę o(-) 
w kształcie normalnym + vi, moduł jej \!u' + jest funkcyą dwóch zmiennych rzcsczywistych ; war-
tości tych zmiennych odpowiadające największościom i ni jmniejszościom funkcyi 'określone sa ró-
wnaniami : -

(*) W przyiiadka Ogólnym zawiera się i taki, że f {z) jes t n iedoskonały , a F[o(-)] będzie doston^l? . . 
(**) Fuiikeyy któraby na całej [ilaszczyznic czyniła zadość tomu warunkowi jest : gil/̂ iî - ' s tale. 
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CO można zastąpić jednem równaniem : 

które, gdy uwzględnimy wzory (3, § 23), napisze się : 

pierwszy czynnik daje u = ( ) i y = O, co odpowiada punktowi zero; jiozostaje drugi czynnik, który, 
uwzględniając drugi ze wzorów (G, § 24) sprowadza się do cp'(z). Należy \yięc znaleźć wartość z sprowa-
dzaj ące pochodną danej funkcyi do zera, obliczyć moduły danej funkcyi dla tych wartości i wybrać 
najmniejszy z n ich. Jeżeli go oznaczymy przez N, równanie krzywej (G) będzie : 

Zastosujemy to teoryę do przykładu : chcemy rozwijać według potęg funkcyi Ponieważ iunk-
ta jest doskonałą na całej płaszczyznie, krzywa więc (H) dla tego przypadku nie istnieje. Najvyiększość 

jest tylko jedna = ' krzywej G , gdy wprowadzimy współrzędne biegunowe i położymy 

Y = //c", będzie : 

krzywa więc 11 będzie lemniskatą której jedno ognisko leży w początku a drugie w punkcie \ \ a oś 
ogniskowa pochylona je? it ku osi Ox na kąt a. Granica więc rozwijalności zależeć bodzie od ro-
dzaju funkcyi danej do rozyyinięcia; gdy nią będzie (1— gdzie y. ułamkowe, granicą będzie taż 
lenmiskata w przypadku gdy punkt jedność leży zewnątrz niej, ŵ  przypadku i)rzeciwnym należy to 
gałęż lemniskaty, wewnątrz której leży punkt jedność, zastąpić gałęzią innej lemniskaty, podobnej do 
poprzedniej i podobnie z nią położonej, niezawierającą punktu jedność. Rozwinięcie wychodzące 
z punktu zoro byłoby : 

i szereg ten byłby zbieżny w gałęzi lenmiskaty obejmującej punkt zero. Wyszedłszy z {.unktu r otrzy-
malibyśmy rozwinięcie odnoszące sio do drugiej gałęzi. 

Gdybyśmy chcieli wyjść z punktu np, D, należałoby rozwijać \yedhig potęg różnicy: 

Wychodząc z punktu zero, nie można rozwijać funkcyi doskonałej według potęg yjz, bo funkcya la 
ma w puukcie zero punkt zejścia: według potęg zy- — c, można rozwijać funkcyę doskonałą wy-
chodząc z punktui zero, nie można wychodząc z punktu G. 

§ 4 3 . PochDdue r z ę d ó w w y ż s z y c h f u n k c y i w z g l ę d e m innej f u n k c y i , s z e r e g L a g r a n g e ' a . 
NSidziel śmy, że \yspółczynniki w rozwinięciu (1) były wyrażenia : 
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Jeżeli zdołamy f{z) wyrazić w lunkcyi ^(z), łatwo znaleźć te pochodne: w przeciwnym razie używa-
my innego kształtu współczynników, który zaraz poznamy. 

Uważmy w tym celu wzór (8, § 3o): 

we wzorze lym wyobraźmy sobie zamiast zmiennej z, podstawioną jako zmienną niezależną cp(z) 
co uczynić można, albowiem f{z) jest według naszego założenia doskonałą względem w okolicy 
punktu C. Otrzymamy wtedy : 

(2) 

Uważmy dalej, że funkcya podcałkowa w przypadku gdy f'{c) nie jest zerem, jest nieskoiiczoną 
w punkcie C, rzędu + funkcya bowiem w tym punkcie jest zerem pierwszego sto-
pnia (*), możemy więc napisać: 

(3) 

Drugą str( nę równania (3) możemy przekształcić : połóżmy w niej - - {z — będzie ona: 

albo zróżniczkowawszy pierwszą część raz, potem (m— 1) razy : 

(-) 

Uważmy tjraz, że rożwijając pochodną iloczynu dwóch funkcyj: {z—c)F(z) podług wzoru Leib-
nitz'a i podstawiając w to rozwinięcie otrzymamy w naszym przypadku: 

ostatecznie więc strona druga równania (3) sprowadzi się do pierwszego wyrazu 

wyrażenia (a), a podstawiając napowrót zamiast .ĵ (z) wyrażenie otrzymamy: 

W przyp;,dku gdy f{c) jest zerem, we wzorze (2) możemy napisać F(z) zamiast /(z), gdzie 
stała, ostatecznie dojdziemy do wzoru (-4). 

Zajmienysię teraz zastosowaniem rozwinięcia (1) do rozwiązania następującego zagadnienia: 

C) Źi' iHiiikt G dła funkcy i o{z) nie niożi> być z e r e m r z ę d u wyższego jak p ie rwszy wynika to z uj iodobi i ienia tej 
f u n k c y i d ) zmienne j z, k tóra w każdym punkcie p rzy juu i j e j e d n o k r o t n ą w a r t o ś ć ; n a d t o f u n k c y a o{z) byłaby w takhii 
raz ie granicą f u n k c y j , k tó re w punkcie c i w drugim dowoln ie b l i zk im p r z y j m u j ą w a r t o ś ć Z(>ro, krzywo w p o p r z e d n i m 
§ p rzez ('-) oznaczone corazby bardz ie j malały, w m i a r ę zb l iżan ia się do g ran icy , w s a m e j ż e g ran icy r e d u k o w a ć b y 
się powinny do [>unklu, j ak to nawet rozwiązanie r ó w n a n i a O w s k a z u j e , p i e rwias tkowi bowiem c odpowiada 
na jnmie j s zy m o d u ł f unkcy i . 
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Dane jest równanie : 

(5) 

wyrazić /"(r) w funkcyi te. 

Jeżeli równanie (5) jest rozwiązalne względem z, łatwo to uskutecznić, w [)rzypadku przeciwnym 
należy uciec się do rozwinięcia f{z) na szereg uporządkowany według potęg ®(c), i w szeregu tym 
napisać w zamiat cp(-). W przypadku gdy f{z) sprowadza się do rozwinięcie także jest rozwią-
zaniem równania (o). 

[^rzy tem rozwijaniu trzeba zwrócić uwagę na to, że równanie (o) ma ŵ  ogólności więcćj jak jedno 
rozwiązanie, i że każdenui rozwiązaniu odpowiada jeden pierwiastek równania liczbowego: 

W rozwinięciu pod - rozumieć należy to rozwiązanie równania (o), któremu odpowiada pierwiastek 
równania (6) wzięty za punkt wyjścia. Jeżeli kilku rozwiązaniom równania (o) odpowiada jeden i ten 
sam pierwiastek równania (6), rozwinięcie względem tych rozwiązań jest niemożliwem, wtedy bo 
wiem w punkcie wyjścia jest zerem rzędu wyższego jak pierwszy. 

Stosując tę teoryę do równania: 

(•) 

otrzymalibyśmy rozwinięcie: 

(«) 

Warunki, pod którymi to rozwinięcie utrzymuje się są następujące: /'(-) i powinny być w oko-
licy punktu C doskonałe (*), a nadto }̂/(c) nie może być w tym obrębie zerem, granica zaś zbieżności 
określa się tu ogólnym sposobem. Rozwinięcie to nazywa sie szeregiem Lagrange'a, znane jest jego 
zastosowanie w zagadnieniu Kepler'a o ruchu planetarnym. 

§ 4 7 . Poznamy teraz drugi sposób rozwinięcia, odpowiadający poprzednio (§ 34) poznanemu, i 
spostrzeżemy że dwiema różnenń zupełnie drogami do tych samych warunków dochodzimy. Jeżeli 
f{z) chcemy rozwinąć według potęg «p(c), uważmy funkcyę: 

CJ) 

ażeby ona była doskonałą potrzeba aby f{z) i ^(c) były funkcyami doskonałemi w okolicy punktu C, 
i aby w tej okolicy mianownik nie stawał się zerem, to jest równość o{z) = (ą{ẑ ) była niemożliwą dla 
różnych - i 2i. l>odobnym jak poprzednio sposobem, przypuściwszy, że w punkcie C staje się 
zerem, określamy krzywą (K), wewnątrz której funkcyą ({)) jest doskonałą, a dla t wewnątrz krzy-
wej (K) leżących jest: 

(P) 

(*) M Ĉ:) nio może być n ieskończoną , bo w stawałoby się drugi raz z e r e m . 
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Wtedy całka funkcyi (9) po krzywej (K) łjędziezerem, i : 

Funkcya podcałkowa na stronie pierwszej ma jeden tylko punkt krytyczny: łatwo obliczyć pozosta-

łość względem tego punktu która będzie 

W drugiej całce, uNvzględniając równanie (B), możemy napisać: 

tak że ostatecznie: 

(10) 

a znacząc krócej : 

napiszemy szukane rozwinięcie: 

(10) 

Rozwinięcie to godne jest uwagi ze względu, że występujący na stronie drugiej czynnik y'(0 pozwala 
łatwo użyć go da całkowania, będzie bowiem wog<)lności: 

Podstawiając we wzorze (10') zamiast f{t) funkcyę także doskonałą /'(0-?'(0) otrzymamy: 

a różniczkując ten szereg podług otrzymalibyśmy wzór (2): współczynniki P ' j , P , , . . . tem sic 
rółnią od P, ,Pi , . . . że w pierwszych stoi zamiast f{z). 

IV. O FUNKCYACH WIELOWARTOŚCIOWYCH MAJĄCYCH SKOŃCZONĄ LICZRĘ WAR-

TOŚCI (*). 

§ 48. P i e r w i a s t k i r ó w n a ń a lgebra icznych . Widzieliśmy że funkcye wielowartościowc są 
dwojakie, jedne mają skończoną liczbę wartości, inne są nieskończenie wielowartościowe, pokazaliśmy 

(') Teorya tycii funkcyj zbadany została przez Pu i seu \ 'go w rozprawie : Hecli(>rclies sur les rac ines des f(uict. a l -
gel)r. (Journal de l'Ecole Polytech., tome XV). Niemcy przywiązują w ie jkywagę do prac R iemann ' a w tym k ie runku , 
poznać je można z rozprawy samego Riemann'a : Grundlagen fur eine allgemeine Theorie einer verandcrłichen com-
płexen Griisfte, albo z przystępnie napisanego dziełka l)ui'ege'a : Elemenic des Th. der Fun. einer compl. ver. Grikse 
Dzieło Neumann 'a : T/t. der Abelschen hitegralen grzeszy zbytnig rozwlekłością, nieprzyczyniający się do rozjaśnienia 
rzeczv. 

http://rcin.org.pl



T E O R Y A F O N K C Y J Z M I E N N E J Z Ł O Ż O N E J . I | t 

nadto na przykładach ich własność, żo przez okrążenie pewnych szczegóhiych punktów, zwanych 
punktami zejścia, jedne wartości przechodzą na drugie. W rozdziale tym podamy ogólną teorye fun-
kcyj mających skoiiczoną liczbę wartości. 

Dowiedziemy najpierw twierdzeni a : l^ unkcya, incijuca w każdym, punkcie m icaytości iczajonnie na 
siebie przechodzących, mająca nadio skończoną liczbę nieskoiiczoności rodzaju pierwszego, jesl pierwiastkiem 
równania algebraicznego, wymiernego, nieskracalnego, stopnia m'ó°. 

Albowiem uważając te in w^artości za pierwiastki pewnego równania, i utworzywszy z nich wiado-
mym sposobem współczynniki, łatwo widzieć, że te ostatnie jako funkcye symetryczne danych in 
wartości, będą jednowartościowemi względem zmiennćj niezależnej, ponieważ nadto będą one miały 
Łylko nieskończoności rodzaju pierwszego i w liczbie skoiiczonej, na mocy wiec poprzedniego (§ 41) 
będą one ułamkami algebraicznymi wymiernymi. Równanie to będzie nieskracalne, bo gdyby dało 
się rozłożyć np. na dwa równania jedne stopnia p, drugie stopnia m—p, to funkcya określona 
przez pierwsze równanie, nie mogłaby przybierać więcćj jak p nożnych wartości, podobnież funk-
cya określona przez drugie rówaianie miałaby tylko m — p wartości, a założyliśmy, że wszystkie 
m wartości wzajenmie na siebie przechodzą. 

jMa także miejsce twierdzenie odwrotne: Funkcya określona przez róicnanie algebraiczne, laymierne, nie-
skracalne, stopnia ms°, ma m wartości lozajemnie na siebie przechodzących. Gdybyśmy bowiem przypuścili 
że m pierwiastków danego równania nie przechodzą \yszystkie wzajemnie na siebie, ale dają się po-
dzielić na kilka grup tak, że pierwiastki należące do jednej grupy przechodzą wzajemnie na siebie, 
ale nie przechodzą nigdy na pierwiastki do innej grupy należące, wówczas dla każdej takiej grupy 
utworzyć by można równanie zawierające się w danem, co być nie może, dane bowiem równanie jest 
z założenia nieskracalne. 

Widzimy więc, że badanie funkcyi w wartościowych sprowadza się do badania pierwiastków ró-
wnania algebraicznego ogólnego kształtu: 

( I ) 

gdzie N i Nx są \yielomianami całkowitymi, względem z wymiernymi. 

Rozumieć tu możemy, że równanie (1) określa funkcyę mającą w każdym punkcie płaszczyzny (Z) 
m różnych wartości, albo też, że określa ono w różnych funcyj, każda m wartościowa. 

Łatwo widzieć, że funkcya m wartościowa mająca nieskoiiczoną liczbę nieskończoności określićby 
się dała podobnem równaniem, w któremby tylko N i N, były w ogólności szeregami nieskończo-
nemi, w szczególności pewnemi funkcyami postępnemi jedno\yartościowemi. 

§ 4 9 . P u n k t a z e j ś c i a w p r z y p a d k u N = l . Zajmiemy się najpierw równaniem (1) w przypu-
szczeniu, że współczynnik N jest jednością: wtedy funkcya iv staje się nieskończoną tylko\y pun-
kcie nieskończenie odległym, na płaszczyznie więc (Z) nie doznaje przerwy w ciągłości. Ażeby zaś nie 
doznając przerwy w ciągłości, funkcya ta mogła być m wartościową w ten sposób, żeby wj^szedłszy 
z punktu Zo z pewną oznaczoną wartością,można było, stosownie do drogi, dojść do punktu Z, 
z m różnenii wartościami, to muszą koniecznie na płaszczyznie (Z) być takie punkta, w których 
wszystkie lub kilka wartości funkcyi stają się równemi sobie ; gdyby bowiem w każdym punkcie te 
m wartości różniły się pomiędzy sobą o ilości skończone, funkcya musiałaby przeskakiwać z jednej 
wartości na drugą, nie byłaby zatem ciągłą. Punkta takie widzieliśmy już na przykładach szczególnych 
i nazwaliśmy je punktami zejścia. 
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P u n k t a te otrzymujemy przez rozwiązanie równań : 

względem - po wyrugowaniu w. Nie umiemy w ogólności wykonać tego w praktyce, ale do prze-
prowadzenia badali ogólnych znajomość tych punktów jest niepotrzebną, a ŵ  przypadkach szcze-
gólnych do których tę ogólną teoryę stosować będziemy, łatwo ich będzie znaleźć. 

Zwracamy tu tylko uwagę, że drugie z powyżej napisanych równań wskazuje, że funkcyą icieloicarto-
ściowa ma w punkcie zejścia pochodną nieskończenie icielką, choćby sama pozostawała w nim skończoną. 

Uważmy teraz, że jeżeli prowadzimy pierwiastek, mając oznaczoną jego wartość w punkcie wyjścia, 
po drodze nieprzechodzącej i nieobejmującej żadnego punktu zejścia, możemy za pomocą szeregu 
polęgowego oznaczyć z żądanem przybliżeniem w a r t o ś ć pierwiastku w każdym pmikcie te j drogi ; 
jeżeli droga przechodzi przez punkt zejścia, ma miejsce nieoznaczoność, dow^olną jest bowiem rzeczą 
z jaką wartością wyjdziemy z punktu zejścia (wyłącza się tylko przypadek, gdy drogę te uważamy za 
granicę dróg córaz bardziej do punktu zejścia się zbliżających); należy nam tylko zbadać jak zacho-
wują się pierwiastki przy okrążaniu punktu z e j ś c i a ; poprzedzić jednak te badania musimy kilkoma 
u\vagami. 

§ 5 0 . O r ó w n a n i a c h m a j ą c y c h n i e s k o ń c z e n i e m a ł e p i e r w i a s t k i . Jeżeli równanie licz-

bowe 

ma p pierwiastków nieskończenie małych, to p ostatnich współczynników są ilościami nieskończe-
nie małemi albo zerami. Współczynnik {p ^ \y od końca, t . j . jest ilością skończoną różną od 
zera, pozostałe zaś mogą być jakiekolwiek, nawet nieskończenie małe ; wynika to z kształtu współ-
czynników wyrażonych w funkcyi pierwiastków. 

Uważmy teraz równanie : 

(-) 

w którem zakładamy że a nie może być zerem, jeżeli p < p, a współczynniki A i B są ilościami 
skończonemi: jeżeli w niem w' uważać będziemy jako funkcyę i założymy z n i e s k o ń c z e n i e małeni 
stopnia pierwszego, to równanie to będzie mi; iło p pierwiastków nieskończenie małych, t . j. p war-
tości na w' będą nieskończenie małemi. 

Niech kilka z tych pierwiastków będzie stopnia p; wyrazy równania (a) podzichny na dwie 
grupy : w pierwszej ii będą te które przy uważanym stopniu funkcyi w' są stopnia najwyższego, 
w drugiej i^i wszystkie pozostałe; tak, że oznaczywszy ten stopieii najniższy przez n, do grupy na-
leżeć będą wyrazy dla których : a + 3p = n, do grupy llj te dla których : « -f 3p > 

Uważmy równanie : ii = 0, a pierwiastki jego oznaczmy przez w' : dowiedziemy, że te ilości w są 
pierwszemi przybliżeniami pierwiastków w\ t . j . że : 

(*) P r z y p u s z c z a m y o d ł ą c z o n y pierwiastek zero . 
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gdzie £ oznacza summe ilości nieskończenie małych stopnia wyższego jak p . Gdyby, bowiem było : 

gdzie w jest stopnia p , a s, stopnia wyższego, to podstawiwszy to wartość w równanie -+-£ij = O 
otrzymamy : 

gdzie oznacza wypadek podstawienia za id ilości w w wielomianie ii i, t. p. W części wyrazy 
będą stopnia ntes", we wszystkich pozostałych częściach stopnia wyższego jak n, a ponieważ snnnna 
nieskończenie małych różnego stopnia wtedy jest zerem gdy summy ilości jednakowego stopnia, każda 
oddzielnie są zerem, przeto musi być zerem, co wtedy tylko jest możliwem, gdy o) —2//, c. b. d. o. 

§ 51 . P r z y p a d e k j e d n e g o u k ł a d u kołowego. Przystępujemy teraz do badania jak zachowują 
się pierwiastki w blizkości puntu zejścia. Niech w punkcie Z,,, p pierwiastków równania ; 

( I ) 

stają się równymi sobie, przyjmując wartość Oczywiście pozostałem — p pierwiastków w bliz-
kości punktu Zo zachowywać się będą jak funkcye jednowartościowe, ponieważ ten punkt nie jest dla 
nich punktem krytycznym, należy zająć się tylko wyżej wymienionymi p pierwiastkami; połóżmy : 

Znajdziemy w' w funkcyi z, z ' równania : 

(3) 

które rozwinięte według wzoru TayIor'a z uwzględnieniem : 

przyjmie kształt : 
CO gdzie 

co nie może być zerem, a 

Jeżeli równanie (4) określa nam pierwiastki w bezpośredniej blizkości punktu zejścia, możemy 
w niem z' uważać za ilość nieskończenie małą, a wtedy widzimy, że ma ono p pierwiastków nieskoń-
czenie małych jak łatwo było przewidzieć. 

Znajdziemy teraz pierwsze przybliżenia tych pierwiastków; przypuśćmy najpierw że nie 

jest zerem, t. j . że miedzy wyrazami znnjdzie się wyraz C:'. Wtedy dwa wyrazy : Ato'" i Gz 
będą stopnia najniższego, jakikolwiek byśmy założyli stopień pierwiastków iv': pierwsze zatem przy-
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l)liżeuia znajdziumy z równania : 

które określa p pieiwiastków stopnia 
p 

K ł a d ą c — = (Je i przedstawiając zmienną w kształcie trygonometrycznym przybliżenia 

będą : 

Widzimy, że gdy c' okrąża punkt zero, a z punktu Zô  te przybliżenia przechodzą jedne na drugie 
w ten sposób że przechodzi na przy okrążeniu w kierunku dodatnym, a na w kierunku 
od jemnym. Dow ieść łatwo, że tak samo przechodzą jedne na drugie i same pierwiastki, t . j . że 

w ; z = ic\ -Ą-ti, przechodzi na = + e,^, ^są stopnia wyższego jak Przypuśćmy, że po okrą-

żeniu u'\ nie przechodzi na Ĵ le na ic'̂  = w'.̂  -f- s..̂  : ponieważ ir \ przechodzi na przy temże 

okrążeniu, potrzeba więc aby EI po okrężeniu przyjęło wartość : — 1 + , która jest stopnia 

i ; to zaś być nie może, bo tak jak i wartość na którą ono przechodzi są pierwiastkami równania, 

które otrzymamy z równania (4) podstawiając : ic uważając s za zmienną a rr za stałą, a 
\ 

które to równanie określa p wartości na s stopnia wyższego jak - . 

Takie same przechodzenie ma miejsce dla pierwiastków równania (1), które wyrażają się : 

tci =-- Wg -f- w\ , 

i nietylko dla krzywych nieskoiiczenie małych, ale dla wszelkich krzywych obejmujących tylko jeden 
punkt zejścia bo wtedy jodnę krzywą możemy przekształcić na drugą nie przechodząc przez żaden 
punkt krytyczny. 

Zamiast mówić, że p pierwiastków przechodzą porządkiem jeden na drugi, przy okrążeniu odpowia-
diijącego im punktu zejścia, po krzywej nie obejmującej żadnego innego punktu krytycznego, mó-
wimy : że te p pierwiastków tworzą układ kołowy p znakowy około tego punk tu . 

§ 5 2 . P r z y p a d e k o g ó l n y . Przejdźmy teraz do przypadku ogólnego, zakładając, ż e ^ ^ jest pier-
wszą pochodną względem z niezmieniającą się na zero przy wartościach i Wg. Dla uproszczenia 
oddzielmy od pierwszćj strony równania (i) te wyrazy, które będą stopnia niższego jak pozostałe 
w każdym razie, t . j . jakikolwiek byśmy przypuścili stopieii pierwiastków. Każdy \yięc wyraz mający 
wykładnik nad z' taki sam albo większy, a wykładnik nad w większy, albo nad z większy, a nad iv 
taki sam lub większy, jak inny wyraz tego równania, zostanie odrzucony, pozostaną zaś tylko te wy-
razy, z których dla żadnego nie znajdziemy wyrazu mającego nad jedną z głosek lub nad 'obydwiema 
wykładniki niższe. Wielomian z tych wyrazów złożony niech będzie : 

(3) 

oczywiście w nim a i [i nie mogą być zerami, i muszą być odpowiednio mniejsze od m '\p', nadto je-
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Żeli wyrazy tego wielomianu ustawimy podług malejących potęg w\ będą one zerem ustawione według 
rosnących potęg z'. 

Ponieważ w wielomianie (o) znajdują się wszystkie wyrazy, które mogą być stopnia najwyższego, 
przeto z wyrazów tego wielomianu utworzyć się dadzą równania jak = O (§ oO) określające pierw-
sze przybliżenie pierwiastku, tak, że do równania li = 0 , odpowiadającego pewnej liczbie pierwiastków 
stopnia p, wejdą wyrazy dla których : a + Sp jest jednakowe, dla wszystkich zaś innych wyrazów 
wielomianu (o) «-f-,Bp będzie większe. Ażeby jaśniej przedstawić utworzenie tych grup 12, użyjemy 
następującej metody graficznej. 

Nakreślmy układ dwóch osi prostokątnych O.t i Oy, i każdy wyiaz wielomianu przedstawmy przez 
punkt którego odciętą jest B, rzędną a. Niecii bę lą te punkta : Mj, M,, : punkt M, odpowiada 

wyrazowi A o s t a t n i punkt leżący na osi rzędnych odpowiadałby wyrazowi Punkti\ te będą 
tak leżeć, że każdy następny będzie miał rzędną większą, a odciętą mniejszą jak poprzedzający. 

Jeżeli teraz przeprowadzimy prostą, tak, że przechodzić ona będzie przez dwa przynajnmićj punkt i 
MA , a wszystkie {)0Z0stałe mieć będzie ze strony przeciwnćj jak początek, i równanie jćj napiszenjy 
w kształcie : 

to wyrazy odpowiadające punktom na tej prostej leżącym dadzą nam grupę 12 należącą do pierwiast-
ków stopnia p(*), ile więc takich prostych będzie można nakreślić, na tyle grup podzielą się wyrazy 
wielomianu (5). 

W przedstawionym na figurze przypadku, pierwsza grupa zawiera wyrazy odpowiadające punktom : 
Mj, M ,̂ Mj, druga grupa M ,̂ Mg, jeżeli prosta (M,, MJ nie przejdzie przez ^aden więcej punkt Mx, 
pieiwszym wyrazem trzeciej grupy będzie M,.. 

Niech w ogólności grupy te będą : 

(•3) 

{*) l o f będz i edoda lne , [ irzeeinającc obie osi po s t ronie dodatn^^j, i)o [,rosta taka ma współczynnik kątowy 

(jdjenniy. 
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Przyrównajmy każdą z tych grnp do zera, i uważmy że pierwsza grupa da nam p - [iv pierwiastków 
różnych od zera, druga da,8v-3v, i t . d., ostatnia da c-^; ostatecznie wszystkie razem dadzą przy-
bliżeń jak i być powinno. 

Pokażemy teraz jak znaleźć te przybliżenia : uważmy równanie jako kształtu ogólnego 

(grupy li i l i , zawierają sic w tym ogólnym kształcie) dzieląc przez otrzynuijemy : 

(7) 

a jeśli p oznacza sŁopień nieskończenie małości pierwiastków to : 

gdzie j jest ułamkiem nieskracalnym. 

Uważmy dalej^że z równości : 

którą można napisać: 

i w której ? i s są liczbami pierwszemi między sobą, wypada, że fi^,, —pv, jest podzielne przez t. 
Napisawszy t^ zamiast zważywszy, że wtedy : 

i stosując to do każdego wyrazu otrzymamy : 

a podstawiając tu : 

(«) 
gdzie X oznacza ilość skoiiczoną, otrzymamy ostatecznie : 

(9) 
Jest to równanie liczbowe, z którego otrzymamy wartości na x, niech one będą : 

,ho, gdzie = 

podstawiając je kolejno w równanie (9) otrzymamy ą , t . j . właśnie żądanych przybliżeń, gdy 
z=re''', będą one : 

Zkąd widzimy, że te przybliżenia układają się w f układów kołowych, każdy t znakowy, podobnie 
jak poprzednio dowodzi się, że to samo ma miejsce dla pierwiastków 20. 
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Widzimy że w ogólności w uważanym przypadku pierwiastki są różnego stopnia nieskoiiczenie 
małości; gdyby jednak prosta łącząca punkt na osi x z punktem na osi y nie miała pod sobą żadnego 
z punktów M,, wówczas wszystkie pierwiastki byłyby jednakowego stopnia, gdyby zaś nadto żaden 
z tycb punktów na tej prostej nie leżał, a m i p były pierwszemi między sobą wszystkie pierwiastki 
tworzyłyby jeden układ kołowy, równanie bowiem (9) byłoby wówczas pierwszego stopnia wzglę-
dem X. 

iMożeniy więc wypowiedzieć twierdzenie : 

Pierwiastki równania algebraicznego iv okolicy punktu zajścia tworzą układy kołowe. 

W szczególnym przypadku układ może być jednakowy, wtedy ^ = 1 i ten pierwiastek jest pier-
wszego stopnia nieskoiiczenie małości. 

§ 5 3 . Rozwiązując uważane poprzednio równanie (9), przypuściliśmy, że ma ono wszystkie pier-
wiastki różne. Należy nam jeszcze rozebrać przypadek gdy np. u. pierwiastków tego. równania ma 
wspólną wartość h^. Wówczas otrzymamy ^t wartości na w' odpowiadających tym pierwiastkom, 
między któremi będzie t różnych a każda powtarzać się będzie razy. Aby wdęc zbadać jak odpowia-
jące tym przybliżeniom pierwiastki równania (i) kołowo się układają, należy szukać przybliżeń wyż-
szego stopnia. W' tym celu używamy podstawienia : 

(10) 

gdzie lu" zawierać będzie wyrazy stopnia wyższego jak - względem z, a więc wyższego jak s względem 
t 

z". Uskutecznia się to podstawienie w równaniu pierwotnem (4), równanie bowiem (7) daje tylko przy-
* • s » bliżenia stopnia - a równanie którebyśmy otrzymali przyrównywując wielomian (5) do zera, jeszcze 

mogłoby nie wystarczyć, w niem bowiem mogłyby się nie znaleźć wszystkie wyrazy do obliczenia przy_ 
bliżeń ic potrzebne. Otrzymane zląd równanie między z' i w' będzie nam dawać p nieskoiiczenie 
małych pierwiastków, ale tylko te wartości w'\ które odpowiadają uważanym tu \xt pierwiastkom 
będa w pierwszem przybliżeniu stopnia wyższego jak s względem c", inne będą stopnia niższego lub ró-

1 ' 
wnegos muszą bowiem redukować w y r a z / < « n a l e ż ą c y tylko do uważanych a^ pierwiastków. Jeżeli 
więc stosując powyżćj opisaną metodę do tego nowego równania, utworzymy z jego wyrazów grupy 
odpowiadające grupom (6), i wybierzemy te z nich, które przyrównane do zera dają pierwiastki sto-
pnia wyższego jak s, to otrzymamy [xt żądanych przybliżeń. Gdyby zaś i tu w jednej z grup dających 

s 

pierwiastki stopnia - względem z", było kilka pierwiastków liczbowych równych //', należałoby 

szukać jeszc.:y dalszych przybliżeii, ku czemu służyłyby podstawienia : 

uskutecznione znowu w równaniu pierwotnem (4). 

§ 54. R o z w i n i ę c i e p i e r w i a s t k ó w n a s z e r e g i p o t ę g o w e w o k o l i c y punktu ze j śc ia . Ażeby 
dojść do tego rozwinięcia, uważmy najpierw, że każdy pierwiastek w' z grupy t pierwiastków tworzą-
cych układ kołowy okuło punk tu - jest w okolicy tego punktu funkcyą doskonałą względem 

zi> zostaje bowiem względem tej funkcyi skoiiczony, ciągły, i jednowartościowy; gdyż, podobnie jak 
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innkcya z'~ po / okrążeniach powraca do swojt^ pierwotnej wartości, można więc go w tejże okolicy 
rozwinąć iia szereg potęgowy zbieżny : 

Zdawałoby się, że te pochodne najłatwiej będzie znaleźć, uskuteczniając w równaniu (4) pod-

stawienie : 

(-) 
przez co otrzymamy : 

p o n i e w a ż j e d n a k różniczkowanie cząstkowe tego równania daje przy ! ; = 0 i = wartość na po-

chodną kszUiłtu^, dla uniknięcia przeto tćj nieoznaczoności, oprócz podstawienia (a) uskuteczniamy 

drucie : 

S r • • • 

Ponieważ w'jest stopnia nieskończenie małości - względem z' przeto oj jest ŵ  tem podstawieniu ilo-

ścią skończoną. Rozwijamy w według potęg "C. Uważmy najpierw przypadek w § 31 zbadany : wtedy 

pamiętając że a nie może być zerem gdy f l < p . i uskuteczniając skrócenie przez Z'' otizymamy : 

Uważanym p pierwiastkom //-'odpowiada te/) pierwiastków oj, które przy C = 0 , otrzymują p róż-

nych wartości //i, hi ... h/, wyrażenia ^ ^ więc rozwinięcia będą : 

Ztąd łatwo przejść do rozwinięcia : 

zkąd ostatecznie otrzymamy : 

(U) 

Wróćmy się teraz do przypadku ogólnego. Uskuteczniajmy p o d s t a w i e n i a ( a ) i ( f i ) w równanie ( 4 ) 

napisane w kształcie : 

http://rcin.org.pl



TEORYA FONKCYJ ZMIENNEJ ZŁOŻONEJ. ł 0 7 

gdzie lii.iest grupa wyrazów dająca przybliżenia uważanych pierwiastków. Pamiętając, że jest : 

a zarazem 

czyli : 
( 

widzimy, że można skrócić równanie po podstawieniu otrzy/aanem, p r z e z + i będzie : 

co zatrzymując oznaczenia w § 52 użyte, można pisać 

Pierwiastki, które chcemy rozwinąć na szereg, odpowiadają tym pierwiastkom o), które gdy w ostat-
niem równaniu położymy C = 0 , przyjmują wartości pierwiastków równania liczbowego : 

(r) 

te zaś pierwiastki będą to różne wartości wyrażeń . . ^ ^ gdzie//j . . . oznaczają pierwiastki 
równania (<), § 52). Mając na względzie tę odpowiedność, i oznaczywszy pierwiastki l ównania (y) przez, 
[/•i, . . . łatwo z rozwinięcia : 

dojść ostatecznie do rozwinięcia : 

(12) 

Zbytecznćmby było zajmować się oddzielnie rozwinięciem pierwiastków, odpowiadających szcze-
gólnemu przypadkowi w § 33 opisanemu, dość będzie nadmienić, że należałoby wówczas rozwinąć 
najpierw ?v" czy odpowiednio, według potęg z" czy z". 

§ 55 . Gałą powyżej podaną teoryę najlepiej objaśni następujący przykład przez Puiscux'go pod.my. 
Niech będzie równanie : 

gdzie współczynniki A, B, D, E, F są różne od zera. 

Zakładając z = a, otrzymujemy siedem pierwiastków w równych b. Dla zbadania, jak zachowują się 
pierwiastki w okolicy punktu A, podstawiamy z = a-hz', w = l)-i-fi'', i, ponieważ w lym przypadku 
pochodna względem z staje się zerem przy z = a, w = tworzymy powyżej opisanym s osobem 
grupy, których tu będzie 3 : 
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Pierwszej grupie odpowiadają dwa pierwiastki s t o p n i a l i jest tu 5 = 1 , ą = l , i równanie 

odpowiadające równaniu (9, § 52) będzie w tym przypadku : 

zkąd widzimy, że dwa te pierwiastki tworzą układ koło,vy dw^uznakowy względem punktu A, i dają 
się rozwinąć na szeregi : 

Drugiej grupie znowuż odpowiadają trzy pierwiastki tworzące układ kołowy trzyznakowy, i rozwi-

jające się na szeregi podług potęg (z —fl) Co się tyczy pierwiastków odpowiadających trzeciej 

grupie, to zajść mogą rozmaite przypadki, uskuteczniwszy bowiem podstawienie 

otrzymamy równanie : 

jeżeli to równanie daje dwa pierwiastki różne ĥ  i to uważane pierwiastki ii\ i ŵ^ tworzą dwa 
układy kołowe jednakowe, t. j . każdy z nich okrążywszy punkt A wraca do swojćj pierwotnej war to-
ści, i rozwijają się one na szeregi podług całkowitych potęg {z —a) następujące : 

Jeżeli jednak równanie to ma dwa pierwiastki równe h, wówczas znajdujemy się ŵ  przypadku 
w § 53 opisanym, i dla zbadania jak pierwiastki i zachowują się w okolicy punktu A, należy 
powrócić do pierwotnego równania, uskuteczniając w niem podstawienia : 

odpowiednio podstawieniom (10, § 53). 

Uskuteczniając to podstawienie w równaniu przedstawionem w kształcie : 

i zważywszy, że w uważanym przypadku : 

otrzymamy ostatecznie : 

gdzie wyrazy nienapisane w nawiasach, są stopnia nieskończenie małości wyższego jak wypisane, nic 
będą więc nam potrzebne. 
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Otrzymujemy tu tylko jedną grupę wyrazów : 

w której kładąc : 

otrzymujemy równanie : 

a ztąd czytamy, że w, i w, tworzą system kołowy dwuznakowy, i rozwijają się na szeregi według 

otęg" (z—«) 2 następujące : 

Gdybyśmy przypuścili 1 = 0 , otrzymalibyśmy także jedną grupę wyrazów : 

a przez podstawienie : 

doszlibyśmy do równania : 

które daje dwa pierwiastki nierówne, w tym więc przypadku, pierwiastki i w, przez okrążenie 
punktu A WTacałyby do swśj pierwotnej wartości i rozwijałyby się na szeregi według potęg (z —a) . 
Hędą tu więc dwa układy kołowe, co wiedzieć można odrazu, tu bowiem : 

liczba więc ? (§ 52) wskazująca liczbę układów kołowych równa się w tym przypadku 2. 

§ 56. Nieskończonośc i p i e r w i a s t k ó w . Dotychczas przeprowadzone badanie pierwiastków 
w okolicy punktów, w których kilka różnych pierwiastków stają się sobie równymi, odnosiło się do 
przypadków, gdy ta wspólna wartość pierwiastków jest ilością skończoną, co ma miejsce dla pier-
wiastków równania : 

gdzie wielomiany f\ /"„̂  są całkowite, pierwiastki bowiem takiego równania są skończone dla 
wszelkich skończonych z a nieskończonymi stają się tylko w punkcie nieskończenie odległym. 

Jeżeli zaś weźmiemy równanie ogólne : 
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to pierwiastki togo równania oprócz powyżćj poznanych punktów krytycznych, t . j. takich w których 
kilka różnych pierwiastków przyjmować będzie jednakową skończoną wartość będą miały jeszcze 
inne, w których kilka pierwiastków lub jeden stawać się będą nieskończenie wielkie, a które wyzna-
czają się z równania : 

Ażeby zbadać zachowanie się pierwiastków w tych punktach podstawiamy : 

i otrzymujemy równanie : 

z którego czytamy że w ogólności C") m — i pierwiastków co, w tych punktach stawać się będą równe 
zero, a jeden odpowiadający nieskończenie wielkiemu pierwiastkowi iv zachowywać będzie wartość 
skończoną. 

Ponieważ zaś pierwiastki iv z pierwiastkami OJ związane są równaniem algebraicznem względem c 
wymiernem, a względem iv i w pierwszego stopnia, przeto pierwiastki ty w ten sam sposób iikladaja sir 
kołoico co pierwiastki w. 

Co do rozwinięcia na szeregi pierwiastków w w okolicy takiego punktu s^, to łatwo je otrzymać 
'Z rozwinięcia odpowiedniego pierwiastku w. Położywszy bowiem : 

możemy napisać : 

Według powyższego pierwiastek 03̂  rozwija się na szereg według ułamkowych potęg {z—z^, j 

a — - w okolicy tegoż punktu Ẑ  rozwija się według całkowitych potęg ilości (z — z^), jako lunkcya 

doskonała. Mnożąc te dwa szeregi przez siebie, otrzymamy : 

zkąd : 

w ogólności kilka pierwszych wyrazów ma wykładniki odjemne, jak i być powinno. 

Jako przykład uważmy równanie : 

<*) Szczeg()lny przypadek ma miejsce dla tych wartości z przy których i Ą staje się z e r e m . 
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W punktach krytycznych Cj, c , , . . . wszystkie m wartości [funkcyi iv stają się nieskończone. Pod-
stawienie : 

daje nam równanie : 

do którego stosując ogólną metodę, podstawiamy w nie : 

i otrzymujemy ; 

gdzie X może być zerem, ale nie może być odjemne. 

Wyrazy stopnia najniższego będą dwa, ponieważ zaś m i m — 1 są pierwsze między sobą, odrazu 
' TYt i 

zatem czytamy, że pierwiastki w będą stopnia — — i tworzyć będą względem punktu Cj układ ko-

łowy m znakowy. To samo się stosuje do punktów c , , . , . 
W rozwinięciu na szereg byłby wyraz z odjemnym wykładnikiem jeden tylko, następujący : 

Dodamy tu jeszcze, że aby zbadać zachowanie się pierwiastków w punkcie nieskończenie odległym, 
należy w równaniu uskutecznić podstawienie : 2 = i , i badać pierwiastki w punkcie W ró-

wnaniach, których pierwiastki nie stają się nieskończone w odległości skończonej, ten punkt nieskoń-
czenie odległy jest \\ każdym razie nieskoiiczonością pierwiastków, w równaniach mających nieskoii-
czoności w odległości skończonćj jest on nieskończonością także, wyjąwszy gdy / J e s t stopnia wyższego 
jak każdy współczynnik / - j w ostatnio uważanem równaniu punkt nieskończenie odległy nie jest 
nieskończonością, jest jednak punktem zejścia. Gdy liczba ilości c,, c,. . . jest m, każdy pierwiastek 
w punkcie nieskończenie odległym .tworzy układ jednoznakowy, i wtedy, jak łatwo zawnioskować, 
każdy pierwiastek obiegłszy krzywą obejmującą punkta Cu c^,.. . powraca do sw jej pierwotnej 
wartości. 

§ 5 7 . K o n t u r y e l e m e n t a r n e . Pamiętając, że funkcya wielowartościowa na części płaszczyzny 
niezawierającej żadnego punktu krytycznego funkcyi, jest doskonałą i rozwija się na szereg potęg 
całkowitych, możemy zawsze oznaczyć wartość jaką ona przyjmie, przebiegłszy pewną drogę nie-
przechodzącą przez żaden punkt krytyczny; drogę tę bowiem pokryć można szeregiem okręgów, 
w których funkcya będzie rozwijalną. Poprzednio jednakowoż poznana teorya pozwala nam ułatwić 
10 oznaczenie wartości przez wprowadzenie tak zwanych konturów e lementarnych. 

Lważmy punkt wyjścia c, i punkt zejścia c ,̂ obejmijmy punkt ĉ  dowolnie małą krzywą zam-
kniętą, i dołączmy do nićj drogę prostolinijną CiM (albo o tyle od kierunku prostćj odstępującą. 
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O ile to jest potrzebne do ominięcia punktu krytycznego). Drogę zamkniętą : GMNPMC nazywamy 
konturem elementarnym i oznaczamy (C,), drogę : CMPNiMC oznaczymy (—Ci). 

Uważmy początkową wartość w punkcie G; wartość, którą to przyjmuje w punkcie M, po 
drodze GM, oznaczmy także, jeżeli punkt G, nie jest punktem zejścia dla albo jeżeli ten 

pierwiastek odnośnie do punktu tworzy układ kołowy jednoznakowy, \yówczas po przebieżeniu 
konturu elementarnego, wraca on do punktu wyjścia G ze swoją pierwotną wartością. Jeżeli zaś jest 
on jednym z wyrazów cp znakowego układu kołowego : . . . u% ic^ , . w ó w c z a s powróci do 
punktu G z wvartością w.^, gdy pod lo.f. w punkcie G rozumiemy wartość odpowiadającą wartości 

w punkcie M. Dwukrotne przebieżenie konturu elementarnego daje pierwiastkowi wartość 
iDr i. t. d; przebieżenie drogi (— Gj) daje mu wartość w^. 

Jeżeli teraz dla każdego punktu krytycznego nakreślimy kontur elementarny, i oznaczymy odno-
szące się do niego układy kołowe, łatwo będziemy mogli oznaczyć wartość z jaką powraca pier-
wiastek przebiegłszy krzywą zamkniętą. I tak \yszelka krzywa pojedyncza obejmująca jeden punkt 

krytyczny równoważną jest konturowi elementarnemu, podobnież krzywa pojedyncza obejmująca 
kilka punktów krytycznych, równoważną jest kolejno przebieżonym odpowiednim konturom^ 
bezpośrednio bowiem można tę drogę graficznie na kontury elementarne przekształcić. 

Droga np. GMNG da się zastąpić przez (G,) (Gj), a droga GNMG przez (—G,) (—GJ : wypisany tu 
rozkład drogi na kontury elementarne nazywa się charakterystyką drogi. 

Jeżeli krzywa nie jest pojedynczą, wówczas zamiast graficznie przekształcać ją na inną złożoną 
z kilku konturów elementarnych, możemy dojść do napisania charakterystyki następującym spo-

(*) W ogólnej leoryi znaczkowanie symbolów ic-,. n ie znaczy zupełn ie tego, co w przykładach szczególnych, gdy ró -
wnanie jest rozwiązane i oznaczone są granice w których należy czytać rozwartości , t u t a j nie m o ż e m y n p . powie-
dzieć . że pierwiastek przeszedłszy od punktu C do M zat rzymał swoją war tość , łub })rzyjąl i nną , bo zupełnie n ie wiemy 
która wartość w jmnkcie M, niezależnie od drogi, odpowiada pewnej war tości w punkc ie C, i to , żeśmy wartość 
w punkcie M tym samym iiorządkowym zuaczkiem /. oznaczyli , co p ierwotną war tość w C, n ie znaczy że w przypadku 
rozwiązanego równan ia i oznaczonych granic czytania rozwar tośc i , prostą CM tak p rowadz ić należy, aliy wartości w C 
i w M odpowiadały t e m u samemu synil)olowi a lgebra i cznemu. 
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sobcm. Z punktów krytycznych Gj, C j , . . jedną stronę, w dowolnym zresztą kierunku(*), wyprowaa 
dzaniy proste, i następnie posuwając się po krzywej danej, zaznaczamy kolejne przejścia przez te proste : 
przejście przez prostą z Ĝ  wychodzącą, odpowiadające kierunkowi dodatnemu (**), da do charakte-
rystyki znak (Gj), odpowiadające kierunkowi odjemnemu, da znak (— Gi) i t. p. 

Dajemy tu kilka graficznych przykładów, oznaczając strzałką kierunek w którym krzywą prze-
biegamy : 

Dodamy tu jeszcze, że wszelką drogę między dwoma punktami G i K możemy przez dołączenie 
prostolinijnej drogi GK, przebieżonej dwa razy w kierunkach przeciwnych, zamienić na krzywą 
zamkniętą i na drogę prostolinijną GK. 

Uważmy teraz przykład szczególny : niech będzie równanie piątego stopnia, któremu odpowiadają 
trzy punkta krytyczne Gi, Gj, Gj. Oznaczywszy wartości pierwiastków w punkcie W3jścia przez 

w^ w punkcie kończącym część prostolinijnego konturu elementarnego dla punktu G,, 
przez oznaczmy tę wartość, którą przyjmie pierwiastek poprzednio przez oznaczony, prze-
biegłszy tęż część konturu. Podobnie oznaczamy dla punktów G, i Gg. Niech układy kołowe będą : 

Oznaczmy wartość pierwiastku po przebieżeniu krzywej, której charakterystyką jest : 

(*) x\aloży obrać pewien punk t na krzywej np . C, za punk t wyjścia i proste prowadzić w kierunku prostolinijnycii 
przedłużeń linij CCj, CC^, . . . Jeżeli zaś to jest n iemożl iwe, co ma mie j sce gdy dwa punkty krytyczne leżą na jednój 
{irostej z punk tem c, wówczas te proste prowadzić należy odpowiednio w z a j e m n e m u położeniu części prostolinijnych 
do konturów należących, jak to objaśnia figura : 

w pierwszym przypadku iirosta z C^ wyi^rowadzona leży n a d [)rostą z Cj , w drugim i irzeciwnie. 

(**) Jeżeli proste idą od ręki lewej ku prawej , przejście z pod pros te j nad ł»rostą odpowiada kierunkowi d o d a t n e n m 
i n i o d w r ó t . 
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wychodząc Z wartością początkowo w,. Ta wartość przejdzie kolejno na : 

powrócimy więc do punktu wyjścia z niezmienioną wartością funkcyi. 

§ 58 . Pokażemy tu jeszcze, odnosząc się do geometrycznego przedstawienia funkcyi, jakim spo-
sobem dwie drogi między C i K przeprowadzone, a jeden punkt zejścia obejmujące, prowadzą do 
różnych wartości funkcyi. Uwzględniając tu jednak to, cośmy poprzednio powiedzieli o związku 
między pierwiastkami, a ich pierwszemi przybliżeniami, będziemy mogli zamiast samych pierwiastków 
uważać tylko pierwsze przybliżenia. Jeżeli w pewnym punkcie Z^, t pierwiastków tworzy układ 
kołowy t znakowy, to przeniosły początek układu osi do punktu Z ,̂ i napisawszy zmienną w kształ-
cie re'"', przybliżenia te wyrażą się : 

gdzie 5 jest rzeczywiste i dodatne, a o i T są ilościami od r i O niezależnemi. 

Uważmy najpierw przypadek gdy t = wtedy : 

rozwartości O należy w tych wyrażeniach czytać w granicach O i 2-n:. 

Uważmy teraz trzy drogi na płaszczyznie (Z), drogę CZ^K równoległą od osi x, i dwie inne 
G \1K i CNK. Odnieśmy się do płaszczyzny (W) i niech pimkt Wo odpowiada Z,,, G, niech oznacza 

wartość w punkcie G pierw iastku a C, wartość w tymże punkcie pierwiastku l u i K̂^ niech 
przedstawiają wartości tychże pierwiastków w punkcie K. [Kierunek Kx K ,̂ jest kierunkiem T na 
płaszczyznie (W)]. 

Gdy z punktu G wyjdziemy z wartością w^ i posuwać się będziemy drodze GZ^K, to części GZ^ od-
powiadać będzie prosta G,Wo, części zaś drogi ZoK odpowiadać będzie WoKx lub WoK,* stosownie do 

lego, czy kierunek ZoK uważać hedzijmy za odpowiadający rozwartości zero czy27r, co zależy od tego 
czy droga GZ,K jest granicą dróg takich jak GMK, czy takich jak GNK. Gdy z punktu G wyjdziemy 
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Z wartością znajdziemy d r o g i C a W ^ K j , hib C2WoKx , odpowiednio poprzedzającemu. Figury 
(«) i przedstawiają drogi pierwiastków odpowiadające drogom zmiennćj GMK i CNK : widzimy 
że pierwsza z tych dróg zostawia pierwiastkowi jego wartość, t. j. wartość temu samemu symbolowi 
odpowiadającą (*), druga nadaje mu inną. 

Łatwo uważanie to rozciągnąć do przypadku ogólnego : w nim linie WoCj, WoC ,̂ W0G3,... byłyby 

od siebie odchylone o wielkość kątową y , a linie WoKx, W^Kĵ  . . . byłyby dwójsiecznemi kątów 

między poprzedzającemi zawartych. 

§ 59. Gałki p i e r w i a s t k ó w r ó w n a ń a l g e b r a i c z n y c h . — Pod symbolem / wxdz, gdzie w\ 
J ( K ) 

jest jednym z pierwiastków równania, a (GK) jest drogą całkowania punkt G z punktem K łączącą, 
rozumieć będziemy zgodnie z poprzedzającym, granicę szeregu : 

gdzie Co, odpowiadają końcowym punktom drogi, Ci, Ca, ••• Cn są wartości pośrednie, ii\ oznacza 
wartość pierwiastku z którą wychodzimy a . są wartości, jakie pierwiastek w\ kolejno 
w pośrednich punktach drogi przyjmuje. 

Dla każdej drogi, łączącej dwa dowolne punkta na płaszczyznie (Z), byle tylko nieprzechodzącśj 
przez żaden z punktów krytycznych, można oznaczyć wartość całki, całkując w odpowiednich gra-
nicach szeregi, na które rozwija się uważamy pierwiastek na rozmaitych kolejno po sobie następu-
jących częściach drogi, a następnie summując te całki. Możemy tu także używać rozkładu drogi na 
kontury elementarne, przyczśm wartośći całki odpowiadającćj pierwiastkowi a wziętej po konturze 
elementarnym (Gj^), oznacza się całkując nijpierw po części prostolinijnej konturu, następnie po 
okręgu o dowolnie małym promieniu z punktu G.x opisanym, a wewnątrz którego pierwiastek się 
także na szereg rozwija. Uważmy teraz na płaszczyznie (Z) dwa punkta G i K, i zobaczmy jak zmie-
nia się wartość całki / a-i^/z, gdy zmieniać się będą drogi punkta G i K. łączące. Ponieważ w t e m 

uważaniu punkta G i K są zupełnie dowolne, a w^ oznacza którykolwiek z pierwiastków uważanego 
równania, będziemy więc mogli z badań tych wyciągnąć ogólne wnioski o całkach pierwiastków 
równań algebraicznych. 

Uważmy najwpierw drogę prostolinijną (GK), i oznaczmy dla krótkości : 

uważmy następnie (m — 1) krzywych zamkniętych : . . tak dobranych, że pierwiastek ŵ  

przebiegłszy krzywą wraca do punktu G z wartością wx (**). Krzywe takie rozkładają się na kon-

tury elementarne, a ^ iL\dz, będzie odpowiednio summą całek po konturach elementarnych, którą 

oznaczymy przez Sx. Dołączając do każdej z drog prostolinijną drogę CK, otrzymamy odpo-

(*) Możemy tu się tak wyrazić bośmy już oznaczyl i g ran ice w których czy tamy rozwar tośc i . 
(**) Krzywe takie zawsze znaleźć można , bo pierwiastek równan ia ?ntego s topnia , mus i w każdym przybierać wszyst-

kie m war tośc i , muszy więc is tnieć dlań odpowiednie d rog i . _ . 
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wiednio m różnym drogom całkowania, m różnycli wartości całki f tvidz, a mianowicie : 
C / ( C K ) 

wartość po drodze 

Uważmy teraz szereg krzywycli zamkniętycli Dx, takicli, że pierwiastek u\ przebiegłszy krzywą 

D) powraca do punktu C z pierwotną swoją wartościa, wartość całki / icidz oznaczmy przez P), 

następnie przyłączając dowolną liczbę dróg D),do każdćj z dróg -ł- CK otrzymamy szereg dróg : 

(gdzie n-, oznacza dowolną liczbę całkowitą, dodatną lub odjemną, stosownie do tego, czy krzywą 
Dx przebiegamy w" kierunku dodatnym czy odjemnym) i odpowiednio szereg wartości całek: 

Nadto jeżeli uwzględnimy wszystkie drogi takie, po przebieżeniu których powraca do swojćj 
pierwotnćj wartości, w powyżój wypisanym szeregu zawarte będą wszystkie możliwe wartości całki: 

Widz, czego łatwo dowieść, jak następuje: 

Wyobraźmy sobie jakąkolwiek drogę (M) punkt C z punktem łączącą: wartość całki / u\dz 

Ł/ ( M ) 

znajdziemy w powyżej wypisanym szeregu; albowiem jeżeli oznacza wartość, jaką przybiera Wi 
przebiegłszy drogę (M), możemy napisać: 

po drodze: 

albo: 

po drodze: 

droga zaś M H-KG-+-(—2:,) jest taką, że lUi po niej powraca do swojćj pierwotnej wartości. 

W^idzimy więc, że całka funkcyi m-ivartokiowej jest w ogólności funkcyą nieskończenie-icieloicartościo-
wą: wartości te można podzielić na m grup tak, że wszystkie loartości do jednej grupy należące, różnią sio 
pomiędzy sobą o summę loielokrotmści ilości stałych, które nazwiemy okresami. 
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Oczywiście, dość tu uważać te tylko okresy, któro nie dają się przedstawić jako summa wielokro-
tności innych okresów, jeżeli wiec: 

gdzie a, p, . . . są liczbami całkowitemi, to P-, nie stanowi samoistnego ókrcsu. 

Ażeby więc oznaczyć wszystkie wartości całki ( należy tylko oznaczyć wartości V V 
J ( C K ) ' ' " 1 ' 25 • • • 

V,„, Sj, S3. . . i wszystkie okresy, które znajdujemy w sposób następujący: szukamy dróg które 
• pierwiastek zc, doprowadzają do pierwotnej w^artości, a po których wartość całki nie jest zerem, ale 

do już wynalezionych dróg przyłączamy te tylko, które nie są jako drogi złożony z kilkakrotnie po-
wtórzonych dróg już uważanych, i które nadto nie dają całce wartości będącej summa wielokrotności 
już znalezionych okresów. 

Dowiedziemy tu jeszcze, że okresy odpowiadające pierwiastkowi należą do każdego innego 
pierwiastku Jeżeli bowiem droga D odpowiada pierwiastkowi to droga : 

(— -ł- D (i:,) 

odpowiadać będzie pierwiastkowi (Vi, a: 

Ponieważ tu ivi i oznaczają dwa którekolwiek pierwiastki, t ć m samem więcej, już jest dowiedzione 
i twierdzenie odwrotne, t . j . że pierwiastkowi nie odpowiadają już żadne inne okresy, tylko te 
które odpowiadają pierwiastkowi w,. 

§ 60. Ki lka u w a g o okresach. Zrobimy tu jeszcze kilka uwag, tyczących się liczebnej wartości 
okresów w szczególnych przypadkach. 

Jeżeli pierwiastek v̂̂  względem punktu tworzy układ kołowy jednoznakowy, to zauważywszy, 
że część prostolinijna konturu elementarnego, dwa razy przez ten sam pierwiastek w przeciwnych 
kierunkach przebieżona, daje w całce wartość zero, dość będzie znaleźć wartość po krzywej obejmu-
jącej punkt C .̂ Opisawszy okrąg z punktu C,. promieniem r i rozwiną\yszy pierwiastek na szereg 
potęgowy: 

kładąc w nim z — Cx= re'>', i całkując po okręgu powyżej opisanym, znajdziemy wartość okresu: 

co sprowadzi się do jednego wyrazu: 

Widzimy więc że okres odpowiadający takiemu punktowi krytycznemu jest zero, gdy pierwiastek po-
zostaje w nim skończony, albo jest tak nieskończony, że w rozwinięciu nie występuje pierwsza potęga 
odjemna; w przeciwnym zaś razie, jest równy pozostałości pierwiastku względem tegoż punktu po-
mnożonej przez 2Ta. 

http://rcin.org.pl



l i g l ' A M i p . N i K T O W A R Z Y S T W A N A U K ŚCISLYCU W P A R Y Ż U . — TOM I V . 

lhvażniy Jeszcze przypadek, gdy pierwiastek vh po przebieżeniu krzywej obejmującej dwa punkta 
krytyczne" C> i Ĝ , wraca do swojej pierwotnej wartości. Jest to wtedy tylko możliwe, gdy pieiwia-
stek'?ri okrążywszy punkt Cx przybiera wartość np. iv,, a znowu w,, okrążywszy punkt C^ przy 

biera wartość u\ . Okres wtedy równy jest sumie całek po konturach elementarnych (Cx) i (G^). 
Opiszmy z punktów Gx i G(» okręgi odpowiednio promieniami n i dowolnie wybieralnemu 
punktowi wyjścia G dajmy położenie G', wtedy okres będzie : 

ul bo: 

Uważmy teraz rozwinięcie: 

całkując je dla okręgu (rx), znajdziemy : 

Na stronie drugiej wtedy tylko znajdzie się wyraz od n niezależny, gdy, w zozwinięciu był wyraz: 

to samo stosuje się do pierwiastku (Vi odnośnie do punktu 

Jeżeli [jierwiastki u\ w C\ i ŵ  w G, będą skończone, albo tak nieskończenie wielkie, że w roz-
winięciu nie będzie wyrazu stopnia pierwszego, to przeszedłszy do granicy = znajdziemy 
wartość okresu wyrażoną przez całkę prostolinijną: 
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V. o FUNKCYACH 0KH?:ŚL(3NYCH RÓWNANIAMI RÓŻNICZKOWEMI RZĘDU PIERWSZEGO. 

§ 6 i . O k r e ś l e n i e r o z w i ą z a n i a r ó w n a n i a r ó ż n i c z k o w e g o . Równanie ogólnego kształUi: 

(1) 

określa nam w jako funkcyę z, w sposób: 

(2) 

gdzie c,, Cj, . . . , c,n są stałe dowolne. 

Równanie (2) nazywa sie rozwiązaniem równania (I). 

Pytanie teraz, kiedy możemy napisać njwnanie (2), to jest kiedy znamy rozwiązanie równania (1)? 
Ażeby odpowiedzieć na to pytanie, musimy się wrócić do ogólnego pojęcia funkcyi. Ilość zmienną 
IV [której obrazem jest płaszczyzna (W)], uważać możemy za funkcyę ilości zmiennej z [której obra-
zem jest płaszczyzna (Z)], analitycznie przez tęż zmienną z dającą się wyrazić; gdy każdej wartości 
z odpowiada jedna lub więcej ściśle określonych wartości iv, i gdy granica odpowiadających sobie 
przyrostów ma jedną tylko wartość dla danych wartości w i z, to jest gdy pochodna jest funkcyą 
ściśle określoną (*). Drugi warunek jest przy analitycznie danćm równaniu (1) wypełniony, jeżeli 
więc potrafimy oznaczyć wartości ilości iv (**), odpowiadające pewnej danej wartości r, znamy w 
jako funkcyę z, i możemy napisać równanie (2) jako rozwiązanie równania (1); symbol zaś cp (jeżeli 
nic sprowadza się bezpośrednio do znanych symbolów funkcyi) oznacza nowy, istniejący i znajomy 
nam rodzaj zależności między dwiema ilościami, innemi słowy, ma takie same naukowe znaczenie, jak 
symbol: wst, dos, i t, p. 

Tak więc rozwiązać równanie różniczkowe niekoniecznie znaczy to wyrazić iv przez z ; za po-
mocą znanych nam symbolów algebraicznych, możemy odkryć tu nowy rodzaj zależności, który bę-
dzie nam znajomy, gdy będziemy w stanie ułożyć tablicę odpowiadających sobie ^^•arlości w i z, i 
który oznaczyć wówczas możemy takim symbolem, jakiego nam się użyć podoba. 

Rzecz to bardzo naturalna, bo odłączywszy od znanych nam funkcyj funkcye algebraiczne wymier-
ne (których wyrażenie algebraiczne jest uzmysłowieniem rodzaju zależności), cóż na przykład mówi 
nam sam przez się symbol ws t? Jeżeli ta funkcya (nie w ogóinem swćm znaczeniu, to jest rozciągnięta 
do zmiennej złożonej, ale w czczególnych przypadkach) wydaje nam się doskonale znaną, to dlatego 
tylko, że mamy z nią wiele do czynienia, i że się uzmysławia przez swoje łatwe geometryczne przed-

(*) W § 24 widziel iśmy, żc istnioni(> jednój iiocliodnój jes t dowodom, żo jodna ilość zmienna od drugie j anal i tycznie 
zależy. 

(*') Właściwie n i e same wartości te, ale icli dowolne przybl iżenia , t . j . war tośc i tak mało różniące się od rzeczywi -
stych wartości , jak sami zechcemy . Niemożność oznaczenia w ogólności ścisłycli war tości nie oznacza n iezna jomośc i 
fnnkcyi , bo ogólny ilościy jes t ilość n iewymie rna , i liie m o ż e m y ścisłe oznaczyć je j war tośc i . Tak samo zresz ty rzecz 
się ma ze znanemi nam naj[ i ros tszemi f imk^yami : i i ierwiastkiein, wslawy i l . p . , k tórych tylko dowolnie przybl iżone 
wartości w ogólności oznaczać umiemy. 
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stawienie, W równaniu zaś : i o = \ v s b , zupełnie nie widzimy jaki jest związek między i z, to jest 
jak IV urabia się z z, podobnie jak w równaniu (2). 

Tak określiwszy rozwiązanie równania różniczkowego, zajmiemy się bliżej równaniami rzędu pier-
wszego takiemi w których, gdy uporządkujemy wyrazy według potęg pochodnej, współczynnikami 
będą funkcye ilości iv, zgodnie jednak z poprzedzającćm, przedewszystkiem szukać będziemy sposo-
bów oznaczenia wartości iv odpowiadających danym wartościom z. 

§ 6 2 . O z n a c z e n i e w a r t o ś c i przez s z e r e g p o t ę g o w y . Niech będzie równanie różniczkowe: 

(1) 

które przypuszczamy rozwiązane względem 

(2) 

i niech ic^ oznacza nam wartość funkcyi iv odpowiadającą pewnej wartości z^ na z. Dowolnie wy-
brana wartość Wg odpowiada stałej dowolnej. Dla upi'Oszczenia przypuśćmy, że i ẑ  są zerami, 
do czego zawsze dojść możemy uskuteczniając w równaniach (1) i (2) podstawienia liniowe. 

Dowiedziemy twierdzenia: 

Jeżeli druga strona równania (2) jest junkcyą doskonalą zmiennej w w okręgu na płaszczijznie (W) pro-
mieniem r z punktu W^ zapisanym, to funkcya: 

P ) 

będąca rozwiązaniem równania (2) jest w okolicy punktu Z^ na płaszczyznie (Z) doskonałą, i rozwija się na 
szereg według potęg z, dla którego to szeregu granica zbieżności będzie wyznaczoną w ciągu dowo-
dzenia, a współczynniki znajdują się przez różniczkowanie równania (2) lub ( l ) . 

Uważmy szereg: 

którego współczynniki obliczone są z układu równań zwrotnych: 

(3) 

gdy w nich podstawimy ; = i ?/' = 0. 
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Szereg ten podstawiony w równanie (2) sprawdza je, jeżeli więc ma on jakieś istotne znaczenie, 
to jest jeżeli jest zbieżnym, to przedstawia w granicach zbieżności szukaną funkcyę wszystko za-
tem sprowadza się do wyznaczenia granicy zbieżności szeregu (4). 

Uważmy najpierw, że ponieważ f{w) jest doskonałą w okręgu o promieniu r, przeto na mocy 
wzoru (9, § 33) będzie: 

jeżeli więc przez M oznaczymy największy moduł funkcyi na uważanym okręgu, to: 

zkąd wypada: 

Ponieważ zaś dla funkcyi 

pochodna przy wartości w = O, wyraża się ogólnym wzorem : 

przeto: 

(6) 

Uważmy teraz równanie różniczkowe: 

niech wartości : = 0 odpowiada w = 0, i niech równanie : 

(3') 

będzie rozwiązaniem równania (2). 

Szereg: 

(4') 
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którego współczynniki otrzymujemy z równań: 

(5') 

w granicy zljiężności przedstawiać liodzic rozwiązanie (3'). 

Porównywając układ równań (3') z układem (o), i pamiętając o nierówności (G), spostrzegamy, że 
moduły współczynników w szeregu (i) są mniejsze od odpowiednicli współczynników w szeregu {A'): 
jeżeli więc szereg (i') jest zbieżnym w pewnych granicach, szereg (4) będzie w tychże granicach zbież-
nym. 

(Jranice zaś> zbieżności szeregu (4') oznaczyć możemy, bo równanie 

łatwo się całkuje; zkąd otrzymujemy: 

(.'i") 

Z ostatniego równania widzimy, że o) jest limkcyą względem z doskonałą, dopóki równanie (3") n 
ma dwóch pierwiastków równych sobie, co ma miejsce dla wartości : 

Ztąd zaś bezpośrednio wnosimy, że szeregi (4'} i (4) są zbieżne w okręgu na płaszczyznie (Z) p romie-

niem ^ opisanym. Nadto wartości funkcyi przez szereg (4) określone zawarte będą w powy-

żej opisanym okręgu (/•) na płaszczyznie (W), bo z porównania szeregów (4) i (4') wypada : 

ii w okręgu zbieżności funkcya w przyjmuje wartości niniejsze od r . Uważmy teraz, że wyszedłszy 
z punktu Zo, i przyjąwszy dlań dowolną wartość rozwinęliśmy w na szereg potęgowy, którego 
granice zbieżności musimy oznaczyć ; obrawszy teraz wewnątrz okręgu zbieżności punkt Zj, i wyzna-
czywszy odpowiadającą mu wartość /(\ przez szereg określoną, postępując podobnym sposobem 
znowuż w pewnych granicach rozwiniemy na szereg ; tak, że ostatecznie określimy przez szeregi: 
w jako funkcyę z na tych częściach płaszczyzny, na których w nie przybiera wartości , które są 
wartościami krytycznemi dla f{u'). 

Nadmieniamy tu jeszcze, że powyżej podane twierdzenie zostało przez Cauchy'ego udowodnione 
dla ogólnego równania różniczkowego rzędu ls°. 
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§ 6 3 . F u n k c y e o k r e s o w e . Zanim przystąpimy do badania funkcyi w w tych punktach, w któ-
rych f{iv) przestaje być doskonałą, podamy ogólne cechy funkcyj określonych równaniem różniczko-
wem rzędu pierwszego. 

w przypadku, gdy F jest symbolem wielomianu algebraicznego. 

Przypuśćmy równanie (a) rozwiązane: 

i oznaczmy zeń - w funkcyi w. będzie: 

(Y) 

Uskutecznijmy teraz podstawienia: 

(S) 

otrzymamy równanie algebraiczne: 

i-) 

a równanie (y) zastąpimy przez: 

( Y ) 

gdzie toi oznacza pierwiastek równania (-/), odpowiadający wartości fi^w) w równaniach (ji) i (y) 
uważanćj. 

Zujstatniego równania czytamy, że funkcyą odwrotna szukanej funkcyi ir jest funkcyą tego ro-
dzaju co zbadana poprzednio całka pierwiastku równania algebraicznego, to jest jednej i tej samćj 
wartości w odpowiada m różnych wartości z których każda może być jeszcze zwiększoną o do-
wolną wielokrotność okresów. Te zaś okresy będą, na mocy poprzedniego, całki po drogach dopro-
wadzających którykolwiek pierwiastek równania (a') do jego pierwotnej wartości." 

Ztąd bezpośrednio wnosimy, że funkcyą w będzie w ogólności względem = okresową (*) i w każ-
dym obrębie okresowym (t. j . takiej części płaszczyzny (Z), na której funkcyą zupełnie i tożsamo-
ściowo się powtarza) przyjmować będzie tyle razy jedną i tę samą wartość, jakiego stopnia jest ró-
wnanie (a) względem pochodnej 

(") l l ównan io gdy F jest synd)oleni skończonego wie lomianu a lgebra icznego , nie może okrtiK-

lać funkcyi okresowej , bo przy jiewnycli oznaczonych war tośc iach na liczba odiiowiednich wartości na i 

j es t s k o ń c z o n ą . 
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Funkcye nicokresowe odpowiadają tu szczególnemu przypadkowi, gdy liczba okresów równą jest 

zeru. 

Funkcye pojedynczo okresowe poznaliśmy już w części l^J, przyczóm widzieliśmy, że obrębem 
okresowym są dla nieb pasy w jednym kierunku nieskoiiczone, ograniczone dwiema liniami równo-
ległemi. 

Funkcye podwójnie okresowe tem się od poprzednich różnią, że dla nich obrębem okresowym jest 
cześć pła^czyzny ze wszystkich stron ograniczona, a mianowicie równoległobok wystawiony na mo-
dułach okresów co do wielkości i kierunku uważanych, 

Przyczeni odróżnić należy układy okresów zasadnicze, to jest takie, dla których w odpowiadającym 
równoległoboku funkcya przyjmuje tę samą wartość tylko taką liczbę razy, jaką określa równanie, od 
innych, gdzie liczba jednakowych wartości jest wielokrotnością poprzedniej. I tak układy okresów 
odpowiadające równoległobokom oabc, oaeb, oacd, są zasadnicze; równoległobokowi oafg nie odpo-

wiada zasadniczy układ okresów. Widzimy tu także, że równoległoboki odpowiadające zasadniczym 
układom są sobie równoważne, iime zaś są co do powierzcłini wielokrotnością poprzednich; nadto 
wewnątrz równoległoboku rodzaju drugiego leży przynajmniej jeden punkt okresowo wierzchołkowi 
odpowiadający: w równoległ(djoku oafg punktem takim j'ak punkt b. 

iMiędzy zasadniczymi układami odróżniamy układ okresów najmniejszych: w naszym przypadku 
odpowiada nm równoległobok oabc. 

Pozostaje nam zbadać szczególny przypadek, gdy moduły dwóch okresów są co do kierunku jedna-
kie, czenm analitycznie odpowiada przypadek, gdy ilości przedstawiające okresy, są z sobą w stosunku 
rzeczywistym, wymiernym lub niewymiernym. 

Aby ten przypadek zbadać, zauważmy najpierw, że linia łącząca którekolwiek'dwa punkta okresowo 
sobie odpowiadające, przedstaw ia co do kierunku i wielkości moduł nowego okresu uważanej funkcyi . 
Wiedząc to przypuśćmy, że szukamy wiadomym z geometryi sposobem, wspólnej miary dwóch pro-
stych, przedstawiających w uważanym przypadku moduły okresów. Stopniowo zmniejszające się 
dhigości, przez które przy tćm poszukiw-aniu przechodzimy, a łączące zawsze dwa punkta okresowo 
sobie odpowiadające, będą, każda, przedstawiać moduł nowego okresu; jeżeli więc stosunek między 
pierwotnie danymi okresami jest wymierny, to wspólna miara będzie rzeczywiście jednym najnmiej-
szym okresem, tak, że jeżeli funkcya ma okresy a + p? i a 'h- fit, lakie, że: 

gdzie iu i n są całkowite pierwsze między sobą, to w rzeczywistości będzie ona pojedyiiczo okre-
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Gdy zaś stosmiek jest niewymierny, to, jak łatwo spostrzedz, otrzymywać możemy nieograniczenie 
małe okresy; szukany zaś zasadniczy najmniejszy okres, mniejszy od wszelkiej dowolnie małej ilości, 
jest w granicy zerem : pasy okresowe sprowadzają się wtedy do prostćj prostopadłój i do kierunku 
okresu, wzdłuż którćj funkcya przyjmować będzie wszystkie swoje wartości. 

Zanim przystąpimy do funkcyj, mających trzy zasadnicze okresy, zauważymy najpierw, że w każ-
dym równoległoboku, punkt wewnątrz leżący jest przynajmuiej od jednego z wierzchołków mniej od-
legły, jak długość boku, albowiem odległość takiego punktu od najbliższego wierzchołka 
nie może być większą jak połowa którejkolwiek przekątnćj ; połowa zaś przekątnćj jest mniejszą od 
boku większego, co bezpośrednio z porównania odpowiednich kątów wynika. Nadto w równoległo-
boku, w którym bok mniejszy o dostatecznie małą długość różni się od boku większego, punkt we-
wnątrz leżący jest przynajmniej od jednego wierzchołka mniej odległy, jak długość boku mniejszego, 
o czem przekonać się można opisując z każdego wierzchołka okrąg promieniem równym długości boku 
mniejszego. Uważmy teraz funkcyę mającą trzy niezależne od siebie okresy, ustawmy je w porządku 
rosnącym Pi, P^ P3 . . . Uwiążmy na płaszczyznie (Z) układ równoległoboków, odpowiadających okre-
som Pj i P^, i wyprowadźmy z początku prostą odpowiadającą okresowi P3. Koniec tej prostej nie 
może upaść w żadnym z wierzchółków uważanych równoległoboków, boby okres P3 nie był niezależ-
nym, upadnie więc wewnątrz któregoś równoległoboku, a łącząc ten koniec ze stosownie wybranym 
wierzchołkiem tego równoległoboku, otrzymamy nowy okres P' mniejszy od P2. Do okresów Pi, P', 
dołączając okres P, lub P3, i postępując jak poprzednio, otrzymamy okres P" mniejszy jak P' . Po-
wtarzając znowuż poprzednio opisaną konstrukcyę, dojdziemy nakoniec do okresu P dostatecznie 
mało różniącego się w wielkości od Pi, tak, żo z układu Pj, P, już znajdziemy okres mniejszy od 
najmniejszego z danych, t . j . od 

W przypadku więc trzech niezależnych od siebie okresów, możemy otrzymywać nowe okresy do-
wolnie małe, w granicy więc zasadnicze okresy są zerami : równoległobok okresowy sprowadzi się do 
punktu, co pokazuje że funkcya jest albo ilością stałą, albo w ten sposób nieskończenie wielowarto-
ciową, iż w każdym punkcie przyjmuje wszystkie swoje wartości . 

Tem bardzej ma to miejsce w przypadku większej liczby niezależnych od siebie okresów. 

§ 64 . P u n k t a k r y t y c z n e f u n k c y i : /(w). Przystępujemy teraz do badania funkcyi w, dla tych 
wartości, które są punktami krytycznymi dla f{iv), to jest oznaczymy odpowiadające im punkta na 
płaszczyznie (Z), i zbadamy je w okolicy tego punktu, przyczem badania nasze ograniczymy do tych 
tylko przypadków, w których równanie : 

(t) 

(jkreśla funkcyę tv jednowartościową względem s. 

Te punkta krytyczne mogą być trojakiego rodzaju : 1) f{w) staje się nieskończoną przy wartości na 
skończonej, 2) -jest nieskończoną przy w także nieskończonem, 3) pewna wartość iv jest pun-

ktem zejścia dla f{iv). 

Jeżeli znajdują się punkta rodzaju pierwszego, to już bezpośrednio wnioskujemy, że funkcya iv jest 
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wielowartościową (*), i że punkta na płaszczyznie (Z), odpowiadające tej wartości ic, są jej punk-
tami zejścia, widzieliśmy bowiem, że pochodna funkcyi doskonałej skończonej jest skończoną. 

Co się tyczy punktów drugiego rodzaju, to przedew^szystkiem zbadać należy, czy funkcyą w staje 

się nieskończonością rodzaju pierwszego, to jest czy - w okolicy tego punktu jest doskonałą. W tym 
10 

celu w równanie różniczkowe rozwinięte, które, jak to z powyżćj powiedzianego wynika musi być 
kształtu : 

gdzie /"j, A, . . . fm są wielomiany całkowite, w równanie to podstawiamy: 

Oi-.7.ymujemy nowe równanie funkcyę iv określające : 

Aby funkcyą iv' była jednowartościowa odpowiednio wartości w' = Q, potrzeba aby współczynniki 
tego równania były całkowite, co wtedy tylko ma miejsce, gdy stopień wielomianów f^, . . . f ^ i 

1 względem — , a więc i względem w, nie jest wyższy jak odpowiednio 2, 4 , . . .2m. 

Stopień nieskończoności funkcyi iv, łatwo oznaczyć, pamiętając, że pochodna funkcyi j ednowar-
tościowej jest nieskończoną stopnia o jedność wyższego jak funkcyą; równanie bowiem różniczkowe 
gdy w niem nieoznaczony jeszcze stopień w oznaczymy przez n, pozw^oli nam oznaczyć stopień 

w funkcyi n, np. cp(n), równanie zaś 

da nam wartość na n. 

Odpowiadająca wartość : dana będzie przez całkę: 

gdzie całkowanie uskutecznić należy na m różnych drogach całkowania, i dopiero do każdej z tak 
otrzymanych wartości dodać dowolną liczbę okresów. 

Pozostaje nam zbadać punkta zejścia dla f{iv)\ poszukiwać tu mianowicie będzieme warunków, 
pod któremi w odnośnie do tych punktów pozostaje funkcyą jednowartościow^ą względem z (**). 

(*) Za przykład mogą tu służyć równania lub z k tórych p ie rwsze 

oznacza logarytm, funkcyę nieskończenie wielowartościową, a drugie y^wst::, funkcyę d w a w a r t o ś c i o w ą . 
(**) Pochodna może być wiclowartościową względem samć j funkcyi , choć taż funkcyą , a więc i pochodna jest j e -

dnowar tośc iową względem s, np . : 
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Niech W punkcie któremu odpowiada wartość ZI, dana przez całkę J fi^)'' różnych 

wartości funkcyi f{w) przyjmuje wartość f\: uważmy tu dwa przypadki: 

S^y /"i jest różne od zera: wtedy na mocy powyżej podanej teoryi rozwinięcia pierwiastków 
w okolicy punktu zejścia, położywszy w = ic, z = zi-h z', otrzymamy: 

(«) 

gdzie r i s są pierwsze między sobą, a r oznacza liczbę elementów układu kołowego, do którego 
uważana przez nas wartość f(iv) należy. 

Z drugiej strony^, jeżeli lu' jest jednowartościową w^zględem z', to ma miejsce rozwinięcie: 

ztąd wypada: 

( T ) 

Aby podstawione w (a), doprowadziło do równania (y), przedewszystkiem być musi, aby 
•S 

^ = 1, zkąd r — l, co już pokazuje, że w punkcie tym pochodna pozostaje jednowartościową wzglę-

dem w. 
gdy A = wtedy: 

z drugiej zaś strony : 
(?) 

zkąd: 

( f ) 

wartość q jest tu nieoznaczona, bezpośrednio jednak widzimy, że nie może być mniejszą od 2. 

^^'jy (P) podstawiono w (a'), doprowadziło do (y ), przedewszystkiem być powinno, aby I, 

zkąd r = q, s=:q— 1, Dowieść możemy, że warunek ten będąc koniecznym jest zarazem wystarcza-
jącym, albowiem, gdy: 

to położywszy id — w"i, będzie: 

ostatnie równanie pokazuje, że iv jest doskonałą względem z, ma więc to miejsce i dla w. 
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Widzimy wiec, że gdy pochodna w punkcie zejścia staje się zerem, może przesiać być jednowarto-
ściową względem ic, a być jednowartościową względem z, jeśli tylko pierwszy wyraz w^-ozwinięciu 
na potęgi ułamkowe ma wykładnik, w którym licznik mniejszy jest od mianownika o jedność. 

§ 65 . P r z y k ł a d y funkcyj okresowycl i . Równanie różniczkowe : 

w k t ó r e m d l a z = przypuszczamy = a wartość pochodnej równą -f-1, czyni, jak łatwo o lem 
się przekonać, zadość wszystkim powyżej wymienionym w^arunkom jednowartowości. 

Aby zbadać jćj rodzaj pod względem okresowości, uważmy równanie : 

w dwóch punktach zejścia a zarazem nieskończoności, piciwiastki ojj i lo, tworzą układ kołowy dwu-
znakowy, ale w odpowiadających im rozwinięciach n'e ma wyrazu z odjemnym wykładnikiem ró-
wnym — 1. 

Uważmy drogę prostolinijną punkt o łączącą z punktem ę, wartość całki będzie: J oi/ę^: następ-
0 

nie uważmy drogę zamkniętą punkt -ł-1 obejmującą, oznaczmy ją przez (i-), wartość całki po d ro -
dze : H- oę, będzie 

albo zastępując drogę (ii) przez kontur elementarny, i pamiętając że: —to,, wartość lę bę-
dziemy mogli napisać: 

Drogą taką, która ojj doprowadza do jej pierwotnej wartości, Ijęclzie tu krzywa, oba punkta (-ł-1) 
i ( - 1 ) obejmująca; okresem będzie więc w tym przypadku granica całki prostolinsjućj: 

albo: 

Okres ten będzie jedynym. 

Odnosząc się teraz do funkcyi w, widzimy, że będzie ona pojedynczo okresową, i że w każdym pa-
sie przybierać będzie dwa razy jedną i tę samą wartość, odpowiednio wyrażeniom: 
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Całko tu wcliodzącą możemy obliczyć, jest albowiem: 

1 2 0 

podobnież, łatwo znajdziemy wartość okresu; bo : 

Znalezione tu własności zupełnie są zgodne ze znanemi nam już własnościami wstawy, którą właśnie 
dane równanie różniczkowe określa. 

Nadmienimy tu jeszcze, że poszukując dróg, których przebieżenie doprowadza pierwiastek co, do 
jego pierwotnej wartości, nie braliśmy pod uwago dróg powstających przez dwukrotne okrążenie je-
dnego z punktów ( + t ) lub (—1), bo całki odpowiadające okrążenui takiego punktu są w granicy 
zerem, na mocy poprzednio zrobionej uwagi o potęgach odjemnych w rozwinięciu ; a nadto w tym 
szczególnym przypadku, choćby i ten warunek nie był zachowany, okres takiej drodze odpowiadający 
sprowadziłby się do zera w skutek równości: 

Uważmy teraz równanie różniczkowe: 

wktórem dla :: = 0, przypuszczamy Funkcya tem równaniem określona 

jest jednowartościową: aby zbadać ją pod względem okresowym, uważmy równanie: 

l'rzedewszystkićm widzimy, żc przybiera inną wartość przez przebieżenie drogi punkt np. 

(-;- -1) obejmującej, wartość różniącą się od poprzedniej o wartość całki prostolinijnej: 

z powodu bowiem, że pierwiastek w rozwinięciu nie zawiera pierwszej potęgi odjemnćj, całka po 
krzy\yej zamkniętej punkt (-+-1) obejmującej, staje się w granicy zerem. 

Poszukajmy teraz dróg doprowadzających pierwiastek tô  do wartości pierwotnćj. Drogi odpowia-
dające dwukrotnemu okrążeniu któregokolwiek z uważanych punktów nie dają okresów, dla tej 
samej co powyżej przyczyny. Pozostają więc tylko drogi odpowiadające okrążeniu dwóch którychkol-
wiek z istniejących 4 punktów krytycznych. Znaczkując te punkta po porządku : l , 2, 3, 4, znajdziemy 
sześć następujących okresów: 
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Ze względu, że funkcyą iv jest jednowartościową, możemy zgóry przewidzieć, że z wypisanych 
okresów dwa tylko są niezależno : dla większćj jednak oczywistości bezpośrednio to okażemy : 

Z równości bowiem : 

wypada : 

Do tych trzech równań dołączamy czwarte : 

które ma miejsce dla uważanego równania punkt bowiem ę=3o , jakkolwiek jest punktem zejścia, 
ale takim, że każdy z pierwiastków tworzy układ kołowy jednoznakowy, a w rozwinięciu jego odnie-

.sionćm do punktu zero, na płaszczyznie określonej przez podstawienie nie wchodzi pierwsza 

potęga ę (*), całka zatem po krzywćj obejmującćj poprzednio uważane cztery punkta krytyczne, a 
uważanej za ograniczenie punktu nieskończenie odległego jest zerem. 

Cztery powyżej napisane nWnania sprowadzają uważanych sześć okresów do dwóch rzeczywiście 
niezależnych : wybór tu jest dowolny. 

Widzimy więc, że funkcyą w; jest podw-ójnie okresową, a w każdym obrębie okresow7m przyjmuje 
jednę i tę samą wartość dla dwóch wartości zmiennej niezależnćj : 

s i z + K , 
gdzie (K) jest określone równaniem (a). 

Przypuśćmy teraz, że k jest ilością rzeczywistą mniejszą od jedności : wtedy K będzie ilością rze-
czywistą; nadto przyjmując za okresy wartości całek prostolinijnych : 

(*) Przekonać się łatwo o te in można bada jąc wed ług ogólne j teoryi pierwiastki równaniu : 

odnośnie do punktu ę' = 0, na pierwsze przybl iżenia zna jdz iemy wartości : 
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odpowiadających poprzednio uważanym : 

widzimy bezpośrednio, że pierwszy okres jest ilością rzeczywistą równą 4K, drugi zaś przez pod-
stawienie : 

przedstawi się w kształcie : 

kładąc zaś odpowiednio równaniu (a) : 

(?) 

widzimy ostatecznie że jest on równy ilości urojonój 2K'/. 

Zbadana tu funkcya jest jedną z funkcyi zwanych eliptycznemi; znaczy się : 

Teorya tych funkcyi jest specaylnie traktowaną w dziele I3riot et Bouąuet : Theorie des fonctions 
doublement periodigues, et en particulier des fonctions elliptigues. 

Funkcya odwrotna : 

którćj szczególnerni wartościami są uważane powyżśj ilości K. i K', odniesiona tylko do zmiennśj rze-
czywistćj nazywa się całlią eliptyczną, do tego bowiem kształiu sprowadza się wyrażenie na długość 
łuku elipsy. Zachodzi tu odpowiedniość z funkcyą odwrotną wstawię, którą pisać można : 

a która przedstawia długość łuku okręgu koła. 
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