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ОБЪ ИНТЕГРИРУЮЩЕМЪ МНОЖИТЕЛЬ ДИФФЕРЕНЩАЛЬ-
НЫХЪ УРАВНЕН1Й 2-ГО ПОРЯДКА, ВИДА: 

Вопросъ объ интегрирующемъ множителе диФФеренщаль-
ныхъ уравненш есть безспорно одинъ изъ важнМшихъ 
вопросовъ анализа. 

Самый естественный методъ для интегрировашя диФФерен-
щальныхъ уравненШ есть методъ Интегрирующаго множи-
теля, но къ сожалЪшю р а з ы с к а т е этого посл'Ьдняго, говоря 
вообще, такъ же трудно, какъ и интегрироваше самаго урав-
нешн. 

Т'Ьмъ не мен-Ье есть классы диФФеренщальныхъ уравненШ 
къ которымъ способъ интегрирующаго множителя приме-
няется съ усп'Ьхомъ. Главные изъ эгихъ классовъ диФФерен-
щальныхъ уравненШ 1-го порядка были указаны еще 
Эйлеромъ. 

Посл'Ь того Дерптекш проФессоръ Миндингъ открылъ но-
вое средство для разыскашя интегрирующаго множителя 
диФФеренщальныхъ уравненШ 1-го порядка, основанное на 
знанш часТныхъ р-ЬшенШ этихъ уравненШ. 

Но вопросъ объ интегрирующемъ множителе диФФерен-
шальныхъ уравненШ выше 1-го порядка еще очень мало 
изученъ. 

-1 + Ил' + Су'т+ Пу'т^+Ьут-Ч/'=(). 

М. А. Андреевскаго. 
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Все сколько-нибудь общее, сделанное по этому предмету, 
заключается, на сколько мне известно, у Лагранжа въ его 
Ье(,'0П8 виг 1е са1са1 ч1е8 ['оисИоиэ (Ьесоп (гешёше); въ этомъ сочи-
ненш Лагранжъ доказываетъ существоваше интегрирующаго 
множителя для диФФеренщальнаго уравнешя /?-го между 2-мя 
изменяемыми и разсматриваетъ общую Форму интегрирую-
щихъ множителей. 

При изследованш этихъ вопросовъ авторъ аналитической 
механики предполагаешь найденными первые интегралы 
диФФеренщальнаго уравнешя и потомъ замечаетъ, что было 
бы важно уметь находить эти интегралы а ро«1епоп посред-
ствомъ интегрирующихъ множителей, но что это одна изъ 
тЬхъ задачъ на общее решеше которыхъ нельзя надеяться. 

Если же задача о разыекаши интегрирующаго множителя 
въ общемъ виде неразрешима, то, намъ кажется, не безъ-
интересно обратить внимаше на т е частные случаи, въ ко-
торыхъ решеше ея возможно. 

Нанимаясь изследовашями этого рода, намъ удалось 
найти несколько удовлетворительныхъ результатовъ для 
одного класса диФФеренщальныхъ уравнешй 2-го порядка, 
а именно для уравнешй вида: 

«А + Ву' + Су'т+ Оу'т+1 + Ну'т-Ч/'=О 

ГДЁ коэФФИщенты А, Н ... Е суть Функцш х и у; х пере-
менная независимая, а т число положительное, или отри-
цательное, целое, или дробное, но отличное отъ нуля. 

Изложеше найденныхъ нами результатовъ и способов ь 
ихъ получешя и составляешь предметъ этого разсуждешя. 

Некоторые изъ полученныхъ нами результатовъ навели 
насъ на несколько общихъ предложешй относительно инте-
грирующихъ множителей диФФеренщальнаго уравнен 1я ю-го 
порядка, которыя мы доказываемъ въ конце нашего раз-
суждешя. 
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1. Мы называемъ интегрируюхцимъ множителемъ диФФерен-
щальнаго уравнешя 2-го порядка 

г(х; у, у', у")=о 

вообще всякую Функщю Л отъ х, у, у, для которой произ-
ведете АР будетъ полною ироизводною по х отъ некоторой 
Функцш х, у, у'. Въ частныхъ случаяхъ интегрирующШ мно-
житель можетъ не завиеЬть отъ у и мы будемъ им'Ьть д-Ьло 
главнымъ образомъ еъ такими случаями. 

Всг& наши изсл'Ьдовашя вытекаютъ изъ одной основной 
теоремы, которая состоитъ въ слЪдующемъ: 
если въ дифферснцтльномъ уравпеши: 

А + Ву' + Су'*+1)ут+1 + Еу'п-1у''=О (А) 

коэффициенты тождественно удовлетворяют* 2-мъ условпмъ: 

,/А \ „ Н\ , (АО—ВС\ а ( и 

<1у Ах 

< | ) - < т > = ° г с ) 
<1у Ах 

то первый интегралъ этого уравнен(я получится посредствомь 
квадратуру интегрирующей множитель уравнен)я (А) будетъ: 

М= 1 етР, гд* Р= /(| (1х+ ± (1у) (О) 

и первый интегралъ есть въ этомъ случаи,: 

/ЩА4г + Вс1у) + ^у'т= а (К. 

гд'Ь а означаетъ произвольную постоянную величину. 
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Ясно, что для доказательства этой теоремы нужно прежде 
всего искать услов1я, при которыхъ Функщя: 

Е=А + Иу'+Су'т+/>;ут+1 + Еу'^у" (I) • 

стоящая въ л^вой части уравнения (Л), можетъ быть полною 
производною отъ некоторой функщи 11=[(х, I/, у) и потомъ 
показать, какимт^ образомъ при существовали этихъ условШ 
разыскивается Функщя I]. Не касаясь общихъ теорШ для 
этого данныхъ. мы употребимъ сперва частный пр1емъ, а 
именно: возьмемъ Функцш вида: 

Х + )>/"»= У (2) 

ГД-Ё X и У суть функд1и х и у, и продиФФеренцируемъ V 
сполна по х\ будемъ им^ть: 

Сравнивая это.равенство съ (1), мы видимъ, что производ-
ЛУ ная одинаковаго вида съ Функщею Р. откуда заключаемъ, 

что если только Р можетъ быть полною производною отъ 
некоторой Функщи вида (2), то, предполагая т отличнымъ 
отъ 1 и отъ —1, необходимо должны им-Ьть м^сто сле-
дующая равенства: 

(IX <1Х г (IV (IV 

Изъ этихъ равенствъ нетрудно получить вс-Ь услов1я, ко-
торымъ должны удовлетворять коэФФИщенты Р. 

Съ этою ц&пю диФФеренцируемъ 1-ое и 3-е изъ равенствъ 
(3) частнымъ образомъ по у, 2-е и 4-е по х и 5-ое по х и у\ 
получимъ: 

<1А __ (РХ ЛИ _ <1*Х (1С АР _ № 
Лу АхАу"> Ах АуАх' Ау ~ АхАу' Ах ~~ АуАх^ 

(1Е ЛУ АЕ ЛУ 
ах ат (1у йу 
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Сравнивая эти 6 равенствъ между собою и съ (3), иолу-
чимъ следующая 3 отношешя: 

<1А • АЪ ЛЕ . (1Ь 
= -т—, ——т С, -—=тО. 4 ау Нх' Ах (1у 

ВСЁ остальные результаты еравнешя будутъ сл1здств1ями 
этихъ 3-хъ. Итакъ, можемъ сказать, что равенства (4) пред-
ставляютъ все необхо^имыя условгя для того, чтобы /^была 
полною производною отъ Функцш V вида (2) [т отлично 
отъ + 1 и отъ —1]. 

Если мы теперь допустимъ существоваше этихъ условш 
для Р и на основанш ихъ определимъ Функцш У, удовлетво-
ряющую равенству: ~ — Р, то вместЬ съ т-Ьмъ мы докажемъ 

достаточность условШ (4). 
Функщя V будетъ известна, если будутъ найдены А и Г, 

удовлетворяющая равенствамъ (3). 
Для определешя Л замечаемъ, что по 1-ому изъ условхй 

(4) Айх + В&у есть точный диФФеренщалъ некоторой Функцш 
х и у и эта Функц1я, какъ видно изъ (3), есть именно А'; сле-
довательно: 

Аг = \{А(1х + В(1у) + а. 

Далее 2-ое и 3-е изъ условШ (4,) доставляютъ намъ: 
Ж 

+ Щ (1у=<1Е= т (СЛх + 1Щ). 

Съ другой стороны изъ (3): 

(1У=(Шх + 0<1у). 

Следовательно: дЕ=тс1У\ откуда: Е—тУ+ но по по-
следнему изъ равенствъ (3) постоянная а , = 0 . 

Значитъ, имеемъ: Г = — Е. 1 т 
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ОпредЗзливъ такимъ образомъ X и Г, мы получаемъ сле-
дующей результатъ: если коэФФИщенты Функцш Р (1) тож-
дественно удовлетворяют 3-мт> условгямъ (4), то эта Функщя 
Р будетъ полною производною отъ: 

У = / ( А ^ + / % ) + | . Г + а (5) 
I 

Получивъ по этому способу весьма легко услов1я (4), при 
которыхъ Функция Р будетъ полною производною отъ V, и 
найдя Формулу (5) для определения V, мы постановимъ те-
перь т е же самые результаты другимъ более общимъ путемъ, 
а именно: мы не аудемъ теперь искать условШ, при кото-
рыхъ Р будетъ полною производною отъ Функцш V вида (2), 
но постараемся найти услов1я, при которыхъ Р можетъ быть 
полною производною отъ какой бы то ни было Функцш 

у, у'). 

Одно необходимое и достаточное для этого условГе, достав-
ляемое теоргею Эйлера и Кондорсе, есть следующее: 

ар , ()Р , йР . . 

йя ЙА2 

при чемъ услов1е это должно быть тождественно удовлетво-
рено. 

Мы покажемъ, что это услов1е распадается на 3 другихъ, 
именно на 3 услсшя (4). 

Съ этою цЬлш составляемъ самымъ деломъ производныя 
ар ар ар 
7/р !$-> ф и получаемъ: 

ар ал , ав ,, ас ,п , ав , ар т , „ 
Ту=Ту + Ту у + Ж, у +Ту у ' + % у 1У 

ар 

— = В+тСу'т-1 + [т+[)Пу'т+{т— 1)Иу"*-*у" 

аУ" у • 
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Далее составляя полный производный ё — , с12^>, находимъ: 

» "сГг (1̂ 2 

Л.г 

+ ( д а — 1 ) ( д а — ( т — 1 ) Еу'т~*у'". 

+ (да—1 )(т—/1>у"п у * + (го-1 )Еу*т-2у'". 
* 

Подставляя теперь равныя вместо равныхъ въ (6) и рас-
полагая результатъ по степенямъ / / , будемъ иметь: 

АА ли , \лч: лсл , г лс , 
^ ~ ^ + * + 1 . - Ту-("+1) ЗЦ 

+ 1 0 — ( 7 . 

Ау 

Если полная производная отъ Да?, у, / / ] , то это послед-
нее равенство должно сводиться на тождество 0 = 0 , для чего 
необходимо, чтобы коэФФИщенты левой части при различ-
ныхъ степеняхъ у были нули, а потому, исключая сперва 
случаи т — —~ 1, т= +1, будемъ иметь: 

А А ЛЯ А?Е АС . ,(/2 Е 1ЧЛС . „ АО л 1 у- =0 , -у-* —т т -=0 , 2-;—; да— 1)-- т + 1 —— = 0 
% г/.т2 Лх АхАу 4 Ау ^ 1 Ах ' 

^ Л1) . „ . АЕ п А -р— - да - т — = 0 . т Г = 0 , - 7 ТТ)={). 
Ау1 Ау ' «яг Лу 

Здесь по видимому 6 условШ, но не трудно убедиться. 
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что между ними существенно различныхъ только 3, а 
именно: 

АА АН АЕ г АЕ и — г - = 0 , —. тС— 0 , - ; тО={), 
Ау Ах Ах Ау 

т. е. какъ разъ 3 услов1я (4). 
Итакъ, мы видимъ, что действительно услов1я (4) необхо-

д и м ы д л я т о г о , чтобы Р могла быть полною производною 
отъ какой бы то ни было Функцш Дх, у. у ) . 

Если ш=1, то членъ съ ут~'1у" въ (7; исчезаетъ и кроме 
того членъ съ у'т~х соединяется съ первымъ членомъ, такъ 
что для т= 1 услов1е (7) заменяется 4-мя равенствами 

* > 

АА А[Н+С) АЧ: ^ А*Е ^АЬ АЕ })=={] 

Ау Ах Ая* ' "АуАх * Ах ' Ау* Ау ' Ау 

2-ое и 3-е изъ этихъ равенствъ суть сл'Ьдств1я 4-го и зна-
читъ имеемъ только 2 существенно различныхъ условия: 

и а 

Ау Ах ах2 Ау у ' 

Мы ВИДИМЪ, ЧТО ВЪ ЭТИХЪ УСЛОВ1ЯХЪ КОУФФИЩеНТЫ Н и С 

соединены вместе , что и должно быть, ибо для т = 1 Функщя 
Р принимаетъ видъ: 

Р=А + (В + С)у' + В у'1 + Еу"-
• 

Точно такъ же найдемъ, что для т = — 1 , причемъ: 

Р^(А + П) + Ву + Су+ Еу"У , 

равенство (3) доставитъ следуюпця 2 услов1я для того, чтобы 
Р была полною производною: 
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Следовательно, въ случаяхъ т = -\-1, ?п= — 1 необходимы 
только 2 услов1я для того, чтобы Р была полною произ-
водного. 

Заметимъ однакоже, что если бы для т — 1, или /// = — 1 , 
3 услов1я (4) были удовлетворены, то а ГогИоп оба услов1я 
(8) или (9 были бы удовлетворены и след. Р была бы пол-
ною производного. 

Это замечаше для насъ очень важно, ибо случаи т = 1 . 
т——1, доставятъ намъ наиболее интересные результаты. 

Доказавъ общимъ путемъ необходимость условШ (4) для 
существовашя Функцш 1]=[{аь, у, у'), удовлетворяющей ра-

Л11 ,, 

венству >допустимъ теперь, что условш эти удовле-

творены и разыщемъ / / = \Рйх по какому-нибудь общему 

способу . 
Мы воспользуемся для этого способомъ, предложеннымъ 

Вертраномъ въ 14-омъ томе журнала Лхувилля. 
По этому способу приводимъ Рс1х къ виду: Р(1х=Рйх 4- Ойу. 

где: 1>=А + Ву + Сут +Пут+\ ()=Еуш~* 
и интегрируемъ членъ 0(1 у', какъ диФФеренщальное выра-
жен!^ съ одной переменной у'\ получаемъ: 

1\= [0(1,/= + а,. 

Затемъ беремъ полный диФФеренщалъ-отъ 1\ под?: 

и вычитаемъ (11/\ изъ сШ=РАх, принимая въ расчетъ 2-ое и 
3-е изъ условШ (4); будемъ иметь: <Щ—(Ц]х=А<1х + Вйу. 

Это же последнее выражеше А(1х+В(1у на основанш 1-го 
изъ условШ (4) есть точный диФФеренщалъ и интегрируя его 
имеемъ: 

V—1\= /(А(/х + В(1у) + а2 
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откуда посредствомъ выше найденнаго выражешя для (11 

находимъ: 

и-^р((x=/(А(1х + В(1у) +| у'м + а 

(где а=а, + а2/) т . е. Формулу тождественную съ (5). 
Займемся теперь доказательствомъ высказанной нами 

теоремы (стр. 3). 
Пусть въ уравнешй (.4), или что то же Р—0, Функщя р не 

удовлетворяетъ услов1ямъ (4) и след. не будетъ полною 
производною, то представляется вопросъ; нельзя-ли найти 
множитель М функцш х и у такъ, чтобы МР удовлетворяла 
услов!ямъ (4)? Эта Функщя Л/ и будетъ интегрирующимъ 
множителемъ уравнешя Р= 0. 

Мы им'Ьемъ: 

МР=МА + ЫВуг+МСут + МОт+1 + МЕут~у 

а потому, чтобы МР была полною производною, Функщя М, 
на основанш (4), должна удовлетворять системе следующихъ 
3-хъ уравнений: 

(1у Ах Ах Ау 

которыя мы напишемъ следующимъ образомъ: 

_ЛВ , (Но дМ у (II о и М АЕ\ „ рМодМ^^ 
Ау Ах ' Ау Ах 'Ах Ах = ' 

(10) 

+ О 
Ау Ау 

Функщя М должна удовлетворять совместно этимъ 3-мъ 
уравнешямъ. 

Определивъ изъ 2-го и 3-го производныя 1одМ по х и у, 
получимъ. 
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Ясно, что для существовашя Функцш .)/, удовлетворяющей 
2^мъ уравнешямъ (11), необходимо, чтобы 

А /тС\ _ А (АЕ\ А_ /т!)\ А /АЕ 
Ау \ Е ' ~Ау\ Ах =Ах \ Е ) ~~ Ах 

\ Е ! Е 

что сводится на- ^(тЮ* - 12) 
Ау Ах 

Далее, внося выражешя (11) въ 1-ое изъ уравнешй 10) 
находимъ: ч 

АА А В , А / л АЕ\ В / п АЕ\ л 

ЧЦ ~ 17 + ТИ"~Лу) ~ Ж\ С~ 

что можетъ быть написано такъ: 
/ г, АА . АЕ\ / ГАВ пАЕ\ , /АО-ВС\ 
{ ~Ау ~Ау) ~ ( ~Ах Их) + ( ) 

или: 

Ау Ах 

Итакъ, мы доказали, что для существовашя множителя М 
необходимы 2 уСлов1я (12) и (13). 

Наоборотъ, если (12) и (13) имеютъ место, ТО множитель 
М сейчасъ же можетъ быть определенъ, ибо изъ (11) имеемъ: 

А1од[МЕ) тС А1од{МЕ) _ т!) 
Ах Е ' Ау ~ Е 

откуда на основанш услов1я (12] выводимъ: 

/оу(МЕ)=т. с!х + ~ г/у) и следовательно: 

гдт. / ' = + 

: ' ****** 

о " , * * -
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Зная такимъ образомъ интегрирующш множитель М, мо-

жемъ найти [ ММх. 

Въ самомъ деле по Формуле (5) имеемъ: 

, / МШт = /М(А(1х + В(1у) 4- ~ >Г = а, ибо МР=0. 

Это след. и будетъ первый интегралъ уравнешя / ' = 0 . 
предполагая, что коэФФИщенты Р удовлетворяютъ усло-
В1 ямъ (12) и (13); итакъ наша основная теорема (стр. 3), 
доказана. 

Изъ сама го доказательства этой теоремы следуегъ, что 
уравнеше (А), при всякомъ ти, отличномъ отъ +1 и отъ —1, 
можетъ иметь интегрирующШ множитель Л/, не зависящей отъ у 
только при существовании условш (В) и (С). 

Интересно обратить еще внимаше на следующее обстоя-
тельство: въ уравненш (Л) всегда можно разсматривать 
коэФФищентъ Е при у'ш~х у" равнымъ единице, ибо въ про-
тивномъ случае достаточно было бы разделить все уравне-
ше на Е\ между темъ услов1я интегральности Функщи: 

/<—4 + Ву'+Су'т+1)у"п^+у'т~ у , 

на основанш (4), будутъ: = С*=0, />=«. 

Изъ этого видно, что если бы мы положили а рпоп Е = 1 
въ уравненш (4), то мы не могли бы доказать нашей 
теоремы относительно интегрирующаго множителя этого 
уравнешя. 

2. Если будетъ дано диФФеренщальное уравнеше вида (А) 
(стр. 3), то говоря вообще, оно будетъ редко удовлетворять 
услов1ямъ (В)-* и (С), предписываемымъ нашей теоремой, 
темъ не менее можетъ случиться, что услов1я эти удовле-
творяются и тогда интегращя даннаго уравнешя сводится 
непосредственно на квадратуры. 

Пояснимъ это некоторыми примерами. 
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Сравнивая уравнеше: 

(1) 

съ (А), имеемъ: 

„1=2, А—ф(а?), Н={), с= 2--^, />=-1, Е=%(х—у). 

Подставляя эти значешя коэФФИщентовъ въ услов1я (/У) и (С1), 
находимъ: 

1 2 (1з: 
( А . ) , 1 

\х*-ху> 1 2 (1з: \т—у1 1 Цх—у)21 

т. е оба условгя тождественно удовлетворены, а. потому мы 
уверены, что интегращя уравнешя (1) совершится посред-
ствомъ квадра.туръ. 

ИнтегрирующШ множитель этого уравнешя, по Формуле 
{В), (стр, 3), напишется такъ: 

и 1 2Р 
- М = е 

х—у 

След. М=х\ таковъ интегрируншцй множитель урав-
нешя (1). За темъ но Формуле (Е) имеемъ первый инте-
гралъ: 

1х<р[х)Лх+х(х—у)у'%=%. 

Для втораго примера возьмемъ диФФеренщальное уравнеше: 

х* + ху* + (.1*у+ ~ У* + ^ уП-у^у'+уЗуЧ+Щу"^ (2) 
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ГД1): 

т=2 А=х*+ху*, П=^у+ у г—у\ С*=ОТ 1)=у\ Н= 

и оба услов1я (В) и (С) удовлетворены. 

Интегрирующей множитель уравнешя (2) есть: М=*е , а 
первый интегралъ 

/\т Г Т-?/•' ТУ1 

(д 2+^2)с (/ж— I уЧ <1у+е 
.'О 

илн 

Д</> ^ + + ; / „ 2 _ 1 

Займемся еще однимъ бол-Ье сложнымъ диФФеренщальнымь 
уравнешемъ, а именно: 

3 (^ -1 ) 2'.г2—I)2 + 4(.Т'2—1)а + 3 У'> т У 
( 3 , 

1_ 
3 3 

Здесь: 

) 

Внося эти значешя козФФИщентовъ въ услов1я (В) и (С), 
мы увидимъ, что оба услов1Я удовлетворяются, а потому 
уравнеше (3) можетъ быть проинтегрировано посредствомъ 
квадратуръ. 
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По Формуле (О) имЬемъ следующее выражение для инте-
грирующаго множителя этого уравнешя 

М - Ь е , гд* Р . 

след. 

х2 

За темъ по Формуле (Е) имеемъ первый интегралъ: 

+ 1(МА)Ж + Щ у'" = а 

где ,'1/1)0 изображаетъ результатъ подстановлен1я у=о въ 
МА, вставляя сюда вместо Л/, 1, /У, Е ихъ значен! я, получимъ 

•г „ а А'2—1\ 2 
1 / у у Л х )у , 3 / Зл?»+1 3 Т = а (4) 

Т ! 0 Т е (1!/+Т + ИГ « у' 

Оба интеграла, входящие въ левую часть этого равенства, 
могутъ быть представлены въ конечной Форме. 

Для разыскашя 1-го, мы воспользуемся Формулой: 

Г у ау 1 ау } ау , 
^уе (1у=—уе _ е ^ 

где а есть какая угодно величина независящая отъ ?/. 

Полагая въ этой Формуле: «=-|-( найдемъ: 

1 1У* , П -Г ^ . *-)Уг_у ж -, 3 X 3 , / 0 X ' да*-!) 4. (*•-!)•] +Т(.г2~1> 
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Что касается до 2-го интеграла, то онъ будучи интегра-
ломъ ращональной дроби не можетъ представить никакихъ 

затруднений. Разлагая ~ — н а частныя дроби, найдемъ: 

3x2+1 _ 1 ! _ 
•а*—\у~~-2 х-!)* 2'лг+1)3 

сл-Ьд. 

г(Ъх*+\)<1х 1 1_ (х+\)*-{х—I)2 х 
3 я®—1)3" 4(ж+1)2 4(сг—I)2 4ж2—I)2 " (.т2—I)2 

Если внесемъ найденныя выражешя интеграловъ въ (4), 
то получимъ первый интегралъ уравнешя (3) въ сл-Ьдую-
щемъ вид-Ь: 

1-2'ж2-1) 4(ж2—I)2 '2 

Перейдемъ теперь къ разсмотр-Ьнш одного общаго слЪд-
ств1я нашей теоремы. 

Пусть въ уравненш (1) т = т'т", т. е. мы предполагаемъ 
показатель т разбитымъ на 2 множителя т' и т". 

При этомъ условия (//) и (С) могутъ быть написаны сдЪ-
дующимъ образомъ: 

• I 

, /А \ , ,/А • т"Р - В.т"С\ ; 

% (1х 
Разсматривая услов1я, написанныя въ такомъ вид-Ь, мы 

приходимъ къ заключенш, что если уравнен1е (А)>нтегри-
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руется по нашей теореме для какого нибудь определенна™ 
значешя показателя то оно будетъ интегрироваться 
и для показателя т ' , если изменить въ немъ коэФФИщенты 
С и й въ т"С и т"В. 

Интегрирующей множитель уравнешя: 

А + Ву' + т"Су'ш + + Еу'т'~ 1;у"=0 ' (I) 

остается тотъ же, какъ и для (.4), т . е. онъ будетъ: 

, где Р = / ( - ^ , + 4 Ау) . 

и первый интегралъ уравнешя есть: 

л М А 
М ААх + ВАу) + = а. •/ ш (3) 

Напр. если уравнеше 

=_Р 
Ч 

интегрируется, то полагая т т " = — , заключимъ по преды-

дущему, что и уравнеше: 
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Если положимь въ уравненш (1) т ' = — ти, то т " = — 1 и 
оно приметъ видъ: 

А + Ву'~ Су'~т—+Еу'-т~1у"=<). ( 4 ) 

ИнтегрирующШ множитель этого уравнешя имеетъ выра-
жеше (2), а первый интегралъ по (3) будетъ: 

}МШх+В<1у)-^ ( 5 ) 

Умноживъ обе части уравнешя (4) на —<у'т+х и изменивъ въ 
немъ А и И въ —А и —И, получимъ: 

Ау'т+Х + ЩГ^ + Су + /у2 — Еу" = 0. (6) 

Интегрируюпцй множитель этого последняго уравнешя 
будетъ: 

Н=Му'~(т+х), где М имеетъ прежнее значеше (2). (7) 

Первый интегралъ уравнешя (6) получимъ изъ (5), если 
заместимъ въ немъ А и В черезъ —.4 и —В; изменяя при 
этомъ произвольную постоянную а въ —а, будемъ иметь: 

/М(А<1х + Вс1у) + ^ у'~"=а. (8) 

Итакъ, если коэФФИщенты уравнешя (6) удовлетворяютъ 
2-мъ услов1ямъ (В) и (С), то оно интегрируется; его инте-
грирующей множитель и первый интегралъ определяются 
по Формуламъ (7) и (8). 

Возвращаемся еще къ уравненш (1) и полагаемъ въ 
немъ т! = 1; то т' — т, и мы такимъ образомъ получимъ.-

А + (В + тС)у' + тду'* + Еу" = 0. (9) 
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Если въ этомъ уравнеши величины А, В, С, Б и Е 
удовлетворяютъ услов1ямъ (В) и (С), то его интегрирующш 
множитель будетъ опять иметь выражение (2), а первый 
интегралъ по (3) будетъ: 

\М(А<1х + Вйу) + МЕу' = а. 

I 
Точно также полагая въ (1) т' = — 1, причемъ тг — — т, 

найдемъ, что если въ уравнеши: 

(.А—тй) у* + Ву'3— тСу'+Еу" = О (10) 

величины А, й, В, С, Е, удовлетворяютъ 2-мъ усЛов1ямъ 
(В) и (С), то интегрируюпцй множитель и первый инте-
гралъ уравнешя (10) определятся по сл-Ьдующимъ Формуламъ: 

N = Му'~*, где М имеетъ значеше (2), 

р1(Ас1х 4- Вйу)—МЕу'~1 = а. 

Обращая внимаше на выражешя интегрирующихъ мно-
жителей и первыхъ интеграловъ уравнешй (9) и (10), мы 
видимъ, что они содержатъ въ себе части В и тО КОЭФФИ-

щента [В+тС) въ уравнеши (9) и части А и тО КОЭФФИ-

щента А — т О въ уравнеши (10). Изъ этого следуетъ, что 
здесь интегращя уравнешй (9) и (10), удовлетворяющихъ 
услов1ямъ (В) и (С), совершается путемъ особеннымъ и 
существенно отличающимся отъ того, по которому интегри-
руются уравнешя, удовлетворяются услов1ямъ (В) и (С), 
при какомъ-нибудь показателе т не равномъ 

Считаемъ не лишнимъ сделать еще следующее замечаше 
относительно уравнешя (1): мы видели, что это уравнеше 
обладаетъ свойствомъ быть интегрируемымъ одновременно 
съ уравнешемъ (А) и иметь съ нимъ одинъ и • тотъ же 
интегрируюпцй множитель (2); но очевидно, что* если бы 

\ 
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услов1е {В) было удовлетворено независимо отъ показателя 
т, то и все уравнешя получаемыя изъ (1) приписывашемъ 
т какого-нибудь частнаго значешя были бы тоже интегри-
руемы, при чемъ для различныхъ значенШ т интегрирую-
щее множители, какъ видно изъ (2), будутъ также различны. 

4. Результатъ, выведенный въ последнемъ параграфе для 
уравнешя (6), можетъ быть также полученъ по общему на-
чалу перемены переменной независимой въ диФФеренщаль-
номъ уравненш 2-го порядка, объяснешемъ котораго мы 
теперь и займемся. 

Пусть дано уравнеше: 

у, у', у")= 0, (1) 

интегрируюшдй множитель этого уравнешя пусть будетъ: 

М = <р(ж, у, у' ), (2) 

а первый интегралъ -

Л * » У , у' ) - А , ' ( 3 ) 

такъ, что: 

„ г ЛГ 
* * = Т* Г4) 

Возьмемъ въ данномъ диФФеренщальномъ уравненш (1) у 
за переменную независимую и будемъ ' разсматривать х, 
какъ искомую Функщю у-ка, т. е. мы, такъ сказать, за-
ставляемъ х и у переменить ихъ роли въ уравненш (1). 

Означимъ черезъ х', х" производныя х по у, то: 

= /5) 

= % = % н о % = и следовательно: 
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Если замЪстимъ въ 1) производныя у по х ихъ выраже-
шями въ производныхъ х по у, то оно приметъ видъ: 

Р(х, у, х'-\ - х'~г х") = О, 

что мы, для краткости, изобразимъ черезъ: 

= о, (? ; 

где Ру означаетъ результатъ подстановлешя въ Р вместо 
у' и у" ихъ выражешй (5) и (6,) и -сл-Ьд. уравнеше (7) есть 
то, во что переходитъ уравнеше (1), когда въ немъ у будетъ 
принято за переменную независимую. 

Замещая въ (3) у' его выражешемъ изъ (5) будемъ иметь: 

([х, у, х'-1)=[у =а. 

Это есть отношеше между у, х, х' и а, одновременно 
существующее съ (7), и след. первый интегралъ этого 
уравнешя. 

Покажемъ теперь какимъ образомъ изъ интегрирующаго 
множителя М уравнешя (1) получается интегрируюнцй мно-
житель /V уравнешя (7), т. е. Функщя у, х и х', удовле-
творяющая равенству: 

Съ этою цел1ю замещаемъ въ обеихъ частяхъ (4) у' и у" 
ихъ выражешями изъ (5) и (6) и результатъ этого замеще-
шя пишемъ следующимъ образомъ: 

Здесь: 

Ах (1х ^ (1у у ^ <1у'у > 
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и следовательно: 

(ВгФА^Г-Фг"'- т 

Съ другой стороны, развертывая первую часть равенства 
(8), получимъ: 

и у Ау Ах Ах' ' 

где ^ есть частная производная по х отъ результата под-

становлешя х'~х вместо у' въ Д и какъ х' входитъ въ [ у 

только посредствомъ у'=х'~1, то: 
' \ 

А(у 

г1 г' \ //*/'' И г' Ах' \Ау'у Лх' \Ау' у' 

Кроме того нетрудно понять, что: 

а/у _ (У \ 
Ау \Ау у Ах \Ах)у 

ибо результатъ подстановлешя у' = х'~х въ частныя произ-
водныя ( по у или х остается одинъ и тотъ же, будетъ ли 
это подстановлете сделано до диФФеренцировашя или после. 

Въ силу всехъ этихъ замечанШ можемъ написать: 

= Ф , + ^ Д , Х ' ~ 

Сравнивая это равенство съ (10), мы приходимъ къ сле-
дующему тождеству: 

• Фг-'Ь < < » > 
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Поверимъ это тождество на частномь примере, пусть: 

Г[х, у> у') = щу', 
то: « 

и сл^д. 

= +XX'-* - хухх". 

Съ другой стороны: 

(у =» -Гух'-] 

— == хх' '+ у— хух'~ъх'' 

и: 
А!у 

х'~1 === хх'-ъ+ух'-*— хух'-*х", 

т. е. мы действительно видимъ тождественность выражешй: 
• ( 1 0 

На основанш тождества (11) равенства (8) и (9) достав-
ляютъ намъ: 

откуда: 
Л = х'<?у = х'Мг (12) 

Таково выражеше интегрирующаго множителя урав-
нешя (7). 

Изъ всего сказаннаго мы видимъ, что перемена перемен-
ной независимой (х въ у) есть весьма удобное средство для 
получетя интегрирующаго множителя и перваго интеграла 
уравнешя Р у = 0 , если они будутъ известны для уравнешя 
Г = 0 , при чемъ, говоря вообще, уравнеше Р у = 0 будетъ 
другаго вида, нежели данное уравнеше Г = 0 . 
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Подобный же соображешя могутъ быть применены и къ 
диФФеренщальнымъ уравнешямъ высшихъ порядковъ, но что 
касается диФФеренщальныхъ уравнешй 1-го порядка, то въ 
нихъ перемена переменной независимой х въ у ничего но-
ваго не можемъ доставить, ибо все так1я уравнен1я приво-
дятся къ виду: 

Р(1х+Ц(}у = О, (Р и 0 Функщи х и у), 

изъ котораго следуетъ, что можно принять за переменную 
независимую какую угодно изъ 2-хъ переменЕыхъ х или у 
и при этомъ данное уравнеше сохраняетъ одинъ и тотъ же 
видъ. 

Если въ нашемъ общемъ уравненш (Л), т. е. въ урав-
ненш: 

Р= А + В у' + Су'т + %'м+1 + Еу'т~у= О, 

примемъ у за переменную независимую, то получимъ: 

Ру= А + Вх'~х + Сх'~т + Вх'-,п-*-Ех'-п-гх"=0. (13) 

Интегрируюшдй множитель )1 уравнешя (А), удовлетво-
ряющая услов1ямъ (В) и (С), какъ видно изъ Формулы (/>), 
не зависитъ отъ у'. 

Значитъ М У = М и по Формуле (12) интегрируюпцй множи-
тель уравнешя (13) есть = х\У. 

Умноживъ обе части ( ^ на получимъ уравнеше: 

Ах'т+2 + Вх'т+1 + Сх'2 + Ох' — Ех"= 0, (и) 

интегрирующей множитель котораго будетъ: 

1\ = Мх'~(т^. (15) 

Первый интегралъ уравнешя (14) получится изъ Фор-
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мулы (Е), (стр 3) черезъ замещеше у' на х' 1 и след. ОНЪ 
будетъ: 

(Мх + В<1у) + ^ х'~т = ос. (16) 

Такимъ образомъ интегрирующш множитель и первый 
интегралъ уравнешя (14), удовлетворяющаго услов1ямъ 
(В) и (С), определяются по Формуламъ (15) и (16). 

Не трудно видЪть, что этотъ результатъ отличается отъ 
того, который былъ выведенъ въ § 3, (стр. 18), для уравне-
шя 6, (§ 3), только темъ, что здесь принята буква х для 
означешя главной переменной, у— для переменной незави-
симой и переставлены буквы А и В, С и Ь. 

5. Изследуемъ теперь различные случаи, въ которыхъ 
услов1я (В) и (С) могутъ быть удовлетворены. 

Прежде всего замечаемъ, что если 4 = 0, В = 0, то услов1е 
(В) сводится на тождество 0 = 0. Уравнеше (А) принимаетъ 
въ этомъ случае видъ: 

Су,т + Оупп+1 + Еу"п~1у"= 0, 

и если положить въ этомъ последнемъ уравнеши т — 1, 
оно не будетъ менее общее, ибо это все равно, что сокра-
тить его на у'т~1-

Итакъ имеемъ уравнеше: 

+ (1). 

удовлетворяющее условш (В), а потому, если: = ТХКё) ' 

то уравнеше (1) интегрируется; его интегрирующШ множи-
тель по Формуле (/)) есть: 
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и первый интегралъ: 

лу) 
У е — а (по Формул^ { Е ) ) . (2) 

Если: 

С /) 

= то получается уравнеше: 

его интегрируюпцй множитель будетъ: 

а первый интегралъ по (2) есть: 

- /[(х)Ах-$Р{у)Ау 

У'=м . е 

Уравнеше (3) было проинтегрировано Ллувиллемъ по спо-
собу изменешя произвольной постоянной (*). 

После того ОстроградскШ, въ одномъ изъ своихъ писемъ 
къ московскому профессору Врашману (**), заметилъ, что 
уравнеше .Шувилля, будучи разделено на;/', тотчасъ делается 
интегрируемымъ. 

Теперь же видно, что это уравнеше есть частный случай 
уравнешя (1), удовлетворяющая у с л о в ш (В), и интегри-
руемость котораго есть непосредственное следствхе нашей 
теоремы. 

Если въ (3) / ( # ) = 0 , то оно переходитъ въ уравнеше: 

Р№у'* + у" = о, ' (6) 

(4) 

(5) 

(*) 1оигпа1 (1е Ма^Ьеша^^^^1е5, 1 - ё г е зёг^е, I. VII р . 134 . 
' * * ) 1-ой т о м ъ Московскаго Математическаго Сборника. 
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интегрируюдцй множитель и первый интегралъ котораго 
будутъ: 

м = е1"ШУ _ -Ныу 
I 

6. Уравнеше (6) последняго параграфа получается изъ более 
общаго уравнешя: 

Щ)у'п+у' = 0 ' (1) 

для значения показателя п = 2 . 
Сравнивая (1) съ уравнешемъ (6) § 3, мы зам-Ьчаемъ, что 

это сравнеше можетъ быть сделано 2-мя способами, а именно: 

1о п=т+1, А=Е(у), В=С=П=О, Е=-1 

2» п=т+2, Л=С=/>»=0, В=*Е[у), Е=-\. 

Первый способъ сравнешя не даетъ ничего полезнаго, ибо 
посредствомъ его мы не удовлетворимъ условш (В)• напро-
тивъ 2-й способъ позволяетъ удовлетворить обоимъ условхямъ 
[В) и (С). 

След. уравнеше (1) интегрируется по Формуламъ (7) и 
(8) § 3, но исключая случай п=2, который былъ разсмотренъ 
въ последнемъ параграфе, ибо т отлично отъ нуля и изъ 
п—т + 2 видно, что здесь п отлично отъ 2. 

Итакъ интегрирующей множитель уравнешя (1) есть: 

уу = у'-(»-\) 

а первый интегралъ будетъ: 

Отсюда выводимъ: 

У'~(п~*>=[п — 2)^Р(у)(1у+а (где а написано вм. — (п—2)а) 
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ДалЬе: 

^ [ ( и - 2 ) / Р Ш У + а ] 

1 
«—2 

где о) означаетъ какой нибудь корень двучленнаго уравнешя 
шп_ '2—1=0, отличный отъ 1, и след. ш* какой нибудь другой 
корень того же уравнешя. 

Если въ последнемъ уравненш разделимъ переменный и 
проинтегрируемъ потомъ въ обеихъ частяхъ, то получимъ: 

Сообщая здесь показателю к различныя значешя отъ 0 до 
п—3 и перемножая все полученныя такимъ образомъ ра-
венства, мы будемъ иметь полный интегралъ уравнешя (1) 
въ следующей Форме: 

Ясно, что уравнеше: Р Оу )+ , / ' =0 есть частный случай 
уравнешя (1). Его интегрируюпцй множитель будетъ: А = 

7. Если А=Н и С=/> , то наши условтя (В) и (С) перей-
дутъ въ: 

Эти уравнешя въ частныхъ производныхъ, будучи проин-
тегрированы, доставляютъ 

1 

Г 

« ( | ) - " ( | Ц * ( | М | ) , 
Ау Ах Ау Ах 

А С 

где [ и 9 как^я угодно Функцш. 
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» 

Подставляя эти значешя А—Вп С=В въ уравнеше (.4) 
получимъ: 

[(х+у)(\+у')+?(х+у)(у'т+у'т^+у'*-1у''=0. (1) 

Интегрируюпцй множитель этого уравнешя будетъ: 

т Ь{х+уЦ[х+у) 
М=е 

а первый интегралъ: 

т 1?[х+у)Л[хНгу) т [?(х+у)Л{х+у) 
(№+у)е Ф+у) +е * =а 

./ т ' 

Положимъ: то: ' У—* —1, и уравне-
ше (1) напишемъ такъ: 

т-1г"=0. , (2) 

интегрирующей множитель: 

М=е 

первый интегралъ: 

/ т ^ т 

Этотъ интегралъ уравнешя (2) можетъ быть также полу-
ченъ съ помощью Вернулл1ева уравнешя. Для этого стоитъ 

только положить: (я'—\)т=%ь тогда: {г /—1)т-12"=~-, сдЪлавъ 

эти замЪщешя во (2) и умноживъ потомъ все уравнеше 
на тйх^ мы получимъ диФФеренщальное уравнеше 1-го 
порядка. 

»»[/(*)+<?(*)*,]<**+<**,=О (4) 
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имеющее видъ уравнешя Бернулли, въ которомъ главная 
переменная и след. интегрирующШ множитель этого 

т I 

уравнешя будетъ е • заместивъ въ интеграле урав-
нешя (4) черезъ (*'—1)ш, мы получимъ отношеше (3) для 
перваго интеграла уравнешя (2). 

Но уравнеше (2), къ которому мы были приведены изсле-
довашемъ условШ (В) и (С), въ случае А=В, С=1) доста-
витъ намъ интересные результаты для т= + 1 и т=—1. 

Для т = 1 уравнеше (2) перейдетъ въ: 

или: 

Означимъ: 

то: Л * ) — 

и тогда наше уравнеше напишется следующимъ образомъ: 

(5) 

Его интегрирующШ множитель есть: 

/?(*)<1я 
М=(! 

а первый интегралъ по (3): 

е-) ^ ф М - Ц а х + е * * (* ' -1)=а, 

или (замечая что: 

г С[<р[г)Аг С(р(г)г1г\ г С <р'г)Аг С'<р(я)Аг 
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Для т——1 уравнеше (2) будетъ: 

умножая это уравнеше на ( г ' — I , 2 , получимъ: 

Интегрирующей множитель послЪдняго уравнешя есть: 

— Г 

Предъидущее уравнеше можетъ быть написано такъ: 

' Назовемъ: 

ТО: -<р(*)=А*)|>(*)-1] 

и наше уравнеше приметъ видъ: 

Г(ж)ж'(ж'~1)|>'-<|,(*)] + *"=0. (6) 

Интегрирующей множитель этого уравнешя есть: 

а первый интегралъ по (3) будетъ: 

) Кг)с1х-е-> (*<_1)-1=а. (8) 

Разсматривая Форму уравнений (5) и (6), мы приходимъ 
къ следующему заключенш: еслибы дано было для инте-
грирования уравнеше вида: 

Р{ж,ж')+ж»=О 
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гдЪ Р целая Функц1я 2-й или 3-й степени въ & съ коэффи-
циентами зависящими отъ г, то мы весьма легко узнали бы 
подходитъ ли это уравнеше подъ указанный случаи инте-
грируемости (5) или (6). 

Для этого стоило бы только убедиться въ 1-омъ случае 
(Г 2-й степени въ г') имеетъ ли Р корень л'=0, а во 2-мъ 
случае (Р 3-й степени въ 2')—имеетъ ли Р корни и я'=1.~ 

Напр. пусть дано уравнеше: 

»[***' *—{2г*+1)г'*+(я*+1)я']+хя"=0, (9) 

где п величина постоянная. 
Прежде всего делимъ обе части уравнешя на г, чтобы 

сделать коэФФищентъ при г" равнымъ единице, иполучаемъ: 

ф я ' М З г ( Я + * " 1 ) * ' ] + * ' ' = < ) . (1'г0 

Здесь: 

Эта Функщя Р имеетъ оба корня *'=0, г'=1 и след. данное 
уравнеше интегрируется. 

Делимъ теперь Р[я,я') на я'(я'—1) и находимъ въ частномъ: 

- ~П'22 -2-Х М. я\я'-1) 

Приравниваемъ это частное нулю: яг'—2—г 1=0 и вывод я мъ 

отсюда значеше я '= = вследств1е чего: 

Р(2,2')=П22'(2'-1)( 

а потому въ настоящемъ случае: 
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ЗатЬмъ составляемъ интегрирующШ множитель уравнешя 
(10) по Формул^ (7): 

[ ы т -

т. е. интегрируюнцй множитель (10) есть * " (* ' - 1)—а и след. 
для уравнешя (9) онъ будетъ: 

( 

Первый интегралъ уравнешя (9) по Формуле (6) будетъ: 

п^п+1(12—2п{г'— 1 Р = а , или: п^— (м+ 2Я-г'— 

8. Услов1ямъ (/?) и (С) можно удовлетворить еще следую-
щимъ образомъ: 

Допустимъ одновременное существоваше 4-хъ равенствъ: 

Л=9С, «=Р/>, <|) =<|). <|)-<|) 
Ау Ах ч Л/ Ах 

где р есть некоторая Функщя х и у, то оба услов1я (5) и (С) 
будутъ удовлетворены и видъ Функцш р определить не 
трудно. 

Для этого подставляемъ въ 3-е изъ равенствъ (1) вместо 
А и В ихъ выражешя изъ первыхъ 2-хъ равенствъ и полу-
чаемъ: * 

рН|Н(|)М1--§1=О 
Ау Ах 

что въ силу последняго изъ равенствъ (1) сводится на: 

Е Ау Е Ах 

Это уравнеше и служитъ для определешя р; оно, какъ 
видимъ, есть линейное уравнеше въ частныхъ производныхъ 
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1-го порядка; следовательно для решешя его нужно инте-
грировать следующую систему диФФеренщальныхъ уравне-
нш 1-го порядка: 

Ах _ Фу Ар 

( - # Г ( З Г Т 

с й . а /С\ а /0\ где 1 И 1 связаны услошемъ: Т у = -

Интегрируя уравнеше: 

» Ц или: 
Е \Е) 

левая часть котораго въ силу предъидущаго условш есть 
точный диФФеренщалъ, находимъ: 

Затемъ изъ (/р—0 имеемъ р=/3. 
Здесь одна изъ постоянныхъ есть произвольная Функ-

щя другой; пусть: /3 = /^а) то 

Таковъ видъ Функцш р. 
Если теперь подставимъ въ наше общее уравнеше (А) 

вместо коэФФищентовъ А, В ихъ значешя изъ (1), то оно 
приметъ видъ: 

Интегрирующш множитель этого уравнешя есть: 
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1 ч 

а первый интегралъ: 

/ М Р [ Д | Л х + ^ Л у ) } [ С Л х + В Л у ) + ^ = 
,1 

ГВЬН 
Если —=9(0?),-^ = Щ)^ то мы получаемъ, какъ частный 

случай, следующей результатъ. 
Уравнеше 

[?(«) + Ш У ' ] { (яг) Лх + /ку)<*у ] У ' - О (2) 

интегрируется; его интегрируюпцй множитель есть: 

т 
М=е 

а первый интегралъ: 

/ ( / ? ( * ) < * г + / ) [ ] 

Пусть напр. 

Т 0 /?(*)<**+ &ШУ=1од[ху*). 

Возьмемъ 
1од(ху*) 

Р[1од[хуг)]=е =ху* 

будемъ им^ть уравнеше 

которое по предъидущему должно интегрироваться. 
Интегрируюпцй множитель этого уравнешя по (3) будетъ: 
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Первый интегралъ но (4) есть: 

или: 

Полозкимъ теперь во (2) показатель т=1 и назовемъ для 
краткости 

§ Щ)Лу=Х. 

Будемъ имЪть слФдуюнцй результатъ: уравнеше 

интегрируется; его интегрирующШ множитель есть: 
гпХ 

М=е (см. § 3) 

и первый интегралъ: 
л тХ тХ 

^ е Р{Х)ЛХ+е у'=а. 

(6) 

П) 

Равнымъ образомъ, полагая въ (2) т = — 1 и умноживъ 
коэФФИщенты при у'т и / т + | на —ш, будемъ имЪть урав-
неше 

ИнтегрирующШ множитель его будетъ: 

и первый интегралъ: 

тХ 

г тХ тХ 
^ е Р(Х)(1Х-е у'~'=<х. (10) 
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Выведемъ нЪкоторыя следствия изъ посл'Ьднихъ 2-хъ ре-
зультатовъ. 

Положимъ 

Ф(.у)=1, Х=у+ 

и введемъ въ (5) переменную 2 вместо у. 
Мы им'Ьемъ: 

г 

? ( « ) « & , СЛЪД. -<р(х), у"=г" -<р'(ху, 

внося равныя вместо равныхъ въ (5), получаемъ уравнеше: 

Раскрывая зд-Ьсь скобки и д-Ьлая потомъ приведете, най-
демъ: 

Назовемъ: 
1 

—т<р[х)=Ъ(х), то — ?(«)=— Ь'(х) 

и уравнеше приметъ видъ: 
тг'*+ [Г(г] + б(а?)]а' + ~ V И + - "=0 (11) 

III' 
его интегрируюпцй множитель по (6) есть 

М=е ДО) 

и первый интегралъ получится изъ (7) замЪщешемъ X на г 

и у на г ' — + сл^д. этотъ интегралъ будетъ: 

т; т* , 
^ е Г) (я?) =сс (1В) 

При т'Ьхъ же предположешяхъ: Щу)=1 . Л'=// + ^ { х ) й х = г 
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уравнеше (3) переходитъ въ 

Если раскроемъ зд-Ьсь скобки, сд-Ьлаемъ приведете и 
расноложимъ л-Ьвую часть по степенямъ 2, то получимъ 
следующее уравнеше: 

ед л'З—[2? (ж) Р(г) + т]я' Ч? (*) №)? ( « ) + т]х'-+ з"- / (ж)=0. 

Мы представимъ это уравнеше въ другомъ вид-Ь; съ этою 
ц^лью р'Ьшаемъ квадратное уравнеше: 

относительно г', находимъ: 

, 2? (ж) Лг)+т±|/[29 [х)Р( г) +я»]« - 4[?«(а?) + 

или: 
, _ ЪУ[х)Р(2)+т±т 

* ~ 2Р[г) 

т. е. им'Ьемъ 2 корня: 
т *'=?(*), 

Это позволяетъ намъ написать предъидущее уравнеше въ 
слЪдующемъ видЪ: 

Р(я)я'я'-<Кх)] [я>-?(х)-щ-]+я»-?'(х)=4 ' (14) 

ИнтегрирующШ множитель этого уравнешя имЪетъ до-
вольно простую Форму, а именно (по Формул^ 9) 

Первый интегралъ уравнешя (14) по (10) будетъ: 

Г тг т2 /1М ^ е Р{я)Ая — е (Д6) 
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Если бы въ (14) то уравнеше приняло бы видъ: 

Г[я)я'[я>-1) [ я'-1-^\+я"=0 (П) 

который заключается въ уравненш (6) § 7; стоитъ только поло-

жить въ этомъ послЪднемъ уравненш Д з ^ Т ^ , <|>(,г)=1 + , 

то /(2)[^>(г) — 1 ] = т и по Формул-Ъ (7) § 7 интегрирующей 
множитель уравнешя (17) будетъ: 

тя 
/У=е (*'—1)~2 

что совершенно согласно съ Формулой (15). 
Пусть теперь въ (14) Р(г) и <р(х) сводятся на величины 

постоянныя: 

Р[я)=У-, ?(«)-« 

будемъ им"Ьть уравнеше: 

(«'—а)( я'—а—™')+я"=0 

771 Назовемъ а + —~ =/>, то т=|х(6—а) и такимъ образомъ для г 

интегрирующаго множителя уравнешя 

ря'{я'-а)[я'-Ь)+я"=0 (18) 

находимъ следующее выражеше: 
N6— а) я ,|П 

(я'-а)~* ( п о § 1 5 ) ( 1 9 

Первый ннтегралъ уравнешя (18) но Формул^ (16) будетъ; 

Кб—а)я [1{Ь—а)я 
Н- ^е с1я~е (г'-а)"« = а (20) 
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или совершая интеграцш самымъ деломъ: 

а) г \ь[Ь—а)2 

Ь—а я'—а 

Допуская, что о и Ь различны между собой, можемъ напи-
сать последнее равенство следу ющимъ образомъ: 

а) г 
е (*'—6)=а(г'-а) и51' 

Тнковъ первый интегралъ уравнешя (18). 
Известно, что полная интегращя всякаго уравнешя, вида 

• Г) 1ч ;' ' • • • - '<-'•- •••!'' 
Г(г', 2"У=Ъ (22) 

совершается посредствомъ квадратуръ 
Для этого полагаемъ х'—и\ уравнеше перейдетъ въ: 

Разрешая это последнее уравнеше относительно ^будемъ 

иметь: 
Аи . . . г Ли , 
Тх=<?(и) и сл^д. 

Подставивъ сюда вместо и ея значеше г\ тюлучимъ отно-
шеше между ж, У и а которое и будетъ первымъ интегра-
ломъ даннаго уравнешя (22). Но найденный нами первый 
интегралъ (21) уравнешя (18) представляетъ отношеше между 
2, 2' и а, а не между х, %' и а; это, следовательно, другой 
первый интегралъ уравнешя (18), отличный отъ того, кото-
рый можетъ быть полученъ по только что указанному 
способу. 

Далее, съ помощью перваго интеграла (21) уравнешя (18) 
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полный интегралъ того же уравнешя можетъ быть безъ 
затруднешй приведенъ къ Форм1> конечной и симметричной 
относительно а и Ь. 

Разделяя перем^ннын въ уравненш (21), получимъ: 

а \ 
<*д. ,,,, \=(1х, или: с1х=\ -—г—гг Ш 

1 Ье ^ : —аа) \Ь-а<хе^а-Ь)г 

откуда: 

Г( . - « Л - » ! ' ) * 

Это и есть полный интегралъ уравнешя (̂ 18) 
Если положимъ зд-Ьсь 

а^ то <ху.{а—Ъ)е Ыа-ь)Ч2=с1у, 

или: 

(о — = г///, откуда: с1г= [х а - ь ~у"> в с л , ь Д с т в ^ е ч е г о нашъ 

интегралъ приметъ видъ 

Черезъ разложеше подъинтегральной дроби на частныя 
дроби находимъ: 

г (1—у)Ау а—Ь Г Лу 1 гЛу (а—Ь). ,, . , I . 
Ъ-Ту+Т! ^-[—Г1о9(Ь-ау) + ^оду 

Сл-Ьд. имЪемъ: 
а 

—У-аЬх=1од{Ь—ау) + ^1оду+1од*1 = 1од [«,;уь~а(Ь — ау)] 

(гд1з % а , написано вместо а,) 
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Подставляя сюда вместо у его значен1е и замечая, что 
а 

а а можетъ быть заключено въ о^. будемъ иметь: 

Г - раг Н-(в - Ь)г 1. 
—)>аЪх=1одУ<1^ (Ь-а<хе 

если напишемъ здесь вместо а,6 и а вместо—ааа1 и*потомъ 
перейдемъотъ логариемовъ къ числамъ, тополучимъ полный 
интегралъ уравнешя (18) въ следующей Форме: 

—М-аг — у-Ьз —РаЬх 
а,е + осе =е 

которая, какъ видимъ, конечна и симметрична относительно 
а и ЬТ 

Если бы и =Ь, то имели бы уравнеше: 

Его интегрируюпцй множитель по (19) будетъ: 

а первый интегралъ по (20): 

а)-»=а 

после чего найдется и полный интегралъ. 
9. Воспользуемся теперь способомъ перемены переменной 

независимой, изложеннымъ въ § 4 для получешя новыхъ слу-
чаевъ интегрируемости изъ техъ, которые мы нашли въ пре-
дыдущемъ параграфе. 

Если въ уравненш (11) (§ 8) примемъ г за переменную 
независимую, а ^ з а искомую Функцш 2, то: &'=х'~~\ г"=— 
и уравнеше (11) приметъ следующШ видъ: 

тх'~ 2+ [ВД +9 1 + !(/(«]— 
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Интегрируюпцй множитель этого уравнешя (см. § 4, Фор-
мула 12) будетъ: х'етг 

Умноживъ предыдущее уравнеше на х'3, получимъ: 

первый интегралъ получится замещешемъ г' чрезъ х'~х въ 
Формуле (13) § 8, и сл^д. онъ будетъ: V 

Если умножимъ уравнеше (1) на —1, заместимъ потомъ 
т, Р (я) и 0 (х) черезъ—ш,—Р (.г),—Ь(х) и переставимъ буквы 
л и называя черезъ х переменную независимую, а черезъ 
% главную переменную, то получимъ следующш результатъ: 

Уравнеше 

тх' + [/Ч*)+6(ж)]я'»-М)'(ж) — -х"=0. т 

У епгР[х) Ах + етаг ( + 0 (а?) )=< а 

тх' + [Г[х] +Ь(х)]х">— — ()'(х) + х" = 0 т 

интегрируется; его интегрируюпцй множитель есть 

и первый интегралъ этого уравнешя есть: 

Для 6 ( г ) = 0 будемъ иметь весьма простое уравнеше: 

тх'+Р[х)х"*+х''=0 (2) 
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интегрирующШ множитель котораго по предъидущему будетъ: 

а первый интеграла : 

а (3) 

ЗамЪтимъ, что уравнеше (2) не можетъ быть проинте-
грировано по Формуламъ даннымъ въ § 5 для уравнешй вида 

Ся'+Вж*+Ея"=* О 

ибо въ уравненш (2): С=т, 1)=Р ( г ) , Е=\ и услов1е 

АЛЕ) Ах\Е/ 
не удовлетворено. 

Но первый интегралъ (3) уравнешя (2) получается очень 
легко по способу измЗшешя произвольной постоянной; въ 
самомъ д^лй, отбрасывая во (2) членъ имЪемъ: 

тг'+2"=О 
откуда: 

х'=>7.е-пх (4) 

Вносимъ это значеше я' во (2), разсматривая а, какъ иско-
мую Функщю х, которую нужно определить такъ, чтобы 
уравнеше (3) удовлетворялось; будемъ им^ть: 

а*е~*тхЕ(х)+е~тх^=0, о т к у д а : - е ~ т х Е ( х ) А х 

и огЬд. а~1 = ^ е~тхЕ{х)Ах + гд*> а произвольная постоянная. 

Опред'Ьливъ такимъ образомъ Функцш а, подставляемъ ея 
значеше въ (4) или въ г'~]е~пх=*~ ' и получаемъ первый инте-
гралъ уравнешя (2): 

2'-Ч~пх=^е~тхЕ[х)Ах+а1 
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что совершенно согласно съ интеграломъ (3), найденнымъ по 
способу интегрирующаго множителя. 

Возьмемъ еще уравнеше (14) § 8 и будемъ въ немъ разсма-
тривать г, какъ переменную независимую, а х, какъ иско-
мую Функщю г; то замещая въ немъ: 

получимъ уравнеше: 

[ж"1—?(ж)] [х'~* - <?{х) -уЩ ~ х'~3х"-ф'{х]=0 

-ГК М Т Н 1. ЫЙЯУ& '' гГЕ ЛТЛПЬвТЭЭОЭП ТЯ'ЧП^Т ИГ.'»/] 
интегрирующШ множитель котораго будетъ: 

х'ет2[х'-1 -ф(х)]~> 
/ 

Умноживъ предыдущее уравнеше на х п о л у ч и м ъ : 

Р[*) [ 1 - х ' ? ( х ) } [1-х'У(х)-^]-х"-х'у(:,:)=<) (5) 

Интегрируюнцй множитель этого уравнешя будетъ: 

Уравнеше (5) мы напишемъ следующимъ образомъ: 

>(Ж) 
Ноложимъ здесь: 

» 

ф м = А . т о ф ' ( ж 1 - ~ Ш г, (г) • т _Р(х)+тЪ[х) ? (а) то у { * ) - * (X) + т 

вследств1е чего наше уравнеше, по умноженш обеихъ частей 
на (х), приметъ видъ 

[*\х) + »«*) ] [х'-Их)] [ х ' - ^ Ш ^ -Щх)х"+1<тх)=0 (6) 
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Интегрирующей множитель послЪдняго уравнешя будетъ: 

А - а Г » е п \ [ х ' - * — ( х ) , или: *••[*(«)— 

а первый интегралъ, получаемый изъ Формулы (16) §8 замЪ-

щешемъ г' на х'~} и У (г) на будетъ: 

тг г 1 1 -1—1 

Если теперь переставимъ въ (6) буквы х и я, т. е. назо-
вемъ черезъ х переменную независимую, умножимъ уравне-
ше на —1 и измЪнимъ Р{г) и т въ —Р(г ) и — т , то полу-
чимъ следующей результатъ: 

Уравнеше 

[Г(х)+т^*)] [ - 0 (7) 

интегрируется; интегрирующей множитель этого довольно 
сложнаго по видимому уравнешя весьма простъ, именно: 

а первый интегралъ: 

I е-тхГ(хЧх+е~тх2'-у 

И такъ черезъ перемену пе-ремЪнной независимой мы по-
лучимъ для уравнешя (7) интегрирующей множитель и пер-
вый интегралъ, зная ихъ выражешя для уравнешя (14 § 2, 
которое по своей Форм1> существенно отличается отъ урав-
нешя (7). 

10. Переходимъ къ разсмотр^шю случаевъ. когда одинъ 
изъ коэФФИщентовъ В или А въ общемъ уравнеши (4) § 1 
равенъ нулю. 
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Пусть /У=0, то условге (В) § 1 сведется на 

4 4 ) и л и =~тЖ 
Ту Ту 

откуда: 
Г У п 

Ау 
ГУ /> 

- г о -д 

Л У о Ь У» А=Е<?[х)е 

где <р(х) какая угодно Функщя ж, а нижнШ пределъ у0 

интегрировашя по у произвольно выбранная постоянная 
величина. 

Таковъ долженъ быть видъ Функцш А для того, чтобы 
уравнеше 

А+Су'т+Пу'т+1+Еу'т-*у"=О 

могло интегрироваться по нашему способу. 
Значитъ, мы имеемъ следующее предложеше: 
Уравнеше 

СУТ), 
- г о -рАу 

г' У О Ео[х]е + Су'т + /)у'т+1 Еу'т~ху" = 0 (1) 

удовлетворяющее услов1е ^ = ^ интегрируется. 

Его интегрирующей множитель есть 

, (2) 

ГД* Р = ^ ( | ) % + / 

изображаетъ результатъ подставлешя вм. у въ 

а первый интегралъ: 

т / 
. 4 4 7Уо 

УЕ<р[х)е Ах+-- у'т=а (3) 
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Пусть напр. дано уравнеше 

тхруч V > 
г{х)уе — (у+Р1РуЧ+1)у"п—Чх^Ч/у'т^+хуу'т-1у"=\I) 

Здесь 
ц=0, С=-(у+рхРуЧ+1), П=-(/х^у1, Е=ху 

след. 

* » 

тхруч 

и какъвъ данномъ уравненш А=ч\х)ув , то оно по предъ-
идущему интегрируется; интегрируюнцй множитель урав-
нешя (4) есть: 

1 -М=~етг, гдгЬ г=-ч 1 х*у1-Ыу- I 
'У ,0 .1 Х 

И сл^д. 
л/ 1 „ —тхРуЧ 
1 ха+1у 

а первый интегралъ будетъ: 

Полагая въ (1) т = — 1 и умноживъ все уравнеше на 
будемъ иметь: 

г у В , 

(Е?(х)е +1))у'*+Су'+Еу"=0 

Если коэФФпщенты этого уравнешя удовлетворяютъ услов1ю 

А- (Л\ А 

(1у \Е / ах \Е) 

то интегрирующШ множитель его будетъ: 
N=4<Пу-2, где р== I ( Х )с1х 
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а первый интегралъ: 

I .'.То V Е /»/„ 
1Е<р(х)е Ах—е-Гу'-*=а 

Доиустимъ теперь, что въ уравнеши (1) коэффициенты 
Е, С к П И М Ё Ю Т Ъ слЁдуюпцй видъ: 

^ = В = п<\>'(у) (п величина постоянная), 

т Л . С , . I) яф'(у) . й /С\ / 0 \ то. Е - в ( * ) , т - иусловге ^ = ^ ( Т ) очевидно 

удовлетворено. По выбранымъ такимъ образомъ значешямъ 
С, Е найдемъ выражеше 1-го члена 4 въ уравнеши (I); 
мы им'Ьемъ 

<1у = я д о ф и сл-Ьд. 4 = Е<?{х)е~пп19'Щ= 1 

И такъ мы утверждаемъ, что уравнеше 

+ + (б) 

интегрируется; его интегрируютщй множитель будетъ: 

И С ЛЁД. 

Первый интегралъ уравнешя (В) есть 

/?(х)е + ^ (у) е А - а 

ЗамЁтимъ, что уравнение (3). будучи умножено на первый 
Факторъ [ ф ^ р ^ и н т е г р и р у ю щ а г о множителя принимаетъвидъ: 

Цх) + 0{ху/"(у)у'т + яф"^ (^Н'СуУ1 + « Г Ш / * " 1 У ' = О 

4 
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Последнее уравнение можетъ быть сведено на уравнеше 

Ьернулли, если п о л о ж и м ъ 1 — = .?/,, ибо тогда: 

п ^ п п ~ х ( уШу]у т + { + ( . У = . У Л И наше уравнеше напи-

шется такъ 
?(я?) + тЫх)у! + /Д = О 

Это есть уравнеше Бернулли, въ которомъ г/, главная нере-
т ) 0 (х) Ах 

менная, и сл-бд. интегрирующШ множитель его будетъ 
что составляетъ второй Факторъ можителя М. 

Но предложеше, относящееся къ уравненш (1), доставляетъ 
намъ здесь все: во первыхъ оно приводитъ насъ къ интегри-
руемому уравненш (5), за темъ по Формуламъ (2) и (3) мы 
получаемъ полный интегрируюшдй множитель (6) и первый 
интегралъ (7) уравнешя (5). 

Уравнеше (5) интегрируется окончательно посредствомъ 
квадратуръ, ибо въ первомъ его интеграле (7) переменныя 
разделяются; мы имеемъ: 

т^ 0(х) Ах 

Му)У7= т — ( 8 ) 

^где Функщя Р(х.а) введена для краткости) 
Извлекая изъ обеихъ частей корень т -ой степени, умножая 

погомъ уравнеше на йх и интегрируя его въ обеихъ час-
тяхъ, получимъ: 

— г 
- / '№» а )3 "Як = а, 

Это и есть полный интегралъ уравнешя (5). 
Положимъ въ (5) ш = — 1 и умножимъ все уравнеше на у'2 ; 

будемъ иметь: 

+«+'(*)} У а + 6 ШУ)У'+ШУ- О Т 
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Интегрирующей множитель этого уравнешя будетъ 

— 1о(х)Лх 
П ^ у р ^ е у'Л 

а первый интегралъ ио (7): 

(Н) 

~^Ь(х)Ах _п —/д(х)Ах (12) 

)<?(х)е Ах — ^ (У)е У'~] —а 

Далее, полагая въ (8) т——1, имеемъ: 

— Й [х)<1х 
а+ / ? (ж) е* Ах 

= > — 

а. по (9) полный интегралъ при = — 1 будетъ: 

Подставляя сюда вместо Р(х,л) предъидущее выражеше, по-
лучимъ полный интегралъ уравнешя (10) въ следующемъ 
виде: 

— ^ 

- — « . (,з> 

а + Ур (х) е Ах 
* 

Если въ (10) <р(#)=пост. величине т , то мы получимъ 
уравнеше 

+ + + (14) 

интегрирующШ множитель котораго будетъ иметь выражеше 
(11), а первый интегралъ его по (12) есть 

Г-Мх Ах _ „ -/о(х)Ах 
^ е Ах—$ [у\е у' '==а * ; 
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Съ другой стороны, сравнивая (14) съ уравнешемъ (1)§ 5, 
имеемъ: 

. а /С\ а /0\ при чемъ условш ^ ^ ^ = ^ (-^г) очевидно удовлетворено и 

сл^д. уравнеше (14) можетъ быть проинтегрировано по Фор-
муламъ § 5, то есть оно имеетъ интегрируюнцй множитель 

п1дЩ) +т{*Ау + ^Ь[х)Ах 6(х)Ах+т у .Ау 

и первый интегралъ: 

^Ь(х)Ах+т §Щу)йу (]й) 

уТ0/)« =Я1 

Имея такимъ образомъ 2 первыхъ интеграла (15) и (16) 
уравнешя (14), мы можемъ исключить изъ нихъ у'\ изъ (16) 
выводимъ: 

, , ч <1{)кх](1х ' " / • {-у]'1у (где а, написано вместо а, - 1 ) 

подставляя это выражеше въ (15), получаемъ 

—^в'х)Ах т 1$п[у)Ау 
а + т [е Ах = <х{е (а написано в м — а ) 

или, взявъ /г/ отъ обейхъ частей равенства и замещая 1д а, 
черезъ а,, будемъ иметь 

- [ Ь (х)Ах 
* 1(/ ос + т\е г/х] = + т №(!/)(!у 

Это отношеше между х,у и 2-мя произвольными постоян-
ными а и я, представляетъ полный интегралъ уравнешя (14). 
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Результатъ этотъ совершенно согласенъ съ Формулою (13), 
по которой полный интегралъ уравнешя (14) есть: 

— Шх)Лх 
Г пг л , С е 

а + е (1х 

или 

/ П у ) А у - ( а + « А л ) ^ 

Возвращаемся теперь къ уравненш (10) и полагаемъ въ 
немъ: 

п——1, то 1 и получается уравнеше 

]/2+Ь{х)уу' + уу"=0 

назовемъ: ^(а?,)—1=Д#), или у(х)=[(х) + \, и раздЬлимъ обе 
части уравнешя на у, будетъ: 
е.. . 

Л » ) / " 1 ^ + (17) 

ИнтегрирующШ множитель этого уравнешя по (11) есть: 

_р(х)Ах • 

а первый и полный его интегралы по (12) и (13) суть: 

— 1ь(х)Ах - [()(х)Ах . . 
/Л*) + Vе с1х-уе (19) 

— \ Ъ[х)Ах 
Г Г г/л? 

% = а ' + .1 -Гои<** ( 20 ) 

=,+ /[/ '(ж) + 1]с Л* 
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Пусть [{х)=пост, величине р, 0(х)=х то 

— ^х'Чх — )(х)йх 

= е 

а потому интегрирующШ множитель, первый и полный ин-
тегралъ уравнешя 

ру~1у'* + х~ху' + у"=0 (21) 

получаемые по Формуламъ (18. (19) и (20), будутъ: 

Д ^ а Г ^ у - 2 (22) 

(р+ 1) 1дх— аГ1 уу'~1 = а (23) 

% = а 1 + + (Р+1УУх 3 

Если умножимъ обе части последняго равенства на р + 1, 
напишемъ въ немъ 1д<х вместо ос и 1уах вместо а,(/> + 1 ) и по-
томъ перейдемъ отъ логариемовъ къ числамъ, то получимъ: 

у , 1д (ахр+1) (24) 

При всякомъ отличномъ отъ —1, это отношеше пред-
ставляетъполный интегралъ уравнешя (21). 

Когда р = — 1 , то полный интегралъ уравнешя 

(25) 

получается весьма просто по общей Формуле (20^; формула 
же (24) для р=—1 принимаетъ неопределенный видъ. Темъ 
не менее есть средство для получешя полнаго интеграла урав-
нешя (25) изъ Формулы (24), а именно теор1я пределовъ. 
Для этого, какъ известно, нужно разсматривать р сперва от-
личнымъ отъ —1 и потомъ искать пределъ, къ которому 
стремится выражеше 

у - [ « . * * ( « " > ] ^ 
по мере того, какъ р стремится къ —1 
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Чтооы разыскание этого предала сделать удобнее, мы пре-
образуемъ последнее выражеше для у\ оно можетъ быть 
написано такъ: 

1 1 
Напишемъ здЪсь а, вместо (а,/о^а)р+1 и а вместо будем ъ 

И М Ё Т Ь 

у = (х1[1 + (р+1)1дха ( 2 6 ) 

Это равенство представляетъ также, какъ и (24), полный ин-
тегралъ уравнешя (21) при всякомъ р отличномъ отъ —1; 
но равенство (26) позволяетъ весьма легко определить пре-
делъ, къ которому стремится у по мере того, какъ р + 1 
стремится къ 0. 

Въ самомъ деле, положимъ въ (26) 1од х1 = к и заметимъ — г | + — _ » 

что А; не зависитъ отъ р; далее назовемъ к (р+1) = — , то 

= когда р-\-1 стремится къ 0, т стремится къ со и 

мы получимъ: 
кт , т к 

Иту=&у1т(\ + ~ ) | а ^ — ос,®" 
г • = - 00 

а 
И такъ у = п.ух будетъ полный интегралъ уравнешя (25). 

Уравнеше (21) по своей Форме заключается въ уравнеши (3) 
§ 4 (где нужно будетъ положить / ( х ) — х ~ \ Р(у) = ру~х) след. 
оно имеетъ также интегрирующей множитель 

1х~1с1% + р \у~хАу 
М = хур (формула (4) §4) 

и первый интегралъ: у'хур = а, (Формула (5) § 4) • (27) 
Ислючимъ теперь у изъ обоихъ первыхъ интеграловъ (23) 

и (27) уравнешя (21); изъ (27) имеемъ уу'~х х~х — а1 ур+х и под-
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ставляя это выражеше въ (23), получаемъ полный интегралъ 
уравнешя (21) 

{р + 1 )1дх — <ххур+х = ос 

что согласно съ Формулою (24). 
Если въ (17) 0(а?)=0, то получается уравнеше: 

({X) у~1у'* + у" = о . 

ИнтегрирующШ множитель, первый и полный интегралъ 
этого уравнешя (по Формуламъ (18), (19) и (20)) будутъ: 

> 

N = уу'~г 

Ах 1оду = ос, + 

Пусть напр. [(х) = 2х—1, то по последней Формуле 

Ах 1 Г У а 

а + х* 
У 1 + 

или. замещая здесь а, черёзъ — А/а, и —= черезъа, получимъ: 

1д («!у) = а агсЛд {ах). 

Таковъ полный интегралъ уравнешя 

[2х—\ )у~ху'* +у"= о-

11. Если въ общемъ уравненш (Л) § 1 коэффищентъ В 
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огличенъ отъ нуля и А=0, то подобно предъидущему найдемъ, 
что уравнеше 

хо " 

Еу{у)е + Су'т~1 + Пу'п + Еу'т~2 у" - 0 (1) 

. А /С\ А 

удовлетворяющее условш = интегрируется;его 

интегрирующш множитель будетъ 
т 1 тр > * СХС , СУ<1)\ , 

У . Г Д " Ь Р = ( Т ) «У 
а первый интегралъ: 

т У/1) (т) ** 
2/» хо е тр 

)у{у)е (1у + - /"=« 

Далее, совершенно темъ же путемъ, какъ въ случае / / = 0 , 
выведемъ изъ предложешя относящагося къ уравнение (1) 
что интегрирующШ множитель уравнешя 

?(у) [<Н*)Гт+Ч« Чу) у,т + Ч(х) у'т-*у"=о (2) 

есть 
т ГиШу 

а первый интегралъ: 

и + е а 
I Ли ' т. 

Щ[Ь(У)ЛУ .,птг, гп/Ь(у)(1у 
\х) у т с =а 

Ау "г т 

Разрешая последнее уравнеше относительно ^пт{х) у'п, на-
ходимъ: 

Г НО (У) Лу 
*;т с ау V ( \ Г \ V [х) у = ^ЩЩ— ' = » * ( / / , « ) (для краткости) 

с 
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откуда иолучимъ полный интегралъ уравнешя (2): 

Ау ГАх Г 

М " " у 
1_ 1 

[ р (У, а ) ] т 

Полагая во (2) т = 1 и умножая уравнеше на у', будемъ 
иметь уравнеше 

{?Ш(*)]~Гп~1;\у' + № К у ) у " г + ( 3 ) 
для котораго интегрируюпцй множитель первый и полный 
интегралы по предыдущимъ Формуламъ будутъ: 

Г, Шау , , , 

$ (У) Ау 
е Ау 

я + I? (у ) е^^ УАу 

(6) 

Если у(_у)=пост. величине т , то уравнеше (3) принимаетъ 
Форму: 

+ пЦ{х))у' + тЧуУ + 0 (7) 

одинаковую съ уравнешемъ (1) § 5, при чемъ услов1е 

А_ /_С_\ _ А_ / Ц\ 
Ау \Е Ах \ Е> 

удовлетворено и следов. уравнеше (7) кроме интегрирую-
щаго множителя (4) и перваго интеграла 

г /оСуКу , , / Ь{у)Ау 
т с А у + <\>*(х)у'с*' = а (по Ф о р м у л е (5 ) ) (8) 
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имеетъ еще интегрирукшцй множитель 

1Ь(У)ЛУ + т&~п(х)<1х /а) 

и первый интегралъ 

/О (у)Ау + я» 1<Ъ~п(х) Лх /1п) 
уУ[х)е') ^ 

По Формул-Ь (6) полный интегралъ уравнешя (7) есть: 

г Шу)Лу _ г_ 
1д [а 4- т | с ау\ 1 = а, + т Ф *(х) Ах 

(где пост, произв. а, отлично отъ а1 находящейся въ (6)). 
Тотъ же самый результатъ доставляетъ исключеше у' между 

первыми интегралами (8) и (10). 
Положимъ еще въ (3) {^(х)=х, п~ 1, обозначимъ о (у) + 1 =({у) 

и разделимъ все уравнеше на х\ получимъ 

/ ( ^ - у + б ( 4 0 У а - Н / ' = О (11) 

интегрирукшцй множитель, первый и полный интегралъ этого 
уравнешя на основанш Формулъ (4), (5), (6) будутъ 

ку)0у 
М = хе^ 

/0(у)Лу /ь(У)аУ 
/[%) — Ц* Ау + ху'е =а 

/ьШу 
I -1 Г в У̂ Юдх 1=а1 + | — 
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Для Ь(у)=0 уравнеше (11) перейдетъ въ 

Пу)х-Ч/ + у"=О (12). 

и по предъидущимъ Формуламъ интегрирующш множитель 
этого уравнешя есть 

М = х (13) 

а первый и полный интегралы уравнешя суть 

[ХГ(у)-\)Лу+ху'=°. (14) 

Напр. если + то полный интегралъ уравнешя 

Ьу+:)х-у+у"=0 

по последней Формул^ будетъ: 

1од[а1аг1)='хагсЛд(ау). 

12. Въ последнихъ двухъ параграФахъ мы разсмотрели 
некоторый диФФеренщальныя уравнешя 2-го порядка, для 
которыхъ представилась возможность найти по 2 интегри-
рующихъ множителя. 

Но мы не знали а рпоп будутъ ли первые интегралы, до-
ставляемые этими множителями, существенно различны 
между собой, или одинъ изъ нихъ будетъ следств1емъ 
другаго. 

Далее, найдя эти интегралы мы исключали изъ нихъ у' и 
получали въ результате некоторое отношеше между х, у и 
2-мя произвольными постоянными а, а,, которое представляло 
полный интегралъ ДИФФ. уравнешя; если бы этотъ резуль-
татъ исключен! я не за висел ъ отъ х и у, а свелся бы на 
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отношеше между одними только пост, произв. а. а р то это 
значило бы, что одинъ изъ найденныхъ первыхъ интеграловъ 
есть следств1е другаго. 

Изложенный только что обстоятельства привели насъ къ 
изсмгЪдовашю следующихъ двухъ вопросовъ. 

I. Известны два первые интеграла дифференцгальпаю уравне-
шя п-го порядка между двумя изменяемыми', узнать сущест-
вепно-ли различны между собой эти интегралы, или нгътъЧ 

II. Найдены 2 иптегрирующге множителя дифф. уравнешя 
п-го порядка; узнать а ргюгг будутъ ли первые интегралы, до-
ставляемые этими множителями существенно различны между 
собой, или нгыпъ? 

13. Прежде нежели мы займемся доказательствомъ теоремъ, 
решающихъ постановленные вопросы, считаемъ не лишнимъ 
разсмотреть здесь обпця Формы всЬхъ первыхъ интеграловъ 
и всЬхъ интегрирующихъ множителей ДИФФ. уравнешя п-го 
порядка, вида: 

Р(х,у,у'...у(»)= 0. (1) 

Уравнеше это , какъ известно, имеетъ п существенно 
различныхъ первыхъ интеграловъ, которые пусть будутъ: 

№,У,У'-У(п-1))=«и к1х,У,У'-У(п~х))=Ч ихуу';.у(%~х))=*п (2) 

(а,...а„ суть произвольныя постоянный). 
При этомъ самая общая Форма всехъ первыхъ интеграловъ 

уравнешя (1) есть: 

п(Л/ 2 . . . . / » )=<* (3) 

где П означаетъ произвольную Функщю, а а произвольную 
постоянную. 

Въ самомъ деле, пусть 

г?[х у,у'....у(п~х))=а (4) 

будетъ какой нибудь первый интегралъ уравнешя (1). 
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Для доказательства * , что этотъ интегралъ можетъ быть 
приведенъ къ Форме (3), замйчаемъ. что изъ п уравнешй (2) 
п величинъ у у... у(п~х) могутъ быть выражены посред-
ствомъ х, а, а2 . . . ап, или что тоже посредствомъ х, [\ Д . . . (п. 

Если найденныя такимъ образомъ выражешя у у... у(п~х> 

внесемъ въ (4,), то это уравнеше приметъ видъ: 

/ • ) - « • (5) 

ДиФФеренцируя последнее равенство въ обЬихъ частяхъ 
сполна по х, имеемъг 

Но въ силу (2) 
о, й/2=0... 

а потому необходимо, чтобы 0. 

И такъ Функщя ^ не зависитъ отъ ж и след. уравнеше 
(5), которое есть ни что иное, какъ уравнеше (4) одинаковой 
Формы съ (3) ч. и д. н. 

Всякая Функщя N отъ х, у, у... у , удовлетворяющая 
равенству 

ах 

называется интегрирующимъ множителемъ уравнешя (1); 
при этомъ [ = а будетъ первый интегралъ ур. (1), который 
мы будемъ называть «первымъ интеграломъ соответствую-
щимъ интегрирующему множителю Л7». 

Лагранжъ доказалъ, что для каждаго перваго интеграла 
ур . (1) с у щ е с т в у е т ъ соответствующий интегрирующШ мно-
житель. 

*) Э т о доказательство мы з а и м с т в у е м ъ изъ с о ч и а е ш я 8егге1 «ТгаИё «1и 
еа1си! ШГГёгепИе! е1 нИё^га!». 
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Обозначимъ черезъ ЛГ„ интегрирующее множители, 
соответствующее п первымъ интеграламъ (2) т е 

« 

Далее. если ЩД) , П'(Д).... П ' ^ ) будутъ изображать част-
ныя производныя произвольной Функцш П(Д Д.. . /"„) по 
/ р А •• /«- то самая общая Форма всЪхъ интегрирующихъ 
множителей уравнешя (1) будетъ: 

N=1»^) + М'Щ(ъ) +... + 31пЩ[п) (7) 

Чтобы убедиться, что Л7 будетъ интегрирующимъ множите-
лемъ уравнешя (1), достаточно умножить обе части (7) на Р\ 
будемъ им^ть: 

Щ Д ) + . . . + 

или, въ силу (6) 

Щ.й + + 

и след. П = а будетъ первый интегралъ, соответствующий 
интегрирующему множителю N. 

Эта общая Форма (7) интегрирующихъ множителей ука-
зана Лагранжемъ (для ДИФФ. уравнешй 2-го порядка). 

Для доказательства, что (7) есть самая общая Форма инте-
грирующихъ множителей положимъ, что М будетъ какой 
нибудь интегрирующей множитель уравнешя (1), то 

М Р = р . (8) ах 

Такъ, какъ ср=а есть первый интегралъ ур. (1), то Функ-
ц1я © по вышедоказанному можетъ быть приведена къ виду 
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и значитъ: 

или въ силу ('б) 

МР=М,ПГх) Р+ Щ-У(Г*)Р+ • • • + МпЩп)Р. (10) 
% 

Обе части этого равенства мы можемъ сократить на Г, не 
смотря на уравнеше (1), ибо оно выражаетъ, что Г = 0 только 
для известнаго отношегпя между х, у и п произв. пост, (кото-
рое называется полнымъ интеграломъ), но въ (10) зависи-
мость у отъ х остается какою угодно; по сокращенш равенства 
(10) на мы увидимъ, что интегрируюнцй множитель М 
вида (7). 

Впрочемъ,' при доказательстве, что (7) есть самая общая 
Форма всехъ интегрирующихъ множителей. можно обойтись 
безъ сокращения обеихъ частей равенства на а именно 
следующимъ образомъ: 

Изъ (6) и (8) выводимъ 

V* ли 
Р= Ах = Ах = Ах =...= Ах 

~М Жх ж ~М~п 

или 

Ах=* Ш Ах = ? =,..= V '/») йх 

М м^'(к) МпП(п) 

откуда, по свойству ряда равныхъ отношений, имеемъ: 

,, чгл Апг 4-4,11* \ 
Ах = Г'1' Ах+ У'/2) Ах + ^'!»]-Ах 
м м,ф ' (А)+Щ%)+. . .+м л , уи щ у 

Это отнотеше выражаетъ равенство двухъ дробей, числи-
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тели которыхъ по (9) равны между собой и след. необходимо 
должно существовать равенство между ихъ знаменателями 
и значитъ интегрирунлщй множитель М будетъ непременно 
вида (7). 

14. Изъ общей Формы (3, § 13) первыхъ интеграловъ диФ-
Ференщальнаго уравнешя тг-го порядка сл-Ьдуетъ, что оно 
имеетъ безчисленное множество первыхъ интеграловъ и 
что все они суть следств1я п существенно различных'!, 
между собой первыхъ интеграловъ того же уравнен1я. 

Поэтому, если известны два первые интеграла 

диФФеренщальнаго уравнешя я-го порядка, то можно спро-
сить, существенно ли различны они между собою, или одинъ 
изъ нихъ есть следств1е другаго? 

Въ последнемъ случае функцш ? и ф будутъ связаны 
отношешемъ вида 

ПОР,40 = О 

или 
и, = о(?) 

т. е. ф будетъ выражаться въ Функцш ?. 
Значитъ, изследоваше вопроса I ( §11 ) сводится на изсле-

доваше следующаго другаго вопроса: 
Даны две явныя Функцш и к V отъ п переменныхъ хх. 

хг.... Хп (переменныя эти могутъ быть зависимы одна отъ 
другой, или нЬтъ); при какихъ услов1яхъ и можетъ быть 
выражено въ Функцш V, т . е. быть вида «=<р(г^? 

АнглШсшй геометръ Буль * ) рЬшилъ подобный вопросъ 
но при другихъ обстоятельствам, а именно онъ постано-
вилъ одно необходимое и достаточное условие для того, чтобы 
одна изъ п величинъ »/,, ип, изъ которыхъ каждая есть 

*) ШПегепМа! е̂ 11П̂ о̂пя, чирр1етсп1агу \о1нт'> р. :»'». 
4 5 
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явная Функщя п п е р е м е н н м х ъ гх. х2... х я , напр. г/,, могла 
быть выражена въ Функщи остальныхъ п—1 величинъ и2... ип 

Сл^д. у Буля число Функщи равно числу переменныхъ. 
Въ разсматриваемомъ же нами случае число Функщй есть 

2, а число переменныхъ какое угодно ( = я ) . 
Регпеще вышепредложенныхъ вопросовъ получается, какъ 

следств1е изъ следующей теоремы: 
„Если изъ частныхъ прпизводныхъ функщй и и V. 

Ли Ли Ли Ли 
Ахх1 Ах%' Лгя"Л:гп 

( I ) 
Ль Ль Лг Лю 

Аг^ Лх^ А.С'{" Лхп 

состивимъ есть определители, сочетая какой нибудь изъ верти-
кальныхъ столбцевъ, напр. 1-ый, съ остальными (п—/) столб-
цами и если въ составленномъ такимъ образомъ ряду (п—/) 
определителей 

Ли Лъ <IV Ли Ли Ас Ло Ли Ли ЛV Ль Ли 
Ахх Лх2 Лхх Лх2' Лсх Ахл Лх{ Лх{" Лсх Лхп ~ ЛТХ Л^' ^ ' 

известное число (к—/) какихъ нибудь определителей окажутся 
нулями, напр. 

Ли_ Лг^ Аь_ Ли ^ Ли ЛУ Ли_ Ли Аь Лк Ли , •. 
Ах { А г Ахх Лх2~ 'АххЛх3 Лх[1^Г3~ ' АххЛхк 'АххАхк== 

то одна изъ функций и, V можетъ быть представлена следую 
щимъ образомг, 

и=ч>(г, хк+х, хш хп) ( 4 ) 

т. е. въ выражение и посредствомъ V и переменныхъ хх ,г2... 
хп не будутъ входить те к переменныя хх, хг... хк, относи-
тельно которыхъ берутся частный производный въ услов/яхъ (3)а. 

ЗамЬтимъ при втомъ, что система условШ (3) необходи-
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явная Функц1 я п перемениыхъ хх, напр. г/,, могла 
быть выражена въ Функцш остальныхъ п—1 величинъ и2... ип 

След. у Буля число Функцш равно числу переменныхъ. 
Въ разсматриваемомъ же нами случае число Функщй есть 

2, а число переменныхъ какое угодно {—п). 
Регпен1е вышепредложенныхъ вопросовъ получается, какъ 

следств1е изъ следующей теоремы: 
Если изъ частныхъ производныхъ функщй и и V. 

Аи Аи Аи Аи 
Ахх 1 Ах.2 А г3 " Ахп 

Ас Аъ Аь Ас 
А г^ Ах^ АхЛ"' Ахп 

сосшчвимъ все определители, сочетая кикой нибудь изъ верти-
кпльныхъ столбцевъ, напр. 4-ый, съ остальными {п—/) столб-
цами и если въ составленномъ такимъ образомъ ряду (п—4) 
определителей 

Аи Аъ Ас Аи Аи Ас Ас Аи А и Ас Ас Аи 
Ахх Ах2 Ахх Ах.} Асх Ахл Ах{ <1х{" Ахх Ахп Ахх Ахп' ^ ' 

известное число (к—1) какихъ нибудь определителей окажутся 
пулами, напр. 

Аи Ас Аь Аи ^ Аи Ак Аю Аи ^ Аи Ак Ас Аи „ 
Ах1 Лх2 Ах1 Ах2 ^Ахх Ах3 Ахх Ах3 1 Ахх Ахк Ахк ) 

то одна изъ функций и, V можетъ быть представлена следую 
щимъ образомо 

<гк+1, х м хп) ( 4 ) 

т. е. въ выраженье и посредствомъ V и переменныхъ хх г2... 
хп не будутъ входить те к переменныя а?,, х2... хк, относи-
тельно которыхъ берутся частный производный въ услов/яхъ (3)и. 

ЗнмЬтимъ при этомъ, что система условш (3) необходи-
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мыхъ для того, чтобы и была вида (4), останется въ сущности 
одна и таже, какой бы изъ вертикальныхъ столбцевъ (1) мы 
не выбрали для сочеташя сказаннымъ образомъ съ осталь-
ными (п — 1) столбцами. 

Чтобы у б е д и т ь с я в ъ этомъ, достаточно принять въ раз-
счетъ сл-ЬдующШ Фактъ: 

Если им-Ьемъ 2 уравнешя: 

Аи Ль Ль Ли 

Ч Ахр Ах^ 

Аи Аь (IV Ли 
Ах^ ~ (1Ч Ах у 

• о <1* л <!'• то умножая 1-е изъ этихъ уравненш на — , 2-е на — 

вычитая 1 ое ур. изъ 2-го и за т1>мъ сокращая полученное 

такимъ образомъ уравнеше на найдемъ: 

(/ и - с/ и (1ь ^ 

Для доказательства предъидущейтеоремы мы воспользуемся 
щнемомъ, посредствомъ котораго Буль доказываетъсвою тео-
рему относительно Функциональной зависимости двухъ ве-
личинъ и и изъ которыхъ каждая есть явная Функщя 
двухъ перем-Ьнныхъ х и у *). 

Для простоты мы можемъ взять число &=4 , ибо все. что 
будетъ сказано относительно этого значешя к, применяется 
отъ слова до слова и къ какому угодно к. 

И такъ, пусть : 

Аи <1г Аг Аи ^ Ли Ль Ль Ли 
Ахх Ах,2 Ахл Лх.г ' Лх{ ~Ах% Лх> Лх.л 

= 0. Ли Лг 
Ах, Ах. - ^ - 0 (7 ; Лхх ахк 4 ' 

*) ОШ'егепПа! едиаИопя, р. 24. 
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Требуется доказать, что эти 3 услов1я необходимы и доста-
точны для того, чтобы Функщя и могла быть представлена 
слЬдующимъ образомъ: 

!!=•!>х^ х6... хп) . (8) 

Для доказательства необходимости условШ (7) диФФерен-
цируемъ выражеше (8) для и частиьшъ образомъ по хг, 
х3, и замечая, что эти 4 перемЪнныя входятъ въ и только 
посредствомъ V, получаемъ: 

Аи Аф (IV Аи А1? Ап Аи Ау Аь Аи А? Ак 
Ахх Аь АхАх.г Ас Ах% Ахл ИгГ Ах3' Ахк Аь Ахк 

откуда: 
Аи Аи Аи Аи 

А? Ах 1 Ах 2 Ася АХ,4 

АV Ак Аь Аь Аг 
Ахх Ах% Ахз 

Это и есть услов1я (7), но только написанныя въ несколько 
другой Форме. 

Докажемъ теперь достаточность условШ (7) т. е. мы дока-
жемъ, что если эти услов1я имеютъ место , то Функщя и 
всегда мошетъ быть представлена въ виде (8). 

По предположенш и и V суть явныя Функщи п переменныхъ 
ж,, .г2... хп; пусть 

м=/(ж,, хг... х„), г=Р(хх, х9... хп) (9) 

Если изъ 2-го изъ этихъ уравнешй определимъ хх посред-
ствомъ V хг. . хп и найденное значен 1е хх внесемъ въ 1-ое 
уравнеше, то и приметъ видъ: 

Гъ,х3...хп) (10) 

Это будетъ результатъ исключешя хх между двумя урав-
нешями (9); ^но можно показать, что если условгя (7) удовле-
творены, то при исключенш хх между уравнешями (9) пе-
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ременныя х2 , хк сами собой выйдутъ изъ вычислешя и 
такимъ образомъ и будетъ вида (8). 

Съ этою целью диФФеренцируемъ выражеше (10) для и 
по г2 и замечая, что входитъ въ и какъ само по себе такъ 
и посредствомъ V, получаемъ: 

Аи А^ А'\> Ау 
Ах% Ах2 Ау (1т% 

ДиФФеренцируемъ (10) еще по хх при чемъ х{ входитъ въ и 
только посредствомъ V и след. будетъ: 

Аи А'1> Ау 
Ас1 АУ АХх 

А'1> 

Исключая между двумя последними уравнениями на-

ходимъ: Аи Ау Аи Ау_ Ау_ 
Ах, Ах 2 Ах% Ахх Ах % Ахх 

или, въ силу 1-го изъ условШ (7) 

Ау 
Ах% Ахх 

и какъ по предположению V завпситъ отъ г , , то дляудовлет-
ворешя последнему равенству необходимо, чтобы 

Ах% 

т. е. чтобы переменная х2 не входила сама по себе въ 
Функцш Ф. 

Точно также на основанш остальныхъ двухъ условШ (7 ) 
докажется, что 

= о — = 0 
Ахя 1 Ап" 

http://rcin.org.pl



— 70 — -

т. е. что переменный хх не должны входить (сами по 
себе) въ Функщю и след. выражете (10) для и будетъ 
вида (8) что и д. н. 

При доказательстве достаточности условШ (7) мы исклю-
чали хх между двумя уравнен1ями (9); заметимъ теперь, что 
если бы мы хотели исключить не / „ а х2, то для доказа-
тельства нужно было бы заменить условгя (7) другими усло -
В1ями, а именно: 

<1И Ау <К_ АИ_ ^ АИ^ Ли ^ Ли ЛГ АТ Ли , •, 
Лх2 Ахх Лг» Лл х ' Лх2 Лх.л Лхо Лх.л 1 Л / 2 Ахх Лх.2 Лх\ 14 ; 

которыя по вышесказанному относительно условШ (5) и (6; 
равносильны съ условиями (7). 

Прибавимъ еще, что Функцш и и о могутъ не зависеть отъ 
некоторыхъ изъ переменныхъ хх, ,г2, х3, х^ но и въ этихъ 
случаяхъ услов1я (7) или (11) будутъ необходимы и достаточны 
для того, чтобы и была вида (8). 

Напр. если V не зависитъ отъ ./., то = 0 и тогда 1-ое 

изъ условШ (7) или (11) доставляетъ: 

Ли Аъ ^ 
Ахл Ах, 

и какъ, по предположенш г* зависитъ отъ хг, то 0, т. е. 

мы видимъ что на основанШ этого условгя и и не должно 
зависеть отъ хх. 

Исключая г2 между двумя уравнешями 

и—Дл,, а?;,... .гч), V = х3.. хп) 

и принимая въ разсчетъ остальные 2 условия (11)4 мы до-
кажемъ подобно предъидущему, что при этомъ исключенш 
переменныя х3, хл выйдутъ сами собой изъ вычислешя и что 
след. и будетъ вида (8). 

к 
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Такъ какъ все изложенное для к=4 применяется отъ слова 
до слова и къ какому угодно к. то теорему, высказанную 
на странице (66) можемъ считать вполне доказанною. 

Изъ этой теоремы мы выводимъ следующее следств1е: 
Если даны две явныя Функцш и и г ; отъ п переменных!» 

х2...хп то для того, чтобы и=<\> (г>), необходимы и доста-
точны следующее (п— 1) условш: 

Ли Ль Ль Ли ^ Ли Ль Ль Ли ^ Ли Ль Ль Ли ^ 
Лгг Л.г2 Л:г1 Лх^ " Лхх Лх-л Лхх Лх3 Лхх Лхп Лхх Лтп 

(т. е въ этомъ случае все определители ряда (2) будутъ нули) 
15, Пояснимъ теперь употреблеше доказанной теоремы 

парою примеровъ. 
Пусть напр. даны две функцш 4-хъ переменныхъ х. 7/, г, I: 

« = ( / — 1 )2# + 2(/—1)(г + 1).у + 2//2л-1 (г + 2)- ь=Гх+%// 

Частныя производный этихъ Функщй будутъ: 

1)(*+Ц+«**-»<»+«) = г 

Если составимъ определители, сочетая первую горизон-
Ли Ль _ тальную л и н ю , ^ со всеми остальными горизонтальными 

лишями то увидимъ, что ни одинъ изъ этихъ определителей 
не будетъ нулемъ; тоже самое относится и ко второй линш 

, но сочетая 3-ю линш съ 4-ою, мы найдемъ: Л у ' Л у 1 

Ли Ль Ль Ли 
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откуда по предъидущей теореме заключаем-*», что 

и = гр [V, х, у) 
и действительно 

и = ж + У)а~Уа 
а» 

Для 2 го примера мы возьмемъ следующая две Функцш: 

.Гу(д8 + ^1_д/(дЛ + у8) . = (дг + у/)^—О 

4 
Составивъ частную производную м по найдемъ: 

т . е . .V есть симметрическая Фукщя переменныхъ х и у, г и Л 
Замечаемъ теперь, что если въ Функщи м переставить 

одновременно х и г, у и I, то Фукщя изменитъ только свой 
знакъ, а потому 

^ = (здесь 5 имеетъ прежнее значеше) 

всл-едств!е чего: 
Ли . 
Тх^ у (*»-<*) 
Ли I (хЪ—у*; 
Лг 

Далее, такъ какъ и есть знакопеременная функщя х и ?/, 
гУм „ 

то производная -ц получится изъ когда мы въ этой по-
следней переставимъ х и у и изменимъ потомъ ея знакъ; 

Ли 
Ли ,— по изъ выражешя ^ видно, что частное есть симметри-
' У 

ческа я функщя х и у , след. имеемъ отношение: 
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Ли Ли 
1х_=—~Лу_ (2) 
У х 

На томъ же самомъ основан] и и: 

Ли Ли 
Л = _ (3) 

I г 

Три отношения (1),(2),(3) имеютъ место и для Функщи V, ибо 

Лх _ 2у [х—1) . <!у _ 21(х+у) 
Лх ~ (х—у)*(х+1)' Лг ~ (з-\-1)*[х-у) 

II след. 
ЛИ 

5 = _ У(*-*) ( д + о и) 
Лу 1>Х-у)(Х-\-у) ^ > 
Л2 

Кроме того V есть также, какъ и и, знакопеременная 
Лу 

функщи х и у и частное Ах симметрическая Функщя т е х ъ 
У 

же переменныхъ, а потому подобно предыдущему: 

Лу ЛУ 
Лх = — Лу (5) 
у х 

По темъ же причинамъ и 

ЛУ ЛУ 

Лг = —1/7 (6) 
I 2 

сравнивая (1; и (4)имеемъ: ^ ~ — с~ = о. 

Деля одно на другое равенства (2) и (5), (Ъ) и (6), найдемъ 
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Изъ последнихъ трехъ равенствъ, на основанш следств1я 
(стр 71) нашей теоремы, заключаемъ, что: м=<р(») и дей-
ствительно: 

и=4:(р—\ГУ) 

16. Указанное следствге нашей теоремы доставляетъ сле-
дующее решеше вопроса 1-го § 12. 

„Оаинъ изъ первыхъ интеграловъ 

дифрервнцгальиаго уравнешя п-го порядка будетъ следствгемъ 
другого, если функцш V и Ф тождественно удовлетворяютя п 
условгямъ: 

Ау # Ц АУ = п Лу # # _ Ау ^ _ п 

йж % Ах Ау ~ ' Ах Ау' Ах Ау' ~ Ах Ау(п~х) Ах Ау (п~Ч ~ ' 

въ противномъ случае, т. е. если хоть одно изъ этихъ условШ 
не будетъ удовлетворено, оба интеграла будутъ существенно 
различны между собоюи. 

17. Для решешя Н-го вопроса (§ 12) мы доказываемъ сле-
дующую теорему: 

„ Если интегрирующее множители Л7 и М дифференцгальнаю 
уравнешя п-го порядка 

Е(х,г,,у',у"...ф«))=0. (1) 

соответствуютъ двумъ такимъ первымъ интеграламъ этою 
уравнешя изъ которыхъ одинъ есть следствге другаго, то част-

N ное будучи приравнено произвольной постоянной с, представить 

• N первый интегралъ дифф. уравнешя (1); и наоборотъ если = с 

есть первый интегралъ дифф. уравнешя (1), то одинъ изъ пер-
выхъ интеграловъ соответствующихъ интегрирующими множи-
телямъ N и М будетъ следствгемъ другаго№. 
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Какъ въ этой теореме, такъ и во всемъ поеледующемъ 
мы разсматриваемъ два интегрирукпще множителя, отно-
шеше которыхъ есть определенная постоянная величина, 
какъ одинъ и тотъ же интегрирующей множитель. 

Пусть 

/ / , у. . . 'К.Г,//, у . . . ? / " - 1 * ) - ? (2) 

будутъ первые интегралы ДИФФ. уравнешя (1), с ответствую-
шДе интегрируюгцимъ множителямъ М и А. т е. 

и предположимъ, что одинъ изъ первыхъ интеграловъ (2 ) 
есть следств1е другаго, тогда ^ есть некоторая Функщя <р, 

а потому 

Съ другой стороны, деля равенства (3) одно на другое, 
получаемъ: 

Фр 
N __Ах 
м 

Ах 
откуда, въ силу (4): 

Но <р=а есть первый интегралъ уравнешя (1); след. и 
Ф'(?) какъ Функщя будучи приравнена произвольной по-
стоянной: 

. = - ( 5 ) 

будетъ тоже первымъ интеграломъ уравнешя (1). 
Такимъ образомъ первая часть теоремы доказана; мы ви-

димъ при этомъ, что первый интегралъ (5) не отличается 
существенно отъ каждаго изъ интеграловъ (2). 
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Переходимъ къ доказательству второй части нашей те-
оремы: 

Мы теперь предполагаемъ только, что: 

]У 
Т/ = < 

есть первый интегралъ ДИФФ. уравнешя ( 1 ) 

По общей Форме первыхъ интеграловъ (стр ф1>) имеемъ 

N 
М = /"») ( 6 ) 

где Д «=<*,, Д = а 2 . . . /»>=ап суть п существенно различныхъ 
первыхъ интеграловъ уравнешя (1). 

Далее, по общей Форме интегрирующихъ множителей 
(стр. 03) п#шемъ: 

П = Щ Х ) М Х + П'(/а)Л/2 + ... + П '(/•) Л . 

м = а ' ( [ х ) м х + о е д л / а + . . . + 
при чемъ 

п г / ; , / в . . . д ) - р и о ( л , / , . . . л ) » а 

будутъ первые интегралы. соответствуюпце интегрирую-
щимъ множителямъ ТУ и Ж. 
Вследств1е этого равенство (6) принимаетъ видъ: 

Г Щ М + ГГ(/2)Л/2 + ... + Щ[Ж 
ЩЩ^ТЩ Ж Т Г + Щ Ж 

Заменяя здесь МХ.М^.. Мп пропорцюнальными имъ вели-
чинами (/Д, и?/"а... (1[п и уничтожая знаменателя, получимъ 

п'(Л)г//; + П'(/2У//2 + . . . + н ' ( Л У Л = 
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Но /,=<*,, / 2 = а а . . су ТЕ. п существенно различныхъ 
первыхъ интеграловъ; слЪд. Функщи / 2 . . . /п независимы 
между собой, а потому для удовлетворена последнему ра-
венству необходимо положить: 

п ' с л н ч / п А - . 

откуда 

или: 

гТП б/О _ б/О гЯ1_ г/П бШ _ бШ б/Г1 _ п г/П_ 
«У, <*/. ~ <*Л 4Г, с " 

Изъ этихъ условШ, на основанш теоремы доказанной въ § 
14, мы заключаемъ, что: 

П = ? ( 0 ) 

т. е. одинъ изъ первыхъ интеграловъ. соответствующихъ 
интегрирующимъ множителямъ N и М есть следств1е другаго. 

И такъ, наша теорема вполне доказана. 
18 Изъ этой теоремы мы получаемъ следующее р е ш е ш е 

вопроса II го (§ 12). 
(а) „Составив* частное интегрирующих* множителей N и М, 

приравняем* его постоянной произвольной с и посмотримъ не 
• N будетъ ли отчотенге =с первымъ интеграломъ даннаго диф-

ференцгальнаю уравнешя п-го порядка; если н/ыпъ, то оба первые 
интеграла, соответствующее интегрирующимъ множителямъ 
N и М существенно различны между собой; въ противномъ слу-

N чаш, т, е.если^=с окажется первымъ интеграломъ даннаго 

дифференцгальнаго уравнен»я, одинъ изъ первыхъ интеграловъ, соот-
втпетвующихъ интегрирующимъ множителямъ N и М, будетъ 

•(ЛЛ. . .Д) 

п ' ( А ) — 

П'ГЛ) П';/,) _ \ \ \ 0 
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смьдствгемъ другого; значитъ въ этомъ случаи» оба интегрирую-
щге множителя N и М доставать одинъ и тотъ же интегралъ, 

который получится безъ интеграцги, ибо онъ есть = 

Изъ предъидущаго мы видимъ, что во всЪхъ тЪхъ слу-

чаяхъ, когда ч а с т н о е ~ приравненное произвольной посто-
янной, не можетъ быть первымъ интеграломъ ДИФФ. урав-
нешя п-то порядка, интегрирующее множители N и М соот-
в е т с т в у ю т двумъ существенно различнымъ первымъ инте-
грал амъ. 

Отсюда мы выводимъ непосредственно следующее инте-
ресное следств1е: 

„.Если постное двухъ интегрирующихъ множителей дифф. 
уравнешя п-го порядка не зависитъ отъ производной (п—1 )-го 
порядка, то оба интегрирующее множителя соотвптствуютъ 
двумъ существенно различнымъ первымъ интеграламиа 

ибо первый интегралъ ДИФФ. уравнешя ??-го порядка, по са-
мому определенш непременно зависитъ отъ у'Л~1>-

Для ДИФФ. уравнешй 2-го порядка п = 2 и след. 
„Если мастное двухъ интегрирующихъ множителей дифф. 

уравнешя 2-го порядка не зависитъ отъ ?/, то эти интегриру-
ющее множители соотвп,тствуютъ двумъ существенно различ-
нымъ пе])вымъ интеграл амь^. 

И такъ: 
(b) ъДва интегрирующее множителя дифф уравнешя % го 

порядка, изъ которыхъ каждый есть функцгя только отъ х и у 
или отъ одной изъ этихъ пергменныхъ, всегда соответствуют* 
двумъ существенно различнымъ первымъ интеграламъ^. 

Укажемъ еще на одно следств1е теоремы § 17, а имеино: 
(c) ^Если будутъ известны п-1-1 интегрирующихъ множителей 

дифф. уравнешя п-го порядка, то по крайней мгър/ь ооинъ изъ 
первыхъ интеграловъ этою уравнен»я погучится безъ интеграции. 

Въ самомъ деле, пусть даны п + 1 интегрирующихъ мно-
жителей 

Л,, N.... Ая+1 
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диФФеренщальнаго уравнешя п-го порядка. 
Мы знаемъ, что оно не допускаетъ более п существенно 

различныхъ первыхъ интеграловъ. 
Значитъ, въ написанномъ ряду по крайней мере два ин-

тегрирующее множителя 1 \ г и доставляютъ одинъ и тотъ 
же первый интегралъ и этотъ последшй получится безъ 
интеграцш, ибо онъ есть 

19. Предложешя, полученный нами въ посл'Ьднемъ пара-
графе, подтверждаются и изслЪдовашями изложенными въ §§ 
10 и 11. 

Такъ для уравнешя 

Р!/~1!/'* + х~1у' + 0 (стр. 54; (1) 

мы нашли 2 интегрирующее множителя 

N = х" хуу' -* ,М=хур (2} 

Частное этихъ множителей приравненное про-

извольной постоянной, при всякомъ р ,отличномъ отъ—1, не 
будетъ первымъ интеграломъ уравнешя (1); откуда по пред-
ложешю ((а), § 18) заключаемъ, что при всякомъ р, отлич-
номъ отъ—1, оба первые интеграла, соответствующие ин-
тегрирующимъ множителямъ (2), существенно различны. 

М ы видели въ § 10, что это действительно имеетъ место-
Но для р= 1, уравнеше (1) переходитъ въ: 

^ " У — , у " У 8 + / ' = о (з) 

и частное его интегрирующихъ множителей 

(4) 
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есть = будучи приравнено произвольной посто-

янной с: 

представляетъ первый интегралъ уравнешя (3) и след. 
(по предложешю (а)) оба интегрирующее множители (4) до-
ставляютъ одинъ и тотъ же интегралъ 

ху~ху' = с 

уравнешя (3). 
Кроме двухъ интегрирующихъ множителей N и М урав-

нешя (1), намъ известенъ еще одинъ интегрирующей мно-
житель того же уравнешя, а именно: 

1 = 1 (см. § 5) 

И такъ на основанш предложен!я (с) $ 18 утверждаемъ, 
что по крайней мере одно изъ частныхъ: 

М А Я 
IV* V I 

будучи приравнено произвольной постоянной, представитъ 
первый интегралъ уравнешя (1); и д-Ьйствителыю: 

М , V 
— = у XI/1 =С 

есть первый интегралъ уравнешя (1). 
Для ДИФФ. уравнешя: 

| 0 + п^(х)};/ + *(х)Ъ(у)у'* + ^{х)у"=0 (стр. 5Э) (1Ь) 

мы нашли два интегрирующее мноя;ятеля 

/О Шу ГшаУ+т №(1х 
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Каждый изъ этихъ множителей есть Функщя только х и у, 
а потому на основанш предложешя (Ь) § 18 непосредственно 
заключаемъ, что оба эти интегрирующее множители соот 
ветствуютъ двумъ существенно различнымъ первымъ ин-
теграламъ ДИФФ. уравнешя (5). (см. § 11). 

Приведемъ еще въ примеръ ДИФФ. уравнеше 

. (6) 

(где т предполагается отличиымъ отъ п), для когораго мы 
легко можемъ написать 4 интегрирующее множителя. 

Это уравнеше есть частный случай уравневгя (12) § 11 и 
след. оно имеетъ интегрирующей множитель х. 

Далее, тоже самое уравнеше (6) получается изъ уравнешя 

(3) § 5 для Р(у)=0, и след. оно имеетъ интегри-

рующее множители 

Т -Н* Т , 
е = х и --/' 

Чтобы написать еще одинъ интегрирующий множитель 
уравнения (6), мы воспользуемся замечашемъ, сделаннымъ 
Лагранжемъ относительно Функцш ту' + псу" *), по которому 
эта Функщя, будучи умножена на хт~1 у'п~х, делается пол-
ною производною отъ хту'п . 

хт-1у'п-1(ту'+пху")=[хту'*у 
и след. 

• хтУ'п~х х-хУ'+У")=\р-*] 

Итакъ, уравнеше (6) имеетъ следуюнце 4 интегрируЮ1ще 
множителя: 

то | 

X, ж", —„ хту'п~1 

* Еесооз § и г !е са1си1 (1ез Гойс1юп§, р. 177. 
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Спрашивается теперь, каше изъ этихъ интегрирующихъ 
множителей, взятыхъ по парно, будутъ соответствовать 
существенно различнымъ первымъ интеграламъ уравнешя(6)? 

т 
Мы видимъ, что интегрирующее множители х и хи суть 

функцш только х, и на основанш предложешя (Ь) § 12 го-
воримъ, что они с о о т в е т с т в у ю т существенно раЗличнымъ 
интеграламъ. 

Это действительно имеетъ место, ибо первый интегралъ. 
соответствующей множителю х, есть: 

- 1) у+ху' = а (см форм. (14) §11 

т 
а множитель хп соответствуетъ первому интегралу 

т 

у'хп = р (см. § 5). 

Исключая изъ обоихъ интеграловъ у\ имеемъ полный 
интегралъ 

/т \ — 'т-п) 
— 1 ) у + /Зж " = = ос, ИЛИ [т-п) у+р.г п = а 

Ш | 

Интегрирующее множители хп и доставляюсь одинъ и 

т 
тотъ же интегралъ, ибо частное ихъ у' хп приравненное про-
извольной постоянной, будетъ интеграломъ уравнешя (6 
(см. предложеше (а)). Тоже самое относится и къ интегри-
рующимъ множителямъ — и х у'п 1 , частное которыхъ есть 

т 
хпу'п=1хп у')п. 

Интегрируюшде множители 
1 Л. 

и X, хту'п~{ И Хп , Хту'п~1 И х 

по предложешю (а) будутъ соответствовать существенно 
различнымъ первымъ интеграламъ уравнешя (6). 
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ПОЛОЖЕНЫ. 

I. 

Известное условте интегрируемости Эйлера и Кондорсе для 
функцш п-го порядка Р (х у у у ( п ) расположенной по сте-
пенямъ у' .. у п) заменяется вообще несколькими.услов1ями 
нъ частныхъ пропзводныхъ коэФФИщентовъ Р зависящихъ 
отъ х и у до п-то порядка включительно; но въ иныхъ слу-
чаяхъусловхя эти могутъ выражаться посредствомъ частныхъ 
производныхъ низсшихъ порядковъ, примЪромъ чему слу-
житъ разсматриваемый нами классъ диФФеренщальныхъ 
уравнешй: 

А + Ву' + Суш + Ьу'п+ Еут~ху" = о (А) 

(где А... Е функцш х и у, т какое угодно число отлич-
ное отъ 0). 

II. 

Перемена знака показателя т въ диФФеренщальномъ урав-
ненш (4) с о о т в е т с т в у е м перемене переменной независимой 
х въ у въ томъ же уравненш. 

III. 

Если какими-нибудь средствами найдетси интегрирующШ 
множитель уравнешя (А) въ которомъ т о т л и ч ^ отъ о, —1 
и + 1 независящей отъ у' то коэФФИщенты уравнешя (А) 
удовлетворяюсь двумъ услов1ямъ предписываемымъ нашей 
теоремой 
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IV. 

Вся трудность решешя вопроса: 
«различны-ли между собою два данные первые интеграла 

А О , у , у'...у(пы)*)=О, Д (ж, .у, уГ-У, /з)=0 

диФФеренщальнаго уравнешя 

Р(х у у... / ) = О ?» 

состоитъ въ приведенш этихъ интеграловъ къ виду. 

?(х У у... у(л~х))—* у у'- - у(п~1))=Р-

V. 

Вся трудность решешя вопроса: 
«различнЫ-ли между собою первые интегралы доставляемые 
двумя данными интегрирующими множителями М и N диФ-
Ференщальнаго уравнешя: 

Р{хуу'.. у(н,)=О ,?х. 

состоитъ въ приведенш этого уравнен1я къ виду: 

у(н)—[{хуу... уы~1>) = 0. 

после чего вопросъ решается следующимъ образомъ: 
Интегралы доставляемые интегрирующими множителями 

М и N будутъ следств1емъ одинъ другаго или нетъ смотря 
потому будетъ-ли удовлетворено усгов1е: 

4.т Ау ' <1у(л-*" Лу(*~х)\ 

или нетъ. 
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