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Stefan :Je::aclo 

Prac011n1.e Pól Odka:ttałceń 

OPn'HALIZAC;JA KONSTRUK~I CIĘJ:jNOWYCH I RAHO'IVNICOWYCH 

W ZAKRESIE SPRĘtYSTYH 

WEDŁUG KRYTERIUH MINIMUH O~OŚCI, CIE;ZAR\J LUB KOSZTU 

WPROWAOZENIE DO ZAGADNIE~ OPTYMAU~ KONSTRU~I 

1. Pr:r;edaiot rozważań 

Pr:r;adaiotea rozważań j es t optywalizacja konstrukcji ci~
gnowych 1 raaownicowych wyatępujęcych w budownictwie. 

Praca składa aię z trzech części. W części 1 przedatawio
no przedaimrozważań, cel 1 zakr es pracy oraz sposoby foraulo
wanie 1 rozwiozywania :r;agadnisń optyealizacji konstrukcji. 

W cz~ści 2 przedstawiono zagad nienia optyealizacji ustro
jów cięgnowych jadnopaaowych, bez ograniczania zwisów cięgien 
s także przy ograniczeniu zwisów , naprężań i pr:r;eaieazczań . 

Oaówiono również :r;agadnianie optyealizacji ustrojów cięgnowych 
dwupsaowych wstępnie naprężonych przy ograniczeniu zwisów cię
~~en nośnych 1 naprężajocych oraz przy ograni czeniu przeaieaz
czań. Opisano także po~stawy kształtowania siatek cięgnowych 
watępnia naprężonych oraz warunki konieczna i dostateczna ata
tycznej dopuszczalności konfiguracji poczotkowej 1 aktualnej. 
O.ówiono również zagadnienia kształtowania konstrukcji podporo
wych przy warunku znikania aoaentów zginajocych • pierścieniach 

pod po rowy ch. 

W cztści 3 pr:r;edatawiono zegadnianie optyealizacji raaow
ntc stalowych według krytariue ainiaua objttości, citżaru lub 
loaztu pr:r;y zastosowaniu aetod prograaowania nial~Riowego. Po
dano apoaoby forauławania zagadnień optyealt:tacjt raaowntc ora:r; 
przedstawtono ayet .. optyealt:tacji raaownic naptaany w ltzvku 
FORTRAN IV 1 uruchoaiony na aaazynech cyfrowych IBM 360/50 oraa: 
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Riad 32. Na przykładach płaskich r amownic sta l owych występuję
cyc h w konstrukcjach okrę towych pokazano działanie systeMU oraz 

dokona no a nalizy wyników. 

W załęcznikach 3.1 i 3.2 przedstawiono sposób wprowadza
nia oraz instrukcj ę przygotowywania dany ch wejściowych do sy
stemu optymalizacji ramownic . Załęczni k 3.3 zawiera komple tny 
zbiór i nstrukcji , procedur i funkcji wyst ępujęcych w systemi e 
optymalizacji r aoownic. Załę czniki 3.4, 3.5, 3 . 6, 3.7 i 3.8 
zewie r~j ę wydruki wyników optymalizacji t rzec h przykładów ra
mownic ilustrujęcYbh działanie system u w różnych j ego wersjach. 

Na k ońcu każde j części zestawiono nie publikowany do tej 
pory , ak t ualny i kompletny spis bibliograficzny na temat r oz
pat rywanych zagadnień. W pracy cytowa no tylko ważniejsze wy
brane pozycje bezpośrednio zwięzane z rozpatrywanymi zagadnie

ni ami. 

w części 2 przedmiotem rozważań sę ustroje cięgnowe j e
dno pa s owe , dwupasowe i sia tki cięgnowe , Ustroje jednopasowe 
sę to pojedyncze cięgna zamocowane na podporach, usytuowanych 
na tym samym lub na różnych poziomach. Pojedyńcze cięgna sę s to 
s owane j ako elementy różnego rodzaju kons trukcji budowlanych. 
t1 ogę być elementami nośnymi, np. w kolajach linowych , sieciach 
energetycznych , maszynach budowlanych a także mogę być stosowa
ne w przekry ciach dachowych dużych rozpiętości, rys. 1.1. 

Analogicznie do terminologii stosowanej w kratownicach, 
pod pojęciem us trojów dwupasowych rozumiane sę konstrukcje cię~ 
gnowe składajęce się z pasa dolnego, górnego i łęczników •i~

dzy nimi. Pas dolny 1 górny stanowi~ cięgna nośne lub napr~ża
j ęce, Łęcznikami mogę być wieszaki lub rozpórki w zale~ności 

od wzajemnego usytuowania cięgien nośnych i naprężajęcych, 

rys . 1.2. Ustroje dwupasowe aę stosowane w budownictwie jako 
płaski e konstrukcje cięgnowe lub też jako elementy przestrzen
ny ch ustrojów wiszę cych w przekryciach dużych rozpiętości. W za. 
leżnoś ci od kształtu przekrycia w planie, mogę one być rozmie
szczone równolegle do siebie lub radialnie, rys. 1.3 , 
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Siatki cięgnowe sę to siatki nośne utworzone z cięgien 
rozmieezr.zonych regularnie na powierzchni ograniczonej linię 

brzegowę ~anę dalej konture m. Kontury mogę mieć kształty krzy
woliniowe lub prosto l iniowe , rys. 1 .4. Siatki cięgnowe s~ czę
sto stosowane jako przekryc*a wiszęce dużych rozpiętości. Po
dobnie j ak pojedyńcze cięgna także ustroje dwupasowe i sia t ki 
cięgnowe charakteryzuję się również nieskończenie wieloma stop
niami s wobody , a zate~ mogę przenosić obci~żenia zewnętrzne 

t y lko poprzez dost osowywanie kształtu do obciężenia; towarzysz~ 

temu jednak duże przemieszcze nia, które w wielu przypadkach sę 
nie do przyj ęcia, W celu zmniejszenia tych przeaisszczeń sto
sujemy wat~pne naprężenie konstrukcji. Pierwszym da chem wiszę
cy~ w postaci sp rężonej sia tki cięgnowej było przekrycie areny 
w Raleig h /Płn. Karolina, USA/ zrealizowane w 1953 roku wed ług 
projektu polskiego architekta Macieja Nowickiego . 

Integralnę części~ przekryć wisz~cych s~ kons trukcje podpo
rowe , którym poświęcono również nieco miejsca w rozdzial e 10. 
Rozpa trzono mianowicie zagadnienie kształtowania kont urów pod
porowych z warunku znikania momentów zginaj~cych w konstrukcji 
podporowej. występujęcej często w postaci pierścieni pod poro
wych płaskich lub przest rzennych opartych na słupa ch v1 sposób 
przegubowy lub sztywny. Sztywne połęczenia pierścieni ze s łupami 

prowadz~ do ramownic przes t rzennych, 

W części 3 pra cy przedst awio no zagadnienia optyma l i zacji 
ramownic wys tępujęcych nie tyl ko jako konstruk cj e podporowe w 
przekryciac~ ~iszęcych , ale przede wszystkim maj ę cych sze rokie 
zastosowanil!l IV budownict wie ogólnym, przemys łowym, mostowym, 
okrętowym i innych. 

Ramowni ce sę t o ustroje prętpwe o s z tywnych węzłach prze
nosz,cych ca łkowicie l~b częściowo momenty zginajęce. w niniej-

"'Numery w nawiasach kwadratowych oznaczaj~ ppzycje spisu 
bibl iogr a f icznego zamieszczonego na końcu każdej części. 



http://rcin.org.pl

~ o 
al 
In . 
N 
'-' .. 

(,) 

> 
ł: 
o 
CD • Q. 
o 
c 
-o 
• ~ 
ł: 

-o 
~ 
o .. .. 
CD 
~ 

> .. • • • .. 
(,) 
Ul 

. 
• > a: 



http://rcin.org.pl

- 7 -

a) 

@' 
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C) 1 

e) 

Rye . 1 . 2 . Scheaa t y ustrojów dwupasowych 
1-citgno naprt~•J~ce, 2-citgno nośna 
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c) 

Rye. 1.3. Sch•••ty pr~ekryć ~·~cych (2.580) 
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Rya. 1.•. S1•tk1 citgnowe o kontur•ch 
krżywoliniowye 1 proetoliniowy• (2.580] 
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ezej pracy rozwe~eno tylko optywelizecję płaskich ramownic ste
lowych na podporach sprę~yatych, zbudowanych z prętów o zaien
nej skokowo sztywności i poddanych obcię~eniom cięgł~ i eku
pionym . działejocych w węzłach lub ne długości prętów. Rozsze
rzenie rozważań na r:-aaownica przeetrzenn·e nie atenowi zasadni
czych trudności lecz z uwagi na zwiększenia liczby prętów wy
maga maszyn cyfrowych o dużej pojsaności pamięci oraz aożli
wości korzyatanie z długich przebiegów czasowych. W wlelu jed
nak przypadkach raaownica .ao~- roZpatrywać jako u~troje pł~e
kie. wynika to z ~ka.clu · kon.t rukcyj nego oraz z ro:ilcładu obcit
żań dzialejttvch ne konstrukcję. Taki przypadek zachodzi np. w 
konatrukcj ach okrętowych, szczegółowo przedstawionych .• rozetzie
la 16, w których raaownice nośne zwane wręgaai ro:zaieazczone 
•.o wzgltdaa siebie równolegle w niewielkich odstępach. W tya 
przypadku obciożenie zewnętrzne i wewnętrzae przekazywane et 
na raaownice za pośrednictwa• poszycia zewnętrznego i przepon 

· podłużnych wewnętrz konstrukcji. Ten sposób rozaieazczenia ra
aownic oraz obciężeń nań działajęcych pozwala je traktować jako 
ustroje płaskie. 

Poszczególne rodzaje konstrukcji rozpatrywano w zakresie 
eprężystya, w którya konstrukcje zwykle pracujt. W przypadku 
ustrojów cięgnowych naogół nie dopuszcza się do występowania 
etanów niesprężystych gdyż wcześniej zaczynajo działać ograni
czenia prze*ieezczeniowe nałożone na konstrukcję. Wynikajo one 
z niskiej wytrzyaełości na rozcięganie pokryć dachowych oraz .z 
uwagi na zapewnienie szczelności pokryć w trakcie ich użytkowa
nia. Duże przemieszczenia konstrukcji cięgnowych spowodowane 
sę dwieaa przyczynaai. Pierwsze z nich wynika z faktu, że kon
strukcje cięgnowe charakteryzuję aię nieskończenie wieloaa eto
pniaai ewobody i przenoszą obciężenia tylko poprzez dostosowy
wanie swego kształtu do obciężeń, a więc zaianoa obciężenia 
towarzyszę zmiany kształtu konstrukcji. Druga przyczyna wynika 
z własności mechanicznych cięgien, aianowicie cięgna wykonane 
ze stali wyaokowytrzyaałościowych cheraktaryzuję aię dużyai 
odkaztałceniaai, która przy dużych rozpiętościech cięgien po
wodujo duża przaeieezczanie konstrukcji cięgnowych. 
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NatOmiast konstrukcje ra~ownicowe często rozpatrywane aę 
w zakreai~ aprętystym z uwagi na_ motliwość wyznaczenia 1 ogra-_ 
niczenie przeaisszczeń konstrukcji a także ze względu na zwięk
szenie bezpieczeństwa konstrukcji póddanych dz1ałaniom obciężeń 
losowych często trudnych do określe!'ia, jak obci<~żenia dynami
czne spowodowane działaniem wiatru. ruchami sejsmicznymi lub 
w przypadku ra•ownic tworzęcych konstrukcję statków - uderze
nisili fal aorskich w czasie sztormów itp. 

Okraślanie tych . obciQżeń jest problemem ·samym w sobie i 
nie atanowi przedaiotu rozważań w niniejszym opracowaniu. w ce
lu uproszczenia rozpatrywanego zagadnienia i tak jut ekompiiko
wanego z uwagi na optymalizację konstrukcji, przyjęto trakto
wać obciężania jako deterministyczne. •i•o tego. że zarówno 
konstrukcje cięgnowe jak i konstrukcje ram-ownicowe poddawane 
SQ działanioa obciQżeń losowych. 

;Jako krytariua opt_ymalizacji przyjmowano kryterium lllini
au. . objętoeci, ciężeru lub kosztu. nie wyaagajęce zapewne azer
szych uzasadniań jego stosowania. W przypadku konstrukcji wy
konanych z aateriałów jednorodnYch dwa pierwsze kryteria aę 
zbieżne. Jeżeli w koszcie konstrukcji uwzględnić tylko koszty 
aatarlałowe, to również trzecie kryteriua prowadzi do tych 
samych wyników. 

W niniejszym opracowaniu korzystano z metod rachunku wa
riacyjnego i programowania nieliniowago. Programowania nielinio
we pozwala razwięzywać zagadnienie, w których zarówno funkcja 
celu jak i ograniczenia są nieliniowe. W optymalizacji konstruk
cji budowlanych występuję często funkcje nieliniowa gdyż zarów
no ciężar jak i koszt konstrukcji a także ograniczenia naprę
żaniowe i przemieszczeniowe SQ nieliniowe. 

W wielu pracach wprowadza się linearyzację zarówno funk
cji celu jak i ograniczeń co prowadzi doznecznych uproszczeń 

w rozwięzywaniu zagadnień optymalizacji jednakże otrzymywane w 
ten sposób rozwię zenia mogę pro,.,adziĆ do błędów je.kościowych 

1 nieprawid~owo opisywać optymalizację rozpatrywanych konstruk
Cj 1. 
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2. Cel i zakres pracy 

w rozwataniach ·dotyczocych ustrojów cięgnowych celea jest 
wyznaczenie kształtu konstrukcji, Wielkości Wstępnego naprę~ania 
oraz przekrojów poprzecznych cięgien. 3ako kryterium optymali
zacji przyjęto miniaua objętości, ciętaru lub kosztu. W kon
strukcjach podporowych utrzyaujęcych siatki cięgnowe cele• jest 
wyznaczenie kształtu konturów bezmoaentowych przy danym obcię
teniu lub wyznaczenie takiego rozkładu obciężeń przeka~a-
nych z siatki Fięgnowej na pierścień podporowy, który nie wy
wołuje moaentów zginających przy danya kształcie konturu podpo
rowego. 

W rozważaniach dotyczęcych ustrojów ramownicowych cele• 
jest wyznaczenie optymalnych wy=iarów przekrojów poprzecznych 
prętów przy danej topologii konetrukcji oraz przy spełnieniu 
ograniczeń nałotonych na naprężenia w konstrukcji. 3ako kryte
rium optymalizacji przyjęto kryterium minimum objętości, cię
teru lub kosztu. 

Praca zawiera elementy poznawcze a przedstawione wyniki 
badań aogę być wykorzystane zarówno w optymalizacji jak i pro
jektowaniu konstrukcji cięgnowych i raaownicowych. 

Eleaenty oryginalne opracowane przez autora eę naetępujo-
ce : 

- w zakresie ustrojów cięgnowych jednopasowych rozwa~a
nych w rozdZiale 7 wyznaczono optymalne paraastry cięgien, przy 
których konstrukcja osiąga ainiaua ciężaru, 

- w zakresie ustrojów cięgnowych dw~aowych wetępnie 
naprężonych rozpatrywanych w rozdziale 8 wyznaczono optyaalne 
paraaatry citgien nośnych i naprężajęcych oraz optyaalno wlal
ko'ć wstępnego naprężenia zarówno przy ograniczeniu przeaieaz-

. czań do wartości dozwolonych jak i baz tego ograniczenia, 

- w zakresie aistek cięgnowych wstęppie naprtżonych bę
docych przadaiotea rozważań w rozdZiale 9 przedstawiono ogólno 
teorię siatek cięgnowych w ujęciu _kontynualnya oraz wyznaczono 
warunki konieczna i dostateczna atatycznej dopuazczalno6ci kon-
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f~guracji poczotkowej i aktualnej, których epalnienie pozwala 
t raktować siatkę cięgnowę jako kontinuuM odkształcalne, 

~ w zakresie konstrukcji ramownicowych rozpatrywanych w 
c~ści 3 pracy eleaenty poznawcze polegaję na przejściu od opty
aa lizacji poszczególnych elementów konstrukcji budowlanych jaki
u eę słupy, belki, łuki, płyty itp. do optYlllalizacji konstruk- · 
cji traktowanych całościowo a więc de jednoczasnaj optymaliza
cji szeregu elementów ze sobę połęczonych 1 współpracujących 
o raz na opracowaniu sys tem u automatyzacji procesu optyaaliza-
Cji konstrukcji ramownicowych ; ten sposób optymalizacji konstruk
Cji stanowi jakościowę zs1anę w dotychczasowy. rozwoju zagadnie~ 
optyaalizacji konstrukcji. Należy zaznaczyć, że żaden z dotych
czas znanych systemów analizy. konstrukcji jak np. ASKA czy 
SEZAM nie zawiera algorytmów optymalizacji konstrukcji. To za
gadnienie jest nowe i cięgle jeszcze w stadium rozpoznania i 
badań naukowych. w szczególności istotne jest opracowanie epo
sobu sprawdzania ainimua globalnego oraz działania systemu w 
wersji stopjrestart. 

Prace nad wyżej wymienionymi zagadnieniami były prowadzo
ne w remach problemu węzłowego 05 •. 1. 8 .... o. 5.12 "Wytrzymałość 

i optyaalizacja konstrukcji maszynowych i budowlanych" koordy
nowanego· przez Instytut ?odstawowych Problemów Techniki PAN. 

Opracowany ayetea optyaalizacji raaownic przekazano do 
wdrożenia w Centrum Techniki Okrętowej w Gdańsku. System ten 
jest te•• obe.cnie uruchamiany i test owany na maszynie cyfrowej 
ICL. Przewidynana jest również jego rozbudowa na ramownice 
przestrzenne ora z optymalizację 'zładu poprzecznego konstrukcji 
okrętowych . 

Przedstawiony system optymalizacj i ramownic przekazano 
także do Instytutu Budownictwa Politechniki Wrocławskiej gdzie 
jest obecnie uruchamiany i testowany na •aezynie cyfrowej 

,ODRA 1305. Przewiduje się tam wykonanie optymalizacji syste11u 
w szczególnoś ci jego zoverlayowanie (nakła danie procedur/ w 
ce~u z•niejszenia obszaru pamięci zaj mowanej przez system. 
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p a lsza prace n&d rozwinięcie. przepetawionego systemu 
oraz wykorzystaniem systemu do optymal i zacji i nnych rodzajów 
konst r uk cj i będę prowadzone również w problemie r1ęzłowym. 

PrzeWidywa ny rozwój zagadnień optymalizacji konstrukcji 
cięgnowych i ramownicowych przedstawiono w rozdzlałach 11 i 17. 

3. Sposoby fo n~ułowania zagadnień optymalizacji 

Przy formułowaniu zagadnień .optymalizacji podstawowy•! 
pojęciami aę : zmienne decyzyjne, funkcja celu i obszar dopuez
czalny. 

Zmienne decyzyjne sę wielkościami opisujęcyml · konstruk

cję i podlegaję wariacjoa w procesie optyaalizacji. W odróż
nianiu od zmiennych decyzyjnych, wielkości ustalone na podata
wie innych kryteriów lub przesłanek projektowych przyjęto na
zywać parametrami optymalizacji. Zaiennymi decyzyjnymi mogo 
być wymiary geometryczne poszczególnych elementów, wielkości 
opisujęce konfigurację konstrukcji, wielkości mechaniczne lub 
fizyczne opisujęce właściwości materiału z którego wykonana 
jest konstrukcj a , jak 1t"ównież inne wielkości cherakteryzujęce 
danę konst rukcj ę . Przykładowo, zmiennymi decyzyj nymi mogę 
być po la przekroj6w poprzecznych prę tów raaownicy , momenty 
bezwładności e l ementów zginanych, grubości blach itp. Ok reśle

nie tych zmiennych w procesie optymalizacji pozwala wyznaczyć 
optyma l ne r ozmieszczenie mate riału w przekroju danego elementu. 

Wielkości geometryczne opisuj ęce konf igurację konstrukcji 
sę rep re zentowane przez współrzędna węzłów . Wyznaczenie opty
malnej konfiguracj i kons trukcji jest zwykle zagadnieniem bar
dziej skomplikowanym niż określenie optyma lnych Wielkości prze

krojów poprzecznych. Określenie mechanicznych właściwości ma
teria łów konstrukcyjnych może być także przedmi o tem opt yma li
zacji. 

Zmienne decyzyjne mogę mieć che rekter cięgły l ub dyskret 
ny, [1.63) • W projektowaniu występuję zwykle zmienne dysk re t
ne np. określone wymiary kształtowników, g rubośc i blach itp. 
Jednakże w pewnych przedziałach skoki w wy~iarach sę na t yle 
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aałe, ~a ~aienne dyskre tne ao~ne traktować jak ciogłe, a w wy
niku rozwiozania p~zyjęć mo~liwie najbli~sza zmienne dyskretne. 
w języku matematycznym zilienne decyzyjne aajQ posxać wektora 
Xq • {x1 ,x2 , ••• ,xni T w przestrzeni n-wymiarowej /hiperprze
atrzani/. Ka~dy punkt tej przestrzeni odpowiada konstrukcji 
o n-:zasmych decy:z:tjnych Xq• Przejścia z punktu q do punktu 

· q+1 ao~na uto~saaić że zetano zaian·nych .decyzyjnych w postaci 

/1.1/ 

W powy:tazya wzorze Gq określa kierunek ruchu natoaiaat <>tq· 
określa długość kroku. 

Z uwagi na krytariua optyaalizecji rozró~niĆ ao~na opty
ealizecję jedno lub ~elo-kryt~riowt. W tye drugie przypadku 
~warzony jest wektor bryteriów,· którego akłedowyai ao kolejne 
liiarniki oszec.owania kons.trukcji. Ten sposób foraulowanie i 
rozwiozvwenia zagadnień o~tyaalizecji wyaaga dostępu do szyb
kich aaszyn liczęcych o du~ej pojeaności paaięci operacyjnej. 
W niniaja~ opracowaniu dalsze rozwa:tania ograniczono do jed
nego wybranego kryteriua optymalizacji, która ao~na napisać 
w poetael funkcji celu lub funkcjonału. 

Funkcjo calu w optyaalizecji konstrukcji przyjęto nazywać 
wyra:tanie aateaatyczne opiaujoce pewnę własność konstrukcji, 
atanowioco podstawę oceny czy te~ kryteriua oceny rozpatrywa 
nej konstrukcji. Rozpatrywana własność konstrukcji mo~e być 
opisana w postaci funkcji lub funkcjonału w zale~ności od epo
sobu foreułowania zagadnienia optyaalizacji. Zmiennymi decy
zyjnyai mog~ być nieznane f unkcja lub współczynniki znanych 
funkcji albo po pr ostu pewna wielkości liczbowe. IV przypadku 
gdy niawiadoayai sę funkcje wówczas razpatrywenę własność 
konstrukcji czy te~ kryteriu~ opt ymalizacji zspisuje się w 
postaci funkcjonału. Natomias t gdy ·ni ewiadomymi sę współczyn

,niki znanych funkcji l ub pewne wie lkości liczbowe to kryterium 
me postać funkcji, ktć r~ nazwan·o funl:cję celu. Arguaentami fun
kcji celu sę zm i~nne decyzyjne w posta ci wektora x. Oszacowa
nie wartości funkcji es : J jest podsta~~ wyboru tej czy innej 
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konetrukcji z wielu aotliwych al~arna~yw. 

Funkcja celu jaat funkcj, ekalarnt. reprazantuj•ct pewnf 

własność konstrukcji, • roz.atan,w p~dku jeat to objtto6ć, 
cittar lub koazt konstrukcji. Cittar konetrukcji jest najczt6-
Ciej spotykanys atarniki .. oazaco-anta k~a~rukcji. · Objttość 

konstrukcji równiat aota być takie a1e~k1ea, W _przypadku 
konstrukcji z aaterialu jednorodnego, te dW8 rodzaje •tarników 
aę -proporcjonafna ·i nie .... Witkczego ZAiłczania, który_ .z ltłc .. 
p;zy}Oć do ~ roz.ńań. . . . 

. ., Net~•! alit koa~t "ko~tr~kcj-t · aklada~ ait z koaz~u aater1a
ł6w_ .ł koszw -trytcone.ie ltonanukcj1 •. Mog, ~u równ1et być ~ 
~ltdnione .koazty eksploatacji konstrukcji. Kryteriua ainia~l1-
zacji całkowitych kosztów jea~ rzadziej s~oaowane nit kryter~ua 
ainiaua cięteru lub ainiaua objttości. Wynika to z trudności 

' określenia jednostkowych koaz~ów aetarielów a • azczeg6lno6ci 
jednostkowych kosztów wykonania i ekaploa~acji konstrukcji. 
Te koszty zaleto w dutej siarze od cen aa~eriałów 1 robocizny, 
które aog' być szacowane tylko l okalnie. Bior,c jednak pod uw.
gę względy ekonoaiczne, krytar i.,. ainiaua kosztu btdz:la pelgry
wało coraz to witkaz, rolt w proce•ie projektowanie konstruk
cji. Wysianiona wytej kryteria ., naturalna 8 nawet oczywiata 
i nie wyaagaj, głtbazych uzaaedniań ich atoaowalnoeci. 

W aataaetycznya foraułowaniu zagadnień optyaelizacji kon
strukcji nie ae znaczenia jaki aiarnik wybrano za podatawt oaza
cowenie konstrukcji. Hetody nuaaryczna optyaal1zacj1 aog' być 
Z Wifk8zya lub aniejezya powodzani .. St080W8na do roz.i,~nia 
cych zagadnień bez wzgltdu na fizycznt postać krytariua op~ya•
lizacj1. 

W przypadku konstrukcji citgnowych i prttowycb zbuda.a
nych z szeregu elaaantów oraz pol,czań aitdzy n1a1 poszczególne 
aleaanty •• _wykonywana z rótnych aaterialów. Przy auaowaniu 
objttości lub cittaru eleaantów auazt wyatt~ć pewna współ

czynniki wago .. ki' a zataa aotna nap188Ć 

/1.2/ 
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w p ~zypadku przyjęcia kryterium miniaum kosztów współczyn
niki wagowe aaję postać cen jednostkowych aateriałów lub kosz-

ów jednos tkORych -vkonsni s poszczególnych eleaentów. ~śli 
uwzględnić również koszt połęczsń eleaentów to całkowity koszt 
konstrukcji aożna wyrazić j ako suaę kosztu eleaantów F

11 
i ich 

poloczeń F
0

, a zatea aożna napisać [1.13) 

/1.3/ 

W powyższych wzorach przyjęto naatępujęce oznaczenia: 

• - liczba elea entów., 
c - liczba połęczeń, 

- pole przekroju 1 długość eleaentu 1, 

!t - ciężar właściwy astertalu w alemancie i, 

C
11 

- koszt jednostkowy materiału w eleaancie i, 

C
0 

- koszt połęczenia j . 

3eżeli poloczenia aaję być poda tne to należy wprowadzić 
do zależności /1.3/ tylko część drugiego składnika. Wartości 
C

11 
powinny być określone na podatswie analizy wykonanych kon

etrukcji. Okaz uje się, że uwzględnienia kosztu połęczeń ele
aentów prowadzi do konstrukcji cięższych ale tańszych. 

Oprócz kosztu zbudowania kons trukcji można uwzględniać 
w funkcji celu także koszty spowodowane zniszczen~em konstruk
cji tzn~ · zarówno bezpośrednie szkody materialne i osobowa jak 
również koszty napraw lub konstrukcJi zastępczych i poszuki
wać ainiaum w ten sposób ok reślonego całkowitego kosztu Ft : 

n 

L. 
k • 1 

/1.4/ 

w tya wzorze drugi składnik oznacza spodzi ewany koszt spowodo
~any zniszczeniea konstrukcji. Koszt ten wyrażony jest j~o 
suaa iloczynów kosztu znis z cze ni a cfk w przypadku· kolejnej . 
post aci zniszczeni a k przez prawdopodobieństwo Pfk występie-
nie taj post ac i zniszczenia, przy czya auaowanie przebiega przez 
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wszystk i e n postaci zniszczeni e . 

w ni nie j szym opra cowaniu dalsze rozwa:tania ograniczono 
do kosztów ma teria łowych bioręc pod uwagę trudności w określa
niu kosz t ów jednostkowych w.ykonania elementów, ich połęczeń 
o r vz i nnych kosztów j ednostkowych. Warto zauważyć, że uwzględ
ni en i e innych ko sz tów w funkcji celu nie przeds tawia trudności 
ne ryto ry cznych i nie zmienia w nicLY~ da lszego toku postępowa-

Je żeli F jes t funkcję liniowę to przedstawia hiperpłasz
czyznę ,., przestrzeni n-wymiarowej. Natoraiset nieliniowe funkcj a 
F przedstawia hiperpowierzchnię w tej:te przestrzeni . O zacho
waniu funkcji F w przestrzeni n-wymiarowej wiele mówi gradient 
funkcji F, oznaczany zwykle przez V F. Gradient V F jest we-
ktorera normalnym do powierzchni F , którego składowyai eę po-
chodne F względem każdej ze Zlliennych decyzyjnych, 

/ 1. 5/ V F " [ oF ~F -a F l T 

'1' xl · ~· ~J 
Symbol T w powyższy ch wzorach oznacza t ranapozycję wektora. 

Obszar dopuszcza lnych roDYięzań stanowi zwykle część 
obszaru zawartego w n-wymiarowej przestrzeni zmiennych decy
zy jnych. G ranicę obszaru dopuszczalnego wyaagaję ograniczenia 

nałożone na zmienne decyzyjne. Ograniczenia występuję w poeta
ci równości lub nierówności opisujęcych pewne warunki etawiane 
kons trukcji, nałożone bezpoś rednio na zmienne decyzyjne lub 
poś rednio poprzez ogra niczenie pewnych wielkości, które zależę 
od zmiennych decyzhyjnych. Matematycznie maję one zawsze postać 
równoś ci lub nierówności 

/ 1.6/ gi( x ) " o , 

gj( x );r o, 

1 ::::1: :.t. ,2 , r 

j " 1 , 2 , 

\'i pr zy padk u og ra ni cze ń w pos ta c i rólmości można spróbo
wać zredukować wy~iar rozważanęj prze s trzeni poprzez rozwię

zanie tych równoś ci , jednak nie zawsze jest to •o~liwe. Ogra
niczeni a równoś ciowe prowadzę naogó ł do razwiozań o wyrównanych 
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naprę.tl ... ach lub wytężeniach , e często także do rozwiązań o 
ze rowych przek roj a ch . Ograniczenia nierównościowe występuję czę
sto przy poszukiwaniu rozwięzań przydatnych w praktyce inży
nier-ski e j . 

Wś ród ograniczeń odróżnia eię ·· ograniczenia brzegowe i 
zachowawcza . Pie rws za z ni ch ograniczaję ma ksymalne lub mini
ga lne wymiary ele me ntów konstrukcji. Mogę także dotyczyć ma ksy
ma lnych i ainimalnych wymiarów elementów kons t rukcyjnych do
stępnych na rynk u np. grubości blach i tp. Ograniczenia brzego
we występuję w postaci jawnej 1 sę nakładane na poszczególne 
z.ienne decyzyjne , ~p. na wymiary geometryczne poszczególnych 
elementów. Mogę one także obejmować i ogra niczać pewnę g rupę 

zmienny ch decyzyjnych , j ak np. maksymalne lub mini malne po la 
przekrojów poprzecznych e l ementów, czy też mom enty bez1·1ładności 
p r zekro jów popr zecznych albo inne cha rakterystyczne wie lk ości. 

Og raniczenia zachowawcze maj ę postać wa runkóv1 nałożonych 
na naprężenia lub przemie szczenia , mogę ta kże doty czyć ogra ni 
czenia częst otliwości d rgań swobodnych konst r ukcj i lub też si ł 
krytyc znych przy wyboczeniu element ów. Ograniczeni a zachowaw
cze występuj ę w postaci uwikłanej, t o znaczy w post a ci ograni
czeń nałożonych na pewne zależności , a nie bezpośrednio na 
zmienne decyzyj ne . 

w. r azpat rywanej n-wymiarowej przes t r zeni ograniczenia 
przedetawieję hiperpowie rzchnię zawierajęcę punkty spełniajęce 
te ograniczenia w postaci równości. Hiperpowierzchnia jest 
cięgła gdy zmie nne decyzyjne maję charakter cięgły. We ktor no r 
ma l ny do hiperpowierzchni reprezentuj ęcej og ra ni czenia, i na 
czej gradient ograniczeń można na pisać analogi eznie do g radien~ 

tu fu nkcj 1 celu 

/1.7/ Vg /X/ s ...,·~i--[
o g /XI 

1 'O x1 
' • • • l 

T 

ogi /X/ ] 
"ax 

n 

W przypodku gdy zmienne decyzyjne występuję w posta ci l iczb 
rzeczywis tych, przestrzeń zniennych de cyzyjnych może być 
1nte r p rato•ana geometrycznie jako n- wynia rowa przestrzeń l icz
bowa. I lust racj ę geoae trycznq przy n=2 przedst awiono na rys.1. 5 
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Punkt ~łkowy a.0 

\ . Górna granica X, . 

OBSZAR l 

OBSZAR 
OOPIJSZCZALNV 

NIEDOPUSZCZALNY 
l 

Rys. 1.5.' Granice obszaru dopuszczalnego 

. ~s{xł 
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Ro~iozanie zadania polega na wyzna czeniu punktu styczności 
krzywej lub prostaj reprezentujęcej funkcję celu, z granico 
obazeru dopuszczalnego utwo rzonego przez ograniczenia. 

W języku eateeatycznym zagadni enie optyealizacji eo~na 
afor111ułować zwięźle w następujęcy sposób . Należy wyznaczyć 
taki wektor Zlliennych decyzyjnych X " [x1 , • • •• x

0
] T, który 

spełnia następujęce równości lub nierówności zwane ogranicze

niami. 

1 a 1 . 2, • . • , r 

/1.8/ 

gi ( x) • o , 

gj (X)~ O , j • 1 , 2, • •• , n 

oraz •ini•alizuje f•nkcję calu F/X/. w zala~ności od postaci 
wektore zaiennych decyzyjnych, można odróżniĆ następujęce dwa 
afor•ułowania. Pierwsze, w którym składowyei wektora X so 
liczby rzeczywiste ; kryterium optymalizacji można wtedy napisać 
w postaci funkcji celu F/X/, oraz d rugie gdy składowymi wekto
ra zeiennych decyzyjnych ni e sę l i czby rzeczywiste lecz funkcja 
zi (X) ; kryteriua ·optymalizacji przybi era tu postać funkcjo

nał.u F [ zt" ( X )] • 

W p·ierwszye sformułowaniu można wyróżnić następujęca dwa 
przypadki rozpatrywanego zagadnie nia. Pierwszy przypadek doty
czy zagadnienia, w którym funkcj a celu i ograniczania sq li
niowa. Do rozwięzania t ego zagadni enia korzysta się z eatod 
prograMowania liniowego np. metody" s implaks [ 1. 12] , [1.27] 
f1 . 37)1~,95] • Przypadek d r ugi obejmuj e zagadnienia , w których 
funkcja celu i więzy maję charakte r nie l i ni owy. Te zagadnienia 
nale~y r ozw:· ęzyw~ć p o:y pomo l:)' me tod prog r amowania nieliniowe-

go [1. 12),[i.27],{1 .• 69],(t,.l..49] • 

W d r ugi• sfor•ułowani u z~gadnian ia o ptymalizacji, w któ
ry~ ~•ienny•i dęcyzyj nymi s~ ntewi edooe fu nkcj e , rozwięzan1e 

polega na "YZnaczen:!. u m:l n:t.malnt1 j Y~tlri:oś cl. f u nkcjonału 

/ 1.9/ G [ z1 (X ) , z i ( X) ·, X] dX , 

opisujoeego cięża r, ob ~ ·ość lub kos z t kons t r ukcji. W tya 
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p r zy padku ~ogę również występować og r ani czenia w pos t aci rów

noś c i l ub nie równoś ci pewnych wy razeń ca łkowych 

/1.10/ 

Jsj [ zi ( x ). 

Jsk [ zi(x ) • 

z;( c<), X] dX " o , j = 1 , 2 , • •• , r 

z ; ( x ) , x] dX ~ o, k = 1 ,2 • •• • ,11 

P rzy r ozwięzywaniu powyższego zagad nienia korzysta się z me tod 

ra chun ku wa ria cyjnego . W przypadku og ra f.l i czeń w postac i r ówno

ś c i należy rozwięzać klasyczne ·zagadnie nie izoperymetry c z ne 

r a c hunku v1aria cyjnego [ 1 . 12]l1.38] . Ne t omias t jeżeli og r a 

niczenia występuj ę w po s t a ci nierówności , t o k~rzysta się z 

ni eklasycznych metod rachunk~ wari acyj nago [ 1.12]
1
[1.140] • 

w przypadk u gdy zmie nne decyzyjne aaję postać li czb rze 

c zywistych, to r ozważana przest rzeń może być interp r et owa ne 

j ako n-wymia rowe prze st rzeń l iczbowa. Przyjmuj ęc za t em , że X 
leży w obsza r ze dopuszczalńym tej prze st r z e ni oraz [X j e s t 

dowolnę waria cj ę w obsza rze do puszcz a l nym, to przy gi(x )" O 
war i acja Ć X j estprostopad ła do wszystkich we ktorów V gi ( x), 

( i =1 ,2 , • •• , r ) . Podobnie, aktywne ograniczenie nierówno~ciowe 
gj(x) ~o, ( j = 1, 2, • •• , m) implikuję , że fx nie ma składowych 
w doda t nim kie r unku V gj /X/i [ 1.96] • Stęd można wnioskować, że 
dla dowolnej li czby rze c zywi stej A i i dowolnego .Yj 7 O , r z u t 

b X na wektor 
r n 1 

/ 1. 11/ L. ..(i 'V gi( x ) + L rj V gj {X) 
1=1 j~1 

nie jest dodat ni. Przez L1 
oznaczono tu sumowanie odnoszę ce się 

do t y c h wskaźników j przy których gj (X ) = O, (l ,. 1,2,. •• m) . 

Inaczej można powiedzieć , że każdy kierunek zgodny z kie runkie u· 

wektora / 1 . 11/ p~adzi d o obszaru niedopusz czalnego. 

W celu zmniejszanie funkcjonału F (X) należy poruszać się 

w kierunku przeciwmym do we ktora , V F {X) , l ecz jeśli kierunek 

- [V F ( x)] j est dowolnym kie r unkiBil /1.11/, t o żaden ruch w 

ob szar ze dopuszcza lnym nie zmniejszy wartości funkcj onału F (X) 

Dla t ego w punkcie optymalnym , [- V F (X)] jest jedynym z kie~ 
r unków /1.11/. Opierajęc się na powyż~zyg widać, żo jeśli X 
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jest punkt om optymalny•, to istnieje taki zbiór liczb rzeczy
wistych ~i i nie.ujeanych liczb rj > o, że 

/1.12/ - VF(x). t:. A.iVgi(x) + f::'4JV9j (x) • 
i•1 ~ 

Powyższe warunki nazywane ao warunkami Kuhna-Tuckera. Warto 
zauważyć, że w przypadku braku aktywnych ograniczeń nierówno
ściowych, f... i można interpretować jako a nożni ki Lag ranga • a, 
natoaiaat w przypadku braku ograniczeń powyższa wa runki przy_ 
bie raj o znane~ postać V F( X ) • O 

Zależności /1.12/ stanoWiCI jadynie warunki konieczne glo
balnego ainiau• funkcjonału F (X) i .ioge~ być jednocześnie warun
kaDi doatatecznyai globalnego ainiaua ale tylko wtedy gdy ob
szar dopuszczalny jest wypukły a funkcja celu jest wszędZie 
wypukła albo wkltała. 

Niezależnie od sposobu forauławania zagadnień optymaliza
cji w każdym przypadku poszukuje się punktu ainiaalizujęcego 
funkcję lub funkcjonał. Do tego celu służę warunki konieczne i 
dostateczne istnienia aini•u•. Spełnienie jednych i drugich 
pozwala upewnić się, że znaleziono ainimum globalne . Często 

jednak spełnienie warunków dostatecznych jest zbyt pracochłon
ne i w wielu opracowaniach technicznych sprawdzane sę jedynie 
warunki konieczne. 

4. Metody rozwiązywania zagadnień optymalizacji 

W zależności od .spoeobu •atematycznego sformułowania za
gadnienia optyma l izacj i można odróżnić dwie grupy metod razwię
zywenie tych ~ogadnień. Pierwszą grupę stanowię metody waria
cyjna . Polegaj ę one na s prowadzeniu zagadnienia optymalizacji 
do roz~ięzan1a układu rówoań różni czkowych z odpowi ednimi wa
runkami brzegowymi . IV 111yniku rozwięv.l nia o t r zymuje się poszuki 
~a ne f unkcj e opisuj ęce kształt kons t r ukcji lub i nne jaj cechy. 
Jednakże n:i.e raz z cwagi na wyaok~ nieliniowość równań, ich roz
więzania mogę b'),,r' nie r e gu l a rne . Mogę wyst ępować również rozwię

zania osobliwe l ub niaJu~ ~oznaczn~ a nie ra z rozwięzanie może 
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w ogóle nie istnieć [1 . 12],(1 . 20]1[1.39) 1(1.515]1[1.74ł]1P..uo] 1 

[1.149] • 

Drug' grupę aetod s tanowię aetody nuaeryczne nazywane cz~-
s t o metodami prog•ramowania mlltematycznego. [ 1.12)1[1.15]1{1.27]; 

[1. 37 ] , [1. 63),[1. 74)1~.106}1(1.139 ],[1.148),(1.150},[1.154]. Majo one 
charakter iteracji, w której każdy krok prowadzi do lepszego · 
rozwięzania to znaczy do zmniejszenia wielkości funkcji celu. 
Ich wspólnę cechę jest generowania ciogu punktów Xq w ro~eża
nej podprzestrzeni, startujęc z dowolnego jej punktu. Podetewo 
każdej iteracji jest właściwy wybór kierunku i długości kroku, 
zmniejszaj ęcych wartość funkcji F/X/. jeżeli przez Oq oznaczyć 
przyrost zaiennej decyzyjnej Xq, to przejście z punktu Xq do. 
punktu Xą+1 jest ok reślone wzorea 

Wie lkość Dq okreś la się na podatawie gradientów ograni-
czeń równościowych V gi ( Xq) i nierównościowych V gj ( Xq) 

oraz g radiantu funkcji .celu 'V F (xq) w punkcie Xq• Różnice 

mi·ędzy wieloma istniejęcymi metodsal pólegajo na eposobie 
określenia gradientu funkcji i kroku oq• W najproetezya przy
padku, gdy funkcja ce l u i ograniczenia sę liniowe, do ro~io~ 

·wania zagadnienia optymalizacji stoauje się aetody progra•owa
nia liniowego. [ 1. 12]1[1. 27 ]1[1. 37] • W przy!)8dku liniowych ogra
niczeń i kwadratowej funkcj i celu korzysta aię z aetod progr a
mowanie kwadratowego [1. 7]

1
[1.33]1[1.67). W najbardziej ogóln'fll 

przypadku nieliniowych ograniczeń i funkcji celu kofzyatać 
trzeba z metod programowania nieliniowego bezP,Ośredniego lub 
pośredniego. Do metod bezpośrednich zalicza ai~ .. ~od~ rzutów 
gradientowych [ 1. 51]1f1.134) , aetodt kierunków dopuazczalnych 

•[1.154] oraz metodę kolejnych przybliżeń liniowych . 

W metodzie rzutów gradientowych , punkt startowy obiera · 
się na brzegu obszaru dopuszczalnego. Dalsza droga poazukiweń 
jes t określana przez rzut V F(x) na brzeg. ~eet oczywietya, 2. 
aetoda ta jest efektywna tylko w przypadku gdy optia ua wyat•
puja na brzegu. • nie wewnęt rz obszaru. 
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W me t odzie kierunków dopuszczalnych punkt startowy Xq ~o
że być ob i e rany na brzegu lub wewnętrz obszaru dopuszczalnego. 

Krok Dq jest określany na podstawie następujęcej zależnoś c i 

/1.13/ Dq .. o(q cq 

w której cq jest optymalnym kierunkiem w pewnym skończonym 

otoczeniu punktu Xq• natomiast otq jest optymalnę długoś cię 
kroku w kierunku cq• Istnieje wiele różnych sposobów okreś la
nia cq i otq stanowięcych podstawę rozróżniania metod optyma li 
zacji • 

. W metodzie kolejnych przybliżeń liniowych st a rt nast ę puje 

podobnie jak wyżej x wnętrza obszaru dopuszczalnego. Ko lejne 

liniowe przybliżenia pozwalaję określić jednocze ś nie ki erunek 

C q oraz długość kroku cl q• 
,. 

Metody pośrednie rozwięzywania zaga dnień opt yma liza c ji z 

ograniczeniami polegaję na sprowadzeniu t ych zagad nie ń do pro

blemu opt ymalizacji bez ograni czeń . W t ym celu ~ożna zas t os o
wać metodę SUMT / Sequence of Uncons trai ned t1inimi za tion Tech

nique/ opracowanę przez Fi a.cco i McCormicka, [1, 26] a polegaję
cę na modyfikacji funkcji celu przez wprowad ze nie wy ra zu re pre
zentujęcego " karę" za przekroczenie og ra ni cza ń . Tak zmodyfi ko 
wanę funkcj ę celu nazwano funkcję kary . Przy wyznaczani u e ks

tremum funkcji kary stos uje s i ę j ednę ze zna nych t echni k poszu

kiwania ekstremum bez og raniczeń . W za le żności od sposobu wp ro
wadzenia funkcji kary można wyróżnić kilka odrn inn tej metody 

[1.150] • 

Poniżej opisano dwie metod y program owani a nie l iniowego , 

z których korzys ta się w częś ci 3 pracy do r ozwi ą zan i a zagad 
nienia opt ymalizacji r a moVIni c . Met ody t e nie sę powszechni e 

zna ne, a zos t a ły opracowane i przetestowana przy udziale aut o

r a na Uniwersyteci e Mi chigan w Ann Arbor . Pierwszę z ni ch jes t 
metoda ppszukiwania min i mum w h ipe r p łaszczyźnie s tycz nej do 

~iperpowie rzchni ogra niczeń a d rugę jest metoda zewnę trznej 

funkcji kary. 
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4.1. Metoda poszukiwanie minimum w hiperpłaszczyżnie stycznej 
do hiperpowierzchni ograniczeń 

Metoda ta jest pewnę kombinację metody kierunków dopusz
czalnych zawierajęcych algorytmy umożliwiajęce przeszukiwanie 
wnęt rze obszaru dopuszczalnego i metod gradientowych wykorzy
s t ywanych na brzegu obszaru dopuszczalnego. Matoda poszukiwa
nie minimum w hiperpłaszczyżnie stycz~ej do hiperpowierzchni 
o g rani c zeń zewie ra technikę Hooka i :leevesa [1. 52] przeszuki• 
wania wnętrza obszaru dopuszczalnego. W przypadku wyjścia poza 
obszar dopuszczalny następuje powrót do ostatniego punktu 
dopuszczalnego a następnie opierajęc się na metodach gradiento
wych ekstremu. jest poszukiwane wzdłuż hiperpłaszczyzny stycz-

, / 

nej do hiperpowierzchni ograniczeń, rys. 1.6. Opisana powyżej 
procedura zapewnia powodzenie gdy bieżęcy punkt dopuszczałny 
znajduje się w bliskim otoczeniu brzegu. Zdaje ona także egza
min nawet w przypadku powierzchni o dużych krzywiznach, gdzie 
napewno często następuje wychodzenie poza obszar dopuszczalny 
i cofanie się do poprzedniego punktu dopuszczalnego. Metode te 
wymaga wielokrotnych obliczań wartości funkcji niezbędnych do 
wyznaczenia gradientu ograniczeń , jednakże pozwala efektywnie 
przeszukiwać wnętrze obszaru dopuszczalnego i otoczenie jago 
brzegów [ 1. 51] • 

4.2. Metoda zewnętrznej funkcji kary 

t1etoda zewnętrznej funkcji kery, której twórcę był Zangwtll 
[1.150] , polega na sprowadzaniu zagadnienia optymalizacji z 
ograniczaniami do zegadnienia optyealizacji bez ograniczań, 
które z kolei można rozwięzać przy poeocy znanych metod. w.tym 
celu należy wykonać transformację funkcji celu F(X) na funkcjł 
"kary" P ( X,rk) w następujęcy sposób 

P(x , rk). F( x ) + rk ~ f gi(x) l 
/1.14/ i•1 

ls:(x). 
przy gi(x ):)>o - obszar do p. 

gdzie gi(x) • 
przy gi(x)<o - obszar niedop. 
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r:-- const 

Rys . l.ó. Orientacja gradientu ograniczeń 
1 kierunku stycznego do powierzchni ogra nicze ń 

IXJP. min 
OKR. min 

(Przeki'Oj~x, 

Rye . 1. 7. Me toda zewnęt rzne j f unkc ji ka ry 
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Funkcja P różni się od F tylko na zewnętrz obszaru dopuszczal
nego. Wyrazy zwięzane z karę aę włęczene tylko wtedy gdy które
kolwiek z ograniczeń zostaje przekroczone., Zamiast bezwzględnej 
>v a rt ości gi(X) możne przyjęć także kwadrat gi (x). W przypadku 
wyboru dostatecznie dużej wartości rk optimum dopuszczalne 
fun kcj i F(x) leżęce na granicy obszaru może cięg+e jeszcze 
znaj d~wać się na powierzchni transformowanaj P (X, r k) lub 
może być bardzo blisko obszaru dopu szczalnego, rys. 1.7. A zatem 
przy odpowiednim doborze rk w pierwszej próbie można osięgnęć 
opt i mum lub przynajmniej dobro jego aproksymację. Każda z me
tod poszukiwania optimum bez ograniczeń może być zastoso\'lana 
do wyznaczenia ekstremum funkcji P. W tym przypadku ekstremum 
poszukuje się wewnętrz i na zewnętrz obazeru dopuszczalnego. 
Bardziej szczegółowy opis obu wyżej wymienionych metod oraz 
ich zastosowania do optymalizacji ramownic okrętowych przed
stawiono w rozdziale 15. 

5. \Vybór metody 1 algorytmu 

Przy pc szukiwa~iu ekstremum funkcji F (x) z ogra ni czani a -
~i w post a ci równań i nierównoś ci pows ta je pytanie , z której z 
omawia nyc~ metod skorzystat, aby znaleźć rozwięzania mo~liwie 

s zybko. Odpowi edź na to pyta nie nie jest prosta . Zs d ne z metod 
nie j est bowiem na jlepsza we wszystkich przypadkach. Zbie2ność 
pos zczególnych metod zależy od postaci funkcj i ca l u i ograni
czeń , od tego czy ekstremum leży wewnętrz obsza ru dopuszczal
nego , na po j edyńczym ograniczaniu czy w ostrzu , od l iczby zmien
nych, a także od wyma ganej dokładności obliczeń . 

Porównania r62nych mętod programowania nieliniowego można 
zna leźć w wieluppracowa niach polekich [ 1 ,27]):~ . 133], [1.1341 
(1.135] i zagranicznych [1,28]. 

Wy bór 1netody 1 od powiedajęcego j e j a l go rytmu za leży od 
sposobu sformułowania ZAgadnienia optyma l i zacji , s czas e m r ów
ni eż od możliwo8ci korzystania z istniej ą cych pr ogramów. W ce
l u u ł~twieni& wyboru odpowiedniej ~etody rozwi ązani a zagadnie
nia programowanie matematycznego w tablicy ~ p rzedstawiono 
s chemat za proponowany przez Flstcher&, [ 1. 28) , 
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Sche•at t en wskazuje drogę postępowania przy rozwiązywaniu pro
bleaów optymalizacyjnych, jednakże jest on dość zgrubny i nie 
zawiera różnych sposobów, które 1109' być zastosowane jeszcze 
przed wyborem metody i algorytmu. Oo sposobów tego rodzaju 
należy ne przykład eli~inacje niewiadomych z ograniczeń l i nio
wych a czasem nawet i nieliniowych [1 . 27]. 

Niekiedy można t.a kże wye limi nować ograniczenia przez tran
sformację zmiennych niezależnych, chociaż nie zawsze jest to 
celowa. Na przykład ograniczenie nierównościowe w postaci 
xi > O, można v1;:eliainonać przez wprowadzenie nowej z:niennej 
y•log x. Przy poszukiwaniu ekstremum względem y, powyższe ogra
niezenie będę auto~atycznie spełnione. Inne przykłady takich 
transformacj i aożna znaleźć a.in. w pracac h Findeise ns [1.27]i 

Boxa [ 1. a] • 
W celu uproszczenia nieliniowego zagadnienia optyma liza

cj i , zmienne decyzyjne wyst ępujęce w postaci liniowej w f unkcji 
celu powinny być wyłęczone z optymalizacj i jeszcze p rzed sfor
mu łowaniem zagadnienia, W algorytmie optymali za cyjnym powinny 
"Y!Itę po~laĆ tylko zmienne decyzyjne w pos ta ci nielin iowej , gdyż 

wszystkie liniowe mogę być wyznaczone poprzez zastcsmvanie me
tody najmniejszych ~wadratów. 

Te n sposób ,fo rmułowania nie liniowych zagadni eń optyma l izacji 
pozwala znacznie ograniczyć za kres i komplikacj ę zadan i a przez 
zmniejszenie liczby zmiennych. Jednakże przy takiej modyf i kac ji 
wymaga na jes t s zczególna o strożność w oblicz.aniu pochodnych 

funkcj i celu , [ 1.32] . 

Wybór me~;,cy j e s t czę sto uzależni o ny r6wn~ez od lok<>lnych 
motliwości k0~Z) . t anis z gotowych algo rytmów, Ltó rych zes tawie
nie podano w tablicy 1.1. A ot o k i l .ka u>vag ogólny ch podanych 
przez Fletche ra o pe wnych g r upach nie tod i a l go:-ytmów zestawio
nych w tej t abltcy. 

Me tody optyma l i za cj i opar t e wyłę c~n1e na s~acow&niu war
tości t unkcj i ce lu bez obli c~a nir j e j pochodnych s t Gnowi ę g rupę 

~e t o d, które ~ 1~na jes2cze znacznie u lepszy~. Me t ooa S tewa rda, 
któ r e wydaje s1' by~ nu · lepszą z dotychc za sowych n i e j es t jedna k 
a t rekcyj na przy obliczan.J.u gradientu przez zaotosowanie różnic 
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skończony ch i 111 oże być chyba ulepszona. Metody programowania 
z ograniuzenia•i liniowymi nie sę jeszcze dostatecznie opraco-

. wane, a głównę ich wadę jest częsta zawodność. Dużo informacji 
o zachowaniu się funkcji można uzyskać przez ocenę pierwszych 
p~chodnych tam gdzie to jest •ożliwe. 
W przypadku gdy F.i~F aożna łatwo obliczyć, wskazane jest ko
rzystać z drugich pochodnych i wtedy 111etody wymagajęce stosowa
nia tylko pierwszych pochodnych •ogę być najbardziej przydatne 
i odpowiedni~. Tak samo, metody su• kwadratów daję wyniki zada
walajęce przy odpowiedniej aproksymacji poszukiwanego ekstremum. 

Z opisu ~etod zestawionych w tablicy 1.1. widać, że nie ma 
zbyt Wiele alg'orytmów do bezpośredniego rozwięzania zagadnień 
z ograniczeniaai liniowymi. Po111ocnę tu może· być eliminacja ogra
niczeń nałożonych na górne i dolne granice zmiennych decyzyjnych 
przez zastosowanie odpowiedniej transformacji zmiennych nieza
leżnych. 

Trzeba również zwrócić uwagę na brak prostych algoryt;ćw 
do rozwięzywanie zagadnień nieliniowago programowania. 

Badania w taj dziadzinie sę obecnie jednak prowadzone bar
dzp intensywnie e obraz aetod i algorytmów przedstawionych w 
tablicy 1.1 może ' wkr.ótce ulec poważnym zmiano• . 
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CZESć 2 

OPTYMALIZAC:JA KONSTRUKC:JI CIĘGNOWYCH METODAMI 

RACHUNKU WARI~CY:JNEGO 

6, Charakterystyka konstrukcji cięgnowych 

6 , 1, Cechy szczególne konstrukcji cięgnowych 

Ustroje cięgnowe różnię się zasadniczo od innych rodz ajów 
konst rukcji, gdyż nieobciężone i nienaprę.żone 11ogę przyjmować 

rozmaita kształty . Oo~iero przyłożenie obci~żeń nadaje im okreś

lone kształty, Ws kutek tego sposób analizy statycznej różni 
eię zasadnic~o od powszechnie znanych, Pierwsza różnica polega 
na ty11 , że warunki równowagi trzeba układać uwzględniajęc właś
ciwy kształt ustroju i nie można stosować zasady zes ztywnienia. 
Druga różnica dotyczy niemożności stosowania zasady superpozy
cji. Wynika to z dużych przemieszczań ustrojów cięg nowych wywo
ływanych kinematycznymi zmianami kształtu , jak również powodo
wanych wydłużeniami cięgien, która przy dużych rozpię tośc iach 

mggę dawać znaczne przemieszc zenia i pewodować zmiany k ształtu 

ustroju, A zatem warunki równowagi i odkształcalności trzeba 
wypisywać uwzględniajęc za każdym razem wszystkie obciężenia 
działajęce na ustrój o nie określonym z góry ksztatcie, 

Odstępienie od zasady zesztywnienia i zasady super pozycji 
przy rozpatrywaniu ustrojów cięgnowych więże się ściśle z ich 
geometrycznę i fizycznę nieliniowościę . Cięgna sę wykonywane 
na ogół z mat a ria łów o wysokiej wytrzymałości na rozci~ga nie . 

Granica wytrzymałości s tali używane j najczęściej do wyrobu lin 
sięga 14-20 tys. kGj cm2 s włókna szklane maję wyt rzymałość 
rzędu 22 tys. kG/ cm2 • A zatem w l inach wyst ępuję duże naprę 
żania które powoduj ę znaczne odkształcenia, a te z kolei przy 
dużych rozp iętośc iach s ę przyczynę dużych prz emieszczań us t r o j u . 
Z tego względu z a leżność między pr z emieszczen i ami i odk sz t ał

ceniami j es t ni elini owa. Drugę przyczynę geometryczne j nielinio-
. wości sęki nemst yczne zmiany kształtu c ięgna przy zmianie eb
ciężeń , Możne pokazać, że w pr zypadku pojedynczego cięgna o 
ksztal::c i e z x za leżność pomiędzy odkształ ceniem j ednos tkowy• 
a skł adow(mi u ; w we kt or a prze•ias zczs ń •e n es t ępu j ęcę 

post ać: 
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Ze względu na materiał stosowany do wyrobu lin oraz sposób 
ich wykonania, cięgna wykazuję tak~e w pewnyw zakresie nielinio
wość fizycznę. ~ednek~e • celu uproszczenia rozważań przyjęto 
dalej liniowy zwięzek aiędzy neprę~eniesi i odkształceniami. 

Linearyzacja zwięzków fizycznych jeat dopuszczalna, gdyż w prze
dziale naprężeń eksploatacyjnych cięgna podlegaję prawu Hooke'a . 
A więc w dalszych rozważaniach ustrojów cięgnowych uwzględnio
no jedynie ich nieliniowość geoaetrycznę. 

Zapewnienie kinematycznej niezmienności oraz ograniczenie 
wielkości przemieszczeń jest podstawowym celem kształtowani~ 
i projektowania ustrojów cięgnowych. W przekryciach cięgnowych 
eożna to osięgnoć będź pr~z zastosowanie ciężkich elementó• 
pokrycia będź w wyniku wstępnego. naprężenia cięgien. Wprowadza" 
nie wstępnego naprężania do ustrojów cięgnowych pozwala stoao
wać lekkie pokrycia. ułatwia ich wykonanie a także stwarza no
wa możliwości w zakresie kształtowania bryły obiektu. 

Ustroje cięgnowe watępnie naprężone charakteryzuję się 
specyficznymi właściwościami, które wyróżniaję je zarówno wśród 
innych u~rojów cięgnowych jak też i innych rodzajów konstruk
cji powierzchAiowych. 

Cięgno z założenia nie ma sztywności na zginania i ściska

nie stanowięc układ kinemetycznie zmienny; który po przyłoże
niu obciężenia przemieszcza się kinasatycznie bez zmiany od
kształceń. W rozważanych konstrukcjach ciężar własny cięgna 
eożna poilinęć jako wielkość 11ałę wyż.szego rzędu w porównaniu 

z wyatępujęcylli tu obci~żeniami. Zależność funkcyjno pom1~dzy 
odkaztałcen1elli i przemieszczeniami. aożna ustalić dopiero. po 
zakończeniu prze11ieszczeń kinemtacznych. Dopiero od tego 

•o•entu cięgno ma sztywność na rozciQgenie i wobec tego można 
napisać 

/2.1/ 
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Oznacza to, ~. sztywność uatr,jów cięgnowych jest ró~na od ze-
ra wtedy i tylko wte4y je%eli dla ka~dego X i p nal&%Qcych 
.-łpowiedn~o ft zt.u,..w $( i P zachodzi 'ó(XJ~>O. W powyżazya 
wzorze oznaczono przez J8-eztywność cięgna na rozcięganie, X -
punkty aatarialne konstrukcji, S2 - obszar przeatrzani zajęty 
przez konstrukcję, p - obciężenię, P - zbiór obciężeń dopuszczal
nych, ~ (X ,p)- naprężenia wywołana działeniec obciężenia p. 

Tak rozuaianę sztywność ustrojów cięgnowych wstępnie naprę
żonych przyjęto nazywać sztywnościo chWilowo. podkraślajęc w 
ten aposób warunkowy charakter sztywności ustrojów cięgnowych 
[2.435] • Sz~ność ustrojów cięgnowych zależy od ich kształtu 
z•z ( x) , od wielkości wstępnego naprężenia ~o' od przekroi 
cięgien A1 oraz od rodzaju obciężenia Pn• a więc w ogólnym 
przypadku jest naatępujQCQ funkcję 

Ja • Ja (z, (1o' Ai, Pn) 

Ponieważ cięgna aogę przenosiĆ wyłęcznie siły rozcięgajęce 

zatem zapewnianie sztywności chwilowej ogranicza klasę dopusz
czalnych konfiguracji konstrukcji cięgnowych. 

6.2. Kształtowanie, optyaalizacja i projektowanie 

Właściwe kształtowanie u.strojów cięgnowych wstępnie naprę
żonych ausi zapewniać ia kinasatyczną nie~ienność w cięgu ca
łego okresu eksploatacji. A zatem zawsze ausi by Ć spełniony na
stępujęcy warunek Ja ~ o. Spełnianie tego warunku jest podsta
wowym celea kształtowania ustrojów cięgnowych, nieraz jest to 
~ożliwe na drodze kolejnych prób , co wymaga dużego doświadcze

nia w przyjm~~aniu ka~tałtu konstrukcji, przekrojów cięgien 
1 sił wstępnego r.pprężenia. Nie jest to jednak s posób zby t efe
ktywny t ·nie zapewnia uzys kania ro zw:tęzi:l n ia w pełni poprawnego 
t zw. c z~s t o prowadzi do zby t dużych sz t ywności; może !J w spo
sób za sadniczy obniżyć e fek tywnoś ć e i~ o nom i cznę konst r ukc j i. 

Należy bowic ill ZVfrĆcić uwcgę , ż_e pods tawo~ zalet ę ust r o
j ó w cięgnowych wstępnie naprężonych jeG ~ możliwość reg ulowani a 
wielkości pr ;:sc.ieszcze (, . co j ednakże '.1:-y ·~ k uje się zwykle kosztam 
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z~ił enia sił w cięgnach i sił reakcji przekazywanych na 
kdństrukcję podporowo. A jakiekolwiek nl euaaadnione zwiększe
nie tych sił. zwłaszcza tych ostatnich, obni~a w sposób zasad
niczy zalety ekonoaiczne ustrojów wiazęcych . 

Dlatego też w kształtowaniu ustrojów cięgnowych watępnie 
na prężonych celowe wydaje s ię wyodrębnienie trzech etapów , w 
który ch za równo cel rozwa~ań, jak 1 ~etody rozwięzania sę róż

ne. w pi erwszym etapie cele• jest ogólnie rozumiane kształto
wanie, k t ó re winno zapewnić i wyznaczenia takiago kształtu !eon
f iguracji poczętkp~j. przekroi cięgien i sił wstępnego naprę

żenia by warunek /2.1/ był spełniony, s rozwięzanie było e kono
mi czne , Takie rozwięzanie przyjęto nazywać "częściowo optymal
nym •. 

W drugim et a pi e celem j est wyznaczenie. •w pełni optyaalne
go r ozwiązania " zawa rtego w klasie rozwięzań dopuszczalnych 
określonyc h w pierwszym etapie oraz spełniajęcago wybrana kryte 
r i um optymali zacj i czyli m inimalizuj ą cago określonę funkcj ę 

celu. 
W trzecira e ta pie , w którym obliczenie dotyczę konstrukcj i 

już uksz ta łtowanej, celera jes t przeanalizowania wpływu czynni 
ków dodatkowych, wyzna czenie si ł , przemieszczeń , a zwłaszcza 

oddziaływań na konst ruk cję podporowę pr zy różnych układach ob
ciężeń , a także ustaleni e pa rame trów dynami cznych ustroj u cięg
nowego. 

Etap pie rwszy i drugi czasami można rozpatrywać łęcznie . 

Ma to miej s ce zwłaszcza wtedy, gdy wa runk i kinematycznej nie
zmiennośc i oraz klasę konfigura cji dopuszczalnych możne prze d
stawić w s posób jawny. Taki sposób postępowania przyjęto dale j 
w odni e s i eniu do ust rojó'l'l dwupasowych, natomiast przy kształto

wani u s i ate k cięgnov~ch trzeba rozpatrywać wszyst kie trzy eta 
py oddz i e l nie. 
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6.3. Konf i gura cje i stany obciężania 

Us t roje cięgnowe wstępnie naprężone maję naprężenia począt
kowe i wobec tego ich kształtowanie formułowane być lilusi w od
niesieniu do co najmniej dwóch konfiguracji, wywołanych dwoma 
stanami obciążenia . W dalszym cięgu odróżniono konfigur·acje 
zdefiniowane naatępujęco: Konfigurację, w której na ustrój dzia
łaj~ wyłącznie obciążenia brzegowe wywołujęce naprężenia począt
kowe nazwano konfiguracj~ poc~tkowę P

0
• 

Pierwazę konfigurację aktualno P1 nazwano takę konfigura~ 
cję ustroju, w której dziełeję obciążenie aakayaalne. 

Drugę konfigurację aktualną P2 nazwano takę konfigurację 
w której na ustrój dz:iałaję obciążenia ainimalne. Przez obcią
żanie ainiaalne należy rozuaieć ekatre•alnę wartość obciężeń 
o zwrocie przeciwny• do obciężań występuj ocych w konfiguracji 
Pierwszej. Z uwagi na to, że jednoznaczny opis ustroju możliwy 
jest dopiero po wyaliai nowaniu jego kinematycznej zmienności, 

konfigurację poc~tkowę jest konf i guracja rzeczywista, taka, 
w której a pełniony jest warunek: b

0 
>o. 

Pierwsza konfiguracja aktualna. Układ obciężeń zasadni
czych przyjmowanych w pierwszej konfiguracji aktualnej jest 
oczywisty: ciężar własny konstrukcji g , obciążenia śniegiem 
p1 ; obcięż•nie użytkowe p2 i parcie Wiatru p3• Ustalenie łęcz
nej wielkości tego obciążenia ą1 jest jadnpznaczne . Pozostaje 
uwzględnienie czynników dodatkowych, takich .Jak wpływ tempera
tury i przemieszczenia podpór . Spadek temperątury powoduje 
zwiększenie sił w cięgnach, za ś jej podwyższenie-zwiększenie 
przemieszczeń. Natomiast przemieszczenia podpór, o ile wyVIoła ne 
sę obciężeni e~ ust roju, powoduję zmniejszenie sił i zwiększenie 

przemieszcze ri . Pn:ec1wny skutek jest moż li\vy wówczas , gdy prze
mieszczenia podpó r wywołane sę obcięże niem przyłożonym do kon
s trukcj i podporowej. Pr zy ksz ta łtowan i u czy nnik i t e mogę być 

uwzg lędniona prze z wprowadza nie współczynnika zwię kszajęcego 

.obcięż<!ni a . 
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~ruga konfiguracja aktualna. Rozpatrywanyai obcio~an1aa1 
zasadniczyai działajocyai w taj konfiguracji so: cię~ar własny 
g 1 sasnie wiatru p4 , Obciężenia dodatkowe . uwzględniana sę jak 
poprzednio. Konfigurację tę nale~y rozwa~ać przy kształtowaniu 
tylko wtedy, gdy 

/2.2/ 

w zagadnieniach kształtowania ustrojów cięgnowych watępnia 
naprężonych muszę być uwzględniana: konfigu~acja poczotkowa 1 
pierwsza konfiguracja aktualna, a gdy zachodzi /2.~/ także dru
ga konfiguracja aktualna. Zagadnienia f9r•ułowane .w od niesianiu 
do trze~h konfiguracji sę trudniejsze co najaniej r9chunkowo 
z uwagi na zwiększenie ilości równań opisujęcych etan układu. 
Dlateoo taż ja~ali 

/ 2. 3/ lq2j • l P41 - lgl4::g, 
to można się ograniczyć do rozważania tylko dwóch konfiguracji, 
obniżajęc naprężenia dopuszczalne w cięgnach naprężajęcych we
dług za:!.e~ności: 

6'; = ( 1 - l :2 1)/~d 
Jeżeli warunek /2.3/ nie zachodzi, to oczywiście nie wyklucza 

to postępowania analogicznego, z tya że wielkość naprę~ań zra
duko~anych 6'd należy każdorazowo ustalić przez przeliczanie 
wstępne . 

w odniesieniu do płaskich ustrojów cięgnowych warunek ./2.2/ 
można osłabić przyj~ujęc 

J, (\p 4 L - l g/ ) dx > o. 
6.4. Założenia, warunki i k ryte r iua optymalizacji 

W dalszych rozważeniach dotyczęcych ustrojów cięgnowych 
przyjęto następujęce założenie : 

a; cięgna sę całko~icie wiotkie, tj . niezdolna do przeno
szenia momentów zginajocych, sił ściskejocych i ścinajocych, 
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b/ pola przekrojów poprzecznych ci~gien eo nie~ienne 
wzdłu% ich długości, 

c/ zależność aiędzy naprężeniaai i odkeztałcenieai jest 
liniowa, 

d/ wpływ przeaisszczeń podpór na wielkości aił . wewnę trz

nych 'w ci~gnach aożna poainoć , 

Inna bardziaj szczegółowe załotania w odniesieniu do 
wielkości ~iaów cięgien i obciężeń so przyjmowane dalej przy 
rozpatrywaniu poszczególny~h rodzajów ustrojów cięgnowych. 
Możne pokazać, że w celu zapewniania kinematycznej nie~ien-

_ ności ustrojów ci,gnowych spełniona być auazo naatępujęce wa
runki: 

-w konfiguracji poczotkowej: 

Nierówność ta deterainuja gaoaetryczne warunki ograniczajęce 
klas~ dopuszczalnych konfiguracji ustroju ci,gnowego wetępnie 
napr~żonego: 

-w konfiguracji aktualnej: 

/2. 6/ 

Warunki /2. 4 - 2.6/ wraz z warunkaai wytrzyaalościowymi 

i /2,7/ aax Hij • Ai fi ld' aax H2j • A2 lO 2d. 

stanowio zbiór warunków koniacznych. · w powyższych wzorach przez 
~j oznaczono siły w ci,gnach"'), przez zij konfigurację ustroju, 
przez Ai,(i•1,2) , pola przekrojów poprzecznych cięgieft, a 
przez bid napręZenie dopuszczalna. Przy kształtowaniu cięgno-

~ Indeksy ij przy H i z oznaczaję odpowiednio rodzaj 
cięgna 1 konfigurację, i • 1,2 oznacza cięgna nośne i naprę 
żajoce, j•0 , 1, 2 oznacza konfigurację poczotkowę, pierwszę 
drugo. · 
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wych ustrojów wstępnie neprę~onych być musi uwzględnionych 
wiele dodatkowych warunków kształtowania, określonych względami 
konstrukcyjnymi , a r chitektonicznymi, eksploatacyjnymi czy taż 
·.vynikajęcymi z kształtowania konstrukcji podporowej. 

Wśród tych warunków odróżnić nale~y warunek wyrównani a 
naprężań 

/2.8/ 
(a· 1,2) 

Konstrukcja cięgna na ogół wykl ucza zmianę przekroju na 
długości cięgno, a ponieważ w ogólnym przypadku: 

12.9/ •ax G'a~. • b'ol ( X«c r) 1 

więc pominięcie warunku /2.8/ powoduje przewymiarowanie cięgna 
na całej długości. Natomiast przyjęcie tego warunku pozwala 
na zastęptanie warunku /2.7/ zale~nościami: 

/ 2.10/ 

We wzora~h /2. 8/ , /2.9/ przez X~ oznaczono współrzędne punktów 
materia l nych ustroju, którego brzeg oznaczono przez r. Ponad
to można odróżnić jaszcza dwa rodzaje warunków charakteryzuję
~ych ustroje cięgnowe wętępnie naprężona : 

_ warunki dotyczęce ograniczenia wielkości przemieszczeń ; 

- warunki dotyczęce rozkładu oddziaływań przekazywanych 
na kona t rukcj ę podporowę, 

Pierwsze 7. nich maję postać : 

w ( x1, x2)~ "o (x1 • x2) ' 
l ub 

Mo'"ż liwość wpr owadzenia tych wa runków , wynikaję cych na ogó ł 

J.e wzg rędów eksp loa t a cy jnych, wy różnia us t ra j e c ięgnowe wst ę p

nie naprężone spośród innych ust roj ÓIV cięgnowych. 

Drugi r odzaj w~runków pozwala na optymalna kształtowania 
k,onst rukcj i podporowaj, która może być czynnikiem decydujęcym 
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o zale t <,-;r fikono111i.cznych obiektu. Szczegółowę postać tych wa

r~nków t-Jdćno w pracy [2.227]. 

Ró:l!: no rodność i liczba .warunków, które uwzględnione być 

•uszę w kształtowaniu cięgnowych ustrojów wstępnie naprężonych, 
może tak ograniczać zbiór rozwiązań dopuszczalnych, że optyma
lizacja rozwięzania samego ustroju cięgnowego jest niemoż liwa 
lub niecelowa. Kształtowanie sprowadza się wówczas do poszuki
wani·a jakiegokolWiek rozWiązania •ieszczęcego się w zbiorze 
rozwiązań dopuszczalnych, definiowanym przez warunki kształto
wania. Zbiór ten jest szczególnie ograniczony przez warunki 
ge0111etryczne wynikające z postulatów architektonicznych. 

3ażeli jednak w kaztsłtowaniu ograniczyć się . do warunków 
kształtowania, to nie można ocenić ilościowo poprawności pod 
względem techniczno-ekonomiczny. rozwiązania sa111ego ustroju 
cięgnowego. Do znalezienia najlepszego z możliwych rozwiązań 
nieodzowne jest uwzględnienie w kształtowaniu również kryter i um 
opty•alizacj i. 

Przy wprowadzaniu szczegółowych postaci kryteriów optyma
lizacji •ożna wykorzystać jednorodność materiału cięgien, wobec 
czego kryteria minimum ciężaru i minimum objętości materiału 
sę równo.ażne, a w przypadku przyj ęcia warunków /2. 8/ 1 / 2 ,10/ 
obydwa mogę być zastąpione przez kryterium wyrównania naprężeń . 

7. Optymalizacja ustrojów jednopasowych 

7 . 1 . Podstawowe zależności analizy stanu naprężenia i 
odkształcenia 

Cięgna o dużych zwisach. Poniżej przeds tawiono podstawo
we zależności analizy etanu naprężenia i odkształcenia ustrojów 
j e dno pasowych o dużych i małych zwisach wyprowadzone w pracy 
[2. 92] . Za leżności t e sę niezbędne do sformułowania zagadnie
nie op tyQa l izacji rozważanego szczegó łowo w pracach autora 
[2.209~ [2. 217} o ra z omówionego poniżej w rozdziałach 7. 2 i 

.7.3. Rozpatrując równowagę elementu różniczkowego ds wiot kiego 
jednorodnago cięgna pod. dowolnym obciężeniem zewnętrzny• qx ' 
qz działaj ęcym w płaszczyzniB cięgna /rys. 2 . 1/ aożna napisać 

[2. 9 2] : 
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- N 
dx + (H • dN) Sx ( x + dx) + qxd• • O, a. 

• N dz + (N + dN)~ (z + dz)+ qtch o. iJi 

Dokonujęc proatych przekaztalceń oraz poilijajo c aała wyżazago 
rzędu , otrzyaano 

d (N 08 dx) Os + q -X 
O, d (N Oi dz) + Os q -z o. 

w przypadku cięgna pod obcifżeniaa pionowya tzn. gdy 
q •O a 

X qz;~, równania równowagi .aj o postać 

/2.11/ d (N dx) O, d ( N dz) qz • o. """'Te a. • Oi Oi + 

Przy wyznaczaniu aił wewnętrznych w cięgnach o dużych 
zwieach aożne poa"infĆ ich· wydłużania. Błęd spowodowany tya 
założenie• nie przekracza zwykle paru procent. Duża znaczenia 
ma netoaiaat dokładny opia obciężenia wzdłuż długości cięgien. 

Cięgna o małych zwisach. W przypadku cięgien o aałych 
zwis ach f/1 ~ 0,1 aożne przyjoć, ża obciożenie jest roZIIiaaz
czone wzdłuż ich rozpiętości, jednakże należy uwzględniać roz
cięgliwość cięgien. w tya przypadku silę wzdłużno N można utoż
saaić z jej rzutea pozioaya 

N • H de ~ H 
Ox 

Równanie równowagi cięgien o aałych ZWieach asję postać 
następujoco: 

d Ox H + qx • O, 

W przypaku cięgna , pod dZiałania• obciożenia pi~nowago, z 
pi erwszego równanie równowagi wynika H • conet : wobec tego 
drugie róWnania aa postać: 

2 
H ~ + q • O. -dx-z z 

Równania równowagi cięgien pr zestrzennych o aałych zwi
s ach pod dowolny• obciożenie• zawnę trznya aajo postać : 



http://rcin.org.pl

- 53-

X 

N ..., 

z 

Rya.2.1. Eleaent r6tniczkowy cięgna pod obciążeniem 

X 

Rys.2.2 . El~~ent -67 niczkowy cięgna przed 1 po qaforaacj1 
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d 
dx H + qx " O, 

d (H dx 

d (H Ox 

~x) + dx qy D O, 

Odkształcenia 

względem ich rzutu 
ds-dx0 

·Cięgien o małych zwieach można ok reśla~ 
poziomego jrya. 2.2/ 

f= ---axo " ::
0 

+ ~ ~o+ ł ( ::J 
Odk s~ta łcenie cięgna •ożne określić także z prawa Hooke'a 

i napisać równanie 

H ~ EA [~ 
o 

lub po 

naciog H 

dw 
+ 

z prze•ieezczenia•i cięgna 

ł (::0 r J 

dx + 

W powyższych wzorach j uk-up/ ... _t,u "j'Ldu o<tnacza całkowite prze 
mieszczenie cięgna w kierunku pozi omym, natoaiast indeks O 

oznacza wielkości dotyczęce konf iguracji poczętkowej. 

IV przypadku cięgna przestrzennego poprzez analogi ę otrzy-

ma no [ du 
H=EA Ox+ 

d z d z 1 (dw) 2 

(l + ' + Ox Tx ~ ax: 

Pod działaniem obciężenia zewnętrznego siła w cięgnie 

wet ępnie naprężony11 zależy od wielkości wstępnego n!'lcięgu oraz 
od przemieszczeń wywołanych odkształcalnościę cięgna . 

/ 2 . 13/ H " H0 + ~[Au • 1~:0 
; dx +M(;;) 2

dx] . 
i ~ 

Kształt cięgien o małych zwisach , poddanych dzia łaniu ob-
cięże ń pionowy ch opisuje równa ni e /2.12/. Przyjauj ę c d ługo ść 

po czątkową cięgna 5
0 

i rozpiętość l, 11ożna obliczyć długość 

w s t anie odkształconym 
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2 

i \[ 2 2' 1j (dz) 
s l . • "'dx +dz dx a l+~ ł" crx dx, 

i jednostkowe odkształcanie cięgna ma postać: 

[= sl~:o = 2;oi(~) 2dx + l::o 

W przypadku cięgna razcięgliwago o skończonej sztywności 
na razcięgania Al ~ s 1-s

0
, oraz zgodnie z prawem Hooke'a 

A l• Hl stęd 
~· 

Hl 
!'A 

Podstawiajęc wyrażenie na s 1 oraz 

l .. 

Q 
H .. 

Hl 
~-

otn:ymeno 

Po przekształcaniach o~rzyauje aię róttnanie 3 sto~ na wy

znaczanie wielkości naciOgo H pod dowolnym obciętaniem ~~ 

H:s +f-:r ~ = ~ • )t· s0 - 1, o .. [ Q
2

dx • 

Całki typu 5 Q2dx można obliczyć mnożąc wykrasy sił po
przecznych analogicznie jak w przypadku belki swobodnie pod
partej . 

Szczegółowę analizę stanu naprężania i odkształcenia 

pojedyńczych cięgien w przypadkach usytuowania podpór na róż

nych poziomach i podda~ych działaniu różnych codzajów obciężeń 

można znalefć na przykład w oonografii [2. 167], 

7. 2. Optymal iza cja cięgien o dużych zwisach 

Poniżaj r ozpat rzono zagadnieni a wyznaczenia optymalnego 
kształtu poj edynczego cięgna , któ rego koń ce zaooco~ane sę na 
ró żnych pozioma ch / rys . 2.3/ . Zagadn i en i e t o zost a ł o r ozwię

zane przez a utora n p racy [ 2.217 ] L po niże j poda no naj ważn i aj 

SZG wy ni ki . ' iajpie rw r ozpa t rzo no ciQgno pod dowo l nym obc iążen iem 

ciągłym , a nas t ę pnie pod ob c iężen i am r ównomiernya ' i zm ianiaję

cym się liniow~ ~zd łct d łu goś ci ci ęgna. 
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X 

H 

z 

Rys.2.3. Cięgno pod obci,żenies ro~ieezczonya wzdluż długości 

V 0,00 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500 

!; 0,00 0,082 o, 169 0,275 0,385 0,500 

rz 0,00 0,082 o, 153 0,209 0,246 0,258 

Rys.2.4.0ptyaelny kształt c ięgne pod obcifżeniee równoeiernya 
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Kezta łt cięgna poddanego dowolnemu obcię~eniu cięgłemu 
q ( a ) , opi suję funkcje 'f(a) i 'i(a) zależne od paramet r u a •ie
rzonego wzdłu~ długości cięgna (2.342] • 

x .. 'f (s) "! J V1 ~tA(a)]21 + 02 , 

+ ( A(s) da 
z" lf (s) •- J V1 +[A(s)]2' + 01 • 

W powyższych wzorach przyj ęto następujęce oznaczenia: 

A(a) • ..!ł.frl, ' Q(s} a sq(e) de + c 

Stałe C, o1 , o2 , s1 mo~na wyznaczyć z wa r unków brzegowych 

jrya. 2 . 3/ 

X :a~(O,}, a 0 , 

x ='f(s1) • 1 , 

z • ~ .(o) • o .• 

z • 'f(s1) • h. 

Wielkość nacięgu H wyzna czono na podstawie k ryterium 

aini• um ciężaru cięgna p rzy ograni czeniu maksymalnych nap rę
że ń do wartości dozwolonych ~d. Ciężar cięgna ~ożna napisać 
w następuj ęcej posta ci 

ei • ,rs1A = ~ s1 ~ 

Warunek e kstreMum f unkcji B względem H ma post ać 

~ .. o 
dH . ' 

a wa runki brze gowa pozwa laję wyznęczyć ws zys t kie stałe . 

Pr zy dowol nym obciężeniu zewnęt rznym zagad ni enie zożna roz
więzać tylko nume r ycznie . 

Optymalny kszta łt cięgna obciężonego równom i ernie wzdłuż 

długości wyzne czono w pra cy a ut ora [2. 209] . Dals ze upr oszcze
ni e rozważań ~.oże polegać na przyjęciu zaaocowanie końców 
cięgna na t ym ea mys poziomie. w tym przypadk u wyznaczony 
kształ t cięgna VI postaci pa ra~~ et ryczna j •a postać : 

f " j +wa r s h[(2v -1) sh h,] 1 
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1 , J 
2W 

VI powyższych wzorach j i ~ oznaczaję bezwyaiarowe współrzędna. 
~ • x/1, ~ • z/1. Pozostałe parametry oznaczaję 

(A) = H v- S = ~ sh ( 1 \ 1 q ~} 

Optymalny zwis cięgna wyznaczony z kryt e rium minimum cię

żaru ~g f/l = 0,258 / r ys . 2.4/. Przebieg zmienności funkcj i 

cięża ru f w zależności od 1(. przedatawian na rysunku 2.5. 
Poniżej rozpatrzono cięgno któ reg o końce sę zamocowane 

na różnych poziomach frys . 2. 6/. Obciężenie zmienia się linio
wo i rozmieszczone jest w sposób cięgły r1zdłuż długości cięgna ; 

qz a + bx , gdzia a • ~ bl : ~ zmienia się w przedziale 
0 ,05 - 1 , 0 : l j est rozpiętościę cięgna. IV t ym przypadku równa -

nie równowagi / 2.11/ przybiera postać: 

/ 2.14/ Hd (* ) + qzds =o. 

Wprowadzaj ę c w s pół rzędne bezwyrnie rowe f = x/1, 
wyrażajęc ds w postaci 

ds =l V 1 + (d2fd\) 2 
df 

z/l oraz 

po przekszta łceniach otrzymano równania / 2 . 14/ w następuję cej 
posta ci: 

~ ('rJir) = _j_ (ci- ł "F l 'r 
V d -ł ( 'tl 'rY, w s/ 

/ 2 . 15/ 

gdzie tv = __ H_ j est bezwymiarowę wielkoś cię chara kteryzuję
~i.2 

cę składowę po ziomę H siły w cięgnie. Ca łkujęc równanie /2.15/ 
o t rzyma no 

/ 2 . 16/ 

Przyj muJęc uk ła d wspołrzędny ch jak na rysu.nku 2 .6 o r a z 

.vy reŻBJęC 'unkcj ę A~ [;!; ( o( r ~ f) f+ c] pr zez f unkCje 
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r 

l 

2 

0.1 0.5 ~ 

Rye.2.5.Wykres funkcji cię~aru cięgna w zale~ności od zwisu 

z, rz 

H ;:l X, s 
3r 

RA 
.,.. qjx) -c: 

~l-' 

Re 

j 
Rye. 2.6 . Sch emat clęg na pod obciężanie lll zmieniajęc y~ s i ę 

l i niowo wzdłuź dblgości 
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wykładni cze •ożna równanie /2. 16/ po scałkowaniu napisać • 

postaci: 

/2.17/ 

Przez 'f l i 1jf2 w ty• wzorze oznaczono naetępujoce funkcje 
specjalne 

(oUf}~ .d~ 

~~ = f exf ~~ --f ~f t-'tt- = K[{iL+~P'6!}- K(otr?}' 
o ó 

~~-f)~ ~I'C 

~= rF J exr(-t}lł- k f eKf{-t)U= ufłłf)f1-j-et~f.r~, 
o " 

nazywane f unkcj ami błędu; ich wa rtości liczbowa gożna znaleźć 
w tabli cach zamieszczonych w pracach [2. 526], [2. 527}, [2.630] . 
W celu uproszczenia wzorów oznaczono 

G 1 

·~· 
Występujęce w równaniu /2.17/ stałe całkowania o, C oraz n~ 
wiadomo 4J charaktaryzujęcę wielkość rozporu H wyznaczono z 
warunków brzegowych 

/2 . 18/ 

Warunek 
warunki 

/ 2 . 19/ 

rz • o przy r • o, 

? • ó ' przy ~ • 1. 

/2.18/ p rowadzi do o • O, nato111ast 
tworzę naatępujęcy układ równań : 

('" - , JW?[ !!t{ (iJ 
11 - Y T etpF ]L 

j ~l%[~ f 
j. 

dwa pozostałe 
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W powy~szych równaniach oznaczono przez 

= /( [(~+-o(JrG]- K(oeV6!) 

eq[(łhł)ffj - uf(g{ł'r:)) 

Dodaj o e atronaai równania /~.19/ otrzyaano 

/2.20/ 

a następnie podstawiajęc /2~20 l do równania /2.19/2 otrzyaano 
naatępujęce równanie przestępne: 

/2.21/ 

które pozwal a wyznaczyć e.J przy danych o{.,J 'f, Ó • Podetawiajęc 
/2.20/ oraz o • O do równania /2.17/ po przekształcaniach wy~ 
znaczono kształt cięgna w postaci funkcji: 

12.221 t =.f [cr+r) pi.-ilf~- tvff(ffrrjfl 'l] , 
zależnej od parametru ~ , który Można obliczyć z równa nia 
/2.21/ przy danych parametrach geometrycznych ~ , Ó o ra z przy _ 
za łożonej nia;lkości 'f . W rzeczywistości istniej e d uża do~Jol

ność w przyjmowa niu tego ostatni ego para~e t ru . W p ra cy L 2.217) 

wyznaczo no op tymalnę wie lkość pa ram et ru 'f cha r a·k t e ryz uj ęcego 
zwis, przy kt ó rym ciężar własny cięgna osięga ~inimua • Rozwią

zanie zagadnienia zaprogram owano na maszynę cy f rowę GIER. 
Program zakodowano w języku GIER-ALGOL. Przedzia ły zm iennoś ci 

parametrów geome t rycznych ~ i t przyjęto w nast ępujęcy sposób : 

/ 2.23/ 1,0) 
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Pie rwias t ki ) 1 w cha rak te ryzujęce opt~alne zwisy cięgien w 
za leż ności od paramet rów "'- i .f obliczono i zes t awiono w ta
blicy 2.1 . Rzędne optymalnych kształtów cięgien aożna obliczyć 
na podstawie wzoru /2.22/ p rzy danych oi i ! i uWzględnieniu opt y 
ma lnych parametrów w i j zestawionych w tablicy 2 . 1. Na ry
~ u nku 2.7 przedstawiono wykresy optymalnych kszta łtów cięgien 
w przypadku ol • e,os i { Zlll ieniaj~cego się według zależnoś ci 
/ 2.23/. Na wyk resach zaznaczono wielkości paraaet r ów . i p rzy 

którym c ięża r c ięgna osięga ainiaua. 
Ze wzg lędu na t o , że mi niaua funkcji ciężaru występuje 

przy dużyc~ zwi sach , które nie zawsze sę wskazana z punktu wi
dzenia zastosowań praktycznych , zbadano przebieg zmienności 

f unkcj i f , w za leżności od wielkości zwisu ) oraz od pa raae
trów geome t rycznych cL i {. Na rysunku 2.8 przedstawiono prze~ 
bieg zmienności f unkcj i ciężaru f przy c<.. 0,05. Wartości 
liczbowe pa r amet r u [ przyjęto wadług zależności /2.23/. Nato
a iaat zmienność parametru ) przyjęto według zależności : 

/2.24/ ii . / 1 + 0,01 i / '( 2' 1 + J • 

i • 1, s . 10 , 15 , 20 , 25 ; 30, 35 , 40 , 45, so. 

Jedna kże ze względu na uwikłanę postać paramet r u w obli -
czeniach numerycznych ustalono przedział zaienności paraaetru 
N: [,.)()) w sposób następujęcy : 

[,)i • 0 , 1 i , 

(i "' 1, 2. 3. 4. 5, 6 . 7 . 8 . 9. 10) 

a odpowied ni e r wyznaczono z równania /2. 21/. 

Funkcja cięża ru . przy us t alony11 o(_ przedstawia powierzch
ni ę r ozpię tę nad pła szczyzną ) Ó • Linię przerywanę na tej 
płaszezyznie za znaczono zmienność perame t 'r u ) w zależności 
od ;; , wed ług \Tzoru / 2 . 24/ p r zy i ., o. Na wykresie zaznaczo
no punkty, w k tórych cięża r osi ęga minimum w zależności od j i f . 
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T A B L I C A 2.1 

Optymalna parame try kształtów cięgien z kryteriu~ minimum 

ciężaru w zależności od -i 1 Ó 

o/_ = o. os 

ć w 1 ~ 
0,00 0,344 1,12 1,22 

-0, 20 0 ,332 1,14 1 ,08 
- 0,31 0,301 1,19 1,02 
-0,40 0,240 1,31 1,09 
-0,60 0,231 1,41 1,30 
-0,80 0,220 1,53 1,56 
-1,00 0,209 1,67 1,88 

l> w 
0 ,00 0,422 1,12 1,48 

-0 , 20 0,407 1,15 1,32 
-0-, 24 o, 37711,18 1,30 
-0, 40 0,316 1,29 1, 46 
-0, 60 0 , 30511, 38 1,75 
-0 , 80 0,292 1 ,50 2 ,15 
- 1 , 00 0,277 1 , 64 2,57 

<i? o , 60 

6 w 'f ? ' 

o,oó 0,.629 1 ,13 2,20 l - 0,16 0 , 582 1 , 17 2 ,01 
- 0 , 20 0 , 6 30 1 ,21 2,07 
- 0 , 40 0 , 523 1 ,26 2,45 Wt , "'·. 1~1~ 2 , 97 

co r ,I) '::J S l :.. ,47 :<::,6 3 
(~463 1 l. b1 4 ,42 

---
<X-= 1 ,00 

1 J __ _!_· _~ __ JJ __ r c .. 

~
o,oc ,.:;:;7 l1, v t 2 ,9 3 
0 ,12 l 0, 189 ~ 6: ·~ ,73 
0,20, 0 ,74 C' l . ~-. ~ , 90 
O , 40 O , T)~ 1 , 2 :: , 46 
0 ,60 !' 0,70 ( 1 , 34 l 4 , 20 
0, 80 0,6R' , 1 ,46 5 , 14 
1:,00 l 0,650 ~ 1 , 59 0,29 

<>/...= 0,10 

J (),) -r f 
0,00 0,370 1,12 2,30 

-0,20 0,357 1,15 1,16 
-0,28 0,326 1;19 1,13 
-0 , 40 0,265 1,30 1,21 
-0,60 0,255 1,40 1,45 
-0,80 0,243 1 , 53 1,75 
-1,00 0,232 1.66 2,11 

<>L= 0,40 

b w f 

o,oo l 0,535 1, 13 1,84 
-0 , 19 0 , 479 1 , 17 1,65 
- 0,20 0,426 1,22 1,66 
-0,40 0 , 419 1 , 27 ! , 95 
-0,60 0 , 405 1,36 2, 36 
-0,80 0,388 1,48 2 , 87 
-1,00 0, 370 1 , 68 3 , 49 

<V= 0 , 80 

d tv 'f f 
0,00 0 , 733 1 , 14 2,56 

- 0 ,13 0 , 685 1,17 2,37 
-0,20 l 0 , 6~~ 1 ,20 2, 49 
- 0 , 40 0 , 62./ 1 , 26 2 , 96 
-0,60 l 0,607 l , 35 3 ,59 
- 0 , 80 0 , 502 1,46 4:38 
- 1,00 0,557 I 1 , GO 5 , 35 
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p 

0.=0,05 

-Rys . 2 .8 . Wykr es funkcji ciężaru cięgna w zalażności od 
pa ra11e tr6w ) i ! 
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W przypadkach gdy zas tosowanie opty111alnych zwi sów ni• 
jest możliwe, można przyj•ować zwisy ~niejeze od opt ymalnych , 
zawarte jednak w przedziałech wolnej zmienności funkcji f 
według wykresu na rysunku 2.8 lub zgodnie z danymi zamieszczo
nymi w tablicy 2.1. Przyj mowanie zwisów zbyt małvch w przedZia

le '>zybkiej zmienności funkcji f powoduje znaczne zwiększenie 

ci ęża ru ustroj u. 
· Sposób korzystania z tablic jest naetępuj~cy: należy 

ustalić parar.tetry geometryczne o/ i ~ , kt óre wynikaję z prze
słanek konstrukcyjnych , a rchitektonicznych lub innych : na

stępnie trzeba znaleźć w t ablicy 2.1 odpowiadaj ęce i• optymal

ne para111etry eJ 1 f. Znajęc 1<7 i 'f aożna obliczyć optymalnq 
Wielkość nacięgu H • w bl2• w przypadkach poś rednich wyniki 
można interpolować względnie skorzystać z programu przygoto
wanego na maszynę cyfrowę GIER. 

P rzykład 2 . 1. Optymalny kształ c ięgien pod działaniem 

obciężenia Zliłieniajęcego si ę liniowo wzdłuż d ługości cięgna 
wyznacz ono przy · naatępujęcych wielkościach pa ramet rów cięgna : 

l Q 50 m, ot. "0,05 , d c - 0 ,6, b Q 12,5 kG/112• W tabl i cy 2.1. 
znalezi ono wa rtości optymalnych parametrów: ~- 0,231, 

1 • 1 , 41 ' $ " 1 , 30. Wielkość r ozporu H= bl 2t...> = 12,s.so2.o , 23l" 
7253 kG . Ma ksym a lna wielkość siły wzd łużnej w cięgnie wystę

pi na podporze w punkcie 'j'"' O. 

N.111 a x " H V~1--,-1'--!f.-:-:lf~~h = o 
Wielkość~ ~ożna obliczyć dwo2s sposobami . , Pierws zy s posób 

polega nadlyznaczeniu C z wzoru /2. 20/ i na pods t awieniu do 

za leżnoś ci / 2 .16/; stęd po uwzględnieniu r .. o otrzymano 

~~LF =,d, 4 [ Wexr ~(f+ r) !Ł-~] 
Drugi sposób polega na wyz naczeniu pochodne j funkcji ~ dane j 
wzo re m / 2. 22/ ; stęd po uwzględnianiu ~"' O otrzymano 

ft-= 1f[(fr ))p
1
-J.up(i "'t) - (J;}j f, exp (- o/ rr)] . 

Po znalezi eniu wa rt ości f unkcj i 1[1 w t abl i cach .funkcj i błędu 

i po pods tawi eni u odp owiedni ch wielkości do powyższych l'fZorów 
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o trzyma no (4Jf=-o "' -2,01 , a nast ępnie N
118

x "' 16283 kG. Opty
malny kształt cięgna rozpatrywanego w wyżej podanym przykła
dz i e pr z.:lds t awie wykres na rys . 2. 7 przy 6" -0,6. 

7.3. Optyma l17~0ja cięgi~n o małych zwieach 

Przeprowadzone powyżej rozważania wskaŻujQ, że cięgna 0 

najaniejazym ciężarze charakteryzuję się du~ymi zwisami. W przy
padku cięgna zawieszonego w obu końcach na tym samym poziomie 
i poddanego działaniu obciężeni"a równolliernie rozłożonego 
wzdłuż jego długości, minimum ciężaru występuje przy zwisie 
Jta f/1 = 0.258. Wynikaję z tego dwa wnioski. Wielkość zwisu 
powinna być przyjmowana jako największa z dopuszczalnych, albo
wiem w przedziale praktycznie stosowanych zwisów ekstremum 
występuje zawsze na brzegu przedziału. 

W przypadku Ci'łgien o aałych zwisach J{~o,1, ciężar jest 
funkcję azybko i monotonicznie aalejęcę, a jeżeli o wyborze 
zwisu decyduję inne czynniki, to należy zdawać sobie sprawę 
ze zbyt dużego ograniczenia jego wielkości, gdyż pov1oduje to 
znaczne zużycia aateriału. 

Poniżej oaówiono zagadnienie optymalizacji cięgien o ma
łych zwieach przy ograniczaniu ich naprężeń i przemieszczeń 

przedstawione wcześniej szczegółowo w pracy autora [2.226} · 

~ako kryterium optyaalizacji przyjęto ainimelizację przekroj u 
cięgna przy warunkach ograniczających 

f-*" ti ) N~ WJ_ l 0<-b~ bJ l A"" ~ 
oraz warunkach pkreślonych równaniaai etanu naprężenia i od
kształcania. ~at to zagadnienie progra~owanie matematycznego. 

Podatawowe równania wynikające z analizy etanu napręże

nia i _odkazta~cenia cięgna poddanego działaniu obciężenia 
zewnętrznego q(z) maję poetać 

jt EA .2 OEA 
H3 + --r t1 • -n 

/2.25/ 
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Uwzględniajoe warunek kształtowania 

\/ DE l 
H • V 21(~+)'1-E)' H • 

A • Hjtd otrzyaano 

Mi 

IV przypadku cięgna poddanego działaniu cit:taru własnego i przy 
założeniu, że przybiera ono kształt paraboli kwadratowej, otrz, 
m ano 

zlO • 4 x ( ł.-x) 
. l 

·)'-· 

z równania /2.25/ wyznaczono 

/2.26/ ~ .. ~ [4 x1(1-xi) + wi]
2 

2M1 l l 

lub w innej postaci 2 
2 

2 [ Sfxi ll-xi)] [ 16f
2
xi ( 1-xi) 

/2.27/ "i + "i 2 + ------~74~---~---
1 l 

2<Q(~\) 21 l· o. 
DE 

301 

Zagadnienie optymalizacji sforaulowaó można następujęco: 
Należy wyznaczyć takie f

0 
c~. by 

/2.28/ A (t 
0

) .. a in A {f) • 11in '--'-__;";M'-----

G'dfT x ( 1-x) +w] 
przy czym zbiór rozwięzań dopuszczalnych Q określony jest 
przez warunki: 

~>O ' 
/2.29/ 

b • ~ [ 4' X ( 1-x) + wJ 2 
• . ~ E ~ b 

2Mi l l 312 d" 

z inte~pretacji geometrycznej równania /2.28/ wynika, 
że przedstawia ono powierzchnię drugiego stopnia - niecentral
ny walec hiperboliczny /rys. 2.9/. Poszukiwane optymalne pa
ra~etry cięgna, czyli rozwięzanie odpowiadajęce ainimua fun
kcji celu, zawsze znajduje się na granicy obszaru wyciętego 
z powierzchni funkcji celu płaszczyznami / 2.29/1 , 2 oraz 



http://rcin.org.pl

- 69 -

Rys.2 . 9. Wykres funkcji pola przekroju poprzecznago 
cięgna w zaletności od zwisu, ugię ć 1 napr ęże ń 
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cylindrycznę płaszczyznę /2. 29/ 4 przy czym możliwe sę nastę
puj ęce rozwięzanie 

Rozwitzanie 2.1. Zał.ożono f .. t d 1 G' • G'd• :Jeżeli wielkość 
naprężenia f5 obliczona ze wzo ru /2.26/ spełnia warunek b;>o, 
to ograni czenie naprężeń nie występuje i optymalnymi paramet ra~ 

mi minimalizujęcyllli funkcję celu sę: fd' "d' G'd /rys. 2. _10a/. 

Rozwięzanie 2.2. Założono f = f d i b" ~· :Jeżeli Wielkość 
ugięcia w obliczona ze wzo r u /2.27/ spełnia warunek jwij ~"d' 
to minimum funkcji celu występuje • punkcie przecięcia płasz
czyzn ograniczających f5d i fd. Optyaalny1H parame.trami w ty!l 

przypadku s ~ fd, w, ~d /rys. 2.10b/. W szczególnym przypadku 
optymalnymi parametrami mogę być fd, "d' bd. 

Rozwięzanie · 2. 3. Założono , że miniiiUli funkcji celu wystę

puje przywic wd. Poszukiwano wielkości f, przy której funk
cja celu osięga minimum. Stęd otrzymano równanie na określenie 

frnax przy wi .. "d· 

3D lwi 
~---.o. 

16M 2 
i 

Przy wielkościech f
111

ax i w1=wd z wyrażenie /2.26/ określono 

wielkość naprężenia t). 
Mogę występować tu naatępujęce dwa przypadku szczególne: . ·. 
aj f

11
ax ~ fd i O< G' <&'d: w ty• przypadku optymalnymi 

paralilat rami cięgna sę : ( max, "d, o jcys. 2.10c/ , 

b/ f max ~ f d' f 111ax = f min : ~ 6-~ j tu optyma lnymi persma

tra mi cięgna sę f
11
ax' "d ' b d /rys. 2.10d/. 

Widać etęd, ża w rozpatrywanym przedziale ~lenności f 

za chodz i zawsze: fopt • f
118

x
1

po t w1e r dza to poprzednie wnioski 
oraz twierdzenie , że optymalna wielkości pa ramet rów~ 1 w lożo 
zaweze na brzegu dopuszczalne go przedziału ich z-ienności . 
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a) b) 
f f 

~ / /, 

/ 
f d 7 

w 
o W d ->Wd 

c) 
f t 

d) 
f 

fu f d 
.r 
'max 

fmax 

0 VI w 
-L' .-.-o ·"d o w a 

Rys . 2 lL. C~t ęry wa r ia~ t y o p tik&lnych parePetr6w c ięgna 
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a. Optyaalizacja ustrojów dwupsaowych .. t,pnia napr,~onych 

8,1 . Podstawowe zale~ności analizy stanu naprtżania 
i odkształcenia 

w ustrojach dwupasowych w zależności od wzajeanego poło
żenie cięgna nośnego i n15prężaj ęcego aożna odró:tnić trzy s che-, 
maty / pat rz rys. 1.2/. W acheaatach ja, b/ cięgno nośne jest 
umieszczone wyżej , od naprężajęcego. W tya przypadku łęcznik1 

sę rozciągane 1 aogo być wykonane z lin lub pr,tów okręgłych . 

Jednakże t akie rozmieszczenie cięgien zwiększa wysokość kon
strukcyj nę ustro.ju , a także wymaga oddzielnych konstrukcji 
podporowych do kotwienia cięgien nośnych i naprężajęcych . w 
przypadku rozmieszczenia cięgien według schematu ;c;; w kt ó rym 
część łączników jest ściskane , a część r-oz·cięgana , zmniejsza 
się ~~sokość konstrukcyjna ustroju, jednakże podobnie jak w 
schema cie jaj konst~ukcja podpó r jest bardziej skoQplikowena. 

Zale tę t ego sposobu rozmieszczenia cięgien jest możliwość do
pus zczen i a większych zwisów cięgien nośnych ~ nap rężaję cych , 

prowa dz i to do zmniej szel'\ia objętości ma te r ia łu w cięgnach . 

Rozmi es zczenie cięgien według schematów jd,aj po~vala wyeli mi 
nowa ć wady dwóch poprzadn1ch układów, gdyż wyk9nuje · się tu tyl
ko jedną konst rukcję podpo rowę do kotwienia cięgian nośnych i 
na p rężaję cych . Jednakże łęczniki sę tu ściska ne a zatem ilość 

materia łu w ni ch zawa r t ego jes t większa niż przy poprzednic h 
rozwięza niach konstrukcyj nych. Wybór schematu r ozmi es zczenia 
ci ęgi en za leży w znacznaj ~ie rze od przeznaczeni a kons trukcji . 

z punk tu widzeni a kinematyki ustroje dwupasowe sę geome
t ry cznie zmie nnym i i mogę w nich wyst~poweć duże przemieszcze 
nia . W celu zmni e j szenia tych przemieszczeń stosuj e się wstępne 

naprężenie konst r ukcji . Wst ępne naprężenie powinno być tym 
wi ększa im większy jest udziel obciężeń użytkowych w stosunku 
do ci ężaru własnego. Właściwy wybór wielkości wstępnego na pr-ę

żenia ustrojów dwupasowych należy ust alić bio rę c pod uwagę og ra · 
nicze~ie przemieszczeń wywołanych obciężeniem równo~iernya · i 

niarćwnomie rny• , a także majęc na względzie wa r unek zacho"enia 
sił rozcięgajęcych w cięgnach naprężających , przy ma ks yaa lnym 
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obcią~eniu użytkowy•. Właściwy apoaób określenia wielk~ści wstęp
nago naprężenia podany btdzie ni~ej; 

Przy rozpatrywaniu ustrojów dwupasowych przyjęto, ~e za
ło~enia ogólne podane w rozdziale 6.4 aą spełniona. Ponadto 
przyjęto, że spełnione sę również dalsza założenia, •ianowicie: 

a; cięgna nośne i naprężajęce •aję •ałe zwiay 1 

b/ obciężenia działaję pionowo i rozaieszczona aę w sposób 
ciągły wzdłuż rozpię tości ustroju, 

c/ łęczniki •tędzy cięgna•i nośny•i i naprężający•! ;rozpórk' 
lub wieszaki/ sę nieodkształcalna, tzn. przesieazezenia pionowe 
górnego i dolnego cięgna so sobie równe , 

d/ łęczniki sę rozmies~czone dostatecznie gęsto, ~o pozwala 
założyć, że sę rozmie szczone w sposób cięgły , e zatem można 
przyjęć różniczkowo postać równań opisujących stan nap rężenia 

i odkształcenia , 

e/ łęcznik1 przed i po odkształce niu us t roju pozos t aję 

pionowe. ' 

Analizę stanu na prężenia i odkształceni-a ustroj ów dwupa
sowych p rzeprowadzono przy założeniu , że model ośrodka jest 
ciągły oraz opiarejęc się na t eorii technicznej , którę s t os u-
je się do cięgien o małych zwisa ch; po zwala to również przyjęć, 

że obciężenia nor111 a lne do cięgien sę normal nymi do cięciwy cię
gie n łęczę caj punkty zamocowania ci ęgien. Pomimo t ak mocnych 
zał~żeń p r z9 prowad zone badania eksperymen talne potwierdzsję sto
s owa nie te) teo r i i w praktyce [2 . 40~,[2. 541]. 

Rozpat rujęc zat em wa runki równowagi elementu wyciętego z 
dwupasowego us t roj u ci ęgnowego wstępnie naprężonago ( rys. 2.11) 

w s t anie odkształconym ot rzymano [ 2.221] . 

/ 2 .30 / 
2 dx 
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q(x) - H2r+dH21 

121 
l___...., 

Y X 

~ 
211 -...!!.!!.::!.. H11 

z dx~ 

Rys.2.11. Ele men t różniczkowy us troju dwupasowego 

() (),30 Q3S O.łO 

Rys . 2 . 12. Wykres objętości zastępczej Materiału w zależ~ 
ności od zwisu cięgien 1 wielkości wstę pnego 

naprętania 
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W \r · ..•. f .tgu racj i poczę tkowej , p r zy kt órej obciG'żenie 

q ( x) " lJ, ot r zyma no 

/2 .31/ 2 
+ ~o d z2o • o. 

dx 

Równanie /2 . 30/ opisuje stan równowagi w konf iguracji 
odkeztałconej , W celu odniesienia go do konf igu racji poczę tko
wej należy napisać 

/2.32/ 

bowiem wobec założenia nieodkształcalności łączników 

Podatawiając / 2.32/ do / 2.30/ otrzymano równanie równowagi od

niee~one do konfiguracji początkowej 

/ 2. 33/ Hu ( d2z~o + d2w21 ) + H21 ( ' ~ + 

dx dx dx 

Ponieważ z 0 • z10 - z 20 • z11 - z 21 , równania równowagi napis a ć 

mo~na również w nast ępującej posta ci : 

-w konfiguracji początkowej : 

- w konfigu racji aktualnej 

2 
H11 + H21 d z11 

dx 2 

- w konfigura cj i aktualne j , 

początkowej : 

( H11 + H21) ( d2z10 + 

dT 

2 
- H2 1 d ZO 
~+q ( xJ a O , 

odnies ione do konfigu r a c ji 

Równ·Jnia odksz ta łcalności wypi s ano analog i czr.~i e j ak w p rzy

padku ust r ojów jadnopasowy ch. Na podst awie /2. 13/ ocrzyme no 
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(H11 - H10) - ~[Au J dz10 d w dx + 1 J (dw\ 2dx • o + ~ ·crx ~ CJi, 

" ~ l 

/2 .34/ ( ' ) ~[Au+ s dz20 dw 1 J (dw) 2dx .. o 
~1- ~o - crx-• Txdx • ~ crx 

(.- A, 

Układ równań /2.33/ i /2',34/ ao~na sprowadzić do układu 
równań algebraicznych szóstego stopnia. W tya celu nale~ zcal

kować równanie /2.33/ i oblic~ć całki w równaniach /2.34/. 
W literaturze znanych jest kilka aetod rozw1~zenia te~o układu 

równań • Ho~na tu np. wyaianić aetod~ Oaitri~wa [2.92] , przed

stawiono tak~e w opracowaniu [2.221). Porównanie wyni ków otrzy
aywanych na podstawia różnych aatod aożna znaleźć • pracy 

, [2.469}. 

B.2. Warunki i kryteriua optyaalizacji 

Przedstawiona powyżej analiza stanu naprężenia 1 odkształ~ 

cenie ustrojów dwupasowych jest punktem wyjścia do optyaali
zacji tych konstrukcji. Zagadnienie o'pty~aa lizacj i ustrojów 

dwupasowych watępnie naprężonych zostało s formułowane i rozwio

za ne po raz pierwszy w pracy autora [2. 215] a następnie rozwi 
nięte w pracy [ 2.221]. Poniżaj przedstawi ono najważniejsze wy
niki rozwięzań zilustrowana przykłada• liczbowym . 

Cele• optyaalizacji w ustrojach dwupasowych jest wyzna

czenie kształtu ci ęgien nośnych i naprężajęcych o r a z pól prze~ 
krojów poprzecznych cięgien i wstępnego naprę~ania, tak aby 

ustrój oaięgał ainiau11 ciężeru przy spełnieniu wyspecyfikowa

nych warunków kształtowania i warunków wytrzyma łoś ciowych. 

W pracy [ 2.215] , przyjaujoc jako kryteriua optyaalizacji 
ainimum objętości zastępczej aateriału cięgien nośnych, naprę

żajęcych i łęczników 

V • . k1V1 + k2V2 + k3V3 

wykazano, że powyższy funkcjonał V oeięga ainimua w pr zypadku 

gdy cięgna nośne i naprę~jęca aaję kształt krzywych sznuro
wych od obciężeń zewnętrznych , a wielkość wstępnego naprężenia 
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ustroju jes t dobrana w taki epoeób, aby ono znikało przy aakay
•alnym obciężeniu. w powyżezya wzorze v1 , v2 , v3 , oznaczają 

. objętości cięgien noenych, naprężajęcych i łęczników, natomiast 
k1 , k2 , k3 sę wepółczynnika•i liczbowyai zależnymi od własnoś
ci wytrzyaałościowyoh albo od cen jednostkowych poszczególnych 
aateriałów. A Więc, w wyniku rozwiązania wyżej opisanego zagad
nienia optyga~izacji otrzyaano: 

~ przy rozważaniu dwóch koafiguracji 

z11 ( x) • ..!ti.& oraz ~1 • O 
H11 

lub z 21 • O r 

- · przy rozwa~aniu trzech konfiguracji 
H (x} M

2
(x) 

z11 (x) • ~. z 22 (x) • ---, H21 • H12 • O, 
H11 H22 

Rysunek 2.12 przedetawie wykres objętości zastępczaj •ateriału 
ustroju dwupasowego w zależności od zwisu cięgien ~ ora~ wstę
pnego naprę~enia p

0
• Łatwo odczytać z wykresu ,, że optymalna wy

sokość ustroju h • 0,42 l znajduje się poza pr~edziałem stoso
wanych w praktyce • . Można również zauważyć, że objętość materia
łu jest funkcję ~onotonicznie rosnęcę ze względu na zmienną p o 
charakteryzujęcę wstępna naprężenie ustroju, natomiast w prze-
dziale stosowanych zwisów jest funkcję monotonicznie malejęcę. 

Z uwagi na powyższy wniosek w dalszych rozważaniach roz
patrzono ustre js o ustalonej wysokości, na tomia s t wielkość 

wstępnego naprężenia wyznaczono z warunku znikania sił ws tęp
nago nap rężania pod działa niem ~ak syma lnych obc i ążeń lub z 
warunku ogra nicza nia wielkości przemi eszczeń us tro ju . 

W p rzyp~dku ustalonej wysokości ustro j u ważna pominę ć 

wpływ obj ę tości łą czni kćw na zmianę obję tości ust r oj u, gdyż 
w tym przypad ku ob ję tość łą czników będzie Wielkoś c ię s tałą . 

A zatea kryta r iu= optymalizacj i s prowadzono do ~ inima liza cj i 

?bjętości ci ęgien nośnych 1 ns p rętających. Cal em opt yma liza
cji j est t u wyz na czeni e taki ego kształ t u c i ęgien nośnych 1 
naprężaj~cych / ::: pr::sde "szystkir.~ stosunku i ch zwtsów/ , ich 
pr z e k roi pop r::e ~~nych , - tak2e tak ego ws t 0pneg~ naprężania, 
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aby obj ętość ustroju osiogała ainimua przy spełnieniu warunków 

wyt rzymałośc iowych, konstrukcyjnych i eksploatacyjnych. 

Wa runki wytrzy~ałościowe w tya przypadku aeję postać 

max Hlj .. A1 G' ld, aax H2j • A2 6"'2d 

\'la r unek konstrukcyjny przyjęto w postaci ograniczonej 
wysokości ust roju : h ( 0.2 1. Warunki eksploatacyjne p rzyję

t o w postaci ograniczenia przeaisszczeń piono~ 

lub 

\'l celu zapewnienia kinellatycznej nieZllienności .dwupaso

wych ust r ojów cięgnowych muszę być spełnione ponadto pewne 

dodatkowe warunki, mianowicie 

/ i,j D 1,2/ 

Oznacza to , że siły w cięgnach nośnych 1 naprężajęcych H10 
w konfigur acji poczętkowej oraz w każdej z konfiguracji aktual
nych / H . . / mu szę być rpzcięgajęce. • l.J 

VI dal szych rozważaniach rozpatrzono optyaalizację ustro

jów dwupaso,.ych przy uwzględnieniu dwóch 1 trzech stanów obcię
żenie zdefini owanych uprzednio w paragrafie 6.3. 

6 .3. Optymalizacje" dwóch etanach obciężenia 

W przypadku rozpa t rywania dwóct: konfiguracj 1 za zmienne 
decyzyj ne można przyjęć 

z0 " z0 (x) lub z+O • z10 ( x) lub z11 • z11 ( x) 

Równan i a opisujęce stan naprężenia i odkształcenia aaję po
stać nast ępujęcę : 

2 2 
d z l O 

(HlO + H2o) 
d zo 

d7" d? H20 • O, 

/2 , 35/ 2 2 
d zll ( 

+ H2 d 
d z0 d'"7'"" \ H 11 dx2 1121 - q(x) • o. 
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/2. 36/ 

_,/H 
-\ 11 

gdue &<.>1 • 
E i 

Postulujęc pełne wykorzys~anie przekroju przyjęto 

cal;kujęc równania równowagi /2.35/ otrzyllano: 

(H10 + ~O) z10 • H20ZO • C1x + C2' 

-/2.37 l 
(H11 + ~1) z11- H21Zo • M (xJ • c3x + c4 

Stałe c1 , c2 , c3 , c4 wyznaczono z warunków brzegowych: 

x. o: z10(o). z11(o). z0 (o) • h, 

x • l: z10 (l) • z11 (l ) • z0 ( l) • h ~ 

s t o d ,ot rzy11ano : 

c
1 

• c3 • o, c2 • H10h, c4 • H11h . 

Równenia 

/2.38/ 

z JV&runku: 

z:0 .. o 
/ x•O, Sl ' 

w (x"'O, 51) 
h • 
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otrz)'llsno : 
H(>:)+ H11h 

H11 + H21 l 

Warunek / 2.39/ opiauje ustrój dwupasowy wetępnie naprężo
ny , którego cięgno nośne jest złęczone z naprężajęcya w środku 

rozpię toś ci / rys. 2 .13/. Przyjaujęc jako kryteriua kształto
wa nia ~ ini mUQ objętości cięgien nośnych 1 naprężaj~cych 

F/z1J / • "'" J lA1 [ 1 • o. s (~
2

1 • "z [ 1 • o. s(~]J•• 
o 

przy war unkach ubocznych / 2.36/ aożns wyznaczyć opt ymalne 
kszta ł ty cięgien noś nych i naprężaj ęcych w konf i guracji poczę t-

kowa j 

/ 2 . 40/ 
z0 ~ h [ 1 - ~~x ) ] 

h M(x ) 
z20 " z,10-z.O a MO • 

Korzystajęc z za leżnoś c i / 2.40/ opisuj ę cych optymalny kszta łt 
konfiguracj\ poczę t kowej pod działaniem dowolne go obciężenla 
oraz oznaczaję~ 

1 
ii ~/ \ 

x:oO , Sl 

uk ład równar1 /2. 35/ i / 2 , 36/ fPOżna spro~'fadzić po p r ostych prze
kształceniach do uk ładu równań algeb rai cznych : 

H10(l - ?)= H20~' 

( Hll + H21) ( 1 - ? + w O) " H21 + HO ' 

/2 . 41/ (H l l H lO) K01 0 , 5 H1 1 ~~o [ wo + 2(1-~)]1 

( H20 - H21) K02 = 0 , 5 H20 w0 ( 2 ~ - w0 ) , 
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gd zie 
tJi l l· ) 1 J 2 D KOi= 2 - : ~ ~ 1 , 2 : A0 1= ~ Q ( x ) dx = ~ 
h A01 MO 0 

~ powyiszych wzo r ach M(x) i Q(x) oznaczaj ę moment zgi

naJ ę r.y i siłę pop r zec~nę oblicz one jak w belce wolno podpar te j 

o d , bc iężen i a w pie r wszej konfiguracj i a ktualnej , na t omias t 

M0-wa r t o ś6 tego momen t u w połowie rozpi ę tości belki . 

Cięgna noś ne i nap r;~żaj ęce' na 0gó ł wykonywane sę z tego 

s a111a go ma t e r ia łu, więc tJ
1 

"w2 o raŻ K01 = K0 2 • Oznaczajęc dalej 

1<01 =K0 2 =K0 o ra z wprowadzajęc o znaczenia : tf1 = HlO/ H 
11 

r2 = H21/ H , równa n i a /2.41/ można nap1sa6 w następującej 
20 

post aći: 

H11 ~1 (1 -?)"' ~ H20 ' 

H11(1- '1 + wo)- r2 H2o(1 - wo ) =HO , 

wo 2 ... 2 ( 1 - 'l ) w o - 2 ( 1 - lf 1 ) Ko = o • 

\'10
2

- 27w0 ... 2( 1 -lf2)K0 =o, 

p r zy czy1n, jak wida6, parametry!f 1 1Y' 2 ok reślone s ę w prze

d zia łach: O< lf1 < l ; 0~ 1{'2 <. 1. Rozwięzujęc /2 . 42/4 z uwagi 

na w 0 otrzymujemy w zależności o d wyr:_óżnik a równani a kwadra-

t owego: 

Rozwięzanie 2. 4. 

t1 c 4 ['l2 

lfz 
- 2 (t-V~) Ko] o, ~'~o" 7, 

1 -L= 1 
w o 

2K0 2K0 

1 - _ 1_ ( 2 w o - wo 2) 
2K

0 

H11•H0 

R o związa nie t o p r z y ustalonej wa r tości w
0 

jest jednozna

czne i spełnia jeden z warunków optymalności rozw1ęzania; 
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z21~o. W oparciu o przedziały zmienności ~i otrzyma no ograni
czenie oJ góry przedziału zmiennoś ci w0 przy którym i stnieje 

roz:więZ~>nie spe łniajęce warunek: Hij ~O. Ze względów konst r uk
cyjnych nie wyda je się celowe przyjmowanie tu "o mniej s zego 
od ok reślonego zależnością: 

"o • o , 3 fK;; 
Jako dopuszczalny przedział zmienności w rozwiązaniu 

/2,43/ •ożna więc przyjęć 

/2.44/ 0,3'f"K;;<w0 (1 -V1-2K0', stęd, o< K0 ~o . s . 

Rozwięzanie 2. 5. 

A>o : 

Przyjmujęc drugi z warunków określajęcych rozwiązanie 
optymalne : H21 • O, otrzy•ano : 

2 w0.o,sw0 -K0 

H1o(•o-0,5wo2-Ko). 
2 . 

Ko"'"o 

~1 = 2 ( 1 -

H21 • Y2 • O. 

Rozwięzanie jest jednoznaczny• przy ustalonej wielkości w
0 

z przedziału: 

1 - V 1-.21<0' < "o < 2K0 

Rozwiązanie 2.6. 

Ó.,.O ; 

Rozwię zanie to należy przyjmować wtedy, gdy w0 < 0,3~ 

lub p r zy us talonej ' wielkości ~ • Podobnie jak w rozwiązani u 2 

? > "o• 
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/ 2.47/ 

Rozwięzanie jest j ednoznaczne przy ustalonej wielkości ~, 
przy czym, przedział zmiennoś ci w0 ograniczony jest od góry 

-~::' ;rr.: '::0 :1:'r::, ? (1 -v 1 - ~ ') 
O ile V nie jest ustalone, a rozwięzanie to jest przyjmowane 

gdyż w0 < O, 3 ~· to wyznaczenie optymalnej wielkości parame
tru •z wymaga rozwię zania dodatkowego zadania ekstremalnego. 
Na rysunku 2 .14 przedstawi ono obszary, w których istnieję 
poszczególne rozwięza nia. 

Rozwięzanie 2. 7. 
Rozwię za nie przy ust alo ne j wielkoś ci siły Hll" Z~kła- , 

dajęc maksymalnę wielkość siły w cięgnie neprężajęcym przy 

obciężeniu maksymalnym, można uzyskać jednoznaczne rozwięzanie 

przy ustalonej wielkości parametru ~= •z *. Rozwięzanie to będzie 

op tymalne z uwagi na wielko ść przemieszczeń. 

Roz pa trywanie ?jako zmiennej decyz~jnej nie jest tuce

lowe, bowiem funkcja w0 = w0 (?) w przedziele(~d,1 )nie me ek-:" ~ 
stremum i zachodzi : inf wof7)"' wo(~ d)' /rys. 2.15/. 

* * . Pr zy ust a lanych: H11 H11 > H0 i ~" ~ pozos te łe !f:l.elkości 

wyznaczyć można z za leżno ś ci uzyskanych z układu równań /2.42/ : 

w0 = ~ (1~?~)2 • K0 ( 2 • K0)- (1 - ( • K0) , 

H10 = 7 '-~o [Ho (l +f- wo)- H~ (1 + wO - r-.(J] J 
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8. 4. Optyma l iza cja w trzech s tana ch obciężenia 

Równa ni a równowagi i odkształcalności epi sujęce sta n ukła

du w trzech konfiguracjach można · napisać ·a"ah>gi cznie jak przy 

dwó ch ko n f i guracjach: 

2 2 
d z10 

( H10 + H2o) 

d z 0 
2 - ~'"'2o ... o., 

dx dx 

2 
d2zo . d z11 

( H11 + H21 ) / 2 .48/ 
dx2 -~ H21 - q1 (x) O, 

dx 

2 

( 
d zo 

H12 + H22 ) -~ H22 ·~ q2( x) "' O, 

"10} ~:,L • i [{:::f -('::o)}' . 
\2 ( "21 -"w}~:: . Hf''2f _ (''2on ,, . 

/2. 49/ ~ 2 ( "12 - "10) ::: • Jk~;2r - (';;~~ l ,, . 
l 0

t 2 ~ 
~2 ( >L22 - "w) H~2 • w:~ J -('':1 1 d< • 

W powyższy ch r ówna niach uwzględniono warunek pełnego wyko

r zystania naprę żań 

Przyjmujęc jako zmienn ę decyzyj nę z
10 

., z
10 

( x) 1 przedstawia-

j ę c minimalizowa ny funkcjonpwa ł w posta ci : 

[z10 (xfl .. jLJ~ą [1+0,5 ( dz10f] + 
( ~).d l d;J 

o 
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na drodze analogicznej jak w przypadku dwóch konfiguracji 
wyznaczono optyaalny kształt konfiguracji poczętkowaj : 

z10 • h [1 - H20 Ml ( x) - oL( "o?"i( x) - M~ ( :~~:JJ 
H10+H20 M01 M01•h 

gdzie: M1 (x) - moment obliczony j a k w belce wolnopodpartej od 
obciQżenia pierwszej konfiguracji aktualnej, 

M01 - wartość tego moaentu w 1/2 rozpiętości, 

M2 ( x) , M02- j a k wyżej lecz dotyczy drugiej konfiguracji 
aktualnej. 

w p rzypadku obciQżenie równoaiernego ą1 • - q2 
---;;--- • cons t 

~ oznacza współczynni k liczbowyj optyaalny kształt kanf igu
ra ej i począ t kowaj 11a poeta.ć: 

z lO • h [ 1 - \~1-zl (,u - x2J] 

/ 2.50/ zo . .. h [ 1 --iz ( xl- x2)] 

z 20 • z lO - zo • ~ ( xl- x
2

) 
l 

Wykorzyst ujęc za leżności /2. 44/ 1 oznaczaj ę c 

"o? • 

układ równa ń / 2 . 46/ i / 2,49/ można s p rowadzić do układu rów-
na ń alge braicznych: 

(l - ~ ) HlO • Hgq • 

( 1 - ~ + "o1 ) ( H11 + ~J a H21 + HOl; HOl • 
j ą 1 1 1 2 > o, 
B h 

( 1 - ~ - "'o2 ) ( H12 + H22) .• H2..2 - 1-\.02 ; H02 • 
j ą2 112 

8h 
>o. 
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• 2 wo1 

/2.51/ 

( 1 - ~)+ 

2 
"oz , 

Analogicznie jak w przypadku dwóch konfi·guracj 1 nale:ty 
sprawdzić przedziały zmienności w0 i w których istnieję rozwięd 
zenie przy poszczególnych warunkach określajęcych rozwięzanie 

opty•elne . 

Rozl'l'ięzanie przy )' ~ 1 

3eżeli obciężenia pierwszej i drugiej konfiguracji co do 
bezwzględnej wartości 'niewiele się ró:tnię (O ,9 ~ f'J- ~- 1,1) , 
to rozwięzanie optyaalne otrzy•uje się przy 1 • 0,5. Równania 
/2.51/ przybisraję naatępujęcę poataćt 

H1o • H2o: H11 ( O,S+wot) • H21 ( o , s-"01) + H01' 

H22 (o. s +woz) • H12·(0,5-"oz) + H02' 

H10 "' H11 I.1 "' +-~( "o1 ••ot
2

) l • 1 . .. 

/2 . 52/ H20 • H22L1 
1 

( "u2•wo2
2
}] - """'K:'" 

l 

H21 ,. H 22 [ 1 
1 

( ~~_: •"oz-o/-~0/) J • ~ ""'K:" 
_ 1 

H12 • H11 [ ; o _ 1_ 
( wo 1 ••o2•"o1

2
·•02 

2 } ] ' . Kl 

gdzie Kl .. 
3 W12 

ah2 
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P rzyjmuję c = 1 otrzym a no: 

Ho = IW.a"'2 
HOl = H02 '8'Ji""" w01 " w02 " VIO' 

HU. = H c/dl' H10 =oĆ2 Hofot 1' H12 = ol3Hofl'll1 ' 

2 w.2 
c( J ,. 0 , 5 + ~ 

H22 = H11 ' 

Rozwięzanie j est je dnoznaczne przy 

w o ~ 0,5 K1 
gdy K1 > 

w o <.. 0, 5 ~ gdy K1 < 

W przypadku WO a 0,5 K1 otrzyma no : 

1 

1 

1 

<L 3 " o. H12 = H21 " 

~ 
K i 

0 : 

(\"2 0 ,5 ~ 0,25 K
1

, .x 1 0 , 5 ( l+K1)~K1 ~ 1' 

H 1··0 , 51(1 
/2.54/ H11 " H22 " 

o 
H10 " H20 = Ho· 

0,5 (1+K1 ) 1+1(1 

W pr zy padku 14
0

:0 ,5 otrzymuje się o! 3 O; j eśli OC.
1 

" 1, 0 t o 

/ 2.55/ 

~eżeli . różnice w wielkości bezwzględnych obcię żeń sę większe 

to kształtowanie winno obejmować również wyznaczenie optymal

nej wielkości parametru f . 
Rozwięzanie przy J: 'l 1 . 

W przypadk u przyjęcia warunku opty~a lności w postaci 

z 21 • O i z12 c h, ot rzymuje się: 

W01 = ~ ; W02 c 1- ~ ; H11 c HOl : H22 " H02' 

H10 ,. HOi [1 1 
( 2 ~ - ~ 2) J ' -~ 

H20 • H02 [ 1 -+- (1 ~ 2 )] • 
1 
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H12 • H01 [ 1 - 1/1<1 J ; H21 " H02 [ 1 - 1/1<1] ' 

przy K
1 

/ J.. 

RozWięzanie zagadnienia kształtowania sprowadza a ię do 
wyznaczenia ~ z naetępujęcego równania: 

/2. 57/ 23 
(1+)4-)- 3~ 2 

+ 2[K1 (1+;t) + 2 ·;tJ.- K1 • O, 

otrzyaanego z równania równowagi w konfiguracji poczętkowej. 
Rozwiozanie jest jednoznaczne 1 i stnieje przy K1 ~ 1. 

Przy K1 • 1 otrzyauje eię H12 • H21 • o oraz 

Przy rz • 0,5 równanie /2.53/ spełniona jest to:teaaościowo. 
W przypadku K1 < 1 jako warunek optyaalności rozwięza

nia aotna przyjtć H12 • H21 • o. Rozwięzujęc układ równań 
/2.51/ otrzyaano: 

/2.58/ 

H11 • H01/ (i·~+ w01) H22 • H02/(~ +W02) 

(1• ~) H10 • ~ H20' 

H10 • H01 ~ 1 - + [ 2w01 ( 1- 7) +W012 J l 
1• ~ +W01 l 1 ~ 

H20 • ~ r 1 • -l.- [ 2 h w +W 2]1 
. ~ + wo2 ( "'t L o2 o2 0• 

~1 • Ha2 f 1- -k:-1 [ 2~ "o2+wo/•2~"ot·"o121} 
~ + wo2 l 

H12 • H01 f1 - * [ 2w01 ( 1-?) +wo/ + 
l- 'Z. •wotl ( 

+ 2w02 (t- ~)-w02 21 ) • 

z warunku H12 • H21 • O ot rzyauje aię: 

2 ~ (wal + 

2 (' 1 .. ~) ( " o t + "o2) • 

- K1 • O , 

2 
- wo2 - Ki " 0 • 
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w efekcie w01 i w02 •o:tna przedatawić jako funkcje 2 
/2. 59/ w01 • 'Z - o, s ( 1 - K1) : r.02 • o, s ( 1 + KJ.- ~. 

Po podstawieniu /2.59/ do równań /2.58/1 , 2 , 4 , 5 , otrzy.ano 

/2. 60/ HOl 
[ 1 - 0, 5 K1 - ~1 ( 2 ~ - 0 ,75- tz 2

)]. H10 • 
1+K

1 

H20 • 
H02 

[ 1 - 0,5 K1 - ~ (o,2s - ~ 2)]. 
1+K

1 
_K1 

Podstawiajęc dwie ostatnie zależności do /2.58/3 otrzyaano 

równanie na wyznaczenie ? .. 
'Z 3 (t•;ttJ - 3 •z 2 

• 'Z r o,5 K1 c ~·)t-)- a , 2s K1
2 

( 1•;«-) • 

/ 2.61/ + 2,75- 0,2~]- (o,75 + 0,5 K1 - 0,25 K1
2

) • O. 

Przy ft "' 1 i 12 • 0,5 równanie /2.61/ spełnione jest toż
samościowo, a wzpry /2.60/ upraszczaję się do zależności 
/2 . 56/. Rozwięzanie istnieje przy K1 < 1. 

W poprzednich dwóch przypadkach wszystkie wielkości, a 

więc i "Oi' ustalone sę jednoznacznie. Rowzięzanie przy 
us talonej wielkości przemieszczenia można otrzymać przyjmujęc 
zależność 

W tym przypadku równania /2.51/ można napisać w następujęceJ 
postaci: 

(:1. - l( ) Hl O • ? H20, 

Hu ( 1 - ~ ·"o:~.) - H21l~ - wo;} ., Ha 1• 

/
2
•

62
4 12 ( l - ? + "'01 - "o) - H22 ( ~ + " o •• wo1) "' - H02 ' 

Hl O ., !-111 f~ ft
1 

[ 2 " 01 ( i- ~) + w0 :1.
2

] J ' 
H2 ~ H?.2 ~ 1 ~. [ 2~wo 2>'<1 w01 + wo2] ~ 
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H20 • H22 [l-~ l 2 ~wo . - 2 ?"01+W01
2 

+ wo
2

-2Wo"oJ} 

l'ł12 • H11 { 1 - ~ l 2wo ( 1- ~) + 2w0w01 - "o 2 J J • . 
.Jeżeli~< O, to aby otrzymać rozwięzanie optymalne przy 

ustalonej wielkości w0 max' należy przyjęć z 21 • O, natomiast 

gdY "M- > O, należy przyjmować z12 • h. 

Przyjmujęc z
21 

• O otrzymano w0 1 ~ ~ , H11 • H01 , 

H10 • H01 [ 1 - ~1 ( 2 ~ - ~2)} 

H12 D H01 [ 1 ..1:.... ( 2no w02)] 
K1 

H22 • 1-wo [1 - + (2n0 - "o2)} H01 + 
H02 

"o 
"o 

1 

/2.63/ .. ~ HOl L 1 ~1 ( 2 ~ - ~ 2) J ) H20 -
~ 

~l "t 1-wo 

"o 
ll - + (2wo 

1 
- "o

2
)}Ho1+ :~2l ~- :~ 2 ) • 

natomiast ~wyznaczono z równania: 

~3 [HOl+ H02- ~ ( 2wo + 3"o2- "o3)]- 3 p2wOH01 + 

·~[(K~1-"o2)(Hol •Ho2) + 

+ wo 5)] - wOK1H01 " O. 

Rozwiąza nie spe łniaj ęce warunek H1j ~O is t nieje p rzy 

/2 64/ " " 1,-:;--;1 K-:-7 • "o -"" " - ~ - 1 · 

pbsz a r rozwiązań dopuszcza lny c h p -z~dstawio no na rysunku 2 . 16 . 

Wyp r owadzo-. - po . ... " , ;::a le ż noś c i moż na s t o sować oe z pos r e d 

nio ,v crzok r~·~ .__, .'1 : <~nc le g!.ym ~kl:..:dT'• -. _ --,;ń, dwu pa sowy c h. 

\\ u k le• ·;.;n r <J< ~nych powyższ!> z a lei'"" _ , .,~ .ranowiĆ j edynie 
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pods tawę do "lrzest r zennej analizy ustrojów d11upow1erzchn1owych. 
Po zoataj~ one tak~a wa~ne w układach r adialnych kołowo-symetry
czlwcl .. ' i i- tó r ych analizę całego przekrycia mo~na sprowadziĆ 

do an~l ~ zy oddzielnych ustrojów dwupasowych. 

!:~ zyk ład 2.2. Przedmiotem kształtowania jest h3la o roz
piętoś c i l = 40 m przekryta poprzecznia dwupasowymi us troj ami 
rczm loszczonymi równolegle w odstępach co 6 m. Na ustrój nośny 

o wysokości h = 4 m. działaję obciężenia : 

- ciężar własny /pokrycie z płyt PZW 3/A/52/ 

- obciężenie śniegiem 50 • 1,4 

- obciężenie wiatrem: parcie 0,40 • 50 

ssa nie 1,60 ~ 50 

Maksymalne obciężenie ą 1 .. 6,0 /60 + 70 + 20/ 

Minimalne obci~żenie ą2 .. 6,0 /70- 80/ ~ - 60 kG/m . 

., 60 kG/1112 • 

,. 70 kG/1112 , 

20 kG/1112 

60 kG/m2 , 

1020 kG/ m. 

Zgodnie za nzoreQJ /2.3/, w tym przypadku zagadnienie kształ

towania można sformułować rozpatrujęc tylko dwie konfiguracje; 

Pierwszą wywołanę działaniem stanu wst ępnego naprężenia i dru-
gę wywołaną m~ksymalnym obciężeniem ą1 • Cięgna przyjęto ze 

etsli St 150, o wytrzymałości R = 15000 kG/cm~ i naprężeniach 
_, 2 6 2 dopuszczalnych t! d " 7400 kG/CID ; E " 2.10 kG/cm • z uwagi na 

rotpatrywenie tylko dwóch konfiguracji, obniżono naprę~enia 
dopuszczalne w cięgnach naprężejęcych r1edług zależności : 

(li:.. (1 \ -~~_/ \312 

• G" d . (1 - l ~g \) 312 
7400 • 6~57 

t iJ ~~~2 

tn~e Wielkości pomocnicze występujęce w rozwięzsniu: 

(/),. 7 400 

1 
--;-r-

0 o 

.. 0,003524, 

16 
=~· 

3 ·0,003524•402 

16 · 4 2 0,0661, 
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• 51 T. 

W zale!ności od wielkości dozwolonego przemieszczenia 
wybrano jedno z dwóch ro~ęzań: 

w0 < 1 - V 1-2K0 ' • o.0684 

o.0664<w0 <. 2K0 • 0.1322 

Powyższym bezwy•iarowya wielkościo• w0 odpow1adajo naett

puj ę ce wielkości prze•ieezcŻeń 

" . • o , 0684• 400 • 27. 36 e• • o , 00684 l, 

w • • 0 , 1322•400 • 52,66 Cli • 0,01322 l. 
. ' 

Przyj•ujęc jako dopuszczalne prze•iaezczenie w • 0,0051 • 

2 20 cm, •amy w0 • w/h • 0,05 1 jak łatwo zauważyć z powyższych 
obli czeń, wybrano rozwięzanie pierwsze, w który• obowięzuję wzo

ry /2.43/ . 

wo • e • 20/400 • 0,05 , 

71 • 1 -~ (2•o-•o2) • 1 - 1 
' 2•0,0661 

( 2"0,05-0,052) • 0 ,2625, 
2 o 1o52 

~2 • t - ;~o • 1 -
2 .0,066'! 

• 0,9611, 

HlO " Y1H0 • 0,2625"51 • 13,39 T, 

H20 " 
1- w0 

H10 " w o 

H20 51000 
6"~ • 7400 + 

1-0,05 . 13,29 • 254,41 T , 
0 ~05 

254410 
~ • 6 ,69 ~ 42. 00 • 

"' 46 , 69 c111 2• 
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Inne przykłady ilustrujące poszczególne rozwiązania 
11ożne znaleźć w pr.acach [ 2 . 221] , [ 2. 227]. 

9. Podstawy kształtowenie siatek cięgnowych wstępnie 
naprężonych 

9.1. Charakteryetyka siatek cięgnowych 

Siatki cięgnowe eę stosowane jako przekrycia obiektów 
o złożonych i różnorodnych kształtach oraz o różnoraki~ prze
znaczeniu funkcyjnym. Świadczę o tym nie tylko przekrycia 
eportowych ,obiektów oliMpijekich ale również obiektów użytecz
ności publicznej teatrów, kin, lodowisk, base~ów itp. Siatki 
ci~gnowe aę stosowane także w budownictwie przemxsłov~m 1 spe
cjalnym jako przekrycia hal przemysłowych, dworców kolejov1yc hJ 
lotniczych , hangarów itd. Tak szeroki zakres zastosowań stawia 
przed konstruktorami szereg istotnych problemów do rozwięzania . 

Racjonalne rozwięzania konstrukcyjne sę Moż liwe tylko przy 
dokładnym poznaniu szczególnych właściwości siatek c~ęgnowych 
i ich optymalnych kształtów. w· tym celu konieczny jest możli

wie dokładny opia siatek cięgnowych, tym bardziej, że warunk i 
określajęce dopuszczalność teorii technicznej nie zawsze mogę 
być zachowane z uwagi na skomplikowane kształt y architektoni
czna. Warunki ta w przypadku siatek cięgnowych sę bardziej 
skomplikowane ni·ż przy płaski ch dźwigara ch cię-gnowych. Osia 
cięgien sę tu na ogół krzywymi przestrzennymi, zaś same warun
ki ograniczajęce dotyczyć 11ogę zarówno geometrii zewnęt rznej 
jak i wewnętrznej, powierzchni na której rozpięta jest siatka 
cięg-nowa . Dlatego też celowe jest wprowadzenie jak najbardziej 
ogólnego opisu przestrzennych siatek cięgnowych przydatnego 
szczególnie przy kształtowaniu i projektowaniu a także w obl i 
czen i ach atatycznych przy wielu s tanach obciężenia. 

Ogólnę teo rię siatek prętowych płaskich i przestrzenny ch 
zewieraję prace [2 . 122] , [2.156] , [2.263}. Ustroje pr ę towo
_cięgnowe sę przedliliotam rozważań w pracy [2.408}. Zagadnienie 
analizy stanu naprężenia i odkształcenia siatek cięgnowych 
rozważanych w założeniach teorii ko nt ynualne j jest przedmiote~ 
wielu opracowań , międ zy innyllli [2.92}, [2.162], [ 2.221}, [2 .30~ 
!2.3081, [2. 372] , \::2.396}, [2.397], [2. 457], [2. 475] . 
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[2. 491 J • W pracach [ 2. 221 J [2. 3071 wyprowadzono równania 
opisujęce siatkę cięgnowo o du~ych zwisach. W pracy (2.221} 
analogicznie jak w nieliniowej teorii powłok pokazano przejś
cie do teorii przyblitonych, przyjmując ooraz to mocniejsze 
założenia odnośnie konfiguracji i odkształcalności siatek. 
W dalszych pracach wyżej cytowanych rozpatrywano siatki o 
małych zwisach w ramach teorii technicznej. 

Inny sposób rozpatry~ania siatek cięgnowych polaga na 
założeniu dyskretnego modelu siatek cięgnowych, który nawet 
jest ,bardziej naturalny z uwagi na dyskretno strukturę rozpa
trywanych ustrojów, jednakże uzyskania efektywnych rozwięzań 
bardżiaj złożonych układów jest tu o wiele trudniejsze niż 
przy modelu cięgły• . Z uwagi jednak na szybki rozwój •etod nu
merycznych można spodziewać się zmian jakościowych w •stadach 
analizy siatek cięgnowych w oparciu o •odel dyskretny. 

Analiza siatek cięgnowych w oparciu o model dyskretny 
jest także przedmiotem rozważań wielu prac, •iędzy innyei 

[ 2.1o]J2. 20], [2. 33 J 1 [2 . 41] ,(2. 92]) [2.245Jj. 520] • w pracach 
[2.20)).2.41] wyprowadzono równania opisujęce siatkę -r1 ujęciu 
dyskretnym i sprowadzono zagadnienia analizy siatek do roz
więzania układu równań algebraicznych. W pracach [2. 20] 1 _ 

[2.9?.] 1f.245] 1~. 520] przedstawiono metody rozwięzywenia ukla: 
du równań opisujocych dyskretne siatki cięgnowe. Prace [2.33], 
[2.1ss]J2.520] dotyczę siatek dyskretnych rozpiętych na pro
atokętnym rzucie konturu podporowego. 

VI dalszych rozwa~aniach rozpatrzono gęste, ragula rnie 
obciężone siatki cięgnowe, traktowane jako dwuwy•iarowe odk
sz tałcalna kontinuum materialne. Dopuszczalność modelu cięgle
go przy opisie ustrojów cięgnowych została potwierdz ona bada
niami doświadczalnymi w wielu pracach [ 2. 78] 

1 
[2.310}1 [2.427]1 

[ 2.541]
1
[2.542}. Za letę tego opisu jest możliwoś ć stosowania 

r ozwini ę tych j uż metod ma tema t ycznych, · 

P rzyj ęc i e modelu c i~głego jest s zczególnie dogodne do wypro
wa dz enia wa run ków s t a tyczne j dopuszczalności konf igu r a cj i s i a
tek c i ęgnowych oraz wyznaczenia optymalnyc h ksz t a łtów powie r z 
c hni i o ptymalnych kie r unków cięgien na powi erzchni / pa t r z 
ro zdziały 9. 3 i 9. 4/. 
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9 . 2. Pods t ewowe zale~ności analizy stanu naprężenia 
i l df.:a :<: tałcenia 

PoniżP J zestawiono podstawowe zależności analizy s tanu 
nap rężenia i odkształcenia siatek cięgnowych wyprowadzone w 
pracy [2 .221] na podstawie nieliniowej. teorii powłok [2. 562] 
i s t anowiące punkt wyjścia do sfora ulowanie warunków sta t ycz
nej dopusz~zalności konfigura ~ji początkowej i aktualnej sia
tek cięgnowych wstępnie naprę~onych . 

Siatkę cięgnowę przyjęto nazywać dwuwyaia r owe kontinuum 
aaterialne P określone w przestrzeni v2 charakteryzujące się 
strukturę wewnętrznę determinowanę układem cięgien przenoszo
cych tylko siły rozcięgajęce, oraz naprę~eniami początkowymi 
zapewniajęcyai zachowanie kinsastycznej niezmienności układu. 

Poni~ej przedstawione podstawowe zale~ności analizy sta
nu naprężenia i odkształcenie uwzględniaję zarówno du~e prze
• t esz czenia jak 1 du~e odkształcenie oraz nieliniowe zwięzki 
fizyc~ne . ~ednak~e analogia z nieliniową teorię powłok jest 
ao~liwa ~ylko przy spełnieniu określonych warunków wynikają
cych z p rzedstawionej powyżej definicji siatek cięgnowych. 
1. uwagi na szczególne właściwości siatek cięgnowych, analogia 
z nieliniową teorię powłok nie obejauje równań konstytutywnych. 
Własności fizycz ne siatek cięgnowych &ogo z-ianiać się w zale~
ności od punktu i kierunku, zatea równania konstyt utywne auazę 
aieć naetępujęcę postać 

/2.65/ T"' • ., ( tf' X, GoL • e,.., 8.,) 
z tya, że przy a., • O zachodzić au a i 

/2·.66/ T""~ • tf"'P(x, G.t • o . o) • t .. , 1 o 

Poniewa~ s ia t ki cięgnowe aogą pr zanos~ć tylko siły roz
cięgajęca zatem w układzie wspó ł rzędnych [X"'{ pokryweję cya 
ąię z układem cięg ien mus i zachod zi ć /pa t rz Załączni k 2. 1 ) 
rys. 2. 21 b/ 

/ 2 . 67/ T (<<J • 
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o ra z przy wszystkich dopuszczalnyc h obciężeniach sztywność siat ki 

cięgnowej •usi być różna od zera zgodnie z za leżnościę /2.1/ 

/2 . 68/ "· ~ J ( A .J ("} O ) 

<Je = e. :z-) '- J fo J -Pr;; :::F P 

Poniżej zestawiono układ 18 równań z 18 niewiadomyai 
opisujęcy s iat kę cięgnowę w konfiguracji aktualnej Pn [2.221] . 

- równania równowagi : 

/ 2 .69a / 

- zwięzki geometryczne : 

/ 2.69b/ 

- równania k inematyczne : . 

j 2 . 59c/ 

- równania konstytutywne : 

/2. 69d/ 

• 
Przedstawiony powyżej układ równań został wyprowadzony 

pr zy następujęcych założeniach : 

1. dopuszczalność modelu cięgłego ; 

2. prawa zac howa ni a pędu, momentu pędu, ene rgi i określone 

a ę pr zez równania klasycznej dynami ki ciała s tałego : 

3. masę, e ne rgię i siły mas owe dowolnej częś ci Ośrodka ~ 

w dowolne j chwili t motna wyrazi Ć za pomocę ca łek: 
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At ~ i_.J r x.LJ r) '52 
/2.70/ f= :k_ .. E(f"') ł"'~ Xot)tf5? 

r = f-2"1( X~ r) d~ . 
Dopuszczalność tego opisu jest uwarunkowana spełnienie~ zależ
ności ~e !O, na podstawte której w rozdziale 9 . 3 wyprowadzono 
warunki konieczne dopuszczalności układu równań /2 . 69/ . Bowiem 
przy wyprowadzaniu równań /2.69/ uwzględniono jedynie by ni e 
były ona sprzeczne z warunkiea ~e ~o. 

Warunki graniczne 

Zakładajoe chwilowo, że opia aistek cięgnowych za pomocę 
równań / 2.69/ jest dopuszczalny, to w celu jednoznacznoś ci mu
si być uzupełniony warunkaai granicznyai. 

1/ Warunki poczętkowe: Z uwagi na zmienno czasową , równania 
/2.69/ sę rzędu co najwyżej drugiego. Ponieważ ruch jes t roz
patrywa ny w odniesieniu do konfiguracji początkowej '1'0 t o na 
podatawie definicji tej konfiguracji można przyję ć następujęce 

warunki początkowa 

(dR") _ 
/2. 71a/ ' l-'Ot /t~c - {! l 

Przy rozpatrywaniu ruchu w odniesieniu do konfiguracji Pn-l 
zajaowanej przez ciało ? w chwili t

0
_ 1 > t

0
, warun ki pa czę t

kowa będę ogólniejszego typu : 

/ 2.71b/ 

2/ Warunki brzegowe. Rzęd układu równań / 2.69/ ze względu na 
zmienne przes t rzenne wynosi 6. Wykazać t o można p r zez sprowa
dzenie uk ładu równań / 2 . 69/ do układu trze ch równań przemie sz
cze niowych r zędu drugiego. Równań ty ch nie wyp isaRo tuta j gdyż 

sę zby t ro zbudoNane i nie będę przydat no w dalszych rozważa nia ch. 
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af Warunki przeeieszczeniowe. Warunki te należ' do naj
częściej stosowanych i najbardziej naturalnych· przy rozpatry
waniu siatek c1.ęgnowych i maję następujęcę· postać 

/2,71cf 

b/ Warunki naprężeniowe 1 mieszane. Warunki naprężeniowe 
nie wynikaję w sposób natu~alny z analizy siatek cięgnowych . 
w pewnych jednak przypadkach mogę wynikać z kształtowania kon
strukcji podporowych 1 wtedy maję następujęcę postać" 

/2.71d/ 
• # 

- dana funkcja 

. :le'onakża dwa warunki naprężen.iowe dane na brzegu nie wystar

czaję do j~dnoznacznego rozwięzania układu równań 12.69/ i 
d~a~egó należy dodać jeszcze warunek przeeieazczeniowy, otrzy
mujęc - w rezultacie warunki mieszane w naatępujęcej postaci 

/2.718/ (T«'"- 1'1 o() X ec r = f3 o(. (X) > 

(w J) x ćr -=== fJ · 
Układ równań /2.69/ wraz z warunkami_ granicznyei /2.71/ 

opisuje jednoznacznie zarówno zagadnienia etatyczne jak i 
dynamiczne siatek cięgnowych z dowolnego materiału. 

9,3. Konfiguracje atatycznie dopusz czalne 

Zagadnienie dopuszczalnych konfiguracji siatek cięgnowych 
wstępnie naprężonych było przedeiotee rozważań w naetępujl[l·

cych pracach [2.23J ,[2 . 40], [2. 200], [2.21-4), [2.22j), 
[ 2,224], [2. 226] , [2.306] , [2.509]. Zagadnienie to obej 
muje nie tylko analizę dopuszczalnych kształtów powierzchni 
utworzonych przez siatki cięgnowe ale również analizę dopusz
cza lnych układów cięgien na pow:~:erzchni . 

V~znaczenie konfigu r acji eta t ycznia dopuszczalny ch j est 
szczególni e wazne nie ty lko z uwag i na m oz liwość l'l)l :~tneczenia 

si ł wewnętrznyoh w siatkach cięgnowych a le takze z uw&gi na 
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technolo~ię wykonywania przekryć wiezących. Poezukiwanie kon
figuracj i dopuszczalnych jest niezbędne zarówno przy projekto
waniu przekryć wiezęcych o ekoaplikowanych kształtach powierz
chni i linii brzegowej ale także przy projektowaniu stosunko
wo prostych układów konstrukcyjnych. W pierwszym przypadku 
jeat to oczywiste gdyż wynika w sposób naturalny przy ustala
niu geoaetrii siatki i wyznaczani u sił wewnęt rznych. Natomiast 
przy pr ojektowaniu stosunkowo prostych przekryć wiszęcych za
gadnienie wyznaczenia dopuszczalnych,konfiguracji bywa często 

poaijane. Prowadzi to jednak do przewyaierowania konstrukcji 
lub zaniżania bezpiaczeńatwa , a także aoże powodować znaczne 
trudności wykonawcze. 

Konfiguracje początkowa. Przedstawione powyżej równania 
etatek cięgnowych /2.69/ 1 /2.71/ ao ważne tyl ko wówczas gdy 
sztywność ~. ~O, czyli w przypadku spałnienie naetępujęcych 
•runków 

/2.72/ t"' ... >O 

t"'"'"'-Warunek >O ogranicza klasę dopuszczalnych konf igu racji 
poczętkowych, natoa iaat spełnienie warunku T~~~· O jest pod
stawowy• cele• kształtowania siatek cięgnowych. 

Przedetaw:!ajęc równania równowagi /2.69a/ w układzie 

współrzędnych X i w konfiguracji poczętkowej P
0

, otrzy-
a ano 

11 (z r 1 ! {/2!) 
t11 + {2 12~ t22 • o t Jl + l1 1 + 

12.73/ t 2) 2 + ( 2 t 2
2

2J 
.. ~/1J) t 22 f 12

1} 
t11 • o .. 

Konfiguracj a P
0 

może być dowo lnę gdyi t r zy równania 
/2 . 73/ zewieraj ę dwi e ni ewi adomE.' t"'-~ , a roz~1i ę zanie musi 
s pełni ać ~erunek / 2.72/1• W dals~ych ro zwaia nia ch p rzyjęt o , 
• 9 
i e konfi gurDcja poczę tkowa staty~tnie dopuszczalna P

0 
jest 

t o t ak a konfigu;·c, r. j a poczętkowa P
0 

określona co do k s ztałtu 

i st ruktu r y wa•nętrzn&J odwzorowan i em 
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Za~za( 1 x2 ) X • 1 t
0 

, 

przy której ukŁad równań równowagi /2.73/ nie jest sprzeczny 
a jego rozwtęzanie apelnie warunek t«-<-> o. 

Zakładajęc t~K>O z równania /2.73/3 otrzymano warunki koniecz
ne statycznej dopuszczalności konfiguracji poczętkowej 

/ 2.74/ ~=~s ~ ('i: {X c .52 ~ ,.6.,1 =~n. =C' V ,i# In < oJ). 
Uwzględni~ęc warunek b11b22 <O we wzorze na krzywiznę Gaussa 

K • ) 

o raz fakt, że zawsze g >O, otrzymanoK < o. Stęd wniosek, że 
statyc znie dopuszczalna konfiguracja poczętkowa może być okreś
lona t yl ko na powierzchniach o ujemnej krzywiznie Gaussa lub 
na pła szczyznie. Natomiast przedstawi"ajęc warunki /2.74/ w 

na s t ę puj ącej postaci 

b11og11 r:j 1 ,. O, 

b22- g22 6"2 D 
0 • 

zauważono, że ponieważ g~~ ~ o1 więc krzywizny normalne 
mu szę spełniać wa r unki 

/2 . 75a / .. G"'2 = o. 

Powyższe warunki spełnione sę na płaszezyznie lub na s ieci 
asymp totycznej istniejącej t ylko na powierzchniach o uj•e llnsj 
k r zywi źn i e Ga ussa. E liminuj ąc z rozważań płaszczyznę można 

napi sać pi e r wszy warunek s t atycznej dopuszczalności konfigu~ 
racj i początkowej 

/2. 75/ ~ =~~ <::=3> ( ~ : {X 6 52 -=? KrxJ <oJ). 
W wielu publikacjach warunek /2.75/ jest określany j ako 

warunek dostateczny wstępnego naprężenia s i a t ek cięgnowych . 
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~ednak J est to prawdę tylko w ramach teorii technicznej i w 

dodatku tylko przy spełnieniu warunków wyprowadzonych poniżej. 

Zgodnie z twierdzenie"' Eulera krzywizny normalne G'u: 
•ome wyrazić P.rzaz krzywizny główne · k" w następującej poste~ 

C: i 

6'1 • k1 cos~ + lt2ain2ci. 

15
2 

• k1coa2 (oć +W) + lt
2
atn2 (o( +W) 

Przez ~ oznaczono tu kęt •tędzy kierunkiec głównya 1 a kie
·runkie• x1 netataiset e.:> oznacza kąt •iędzy kierunkalli cięgien 
na powierzchni. Rozpatrzono dwa przypadki położenia cięgien 
wzgltcfe• układu współrzędnych X"'- : oc•O oraz o<. l o . 

- w przypadku ot . O otrzyaano 

b1 • lt1 >o. 

b2 • 2 1t1 cos w 2 + lt2sin w, 

lk.2l sin2 tJ >lt1 cos2.:..>-':» tg 2.:.~ > -k1/k2' 

- w przypadku ci l o, z warunku: 

wyniks 2 tg ~ < -k1/k.2 • 

wynika tg2 (o(. + w) > -k1/k2. 

Stęd wniosek, że konfiguracja początkowa statycznie dopusz

czalne rr: ausi spełniaĆ następujące warunki 

/2.76/ rYo ~epos~ ( j: f X E52 ~ f? t'-':> -)t/f:z ,J;u:·(l 
v .l:lfot.+-i.J) > -*~f/;z. '7'1~ rr~#P 

Tak więc dopiero ograniczenia /2.75/ i /2.76/ stanowię wa
runki konieczne i dostatacne atatycznej dopuszczalności kon
figuracji począ tkowej sia tki cięgnowej rozważane~ w ra11ach 
teorii technicznej . 
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w ramac h teorii ogólnej so to boWie• tyl ko warunki konie
czne , za wyję t kiea e~atek asywptotycznych, przy których konfigu 
r acj a po czętkowa j est statycznie dopuszczalna na dowolnej po
wi erzchni o ujeanej krzywiżnie Gaussa. ~ednakże, przyjaowanie 
uk ładu cięgien pokrywajęcych się z aiecio asywptotyczno nie 
j e st wska zane, gdyż wobec zerowych krzywizn noraalnych, cięgna 
s i a tk i p ra cujo jak struny przy obciężeniach nonaęlnych . Prowa
dzi to oczyw iście do dużych wielkości sil wewnttrznych i prze
m ieszczeń. C i ęgna pokrywejęce się z siacię asymptotyczno aogę 
by ć stosowane tylko w celu wyrównania oddziaływań na konstruk
cję podporowę . 

Wa runki dostateczne statycznej dopuszczalności konf i gura
cji po czę tkowe j można wyprowadziĆ cełkujęc układ równań /2.73/ . 

Równanie /2.73~ spełnione jeet tożasaościowo z uwagi na warun
ki / 2.75a/ . Natoai ast równania /2.73/1• 2 tworzę następujęcy 
uk ład równań 

t11'1 + [ 2 {1\l + l2211] t11 + fz\j t22. o, 
t22 ' 2 + [ z{/z) + [/z) t22 + [/1J t11 • o, 

któ ry ma rozwięzanie przy dowolnych wartościach t~~ danych 

wzdłuż charak terystyk pokrywajęcych się linia•i współrzędnych . 

w ogólnym przypadku w celu wyznaczenia warunku dostatecz

nego s ta tyczne j dopuszczalności konfil~ racji poczętkowej z 
równania /2 .73/ 3 obliczono t 22 • -b11t fb22 i podstawiono do 
równań / 2 . 73! 1 , 2 otrzyaujęc 

'()l t 11 + [ 'C>llng - l l 2 z} -
12.na; 

~2 tll + [ 'i72 lng f 2 \J -
g11 6'1 
g22 6'z 
922 oz 
g11 G'1 

{z1z} t11 • O, 

{1
2

1! .'d2 ln :
11 j t 11 

22 
• o. 

Wa runkiem konie czny• i doetatecznyw aby układ 1'6wnań 

j 2.77a f był zupełnie całkowalny. jest tożsamościowe spełnienie 

na s t ępuję cego ró~nania 
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d2 Lf2\~:;; + [/2}]-~1[f121l ~ + f2\J] •d12ln ~ 

~~ zat .. napisać trzeci wa~unek statycznej dopuszczalności 
konfigu~acji początkowej 

/2.77/ ~='Y..5 ~ ('i : [Xcg_~ ()._p1-d1A-~-v-3) · 
W rezultacie powytazych rozwatań udowodniono, że konfi

guracja po~tkowa P
0 

jest konfiguracjo atatycznie dopuszczal
no ~edy i ~lko wtedy gdy spełn1one aę ~ównocześnie warunki 

ta. 75/. /2.76/ i /2. 77 l . 

Warunek /2.77/ spełniony jest także w przypadku gdy speł
nione at naatępujęce równania 

/2.77c/ bu {212J • o • 

tiu { 211J • '02ln :~~ • 

Przy sprawdza11iu warunków atatyczneJ dopuszczalności konfigu
racji paczętleowej nieraz aoże być dogodniej skorzystać z ukła
du warunków /2.75/, /2.76/ i /2. - ~c;, lecz wówcz as zbiór roz
~tzań dopuszczalnych zawarty Jest w zbiorze rozwięzań okreś
lonych przez warunki /2.75/, /2.76/ i /2.77 l . 

Konfiguracja aktualna . Siatka cięgnowa o konfiguracji poczęt 
kowej statycznie dopuszczalnej poddana działaniu obciężeń 

zewnętrznych przechodzi w konfigurację aktualnę, któ ra j est 

atatycznie dopuszczalno gdy apełniony jest warunek T""' ? O: 
aożna zatew efo,..ułować . naetępujęcv .. runek statycznej dopu
wz~lności konfiguracj i aktualnej 

!'2 . 78/ 
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Warunki atatycznaj dopuszczalności konfiguracji akt~al
nej aożna wyznaczyć na podstawie rozwitzania układu równań 
równowagi wypisanych w konf iguracji aktualnej /2.69a/. Ograni
czaj ęc rozważania do zagadnień statycznych, równania równowa
gi w konfiguracji aktualnej w układzie {;ot) aożna przedstawić 
następujęco 

Wprowadzajoe funkcję poaocniczę T określono nast~pujt
. cy11i zwiężks•i: 

/ 2 . 80a/ T11 • /P+T/822 , 

aożna równania /2.79/3 spełnić tożaasościowo, natoaiast rów

nania /2.79/1 , 2 przybisraję postać 

C!~ T= (f/1Jł_+[/zJ -'d,k6 -~,l.t ~ .. )T- ~~ 
/ 2.80/ - ({,,!] ł';-f /,l +~s itr~ +~ k ~z:) 'P + B:z.'l- -'d.t 'P' 

~T= (f,.~ 1u..+[i) -~kG--~ lHB-H)T-ł" 
~ 1 .tj fhł t-..J f,. 2. 

t ({t..1tJ -t-f_.zt..J t~lftG-+rJ~i+r6t~':f>- -b -~P • 
Napisać ja aożna w nastopujocej postaci 

'0:1 T'"' AC':f. T - Be:~. 'i' -'O.t1' + P~/Bu .. 
'd2-T= Ac2.T- ]c!. q> -():.f> - 'fj&ł 

Warunkiea konieczny. i doatatecznya aby uklad równań /2.80/ 
był zupełnie całkowalny jest tożasaościowe spełnienia nastt
pujęcego równania : 

T('02Acd. -~ A-o2.) + ( Ac,..l>n-Aa.t. 'B"~P-
/ 2 .81/ - Ao.,. (o~1'+P1/Ą_J +-A"s. ('O,_'P~?/BJ-

- (~ .. Bo~ -'d.t Bo"_)'P -?4-f~+ ro-!. 'P"" = O 
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Wepó łc zynr.ik T nie zależy od obciężenia, zate• warunek / 2.81/ 
rozdZi elić eożna na dwa warunki: 

'Gl2A01 - 0 11'·02 • O 

/2.82/ (Ao18o2 - Ao28 o1)P -(o2801~ ''\8oz) P • 

+ Aa2(02p:p2/G11)- Ao1(~1P+P1/G22)-~2P1+01P2 • O 

Warunek /2.82/1 jest analogiczny do warunku statycznej do
puszczalności konfiguracji początkowej /2.77/ zatem równanie 
/2.82{ ogranicza klasę dopuszczalnych obciężeń w konfigura
cji poczętkowej. 

3eżsli równanie /2.81/ jest spełnione tożsaaościowo , 

to rozwiązanie układu /2.80/ przedstawić aożna w następującej 
postaci: 

_; ~]JXz. 
'f= C~+ e.xpA f[ f ('l~ Bez -A o~ Bt~z.)'P exp (-A)a.X J 

/2.83/ 

gdzie A"" f A~tix~ 
Na podstawie powyższego rozwięzania eożna stwierdzić, że wa
runek T o<.ol .> O eoże być zawsze spełniony ponieważ rozwięzanie 
należy od stałej C

0 
, którą aożna dobrać w zależności od wiel

kości T danyih na charakterystykach. 
Można również zauważyć, że poszukiwanie rozwięzań optymalnych 
sprowadZiĆ aożna do ainiaalizacji funkcjonału /funkcji/ zależ
nego od wielkości 8 11 , 822 przy ustalonych wartościach para
eetrów T i P. Funkcjonał ten nie będzie zależał jawnie od X"' 
i G-.t.p. 

3eżali równanie /2.81/ nie jest spełniona tożsaaościowo, 
to eożna wyznaczyć T jako funkcję obciążenia i paraastrów 
geoeetrycznych konfiguracji aktualnej 

1": (A h &.,:r-A~ 861 -'C3s 8,2. +~ 8,H) 1'+ 
~.Au. - 'D:~. .4n. z 

12.848/ _A Oj (~1'+- ;;: ) + A12 p1 f+ f.) -'d.~. 1'1+-'dł-1'2. 
-?114.,.1 - 'd:~.Ac2. 

Warunek s tatycznej dopuszczalności ko nfigu r acji aktualnej 
okreś lony j es t wówc zas następujęcymi zależnościami 
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T11 • ( P + T) B22 "> O 

~ • ( P - T) BU f)> O 

Przyjaujęc B11 > o. a wi~c ~<O otrZ)'ll&no 

- P
3 

+ 2 BU s22 T >O 

P~ - 2 t~ 11 B22 T ~o 

w przypadku~2 • O otrzyaano warunek graniczny: 

p3 
T~---""':"'" 

2811 B22 

/2 .84/ 

~na Wi~~ na·pisać warunek statyczneJ dopuszczalności konfi
guracJi aktualnej Pn • P~ w następuJocej poetael 

/2.85/ cp\1 =rp~ ~ ( ~ A~: { ;~ ~ ~(2. 12) ~~. N)j) 

Przykłady konfigu racji statycznie dopuszczalnych 

a j Konfiguracje P~ wyznaczone na ustalonej powierzchni. 

w opa r ciu o wyniki otr~ane w pracach [2.221} i (2. 308] 
przedstawi ono poniże j .bez dowodów wn:ioeki uaożl:iw:iajęce okreś
lenie kon f iguracji poczęt kowych statycznie dopuszczalnych na 
poWierzchniach o ujemnej krzywiźnie Gauesa. 

1/ Ole dówolnej jednoparaestroweJ rodz:iny krzywych aożna 
zawsze wyznaczyć drugo rodzinę krzywych tak aby P

0 
• P: . 

2/ Is tnie j e zawsze co naj~nie j jedne sieć ortogonalna 
d la któ re j kon figuracja poczętkowa jest konfigurację atatycz
nie do puszczalno. 

3/ Warunkiem konieczny. i dostateczny• s tatycznej dopusz
czalności konfiguracji utwo r zoneJ przez sieć l inii krzywizn 
głównych powi erzchni j e st aby przy odwzorowaniu s f erycznym 

sie ć ta była i zo term i cznę / s ieć 8onneta/ . 
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4/ W przypadku sieci utworzonej z płask!ch krzywych wa- · 
runkia• konieczny• i dostatecznym aby konfiguracja poczętkowa 
była konfigurację statycznie dopuszczalną jest spe ł nienie zależ

ności /2 . 76/. 

5/ Na powierzchni ainimalnej konfiguracja poczętkowa u t 
worzona przez linie krzywizn głównych jest zawsze statycznie 
dopus zczalna. 

b/ Końfiguracje P~ wyznaczone przy ustalonym typie sieci. 

Na podstawia powyższych wniosków eożna wykazać następne 1 do
tyczoce konfiguracji atatycznie dopuszczalnych pr zy ustalo
nys typie sieci, aianowicia : 

6/ Siać ortogonalna na której konfigura cja poc zętkowa je
at atatycznie dopuszczalna aoże być wyznaczona / co naj mni ej 
jedna/ na każdej powierzchni o ujemnej krzywiźnie Gaussa . 

8/ Sieć z płaskich krzywych spełniająca warunki /2 .76/ 
jaat konfiguracjQ etatycznie dopuszczalnę na każdej powi erz
chni o ujeanej krzywiźnie Gausaa. 

8/ Każde sieć półgeodezyjna jest statycznie dopuszcza l na 
na powierzchniach atopnia drugiego o ujemne j k rzywiźnie Ga ussa . 

9/ Sieć linii krzywizn głównych, sieć półgeode zyj na i s i e ć 

z płaskich krzywych, określona na powi erzchniach st opni a dru
giego o ujeanej krzywiznie Gaussa i spełniaj ęce warunki / 2 . 76/ 
&f atatycznie dopuszczalne . 

Poaijajtc dalazt szczegółowę a nalizę wni osków wyni kajęcy

ch z warunków atstycznaj dopuszcza lnośc i konfigura cji pocz~ t

kowej i aktualnej należy jednak zwrócić uwagę, że nie spełn i e

nie ich unieaożliwia traktowanie siatki cię gnowej jako c iała 

odkształcalnego . Pojęcie konf i gura cj i s tatycz nie do pus z cza l nyc h 

jest związane z wl:asnościami mechanicznymi r zec zyw i ste go oś r od

ka i pozostaje ważne zarówno w modelu cięgły~ jak i dysk re t nym . 

9 ,4. Konfiguracje c najwięks ze j s ztywnośc i i najmn i e j s~yn cię 

żarze 
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K~nfiguracja poczętkowa. ZakładaJoe P
0 

• ~~· rozWiozanie 
układu n)wnań /2.73/ .ażna przedstaWiĆ nasS~puj~co : 

t11 .. Cs
6 

t22 • ~ t11 ~ 
g 22 22 

/ 2.86/ 
[/ 2J J dx1 

ee' 
g 

Wobec powyższego założenia , wyznaczenie 
we j sprowadza się do rozwięzania układu 

konfiguracji poczętko-
"'<• 

kowa lnego /2. 77a/. 
Oznaczaję c t =Ca 5 

przy czym t określone 

r 11 lub t 22 • 

równań zupełnie cał-

11 22 otrzymano t •t/g , t • -b11 t/b22g 

jest przez warunki graniczne dla 

Celem wstępnego naprężania siatek cięgnowych jest uzyska
nie odpowiedniej sztywności konstrukcji. Maksy.alnę efektyw
ność wstępnego naprężenia jeat równoznaczna z ••kay•alnt azty
wnoś cię i zależy od układu cięgien n~ powierzchni. Optymalny 
układ cięgi en przy ustalonej wielkości t •ożna wyznaczyć z 
warunku 

max ( t11 •- t 2 2) .. ( 1-bulbzz) i 
Oznacza t o , że t 11 

+ t 22 oaięga •akaimua gdy b11;b22 oaitga 
~ inimum. Przedsta~ajęc te wielkości zgodnie z wzora•i Eulera 

bll =g u (j' 1 "'911 ( lt1 coe2<>L + k2sin2aL) 

b22 =g22 ~ 2'"922 [ kl C082 (<t •. W) + k2ain2( tL +w)] 

s formułować można naatępujęcy problaa ekatreaalny 
l)lależy wyznaczyć c:Lc i wc takie aby F/ol11 1 W.,/ = •1n F/ ~<-V/, 

F/ <:i • c.J/ • 
911 ( k 1 coe2

.,L + ic2ain2<1{.) 

Warunki ekstremum f unkcji prowadzo do naa t - :Jujocego roZWięza-

/2 . 87/ 
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Podstawiaj ąc optymalne parametry / 2 . 87/ do zależności /2 . 86/ 

ot rzy ma ne' 

/ 2 . 88/ 

t 11 • t/g, 

natdmiast w przypadku powierzchni stopnia drugiego 

Przedstawiając minimalizowany funkcjonał w postaci 

/2.89/ F ( z
3

) • i (t11 
+ t22

) (9 dx 1 dx2 , 

widać od razu, że problem wariacyjny prowadzi do k l asy cznego 

zagadnieni a Plateau, którego rozwiązaniem jest powierzchnia 

minimalna . 

Na podstawie rozwiązania /2.87/ oraz / 2 .89/ s formu łowa ć 

aożna następujęce wnioski: 

1/ makaymalnę efektywność wstępnego naprę żenia p r zy da-

nyab warunkach g ranicz nych o t rzymuje się p rzyjmując kie r unki 

Cięgien identyczne z kierun k am i linii krzyw i zn g·łównych , 

2/ przyjmujęc układ cięgien pok rywajęcy się z liniami 

krzywizn głównych o r az przy danych geometrycznych warunkach 

brzegowych, minimalny cięża r s i a tki ci ęg nowe j o tr z y mu j e się 

określaj ę c konfigurację poczęt kowę na powierzchni minima l ne j . 

Wy z nacz ona w ten sposó b konfi g u r acj a począ tkow a zgodn i e 

& wnioski em 5 w rozdziale 9 .3 jest stat y cznie d o pus z c zalna , 

a więc założenie wyjściowe P ~P9 zos ta ło spełn io ne. o o 
Kon figuracj a aktualna. Pozostajęc w da lszym ci~gu p r z y 

&agadni e n i ach s ta t y czny c h, analogi c zn i e jak w przypadk u k o n

· flgur a cj i poczę t kowej możne na da ne j powier zch n i wy znaczyć 

~ptymalnę konfigura cj ę aktualnę o raz wykaza ć ne stępuję cy wnio

.. k . 
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3/ konfiguracj a a kt ual na u t worzona p rze z li·n ie k rzywi zn 
głównych jest optymalna przy obciężeniu normalnym ora z przy 

dowolnym . obciężeniu cięgłym epełniaj ęcym tożsamościowo równa

ni e /2 . 81/. 

Poniżej przedstawiono warunki dostateczne optymalnego 
rozwięzania z uwagi na minimum ciężaru ci ęgien nośnych i na_ 

p rężajęcych. Zgodnie z zależnościami /2.80a/ można napisać 

Ponieważ 

więc podstawiajQC 

ot rzymano 

T11 IP3
1 l 

• ~- 622! T, 
11 

Wobec tego, że T22~o. to 

i wówczas 

T11 • 

/2.90a/ 

Na podstawia zależności /2. 90a/ przy danej poWierzchni aożna 
sforaulować nes~ępuj Qcy wniosek 

4/ wa r unek dosta teczny optymalnego rozwięzania z uwagi 
na minimua ciężaru siatki cięgnowej ma następujęcę pos tać 

/ 2.90/ przy P•Pmax• 
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Rozwią%anie ep~ łnisj ę ce warunek / 2.90/ is t nieje gdy spełnione 
j est następuj ą ce równanie 

3 "Y-l kl 1 
/ 2.90b/ o1P + p- o1ln ~ + P 2 o. 

,-22 

Nat om i a st p r zy obcię~eniu normalnyM , ro~Yięzanie spełniają ce 

wa runek /2. 90/ istnieje tylko wówczas gdy . t x~}jest uk ładem 
półgeodezyj nys, 

Na podstawie zale~noś ci 

T11 • ~ (le22( T22 + lp31) 
można sfo rmu łować następują cy wniose k 

5/ wa r unki em dos t a tecznym spełnienia zależności T11 
a 

• tn T11 j e s t 
z" 

/2. 91/ 

Przy da nym kszta łcie kont uru jes t bowiem 

8
11 

• max 811# s 22 " O 1\ a 11 2 G11k1 zK 
i wobe c teg o słuszne · sę warunki / 2.91/. 

Zes.tawienie wniosków z a nalizy właściwości siatek cięgnowych 

Przedstawione powy~ej rozważania dotyczy ły a na lizy właś

Ciwoś ci s iatek ci ęgnowych zbudowanych z dowolnego ma teria łu , 

o dowolnej geometri i przekryci a ora z bez ograniczania wielkoś 

Ci odkształceń, przemieszczeń i rodzaju obciążeń. Na pods tawie 
powyższych rozważań można sform ułować następujące· wskazówki , 
które mogę być przydatne przy kształtowaniu i projektowani u 

s ia t ek cięgnowych. 
1° Z uwagi na zapewnienie odpowiedniej sz tywności J

8
!0, ko nf i 

guracje siatek cięgnowych nie mogę być dowolne. 

Zbiór dopuszczalnych konfiguracji siatek cięg~owych ograni
czony jest do zbioru konfiguracji statycznie dopuszczal
nych, 
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2° Zbiór konfiguracji poczętkowych s tatycznie dopuszczalnych 

P5 określo ny jest warunkami /2.75, 2.76, 2.77/. Pierwszy 
o 

z nich dotyczy tylko geometrii zewnętrznej, a trzeci tylko 

geometrii wewnę t rznej v2 • Natomiast warunek /2.76/ ograni

cza wzajemne zależności per~~iędzy geometrię zewnętrzno i 

newnę t rznę. 

3° Zbió r kon fig uracj i aktualnych statycznie dopuszczalnych 

P5 ok r eślony j est warunkami /2.81/ lub /2.85/ • Zbio ry 
n 

definiowane przez te warunki aę rozdzielne. 

~o Statyc zna dopuszczalność wszystkich rozważanych konfi

guracji jest warunkiem koniecznym aby siatka cięgnowa 

~ogła być trak towana jako ciało odkształcalne. 

5° Analiza statycznej dopuszczalności konfiguracji aiat.t 

cięg nowych powinna stanowić nieodzowny ele•ent w projetto

wa niu tych konstrukcji. 

6° W zbiorze konfiguracji dopuszczalnych istnieję konfigura~ 

CJe, których p rzy jęc ie pozwala na racjonalne zaprojekto

wanie p rzekrycia. P rzykłady takich konfiguracji określić 

można na podstawie wniosków l - 5 podanych w rozdziale 

9 . 3 , 

9.5. Teoria techniczna siatek cięgnowych 

w pracy [2 .22 1] pokazano przejście od teorii ogólnej 

siatek cięgnowych do teorii przybliżonych pr·zez wprowadzenia 

co r az to silniejszych założeń odnośnie geometrii, deforaacji i 

obciążeń sia tek cięgnowych. W oparciu o pracę [2.221] poniżej 
przedstawiono przejście do teorii technicznej w ra•ach której 

następnie w rozdziale 9.6 i 9.7 sformułowano zagadnienie ksz

tałtowania i uptymalizacji siatek cięgnowyc~. 

Pods tawowym założeniem przyjmowanym w · teorii technicznej 

j est trak towanie powierzchni na której rozpięta jest siatka 

ci ę gnowa j ako powierzchni małowynioałej. Pozwala to utożsamić 

geometr ie s ieci na powierzchni z geometrię jej r z utu na płasz

czyznę , obciąże ni e pion owe z nor•alnye, siły w cięgnach z ich 

s k ładowym i po zi omymi. 
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Da l s ze r ozważania ograniczono do zakresu sprężystego 
gdyż s i a t ki cięgnowe najczęściej wykonywane sę z c ięgien sta

lowych o wysokiej wytrzymałości. W ra111ach teorii technicznej 
priy uwzględnieniu 

układ równań /2. 61/ aożne przedstawić w następującej posta c i 

/2.92/ 

(}l Tll + pl • O 

Oz T22 + P2 • o 

T11(~ + '011w3) + ~2(G'2 + o22w3) + P3 = o 

Tll • t11 +E c~1W1 + ł (7J1w3)2 - ~lw3J 
T22 2 t22 +E [12w

2 
+ ~(o 2w3) 2 - b2w3 J 

Ponieważ większość obliczeń dotyczących siatek cięgno
wych wykonywana jest z konieczności w ramach teorii technicz

nej, warto oceniĆ błęd wynikajęcy z przyj lllowanych tu zało

żeń. Błęd ten zależy oczywiście zarówno od powierzchni jak 

1 typu siatki. Bioręc przykładowo sieć utwarzonę z płaskich 

krzywych określonę na powierzchni: z • ~t { x2-y2 ), co 

pozwala traktować poszczególne cięgna j a ko ci ęgna o małych 
zwisach, otrzyaano 

911 1 +(oxz)2 .. 

922 • +( o y z) 2 = 

2 

1+0 , 2 5 (I:) ' 
2 

1+0, 2 5 f-t) ' 
coecJ• - 0 ,25 xy 

L2 
V1 +0 , 2 5 (x2

+Y
2) ; L

21 

f
1

1
1
j • 0 ,5 X / 2gL {/ 2] = O , 5y/ 2gL 

( 2 2 
(1 i J • 

O , ~25 (x2
y - xy

2
) 

2L g 



http://rcin.org.pl

- 118 -

z a nalizy po~yższych wzo rów wynika , że założenia teo rii 
techni czne j spe łnione st tylko przy xayaO , netomiast maksymal
ny b ł~d występuje przy x=y• !o,SL 1 wyno.si 

g • 1.125 (1). 

Porównujęc wyniki obliczeń otrzymanę na pods t awie nieliniowej 
t eor i i siatek cięgnowych z wynikami o t r zymanysi na podstawie 
za łozen t e orii t echniczne j /IVislkośc i w nawiasach/ można stwie· 

rdzić , że dok ładność teorii techniczfiej jes t wyst arczajęca 
co najv~żej do ob licze ń etatycznych gdyż przy całkowaniu rów
na ci równowagi w całym obszarze siatki cięgnowej błędy podle
gaJą uśrednie~iu . Należy również b rać pod uwagę fakt, że rów
nania /2 . 92/ s ą poprawne tylko p rzy obciężer:iach "prawie rów
nomi e rnych " , przy których przeliliaszczania u , v<to w. 

Należy również pam iętać , że jakkolwiek w remach teorii 
technicznej ma ła wynios łość powierzchni i pr o ets układy cię
gien umoż liwiają uproszczeni e w a nalizie sta tycznej oraz we~ 
runki st a tycznej dopuszczalności spełnione sę toż sa~óściowo 

na po w i e r zchniech o uj emne j krzywiżnie Gaus sa, to j ed nak przy
bliżone ustalanie pc r amet rćw konf iguracji poc zętkowej nie jest 
wska zane gdyż nawet ni ewielkie rozbieżności, ni e i stot ne przy 

wyznaczaniu s ił, powoduję znaczne trudności przy montażu s ia
t ek cięg nowych poniewat tuta j błędy sumuję aiQ. 

Przybliżone spełnienie warunków statycznej dopuszczalnoś
ci ko nfiguracji poczętkowej spowoduje, że s iatka cięgnowa pod
czas wstępnego naprętania zajmie jakęś konfigurację poczętkowę 
różną od projek towane j. W rez ultacie następi zmiana rozkładu 

sił wewnętrznych i zdeformowanie regularnego układu cięgien 
o raz zaburzenia w r egularnoś ci powierzchni przekrycia. 

Spełni enie warunków statycznej dopuszczalności nawet w 
sposób ś cisły ale tylko w konfiguracj i poczętkowej również 

ni e Jest wysta rczaj ęce gdyż przy pewnych układach obciężeń 
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aoże wys t ępić utrata kinematycznej niezmienności us troju /naj 

częse ie: l okalna/ prowadzęca do falowania lub łopotania powie
rzchni przekrycia. 

A zate~. tylko dokładne spełnienie warunków etatycznaj 
dopus zczalności w konf i gu racji poczętkowej i akt ua lnej za
pobiega utracie kinematycznej niezmienności i pozwala trakto
wać siatkę cięgnowę jako ustrój odkształcalny. 

Przyjaujęc tradycyjne oznaczenia stosowane w teorii tech_ 
nicznaj siatek cięgnowych [2.92) , aianowic~e 

1 2 3 • 1•u, w2•v, w3•w, Z •x, Z • y 7 Z •z 
"().z z 

oraz podstawiajęc T"< •T-' i ~ • ~ x"'? a także 

- • konfiguracji poczotkonej 

- w konfiguracji aktualnej 
> 

równania równowagi • konfiguracji aktualnej /2.92/1• 2 , 3 
aożne napisać • następujęcej postaci 

/2.93/ 

Pod działaniem tylko obciężenia pi c nowego powyższe rów
nania można jaszcze berdzi e j uprośc i ć gdyi H

11
. const , H

2 1
2const, 

. stęd 

/2. 94/ 
2 

H d z O 
+ 21 ~ + qz • 
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Równania równowagi /2. 93/ można wyp rowadzić również rozpatru
jęc bezpośrednio sten równowagi elementarnego elementu powierz· 

chni niewyniosłej [ 2. 9 2] [2 .162} [2. 439] [2. 475] • 
l ) l 

Natomiast równania odkształcalności aięgien obu kierunków 
można wyprowadzić analogicznie jak w przypadku cięgien poje
dyńczych 

EA1 [ J dz dw 
+ łJC:f dx] H11-H10 " ~ J. u + aJł er; dx 

~~ 
/ 2 . 95/ EA2 [Av s d zo d w l! 2 

dy + ł] (;;) dy] H21-H20 
5 2 + ery dy 

l~ .t :~. 

Układ równań / 2.94/ i /2.95/ opisujęcy stan naprężenie 
i odkształcenia siatki cięgnowej miso znacznych uproszczeń 
teorii technicznej nie ma rozwięzania analitycznego w formie 

zamkniętej. Istnieje jednak szereg setod przybliżonych, umoż
liwiajęcyc h numeryczne rozwięzanie tych równań, przy czy. 
dokładność rozwięzeń mieści się w wymaganiach etawianych obli
czeniom inżynierskim . Dwie z nich przedstawiono w pracy 

[2. 227] 

Koncepcja pierwszej metody przybliżonej [2,308] polega · 

na zakładaniu poetael funkcji aproksymujęcej funkcję przemie
szczenia pionowego w a w ( x,y ) . 

Zadowalajęcę dokładność wyników uzyskuje się tu jednak 
na ogół tylko w przypadku obciężeń j akościo-o równoważnych 

tzn. o identycznym rozkładzie . Przy tych obciężeniach aożna 
łatwo dobrać odpo~ednię f unkcję aproksymujęcę przemieszczenia 
Na ogół można ję nawe t ok re śl iĆ z dokładnościę do stałego pa
rametru. W przypadku i nnych obciężeń koniecznę może się oka

za ć metoda kolejnych prób . Nie musi się ona jednak okazać 
zbieżnę. Dlatego wówczas wynik pierwszego przybliżenia należy 
raczej traktować jako rozwięzanie wstępne do metody małego 
parametru podanej w pracy [ 2.92] , która charakteryzuje się 
szybkę zbieżnościę procesu obliczeniowego. 
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z i nnych aetod na szczególne podkraślenie zasługuje aeto
da zaprooonowana przez L.G. Deitriewa 1 A.V. Kasiłowa [2.92}. 
Hetoda t a. nazyw~na aetodo sprowadzania obcięże.nia do obciQża
nia równoważnego. pozwala stosunkowo szybko i dokładnie 

określić przeaiaszczenia i siły wewnętrzne ustroju. Oparta 
ona jest na. założeniu. że • przypadku obciążenia równoważnego 

aożna poeinoć wyrazy nialiniowe. przy czym dokładność roz~ę
zania będZie taka jak w przypadku zwykłych kons t rukcji budowla
nych. Przez obciężeni ' r6wnoważna rozuaiane jest tu takie 
obciężania. która nie powoduje zeian kinaaatycznych siatk i 
cięgnowej. • przeaieazczania ustroju eo wywoływane jedynie 
odkształcent .. i sprężystyei. 

3eżali obciężenie nie jest rodzaje• obciężenia równoważ
nago. to rozwięzanie siatki cięgnowej aożna sprowadzić do 
roZWiązania innej siatki cięgnowej. przy której powyższe obcię
żania będzie równowa:tne. dokonujęc przy ty• . stosunkowo proste
go fonaalnego przekształcenia. Hetoda ta jest dokładnie oeówio
na i zilust~owana przykładaai liczbowyai w pracy [2. 92]. W 
pracach [2. <48]

1
[2. 49)J2. 374],[2. 409] przy H to e na rgetyczny spo

eób rozwiozywania ustrojów cięgnowych. którego podstawę jest 
ainiaalizacja energii potencjalnej układu. natoaiast niswia
doeyei ao prz .. ieszczenia węzłów siatki cięgnowej. 

Podstawowe zależności analizy etanu naprężenia i odkształ

cania siatek cięgnowych p·rzadat .. ione powytej ao podstawę do 
afonaułowania zagadnienia kazta łt r,wania siatek cięgnowych watę
pnia naprętonych. 

9.6. Sforaułowenie zagadnienia kształtowania 

Zagadnienia kształtowania odgrywa w projektowaniu sia
tek cięgnowych ważno rolę. Siatka cięgnowa jako ustrój ausi 
być kineaetycznie ni•zeianna. s Więc nalety jQ tak ukształto
wać by apełniony był warunek /2.1/. Zagadnienie kształtowania 

· siatek cięgnowych było rozważane wcześniej w pracach [2. 40] 
(2. 200] (2. 214) ~.219) [2.221] (2 . 224) (2.226] (2. 509j_ Zagadnie
nie kaztałtowsnia wobec wystę'powania naprężeń poczętkowych 
foraulowena być ausi tu w odniesieniu do co najeniej dwóch 
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konfiguracji. Liczba uwzgl~dnianych konfiguracji zale2y od 
eketr .. alnych etanów obcio~enie /patrz rozdz. ~.3/. 

Ograni~zajoc ai~ do dwóch konfigurec'~ oraz pozostajoc 
w raaach teorii technicznej aiatka ci~gnowe ao~a być opiaant 
naet~pujocva układa• równań: 

/2.96/ 

w powyżezych równeniach posinioto prz .. ieazczenie poZioaa 
podpór. Równania /2.96/ aogo być traktowane jako atatyczne 
warunki optyaalizacji. Oprócz nich auazt być ~lodnione 
jaazeze warunki wytrzyaałościo-e: 

/2.97/ 

warunki ~tzana ze eztywnościo chwilowo uatroju 

/2. 98/ Hij ,_ O 1 

oraz warunki okraelajoca etatyczno dopuazczalność jednej z 
rozwa2anych konfiguracji, która ogólnie napieano w postaci 

/2. 99/ po (Zo•"''ł)• p~ 
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Zależności /2.96-2.99/ atenoWio zbiór koniecznych wa
~nków kształtowania siatek cięgnowych, opisyWanych równania
a!, teorii technicznej. Ostatni warunek /2.99/ w rasach teorii 
technicznej aoża byĆ zawsze spełniony. Warunek wyrównania na
prężań ~H//4<. • O jest tu również spełniony na aocy założeń 
teorii techniczneJ· 

Oprócz powyższych koniecznych warunków kształtowania, w 
praktyce projektowej często należy uwzględnić szarag dodatko
wych warunków deterainowanych względaai: 

- konstrukcyjnyai np. warunek okraślajQCV typ siatki, 
- akaploatacyjnyai, np. warunek ograniczajocy wielkość 

przeeiaazczeń, 

- arch1takton1cznya1, np. warunki okraślajoca kształt 
powierzchni i k~nturu lub ich paraastry gaoaatryczna, 

- wynikajocyai z optyaalizscji konstrukcji podporowej, 
np. warunki ograniczajęca rozkład lub wielkość zr11an oddziały
wań konstrukcji przekrycia na podpory. 

Zadania kształtowania siatek cięgnowych aożna więc sfor
aulować następujoco: należy wyznaczyć tako - konfigurację poczot
kowo siatki, tj. kształt powierzchni i typ aiatki, - a także 

takie siły wstępnago naprężania i przekroje cięgien, by spał
niona były konieczne i ewentualnie dodatkowa warunki kształto
wania. 

~eżali dodatkowo okraś~iay kryteriua optyaalizacji, to 
. . 

zadania optyaalnago kształtowania siatek będzie polagało na 
tya, by wyznaczone powyżej wielkości równoczaśnie ainiaalizo
weły f~nkcjonał lub funkcję celu - określone na podstawia kry
teriua optyaalizacji. 

Zagadnienie optyaalnego kształtowani~ siatek cięgnowych 
w powyżazya sforaułowaniu, nawet rozważana w rasach teorii 
technicznej, prowadzi do złożonych zagadnień akstraaalnych. 
Decyduje o tya charaktar oparatorów wyatępujęcych zarówno w 
'funkcji calu, jak i w ograniczeniach, zwvkle ao tg nieliniowa 
operatory różniczkowe i różniczkowo-całkowe o pochodnych czQa
tkowych. 

···" 
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Razwięzywenie takich zadań, pr~ ak.tualnyta _etanie te:rii 
zadań ekstreaalnych, nastręcza znaczne trudności. Dlatego też 
przy rozwięzywaniu zagadnień proje~tonych często rzeczę konie
cznę staje się ograniczenie rozważań do kształtowania eistek 
r ozu~ ianego jak wyżej, lecz bez optyaalizacji. Uzyskanie 
rozwięzania racjonalnego aoże w tya przypadku uł~tw1Ć wykor~y
sta nie wyników częściowych analiz optyaalizacyjnych przedsta
wionych w rozdziale 9.4. 

Przedstawiony poniżej tok poetęponania przy kształtowaniu 
s iatek cięgnowych wstępnie naprężonych pozwala na uzyskania 
rozwięzania spałni~jęcego konieczne warunki kształtowania. 
Rozwięzanie nazwano ·częściowo optYJI&lnyta•, jeśli do warunków 
kształtowania dołęczyć warunki częścionej optYJI&lizacj1 wy
mieniona wyżej . 

Tok postępowania przy kształtowaniu siatek cięgnowych, 
ilustrowany dalej na przykładzie, aożna ujęć w następujęcy 
schemat: 

1/ określenie obciężeń i konfiguracji Pn właściwych przy 
. rozpatrywany• zadaniu projektoWy!~ /rozdział 6.3/; 

2/ określenie postulatów: konstrukcyjnych, technologicz-
. ' 

nych, eksploatacyjnych, architektonicznych i optyaalizacy)-
nych, determinu'jęcych warunki kształtowania ; 

3/ wyprowadzenie warunków określejęcych atatyczno do
puszczalność konfiguracji poczętkowej przy uwzględnianiu 
warunków k~ztałtowania: 

4/ aforeułowanie zagadnienia kształtowania siatki cięg-. 
nowej z ewentualnya uwzględnienia• warunków •częściowej opty
malizacji. przedstawionych w rozdZiale 9.•. 

5/ ewentualne przyjęcie kryteriua kształtowania. eforau
lowanie zadania· ekstremalnego i wyprowadzenie wa~unków okree
lajęcych rozwięzanie optyaalne ; 

6/ rozwięzanie, na ogół przy pomocy aetod nu•erycznych, 
układu równań wyprowadzonego w punkcie 5: 

7/ wyznaczanie konfiguracji wst~pnej i dokładnej geo•e
t r1i konfiguracji poczęt kowej. 
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Przykład 2 . 3. Przed.tote• kształtowanie jest atatka ci,gnowa 
stanow~ęca-kOnatrukcję nośnę przekrycia obiektu przedstawtonago 
na rys.• 2 . 17. Pn:yjęto : E .. 2•106 kG/c•2 , ~ • 1o4 kGjc112 oraz: 

odległość p011tędzy ctęgnaai lc • 3 a, a • 30 •· 

1/ Określante obcioteń 1 konfiguracji Pn 
ObctQżente stałe q • 200 kG/•2• 

Obciętenie ~ienne: 

- obciężente śniegie• p~ • 80 kG/•2 . 

- obciętenie wietre•: 
2 parc ie wi atru p2 • 60 kG/• , 

aaanie wiatru p4 •-180 kG/11 2 

ekatre•alne etany obciożania: 
q 1 • q + p1 + p2 • 340 kG/112 , 

q2 • q + p4 • 200 - 180 • 20 kG/•2 • 

Ponieważ ~2 >O, więc kształtowanie należy przeprowadzić w 

odniesieniu do dwóch konfiguracji. 

2/ Sfor•ułowania warunków kształtowania 
~ako dodatkowe warunki kształtowania przyjęto waru nki wy

nikajęca z postulatów technologicznych, litanowicie przyjęto 

siatkę z płaskich krzywych 

1 1 2 2( ) z • z (x), z • z .., , 

Rozpatrzono dwa warianty kształtowania. w wartancie 1 jako 
konfigurację poczotkową przyjęto powie rzchnię lliniaalnę 

okreś-lono przez fo.-.ę obiektu, a więc 'tJ~ojoxt. c; -'J~o f 'dy-". 
W wartancie 2 natoliiset przyjęto warunek ogra niczanta maksy

•alnego prza•ieazczania waax ~ 100 ca, wyntkajęcy z postulatów 
skaplos te cyj nych. 

3/ Statyczna dopuszczalność P
0 

Ponieważ w konfiguracji poczotkowej P
0 

układ ci ęgien defi
niowany jest przez: atatkę krzywych płaskich, której rzut na 

płaszczyzn, jest siatko proatokotno, więc otrzymana w tan spo

a6b konfigura cja początkowa będzie dopuszczalna , gd yż na każ_ 
daj powia r zchni ' o uje•nej krzywiż nie Gauasa, spe ł nia warunki 

/2.75/ i ,/2.76/. 

4/ S for~~u~owani . z:aga d nianin kszta łtowanie 
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Wariant 1. Poni~ n1a aa ograniczeń na wielkość prze
a1eazczen1a, opt~alna ro~1tzan1e wyznaczono z warunku 
H21 • o. Przyjaujtc warunki wytrzyaałościowe /2.97/ • forale 
,..wności l• raaach te_or11 technicznej jeat to zawsze dopusz
czalnej, zagadnienie kształtowania sprowadzono do wyznaczenie. 

~· H10 , ~· _H11 , z układu rótłnaiu 

~2%. 
H10 • H2o• H11 ~.l + q1 • O 

2 ( 1 • H1c(H11)~ • s.[(~ :l r -(~~ j] dx, 

- 2 ~r:· -l[(~;') 2 ~ ~:·) l·· 
RoZJ11tzan1e tego układu auai apelnieć warunek H1j >0. Powyt
azy układ •• jednoznec:zne rozw1tzan1a. C.łkujtc dwukrotnie dru
g1a równania , o'!rzyaano 

.. q 

~ • .....!... x
2 

+ c1 ( y) x + a2(Y). 
2H11 . 

Funkcja ta pa owzgltdnien1u warunków brzegowych 

z,.lx.nr • Zolx,yE;r 
aa postać 3q ( 2) Zo 

L • ......! X2 • y2 + 2&y • a + - ( a-y) 
4 . 2H · a 

11 

Podat .. ia~t(c i:~:o ró-:-ń,Jeoa) atrycznycb o:rzva:n: 

H11 --r--- + ~ ~ • H10H11 • ~ ~1 a • O, 

H1~2 ( ~ ~ 1 ~2) • 2q1~H11 + -4-- (•2-~) • O. 

Rozwitzujoc pa~az.a równania z uwzglt.dnteni•• nrunku Hij >O 
.otrzy-no H10 • 13,61 T, H11 • 56 , 00 T. Motna wite obliczyć 
i pozostała wialko6ci btdtce niewiadoa~i kształtowania, ais
nowicie powierzchnię konfiguracji aktualnej okre6lonaj jak 
~ej or.az aiły • ,citljriBch i przekroje citgian: 
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H20 • H10 • 13.61 T, ~1 " O , 

Al • H11/ f;' d • 5,60 ~2' 

1,36 2 
C1l • 

Rozwitzanie to daje jednak duże przeaieazczenie 

w eax • ( zl - ~) . 
/~·y•o 

• 1,32 • 

~iant 2. W tya przypadku ograniczono eaksyaalne prze7 

aieszczenia do w1elkości dozwolonych. PrzyjtCie warunku ~1-o 
jest tu . nieaożliwe, ponieważ Jest to sprzeczne z warun~ie• 
dotycztcym ograniczenia wielkości przeaieszczeń. Przyj•uj, c 
jak poprzednio warunki wytrzyeałościowe w foreie równości i 
eliminujęc z

0 
przez podstawienie z

0 
• z1 + w, zagadnie~ 

kształtowania sprowadzono do wyznaczenia H10 , ~· H11 ~ 

H21 , z1 , w z układu równań: 

a. j [ ~z1 ~w · łG:r + (1 - ) 2e~d J dx • o, 
'Ox Ox H10/H11 -e 

·-ll 

"' (~~(-(1 ~ 2&6'd ] J [~~. 1 dy • o. 
'C Y Cy 2 ~11~o -e-

-~ 

aby spełnione były warunki : 
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Cztery powyższe ·równania zawieraj o pięć niewiadoaych, 
~edn~ z nich ao~na więc zało~ć wykorzyatujęc przy tya warunki 

określajęce częściowę optyaalność rozw1ęzan1a, przyjauję c na 
przykład z1 jako powierzchnię ainiaalno lub ao~na ję wyznaczyć 
na pods%awie przyjętego krytertua optyaalizacji, 

\ 
5/ Przyjęcie krytariua kształtowania /punkt ten .dotyczy 

ju~ tylko wariantu 2/, afor.ułowante zadanta ekatreaalnego 1 
wyprowadzenia warunków określajęcych rozw1ęzan1e optyaalna, 

~ko kryteriua kształtowania przyjęto a1n1aalizację cię
~aru siatki, Krytariua optyaalizacji określa funkcjonał 

Poniawa~ warunki nierównościowe dotyczę paraaetrów, a 
nie funkcji, ao~na potraktować je jako nte'zala~ne ogranicze
nia żbiorv rozwtęzań dop~azczalnych, Przyjaujęc równania geo
aatryczne jako warunki izoperyaetryczne zagadnienia wariacyj
nego, ao~na wyprowadziĆ warunki konieczne istnienia ekstra
au• funkcj onałll F ( z1 , w) • Równania E ule ra-Lagrange • a prowadzę 

do następujęcych zale~ności: 

przy warunkach brzegowych: 

w • o 
lx,yE- l' • 
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9.7. Optymalna kształtowania aiatki citgnowej przy ogrant
czeniu klaay dopuszczalnych konfiguracj i 

Rozpatrzono dwie konfiguracje aiatki Citgnowej opiaans 
układa• równań /2.96/. Przyjaujoc warunki wytrzyaałościo .. 
/2.97/ w poetael równości nalety wyznaczyć 6 niewiadoaych: 

H10 , H20 , H11 , H21 , z0 , z1 • Przedatawiajec z0 1 z 1 w poat~ci 
wielo~ianów o •o 1 • 1 współczynnikach oraz wykorzyetujec warun
ki geometryczne ao~na wyznaczyć n współczynników. Winna za
chodzić nie równość •o + a1 ~n. Je~ali a

0 
+ a1 • n to wazyat

kle współczynniki aajo interpratacj' geoaetrycznt. Powierzch
nie w obu konfiguracjach et określona przez znana funkcja o 
nieznanych paraastrach a

1
, b1 : 

zo•fo(ai,x,y) 

z1 • fl (b1 , x, y) 

PodstawiaJoc te funkcje do równań /2 0 96/ ao~na otrzy•ać układ 
czterech równań algebraicznych lub funkcyjnych oraz awantu•l
ne dodatkowe ograniczenia na współczynniki, wynikaJece z we-

Rozwitzuj o c ot rzYIIany ukbd równań aotna wyznaczyć H1J • po-

et a ci 

H10 • H10 [ •t• bj. q1 (Y)] 

H20 • H20 [ .i. bj . q2 L x)] 

H11 • H11 [ • t , bj, q3 (Y)] 

H21 • ~1 [ •t· bj. q~("')] 

oraz ewentualna dodatkowa ograniczenia wyni kaJtca z warunków 
wyrównania naprttań 

~ 'OH2j . • O 
'Q X ~Y. 

Przyjgujoc na krytariua kaztałtoW8n1a ainiaalizacjo cit~aru 
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aiatki opiaanego funkcjonale• 

F (z0 ) • j { jAG[a,·IJi, 14/M, 1,(tJ][4+j{#)~f{4y}J~J; 
., t, 

•ożna przez scalkowanie sprowadzić ciężar siatki do funkcji 

F•F(a1,bj) • . 

Wyznaczajoe •1n1•u• tej funkcji ze względu na e1 , bj /w ogólnym 
przypadku •i.ni•u• warunkowa/ otrzy•uje się wartości współczynni
ków apełniajocych warunki zadania 1 •1n1•alizujęce ciężar siat
ki • . 

Uzyskana rozwiozanie jest opty•alne w klasie funkcji 
określonych przyjętyai wialoeiana•i. Postać tych funkcji nie 
•oża być dowolna. Huezo ona spełniać warunki zgodności określo
ne przez geoeetrię rzutu przekrywanego obiektu i atatyczną do
puszczalność konfiguracji aktualnej. 

Poniżej na proaty• przykładzie zilustrowano optymalne 
kształtowania siatek cięgnowych przy ograniczaniu klasy konfi
guracji dopuszczalnych. Wprowadzono dodatkowe ograniczenie 
zbioru rozw~ęzań dopuazczalnych , zakładejęc, że rozwięzanie ze 
względu na z1 poszukiwane jest tylko w klasie określonych wielo
•1anów: F i • F 

1 
( a i' x, y ) • W każdym z tych w1elo1111an6w wystę

puje • 1 współczynników 
2 

Fo • •o1x 
2 

- •o2Y + •o3 

2 ~ 2 
- •12Y + •13~ Y 

Wykorzyatujoc warunki geo111etryczne zadania wyznaczono ni współ
czynników. Wialo•iany winny być tak dobrane, by •i ~ ni. ~eżeli 
• 1 • n1 to wszystkie współczynniki •aję interpretację geo•etry 
czno 1 dalsze rozważania dotyezo wylęcznie optymalizacji para
•etrów geoeetrycznych a nie kaztałtu powierzchni. 

Przyj•ujęc warunki geo•etryczne cięgien głównych jak 
na rys. 2.18 otrzyaano 
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Z.l• h[(1 -J +Wo)x2- c,-:2) y2 +CX2Y2 + 2- "'ol Wo• ~· 
Warunki zgodności na brzegu 

z1 ~ zo • hr~ x2 + ~ y2 + cx2y2- "p]. o 
\x,yer la b 

apełn1one aę w przypadku: 
r zutu eliptycznego 

2 2 
~ + ~ - 1 • O przy c • O, 
.~ b 

rzutu proatokętnego 

)( . ! a , Y • ! b 
w 

o 
przy c • - ~ 

1, 

W pi erwszych dwóch przypadkach ot rzymano e1 • n1 , natomiast 
w trzecim: m

0 
• n

0 
1 m1 > n1• Następnie rozpatrzono siatkę 

o rzucie ali ptycznye. Obliczajęc odpowiednia pochodne z
0 

i z1 
oraz podstawiajęc je do zwięzkól' geometrycznych /2.96/

3
, 4 

otrzyaano: 

. H10 • Hll { 1 2 - ~ 

2 

(~)W. [2 _ (1-~)•0 + w0

2](1- ~))> 

(~t~ l [ 2 ~ "'0 - w:]~ ~ )) . 
gdzie E/ ~d· 

Z równania równowag i /2. 96{ ot rzymano 

/2.101/ 

·1 wobe c tego 

1 -

H. h 
10 • r::;z · H20 • 

z równani a /2. 100/ 1 wynika . 

'l H 

-----~~---r=1' 20 

~ (~t w v1 0 [ 2 ( l - ?) ~ r. 0] (1 -~) 
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Podstawiaj,c H11 i H21 do równania równowagi /2.96/2 i cel

kuj,c otrzyaano 

/2.102/ ~ ( ) H20 • 2h ol1 ~ ' "o' h, łC.. ' 8 
' 

gdzie 

~ ==? (J+ ~)- ('l-Wo)Jl~ [A-oCt.(ti.3--ł,J«4«'t)1 

"LJ. -== -J "'(tl'"c J Jl :o/.6 

~3 = IV6 +2(1-'!) -r-2.S"Jl-..(.Z?-#J 

Podstawi ajęc / 2.102/ do /2.100/ i /2. 101/ otrzymano 

H10 •. __ ?_ 4 ~1' 
1 ':" ? 

/2.103/ H21 • ~ c:.1. 1 [1 • ~ Jf
2 rt2 ( 2 ?- "o) (1 - ;;..)} 

- ~ tL 2 [2 (1-?)+ "o)(l- ~)· 
Tak więc wielkości sił Hij przedstawiono jako funkcję paraae
trów: a, kf. , h, ~ , w

0
• ~ażali w zadaniu projaktowya paraae

try te sę narzucone , to w wyniku powyższego postępowania wy

znaczono wielkości eił i przekroje cięgien. W przeciwny• razie 
niektóre z t yc h paraestrów aożna wyznaczyć na podstawia ciężaru 
siat ki cięgnowej 

+ 

Podstawiajoc H11 i H20 zgodnie za wzors•i /2.103/ otrzyaano 
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F • 

gdZie 
.ts • i "'2 [ 2 ( 1 - ~) • "o]· 

Po zcalkow3niu funkcja celu aa naetępujoco poetać 

ąa2b2 {f-tJctrr2fł2tir{[3(1-~Tłllf'(l-tJ] ~, ~ pJx'" 
/2.1~/ F • K- -- - J 

h ród tts{ ?(•-~·•.)-(~-rJ(?-w,jK~[-1-.x~ («'J-1.Jal'.~ .t'~)Jl 

w ogólnya przypedku zale~ od zaiennych decyzyjnych: h, ! . "o 

1 t.. 
Ogren1czania zbioru rozwiozań dopuezczalnych wynikajo 

z warunków H1j ~ 0: na podatawie równań /2.100/, /2.102/, 

/2.1~/ przyblerajo następujoco postać 

1 - i (~te.> [ 2 ( 1 - ~) "o + "o 2} >.o 
12

'
1051 

2 (h)
2 2( 2) - l' i' w 1. 2 ~ w0 - w0 ~ o • 

Ponedto wszystkie zaienne decyzyjne aogo przyjnować jedynie 
wartołci dodatnie. 

Tak Wite zadania zoetało sprowadzone do wyznaczenia 
ainiaua funkcji /2.1~/ przy ograniczeniach /2.105/ . Z uwagi 
na nieliniowy charakter funkcji celu 1 nieliniowe ogranicze
nia, rozwtozania ao~na otrzyaać stosujoc metody progranowanta 

· nialinio-go. 

Nuaeryczne rozwiozanie przy ustalonych wartościach w
0 

1 q ao~na uzyskać at.osunkowo łatwo wobec niewielkiej liczby 
zatannych decyzyjnych. 
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10. Zagadnieosa kształtowania konst r ukcji Podporowych 

w poprzednich rozdziałach przedet .. iono zagadnienia anali
zy 1 optymalizacji ustrojów cięgnowych jednopaaowych, dwupaso
wych i siatek cięgnowych. Poniżej r ozpat r zono zagadnienie racjo
nalnego wyboru kształtu eleeentów brzegowych, którywi zwykle 
sę kons trukcje podporowe płaskie lub prxe.trzenne. Przez kon
strukcje podporowe rozuwie si ę t u wyłocznie te eleaanty brze
gowe , które służę do kotwi enia cięgien przekrycia i przekazy
~~ ~bciężeń z przekrycia na słupy i fundaaenty. Z uwagi 

na rodzaj i sposób przyłożen~ obciożenia1 konatruk~je podporo
we podlegajo zginaniu i ściekaniu. 

Ce l em kształtowania konstrukcji podporowych jeat eliaina
cj a aoeentów zginaj~cych i wyznaczenie takiego kształtu podlu2-
nej osi konstrukcji podporowej, zwanej dalej konturea, przy. 
którym występowałyby tylko siły ściakajoce. Z analizy atatycz
nej prętów zakrzywionych wiadoao, że kaztaltea, który epałnia 
powyższy warunek, jest linia ciśnie~ od obciożeń zewnttrznych. 

A więc cele• kształtowania jest wyznaczenia kształtu konturu 
konstrukcji podporowej w postaci linii ciśnień od obciożań 
zewnęt rznych . Wyznaczony w ten sposób kształt jeat optyaalnya 
t y lko przy jadnye stanie obciężenia. Olatego też przy kształ
towaniu należy wybierać etan obciężenia, który • sposób decy
dujęcy wpływa na wielkości przekrojów poprzecznych konstrukcji 
podporowej. w wyznaczony• w ten sposób bezaoaentowya konturze 
przy makayaalnya atanie obciężenia, inne etany obc~tżenia wy
wołajo tylko niewielkie momenty zginaJoce, które aożne poai
nęć przy wyaiarowaniu konetrukcji podporowej. 

W sforaułowaniu zagadnienia kształtowania przekryĆ Wiezt

cych aożna odróżnić dwa przypadki. Pierwszy. w którya kaztałt 

konturu jeet określony na podatawie założel6 architektonicz.nych 
lub innych , natoaiaet wyznaczyć należy rozkład oddziaływań 

siatki nie wywołujęcy zginan~e w konatrukcj i podporo .. j. Na
etępnia znajoc be%8oaentowy rozkład oddziaływań eiatki na kon
atrukcjt podporowo należy wyznaczyć kaztałt eiatki odpow~adajt
cy · okr.śloneau wyżej rozkładoWi wzajeanych oddZiaływań a~atki 
i konetrukcj~ podporowej. 
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Drugi przypadek dotyczy zagadnienia, w którym dany jest 
kształt ~iatki cięgnowaj a zatea i rozklad oddziaływań siatki 
na konst rukcję podporowo. Tutaj celem jest wyznaczenie ksztwłtu 
bezaoaentowego konturu tzn. linii ciśnień od oddziaływań siat
ki na konstrukcję podporowo. W tY• przypadku zagadnienie nieco 
się koaplikuje, gdy~ x kolei rozkład oddziaływań zalety od 
nieznanego kształtu konstrukcji podporowej. 

w dalszych rozwa~aniach zakłada się, że oddziaływania siat
ki so przyłO~one od osi konstrukcji podporowaj zwanej kon t urem 
który traktuje się Jako nieściśliwy. Konstrukcja podporowa sę 

często przestrEanne a nie płaakie . 3ednak~e niekiedy z uwagi 
na aałe odetępy aiędzy słupaai podporowymi oraz mało deplanacj ę 

konturu ao~na przyjQĆ, że wyniki otrzyaane z rozważań konturu 
płaskiego· pozostaję równie~ ważne przy konturach z daplanację . 

W pracy [2.227] przedstawiono warunki konieczne i dosta
teczna znikania aoaentów zginajocych w pierścieniu podporowym , 
w oparciu o wyniki otrzyaane w pracy ( 2. 306). Na podstawia roz
ważań tam przeprowadzonych aożna stwierdzić, ~e oddziaływania 
siatki na kontur przy radialnym układzie cięgien sę o 1/3 mniej
sze niż przy siatce ortogonalnej zbudowanej z płaskich krzywych , 
a zatea ustroje cięgnowe o radialnym układzie cięgier. sę bar
dziaj ekonoaiczne niż ortogonalne siatki cięgnowa. Powyższa 

stwierdzenia odnosi się nie tylko do samej siatki, ale tak~e i 
do siły w pierścieniu podporowym, która przy radialnym rozmie
szczaniu cięgien jest półtora raza aniajsza ni~ przy siatce 
ortogonalnej. Należy j adnak palliętać . że po~ e za wnioski zo-. 
stały afonaułowane w odniesieniu do konstrukcji cięgnowych bez 
wstępnego naprężenia. 

w przypadku radialnego rozmieszczenia cięgien o stały• 
kocia środkowy•, siły w cięgnach, a zatea i przekroje poprze
czne cięgieQ, będę ró~ne w różnych cięgnach. Można jed nak 

znaleźć takie położenie środkowego węzła cięgien, przy którym 
siły w cięgnach byłyby jednakowe przy stałym skoku kęta środ

ico-go. 
Można pokazać, że tylko elipsa, której Jedno z ognisk 

pokrywa się z rzuta•· środkowego węzła układu cięgien na pła

szczyznę, atanowi bezaoaentowy kontur uaożliwiajęcy realizacj ę 
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przekrycia o równych przekrojach cięgien przy stałym skoku 
kęta środkowego. 

11. Przewidywany rozwój opty•alizecji konstrukcji cięgnowych 

Rozwój optymalizacji konstrukcji cięgnowych jest • znacz
nym s topniu uzależniony od rozwoju •atod analizy atatycznej i 
dynamicznej. Zależności i warunki wyprowadzone podczea analizy 
stanu naprężania i odkształcenia stanowię podstawę optymaliza
cji ustrojów cięgnowych. Dokładność rozwięzań optymalnych zależy 
w dużym stopniu od przyjętego modelu opisujęcego zachowanie 
się konstrukcji pod obciężenia•. 

Tak więc dalszy rozwój opty•alizacji konstrukcji cięgno
wych będzie uzależniony od rozwoju analizy tych konstrukcji i 
powinien obejmować: 

1/ doskonalenia metod analizy statycznej zarówno w ujęciu 
cięgłym jak i dyskretnym, w szczególności przy zastosowaniu 

t echniki elementów skończonych oraz metod rachunku różnicowego, 

2/ transformację warunków statycznej dopuszczalności kon
figuracji konstrukcji cięgnowych z modelu cięgłego na dyskret-
ny , 

3/ rozwój metod analizy dynamicznej ustrojów cięgnowych 
dwupasowych i siatek cięgnowych wstępnie naprężonych , 

4/ wyprowadzenia warunków dynamicznej dopuszczalności 
konfiguracji konstrukcji cięgnowych wetępnie naprężonych, 

5/ uwzględnianie w optymalizacji konstrukcji cięgnowych 
ograniczań dynamicznych np. częstości drgań własnych itp., 

6/ rozwój analizy stochastycznej · ust rojów cięgnowych przy 
u względnieniu obciężeń losowych /wiatr , śRiag, wpływy seje•i
czne/, wad materiałowych, niedokładności w wykonawatwie itp. 

7/ uwzględnienie w optyaalizacji ustrojów cięgnowych ogra
ni czeń wynikajęcych z analizy stochastycznej, 

8/ uwzględnienie nieliniowych zwięzk6w fizycznych w szcze
gólności w konstrukcjach wykonywanych z mate riałów plastycznych , 
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9/ p rzaj ście od optymali zbcji poszczególnych elementów 
konst rukcji cięgnowych do optymalizacji całej konstrukcj i t j . 

łęcznie z podporaai 1 f undaaent ami, 

10/ oada nie warunków stat eczności konstrukcji c i ęgnowych 

oraz ich uwzględnianie przy optymalizacj i tych konst rukcji . 

11/ dalszy rozwój kr yteriów opt ymalizacj i konatrukc j 
c ięgnowyc h oraz rozpa t r z enie mo2liwości optymaliza c j i wie lo

k ryterlowej , 

12/ dalszy rozwój a a tod optyma lizacj i konet r ukcj i cięgno

wych w szczególności zastos owa ni e pr og ramowania mat ematycznego 
o raz •etod teo rii sterowania , 
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ZAŁ.ACZNIK 2.1. 

Podstawowe zale~ności z geoaetrii ró~niczkowej oraz 
objaśnienie oznaczeń 1 pojęć stosowanych w części 2 prac) 

Układy współrzędnych 

Geometria siatek cięgnowych opisywana jest w określonej 
konfiguracji pn zajmujęcej obszar Q w dwuwyaiarowej przes
trzeni v2 w pewnej chwili tn ' A2.E== v~. Przestrzeń v2 , w któ
rej okreśJ~na jest konfiguracja Pn, paraaetryzowana jest 
układem współrzędnych materialnych {xLj , w ogólny8 przypadku 
krzywoliniowych i nieortogonalnych. Pomiędzy punktami 111ataric 
nymi siatki X i parami liczb rzeczywistych x1 , x2 zachodzi 

zwięzek 

/2 . 106/ 

Od układu lx4 można przejść do innego ukła<lu [x"-'f za po
mocę prze k ształcenia 

/2.107/ 

Przekształcenie /2 .106/ j as t dopuszczalne gdy de t {x"''J .. t >o. 
Zbiór wszystkich układów {x"''J , które można otrZY,IIaĆ z układu 

{ x~} w wyniku przekształcenia /2.106/ nazwano zbiorem dopuez 
czelnych układów współrzędnych przestrzeni v2 • W zbiorze 
dopuszczalnych układów współrzędnych wyróżniono układ fx~}. 
którego linie współ rzędnych x1 = const i x2•conat pok rywaję 
się z osiami cięgie n. 1'1 dalszyc h rozwa~aniach układ tan jest 
podstawowym układem współrzędnych. 

Punkt X aożne odwzorować również w obszarze A E: e 3• Para
metryzujęc przes~rzeń e 3 prostokętnya kartezjańskim układa• 
współrzędnych fzA }, każdemu punktowi aaterialne•u X odpowiat 
trójka liczb rzeczywistych z1 , z2 , z3 nazywanych współrzęd
nym i przastrzannyai, a. więc zachodzi następuj ęce zale~ność: 

12. 108/ x - (z1
• z2

, z3 
) , 
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Przy ust ulanej parama t r yzac ji przest r zeni v2 układam współ

rzędnych {x~} mo~na napisać zależność 

/2.109/ 

Baza lokalna i tansery me t ryczne powierzchni 

Zaczep'iajęc w punkcie o współrzędnych z1 • z2 .. z 3 .. o 

wektor wodzocy puaktów przest r zeni v2 /rys. 2 . 19/ mo~na 
napisać z 

/2.110/ R • R ( lt) "R (zA ) " R (xol} 

zakłada się, że f unkcja we ktorowa /2 . 100/ jest cięgła i różni

czkowalne a zatem w każdym punkcie można wyznaczyć wektory 
styczne do linii para~e trycznych 

/ 2.111/ 

które tworzę w tym punkcie bazę lokalno /styczno/ . 

Pierwszy tanser metryczny v2 okreś lony jest nast ępujęco : 

/2 . 212/ 

Defi~iujęc w ka~dys punkcie X pola jednostkowych wektorów 

/ 2.213/ 

otrzymano w ka~dym punkcie kawariant nę bazę lokalnę / przes 

t rzenno/ 

/ 2.214/ 

a teneor 

/ 2.215/ 

nazwano pierwszy• kowa r i antnym tensorea aetrycznya. 

Drugi kowa rian t ny tenser metr-yczny 

/ 2.116/ 
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Obok bezy kowarientnej /2.114/ wprowadza ai~ baz~ lokal
nę kont rawariantnę /rys. 2.20/. 

/ 2 . 117/ 

Poaiędzy wektoraai obu baz zachodzę Zw1fZk1: 

/2. 118/ 

Tensor 

/2 . 119/ 

nazwano kont r awariantnya teneoraa aetrycznya 

Wyznaczniki teneor6w aetrycznych kowariantnych oznaczono 
pr z ez 

/2. 120/ 
G • dat G-~ • dat GKL 

a • dat a~, 

Zale~ności z g~etrii ró~niczkowej 

- długość łuku krzywej na powierzchni : 

(da) 2 • (d~ ) 2 
" G --~ dX"'dX' 

' /2 .121/ 8 • J vc-~rlx-'211 t 
.... 

/2. 122/ Uł:i A' • 

- powierzchnia : 

/ 2.12 3/ 1( • J ti.7C 
7C 

- s ymbole Chrietoffela drugiago rodzaju: 

/2 .124/ 
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/2!.125/ 

- krzY"izny główne powierzchni Jol •• p:lerwi .. tkaai r6wnan:la: 

e 11 - kG11 , e 12 - kG12 
{2!.126/ • o 

- twierdzenie Eulera: 

/'2.127/ 

gdzie t1.. kot poaiędzy x1 a pi.anrszv- it1erunkha głównya 

- krzywizna Gauesa /powiarzcbn:l/ 

B11B22 - (a12)2 
/2.128/ ~~: • ~c11c2 • --=::::......=-6-::--.l......::=L __ 

- krzywizna średnie 

/2.129/ H • i (k1 + k2 ) • ~ ( c11a11-2G12B12+G22a22) 

- krzywizna gaodezyJna linii paraaetrycznyt;h { L '] 

[r <l. l ~)(l" 'iJX$ { 1J '4Xł oX 'JX.~ 'd X 
12.130; ie .. =YG' r ł Jf'dx" ·w ... ł'iJ w ~x' r;,x"' 'dx·l 

{ct, , ~ -t,t, ot#!) 

- r6wnan~ Gauesa i Codaziego; · Składowe t ansorów aetrycznyc1 

apelniać · auezo naet9pujoce równania nierozdzielności 

/2.131/ J~"--pl ""' fli.tH, - B 6 , Gct - o 
o* = .i G-1".. B"''.:] 
l' •~1~ t. r 

- pochodne pól -k.torowych 1 tenaorowych określonych • v2 
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'T'm.llr =~,T .. -{:"1Tl 
T "'' u.;= 'C/f"'~ t- {fr~ Ts, t f /.r! ,.. . .tf 
r ... ,. lłt"' ołT«-~-{f.rJT~r- f/.rJT..cf 

T.~ U == 'OtTot, +{/',\Tsfl _{/.dT"'I 
~ i 

Geometria konfiguracj i odni esienia 

Geometria konfiguracji odniesieni e mo~e być opisana 
analogicznie do geo•et r ii konfiguracj i aktualnej Pn jrys.2.2la~ 

Dlatogo toż nie pis ano tu powtórnie ana l ogicznych zwięzków . 

~ konfiguracji odniesienia. Należy zaznaczyć. że zgodnie z 
p rzyjętym schaaate• oznaczeń. wielkości dotyczęce konfigura
c ji odni e s ienia oznaczano dalej aałymi litera~i . 

Konfigurację odniesienia ao~e być zarówno konfiguracja 

poczętkowe P
0 

jakę siatka cięgnowa zajmuje w c hwi l i t m t
0 

i tak naogół dalej prz yjaowano jak i dowolna konfiguracja P n. 
z ajmowana przez eia.tkę . w jakiejś ustalonej chwili t > t

0 

Zgodnie z przyjętę paramatryza~v2 • przy przejściu od 
jedne j do drugiej konfigurecji zaieniaję się jedynie wepółrzęd
ne przestrzenne punktów X. Współrzędne •aterialne nie ulegaję 
zmianie . Zmienia się natoaiast ea•a przestrzeń v2 a więc jej 
metryka jak i krzywizna. Zmieniaję się obydwa tensery aetrycz-
na. 

Oprócz konfiguracji poczętkowej P
0 

i aktualnej Pn nale~y 
wyróżnić jes zcze konfigurację watępnę Pw w chwili t < t

0 

odpowiadejęcę razpoczęciu wstępnego naprę~enia. W odniesieniu 
do te j konfiguracji oblicza się wstępne długości cięgien i 
us ytuowanie węzłów siatki. Konfiguracja wstępne n1e •usi być 
k onfigurację rzeczywiatę w przeciwieństwie do poczętkowej . 
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Rya.2.20. Baza lokalne 
kont rawa r i antna 

b/ 

Rys. 2 . 21 . Opi '~ st a nu a ; prze•ieo szczon:la, b/ nap ręż enie 
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Oznaczenia l 

1. Oznaczania literowe: 

a - stała, przyśpieszenia 

b - stała, drugi t ensor aetryczny w konfiguracji poczot-

kowej 
c - stała, teneory deforaacji i ich akładowe 
e - tanaory deforaacji i ich ekladowe 

f - strzałka zwisu , funkcja 
g - obci,żanie, wektor ograniezeń zachowawczych,taaeory 

astryczne i ich składowe 
h - wysokość dźwigara 

k - krzywizna główna poWierzchni 
l - rozpi~tość dźwigara 

n - wektor noraalny i jego składowe 
p - obcitżanie 

r - wektor wodzocy 
s - paraaatr, długość łuku 
t - teneor naprężania , współrztdna czasowa, czas 
u - przaaieszczenia 
v - przaaiaazczenie 
• - przemieszczeni e 
q - obciężenie 

x - współrzędna przestrzenna, ~leaeat zbioru 
y - współrztdna pr zestrzenna, funkcja 
z - współrzędna przestrzenna, funkcja 

A - stała, pole przekroju al~entu 
B - etała, drugi tenaor aetryczny • konfiguracji aktualnej 
E przeatrzań, , aoduł apr~żyatości Younga 
F - operator, nwktor sił objttościowych 
G - wektor, tenao r aetryczny • konfiguracji aktualnej 
H - akładowa pozioas siły, krzywizna 6rednia 
J - sztywność, niazaiennlk tenaora deforaacji 
K - paraaetr, krzywizna Gauaea 
H - aoaant 

N - atla • Oitgnia 
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P zbiór obeiożeń, funkcja obctożenie 
Q zbiór, aiła poprzeczna 

R reakcja, •ktor wodqcy 
S długo6ć krzywej 

T aila w cttgnie, •ktor lub teneor naprożanta. funkcja 

rozwtozujoca 
u - przeaieezczenie 
V przawieazczeRte, objtto6ć przestrzeń 

W prz .. ieazczenia, funkcja 
Z wapółrztdne przestrzenna, funkcja 

X .. półrztdna watarialna, punkt przestrzeni v 2 , punkt 

waterialny, •ktor zatannych decyzyjnych 

<i.- par .. a~r, kot 

1 - zetanna poeocntcze 
lr- par•atr, zatanne poeocnicze 
4- par .. atr 

f- odkaztałcania Jadnoatkowe 

~ - parawatr, wapólrztdna bezwywiarowa 
't- par .. etr, wapólrztdna bezwyaiarowa 

t.- parawetr, krzywizna geodezyjna 

ł-- per•atr, stała 

,M-- par••t r. wiłpólczynnik obctożenia 
~- para .. tr 
1[- powierzchnia liczba 3,1-4 

~- funkcja, gtato6ć •••Y 
6'- naprt:tenie, krzywizna noraalna l1n11 

'{'- fuillkcJa, paraaatr 
J- funkcja 
..,_ perewatr, kot 

zbiory, odwzorowania, działania : 

F X_,.R - odwzorowanie zbioru X • zbiór R 

{x : P/x/} - zbiór tych liczb, które aejo własność P 

x ~ Q - eleaent x należy do zbioru Q 
P CQ- zbiór P jest podzbiorea Q 

.. _ howeoworfio::~~ 
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a x b - iloczyn wektorowy 
a b - iloczyn skalarny 

- układy współrzędnych: 

{za~ - układ współrzędnych przestrzennych /ortokartazjańaki/ 

{x-t) - układ współrzędnych aaterialnych jkrzywoliniowy/ 

tG1' G2' G3} - baza lokalna kowari antna 

lG1, G2, G3} - baza lokalne kontrawariantna 

Gil., G.t • GL• G"'"- skład o- kontrawariantna 

G p Gol' G~" G .. , - składowe kowariantne 

GL G"'• - składo- aieszane K • • 

- Różniczkowania : 

ds - różniczka 

d s dt - pochodne zwyczajna 

~. "'s . o 
~X" l ""' l "'"' 

( ~"'- pochodna czostkowa /po X~ l 
- skróty: 

11-

~-
I:-
Q-

r -
'i-
,)(.._ 

f -
'1 -

maX - 1118kSiiiU8 , 
111in - 11 inimu11 1 
in f - kres dolny) 
de t - deterainant, 
wyróżnik równania, 
funkcja odkształceń 
suaa 
obszar przestrzeni 
brzeg obazeru 
konfiguracja 
a e l' a 
energie 
siły objętościowe 

ch, sh - cosinus i sinus hiperboliczne 
exp - fun'kcja wykładnicza 
ln - logaryta naturalny 

przyrost wielkości, obszar 
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2. Wskaźnik i : 

greckie : o ile nie zaznaczono inaczej, przebisgaję oięg 

wartości 1,2 ; 

- łacińskie : przebiegają cięg wartości 1,2 , 3 jo ile n ie z~z

naczono inaczej/ 

- w częśc i drugie j wskaźnik i: i ,J używane sę nó stępuję

co : i ~ 1 ,2, oznaczaję r odzaj c ięgna /l-nośne , 

2-naprężaj ęcaj 

0,1 ,2 , oznaczaję konfiguracj ę poczę t

kowę , aktualną - pie rwszę i drugę 

-konwenc ja s uMacyjna : o i le nie zaznacz ono inaczej, w 

od niesieniu do wskaźników znajduj ęcych się na 

różnych pozi oma c h obowięzuj e konwencja s uma

cyj na , 

3. I nnE> o zna c zania : 

- s ymbole logiczne: 

~- czyta się : i 

V- czyta si ę: l ub 

~- czyta 

~- czyta 

~- cz yta 

się : 

e i ę : 

s ię: 

dla wsz ys tkich x zachodz~ 

jeże li , te, 

wtedy i tvlko wtedy 
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