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nosé. Czas trwania kazdej obstugi profilaktyczne] jest nieujemng zmienng losowa
k o dystrybuancie U(t) = P{x < t} i dodatniej wartosci oczekiwanej & = E(k).
Przyjmujemy, ze w chwili t = 0 rozpoczyna sie uzytkowanie zdatnego obiektu i
kazda chwila odnowy rozpoczyna kolejny cykl eksploatacji obiektu okre§lony przez
wzajemnie niezalezne zmienne losowe o identycznych rozkladach jak rozklady wza-
jemnie niezaleznych zmiennych losowych (,v,7n, «. W jednostce czasu uzytkowanie
obiektu przynosi a jednostek dochodu. Obiekt uszkodzony, znajdujacy sie w na-
prawie, przynosi straty. Koszt naprawy przypadajacy na jednostke czasu naprawy
wynosi b jednostek. Koszt obstugi profilaktycznej na jednostke czasu wynosi c. Przyj-
mujemy a > 0,b > 0,¢c 2 0.

7.2. Model procesu eksploatacji obiektu
Skonstruujemy proces stochastyczny, ktory bedzie stanowil model procesu eks-
ploatacji obiektu. W tym celu przyjmujemy nastepujace stany:
1 - uzytkowanie obiektu
2 — naprawa

3 - obstuga profilaktyczna.

Niech {X(¢) : t > 0} bedzie procesem stochastycznym o zbiorze stanéw S =
{1,2,3} i niech 0 = 74,71, 72... beda zmiennymi losowymi oznaczajacymi chwile,
w ktorych nastepuja zmiany stanéw tego procesu. Z przyjetych zalozen wynika, ze
przy znanym stanie procesu w chwili 7;, czas trwania tego stanu oraz stan osiagniety
w chwili 7,41 nie zalezg stochastycznie od stanéw procesu w chwilach 7,71, ... Tho1
oraz czaséw ich trwania:

P{X(ta41) =3, Tas1 — Tn S | X () =10, X (Ta-1), .- -, X(70), Ta — Tne1 - . - T1, TO} =
= P{X(TTH-I) = j:Tn+1 — Tn < tIX(Tn) - Z} (71)

Oznacza to, ze proces {X(t) : t > 0} jest procesem SM. Okreslimy jadro tego
procesu

Qt) = [Qy(t) - 4,5 €8], t20,
Qij(t) = P{AX(Ta41) = j, Tap1 — Tn St X(ma) =1}, 1,5 €S,
i rozklad poczatkowy
P9 =P{X(0) =1}, icS (7.2)

Jadro rozpatrywanego procesu SM {X (¢} : t > 0} ma posta¢

0 Qua(t) Qus(?)
Q)= | Qu() 0 0 . (7.3)
Qs1(t) 0 0
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Niezerowe elementy jadra zalezg od rozkltadéw zmiennych losowych ¢, v, 7, &:

Qult) = PIC< > () = [ - H@)l s = (7.4)
_{F(t) dla t<T
S\ F() da t>T
Qult) = Plr<tcor)= [ 1L = Fla)ldH(z) = (7.5)
0
{0 dla t<T
“{ 1—F(T) dla t>T "
Qult) = P{y <t} = G(), (7.6)
Oult) = P{r < 1} = U(2). | (7.7)

Rozktad poczatkowy wyraza sie wzorem

1 dla 7=1

pi:Pr{X(O):i}z{o dla i=2,3 "

(7.8)
Jadro oraz rozktad poczatkowy procesu { X (t) : t > 0} zostaly okreslone, a zatem
model procesu eksploatacji obiektu zostal zbudowany.

7.3. Charakterystyki

Na podstawie modelu wyznaczamy charakterystyki, ktére umozliwiaja nam sfor-
mulowanie zagadnienia optymalizacji obstug profilaktycznych obiektu.

Macierz prawdopodobiernistw przejécia wlozonego taricucha Markowa { X (7,); n €
Ny} ma postaé

0 pi2 p13
P=i10 0|, (7.9)
1 0 0
gdzie
P2 = tliglo Qu(t) = F (1), (7.10)
pig = lim Qua(t) =1 - F(t) = R(1). (7.11)

Rozklad stacjonarny
T = [, T, Ta

wlozonego larficucha Markowa, ktéry w tym przypadku jest jednocze$nie jego roz-

ktadem granicznym obliczymy rozwiazujac uklad réwnan (3.37). Uklad ten ma teraz
postaé

Ty + T3 = 7
T1 P12 = T2 (7 12)
m1 P13 = T3

T+ me+m = 1
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Jedynym rozwigzaniem tego ukladu réwnan sa liczby

1 1
m = — = -,
' L4 pia +pis3 %( )
P12 ¢
Ty = = , 7.13
: 1+ pi2 +pi3 2 ( )
-~ P13 _ R(®)
w3 = = .
I+ pa+ms 2

Wartoéei oczekiwane zmiennych losowych 75, i € S oznaczajacych czasy trwania
stan6éw majg postaé

B(r) = [ tdiQul®) + Gua(t)] = (7.14)
T ° T
=/ tf(t)dt+T[1—F(T)]:/ R(t)dt,
E(Ty) = /0°° tdQu (t) = /0°° tdG(¢)
B(Ty) = /0 0w () = /0 T U = k. (7.16)

I

5 (7.15)

Na podstawie wzoru (3.56) wyznaczamy rozklad graniczny procesu {X(¢) : t >
0} stanowiacego model procesu eksploatacji obiektu

T
R(t)dt N N
o o _L-BOF RO -
YTTMmy M(T) T M(T) '
gdzie
T
M(T) = / R(6)dt + 1 — R(T)}y + R(T)&.
0
7.4. Zagadnienie optymalizacji
Jak wiemy proces stochastyczny {K,(t) : t > 0} okreSlony wzorem
t
Ky(t) = / Ijy(X(u))du, je8 (7.18)
0
oznacza sumaryczny czas przebywania procesu {X(¢) : ¢ > 0} w stanie j w przedziale
0,t].
Wielkosé

L(t) = aE[K,(8)] — bE[Ky(t)] — cE[N5(t)] (7.19)

oznacza $redni dochéd z eksploatacji obiektu w przedziale [0, t].
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D o w 6 d: Pochodna funkcji kryterialnej ma postac

R(T){ [A I Rt - B} MT) + AR(T) + D}
d(T) = 0

= (7.27)
{J R(T)dt + 1 — R(D)}y + R(T)&}?
(4]

Poniewaz, dla kazdego T" € [0,00), R(T") > 0 oraz M(T) > 0, wiec wystarczy zbadad
wyrazenie

T
w(T) = {A/R(t)dt - B} XT)+ ART)+ D. (7.28)
0

Na mocy zalozenia
w(0) = —=BA0)+ A+ D = —-BX0)+ C > 0. (7.29)

Wykazemy, ze funkcja w(7") jest malejaca w przedziale [0,00). Dla T" 2> 0 oraz h > 0 mamy

T+h

A / R(t)dt — B} MT +h) = XTH) + (7.30)
0

w(T + h) —w(T) =

T+h
FANT) / R(T)dt + A[R(T + h) — R(T)].
0

Korzystajac z definicji funkcji A(T") i twierdzenia o wartosci sredniej otrzymujemy

T+h
w(T +h) —w(T) = [A / R(t)dt — B:l MT + Ry = XD+ (7.31)
4]
+7§%% [R' (T +6n)R(T) — R (T)R(T + e*h)] , (7.32)

gdzie 6,0* € (0, 1). Z przyjetych w modelu zalozen oraz z zalozen twierdzenia wynika, ze
dla dowolnego 7" € [0,00) oraz dostatecznie malego h prawa strona réwnosci (7.31) jest
ujemna. Oznacza to, ze funkcja w(T") jest malejaca w przedziale [0, o).

Udowodnimy teraz, ze dla pewnej liczby Tp > 0 funkcja w(7") ma warto$¢ ujemna. Na
podstawie nieréwnoéci (7.25) mamy

(1-Hp-C=-A-2>0. (7.59

Niech b
€= (—A—?)Z+B. (7.34)

Na mocy nieréwnosci (7.32) oraz zalozerh modelu jest £ > 0. Korzystajac z réwnogci

T
A / R@©)de=¢, - Jim XT) =

i3
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Wyznaczymy optymalny czas uzytkowania obiektu od chwili rozpoczecia obstugi
profilaktycznej, przyjmujac jako kryterium optymalizacji funkeje d(7T"), T° € [0, 00)
okreslona wzorem (7.23), oznaczajaca Sredni dochoéd przypadajacy na jednostke
czasu, uzyskany w wyniku dlugiej eksploatacji obiektu. W tym celu obliczamy in-
tensywnosé uszkodzen, redni czas poprawnej pracy oraz parametr r

At

At) = >0, :
0=t (7.40)
_ 9 _

C:X’ rzctlim/\(t):Q. (7.41)

Optymalny czas uzytkowania obiektu wyznaczymy rozwiagzujac wzgledem 7" réw-
nanie (7.26), ktére w tym przypadku ma postaé

AM2-ENT +e> D

AT + 1 A

(7.42)

gdzie
B=(b-c¥k, C=(a+c)k, D=(a+by, A=C-D.

Intensywnosé¢ uszkodzen okreslona wzorem (7.29) jest funkcja rosnaca spelnia-
jacg warunek A(0) = 0. Nier6wnosci (7.25), stanowigce warunki istnienia rozwiazania
zagadnienia optymalizacji, majg w tym przypadku postaé

B=0, 0<C<£2)—. (7.43)
Nieréwnosci te sg spelnione, gdy jednostkowy koszt obstugi profilaktycznej jest od-
powiednio mniejszy od jednostkowego kosztu naprawy oraz §redni czas trwania ob-
stugi profilaktycznej jest odpowiednio mniejszy od éredniego czasu trwania naprawy,
przy czym relacje te zalezg od dochodu, jaki przynosi uzZytkowany obiekt, jego §red-
niego czasu zdatnosci oraz intensywnosdci uszkodzen. Fakt ten zilustrujemy dwoma
przyktadami liczbowymi.

Niech
A = 001 [1/h], A = 001 [1/h],
a = 10 [j/n], a = 10 [j/h],
b = 20 [j/h], b = 20 [j/h),
c = 5 [j/h], b = 15 [j/h],
E = 15 [h], k = 15 [h],
¥ = 20 [h], ¥ = 20 [h].

W obu przypadkach ¢ < boraz & < ¥, a wiec jednostkowy koszt obstugi profilaktycz-
nej jest mniejszy od jednostkowego kosztu naprawy, a Sredni czas trwania obstugi
profilaktycznej jest mniejszy od $redniego czasu trwania naprawy.

W przyktadzie I mamy

B =4500, C =225 D=600, A=—375,
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Jezeli jako kryterium optymalizacji przyjmiemy wspélezynnik gotowosci sys-
temu, to warunek wystarczajgcy istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzania zadania
optymalizacji przyjmuje postaé

0<k< (7.47)

[y ]
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