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Wprowadzenie 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie jednocześnie w la
tach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem 
procesów Markowa, dzięki czemu dają możliwość konstruowania szerszej klasy loso
wych modeli, w tym modeli niezawodności. Przykłady zastosowań procesów semi
markowskich w teorii niezawodności można znaleźć w wielu publikacjach, np. w 
pracach [7], [9], [11], [17], [22], [23], [27],[30], [34], [38], [43], [50]. Teoria procesów 
semi-markowskich rozwija się nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwią
zać niektóre problemy w teorii niezawodności. Celem tej książki jest przedstawienie 
wybranych elementów teorii procesów semi-markowskich, oraz przedstawianie przy
kładów semi-markowskich modeli niezawodności i eksploatacji. 

Praca składa się z 11 rozdziałów. 
Wstępny rozdział 1 zawiera elementy teorii jednorodnych łańcuchów Markowa 

o dyskretnym zbiorze stanów. W rozdziale tym zostały przedstawione najistotniej
sze pojęcia i twierdzenia, które były niezbędne do przedstawienia elementów teorii 
procesów semi-Markowa (SM). 

W rozdziale 2 została przedstawiona definicja i podstawowe własności procesu 
semi-markowskiego o co najwyżej przeliczalnym zbiorze stanów. Podane zostały 
różne sposoby konstrukcyjnego określania procesu semi-markowskiego. Przedsta
wiony związek procesu semi-Markowa z procesem Markowa. Zostały podane przy
kłady procesów semi-markowskich. 

W rozdziale 3 zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego ta
kie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, prawdopodobieństwa przej
ścia, prawdopodobieństwa graniczne, sumaryczny czas przebywania w podzbiorach 
stanów, proces odnowy generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione róż
nego rodzaju zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

W rozdziale 4 został podany sposób komputerowej symulacji procesu SM o skoń
czonym zbiorze stanów. 

W rozdziale 5 przedstawiono SM model odnawialnego systemu o strukturze sze
regowej przyjmując założenie, że czasy zdatności są zmiennymi losowymi o rozkła
dach wykładniczych, natomiast czasy obsług maja rozkład dowolny. W oparciu o 
zbudowany model wyznaczono kilka charakterystyk niezawodnościowe systemu. 

Rozdział 6 zawiera SM model funkcjonowania obiektu realizującego różne zada
nia. Do obliczenia przybliżonej funkcji niezawodności systemu wykorzystano pojęcie 
i własności zaburzonego procesu SM. 

W rozdziale 7 przedstawiono 3-stanowy SM model procesu eksploatacji obiektu 
uwzględniający obsługi profilaktyczne. Sformułowano zagadnienie optymalizacji czasu 
użytkowania do chwili rozpoczęcia obsługi profilaktycznej. Podano i udowodniono 
twierdzenie o istnieniu i jednoznaczności rozwiązania tego zadania. 

W rozdziale 8 przedstawiono SM model odnawialnego systemu z zimną rezerwą 
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i wyznaczono pewne charakterystyki i parametry niezawodności tego systemu. 
Rozdział 9 zawiera SM model intensywności użytkowania. Omówiono sposób 

estymacji parametrów modelu oraz sposób matematycznej analizy intensywności 
użytkowania. 

W rozdziale 10 została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy za
łożeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym o określonych 
własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej intensywność uszkodzeń. Otrzy
mano interesujący wynik dla procesu Poissona jako intensywności uszkodzeń. Ba
dano również przypadek losowej intensywności uszkodzeń jako liniowej funkcji pro
cesu obciążeń. 

W rozdziale 11 przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując za
łożenie że modelami niezawodnościowymi stanów elementów są szczególne procesy 
semi-markowskie. Rozpatrzono niezawodność wielostanowego systemu nieodnawial
nego oraz systemu odnawialnego. 



Rozdział 4 

Symulacja procesu SM o skończonym zbiorze stanów 

Metoda Monte Carlo (MC) to przybliżona metoda rozwiązywania zagadnień ma
tematycznych wykorzystująca symulowane (zazwyczaj komputerowo) eksperymenty 
losowe, których wyniki są opracowywane i badane metodami statystyki matema
tycznej. 

Jako twórcę metody MC uznano Johna von Neumanna, który w związku z pra
cami nad bombą atomową (1944) wykorzystał ideę losowych eksperymentów do 
rozwiązywania konkretnych zadań matematycznych. Metodę MC początkowo wy
korzystywano do rozwiązywan~ _zadań fizyki neutronowej, później metodę stoso
wano w fizyce statystycznej, ekonomii matematycznej, teorii przesyłania sygnałów, 
teorii obsługi masowej. Metoda ta znalazła również szerokie zastosowanie w teorii 
niezawodności. Wyznaczanie parametrów i charakterystyk niezawodnościowych pro
jektowanych lub eksploatowanych obiektów technicznych metodami analitycznymi 
w wielu przypadkach jest trudne, praktycznie niemożliwe. Metoda Monte Carlo te 
trudności omija. Na metodę MC składają.się trzy rodzaje zagadnień: 

1. Budowanie generatorów elementów losowych (zmiennych losowych, wektorów 
losowych, procesów losowych) o określonych charakterystykach probabilistycz
nych, umożliwiających symulację komputerową realizacji tych elementów lo
sowych. 

2. Konstruowanie modeli probabilistycznych opisujących procesy losowe w real
nych systemach i ich symulacja komputerowa. 

3. Estymacja statystyczna. 

Metodą Monte Carlo można symulować procesy semi-markowskie, uzyskując ich 
realizacje. Mając realizacje można otrzymać empiryczne rozkłady żądanych charak
terystyk tego procesu. Najpierw należy jednak skonstruować algorytm generowania 
realizacji procesu SM. 

4.1. Generowanie realizacji procesu semi-markowskiego 

Niech {X(t) : t ~ O} będzie procesem semi-markowskim o skończonym zbiorze 
stanów Si o jądrze Q(t) = [Q;i(t) : i,j ES] typu ciągłego i rozkładzie początko
wym p<0> = [ Pio) : i E S ]. W rozdziale 2 zwróciliśmy uwagę na fakt, że proces 
SM można określić również za pomocą trójki (p<0>, P, F(t)), która pozwala zbu
dować algorytm umożliwiający otrzymanie realizacji procesu SM. Omówimy ogólny 
algorytm otrzymywania realizacji procesu SM. 
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Zgodnie z rozkładem początkowym p(o) = [ p~o) : i E S ] losowany jest stan 
początkowy (startowy) procesu. Załóżmy, że wylosowanym stanem okazał się stan 
i E S. Następnie, zgodnie z rozkładem [pij : j E S] określonym przez i-ty wiersz 
macierzy P wylosowany zostaje stan, do którego następuje najbliższe przejście pro
cesu. Przyjmijmy, że tym stanem jest j E S. Zmiana stanu procesu z i E S na 
j E S następuje po czasie, który jest realizacją zmiennej losowej T;,i o rozkładzie 
określonym przez dystrybuantę F;i ( t). Kolejny stan procesu losowany jest zgodnie z 
rozkładem [ Pik : k E S] określonym przez j-ty wiersz macierzy P, itd. 

4.1.1. Algorytm generowania stanu początkowego 

Niech U będzie zmienną losową o standardowym rozkładzie równomiernym U(O, 1) 
określonym przez dystrybuantę 

Fu(x) -{ 

Niech 
i 

O dla 
x dla 
1 dla 

x E (-oo,0] 
x E (0, 1) 
x E [O, oo) 

X;= LP~o), gdzie p~o) = O. 
k=O 

Zauważmy, że 

P{fo =i}= Pio)= X; - X;-1 = Fu(xi) - Fu(x;-1) = P{U E (x;-1, x;]}. 

(4.1) 

Chcąc więc otrzymać realizację stanu początkowego korzystamy z P równości zda
rzeń 

{fo =i}= {UE (x;-1, x;]}. 

Stąd 

i= min{l : u> x1-d, (4.2) 

gdzie u jest realizacją zmiennej losowej U. 

4.1.2. Algorytm generowania stanów procesu 

Jeżeli i ES jest stanem początkowym procesu SM {X(t): t ~ O}, to następny 
stan procesu otrzymamy przez losowanie zgodnie z rozkładem określonym przez i-ty 
wiersz macierzy P. Niech 

Ponieważ 

j 

Yii = LPik, gdzie Pio= O. 
k=O 

P{6 = j I fo =i}= Pij= Yii -Yii-1 = Fu(Yii) - Fu(Yii-1) = P{U E (Yij-1, Y;i]}, 

więc realizację j zmiennej losowej 6, gdy fo = i otrzymujemy w oparciu o realizację 
u niezależnej kopii zmiennej losowej U w oparciu o wzór 

j = min{r : u> Yir-d. (4.3) 
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Kolejna realizacja zmiennej losowej U o rozkładzie równomiernym pozwala uzy
skać kolejny stan procesu. Wartość zmiennej losowej 6, gdy 6 = j otrzymujemy 
powtarzając powyższą procedurę zastępując i przez j, itd. 

Przedstawimy procedurę generowania stanów włożonego łańcucha Markowa { ~n : 

E N0 } napisaną w języku TURBO-PASCAL. 

Procedura GENERATORST 

Występujące tutaj parametry oznaczają odpowiednio: 

A - tablica zawierająca parametry rozkładu początkowego generowanego łańcucha 
semi-markowskiego, 

P - macierz prawdopodobieństw przejścia dla łańcucha włożonego, 

I - parametr techniczny pozwalający odróżnić sytuację, gdy generujemy stan po
czątkowy łańcucha od sytuacji, gdy stan początkowy jest ustalony, 

C - parametr, który na wejściu jest wartością n-tego wyrazu łańcucha, zaś na wyj
ściu wartością wyrazu o numerze n+ 1. 

PROCEDURE GENERATORST (VAR A:ROZ;P:PRZEJ;VAR I,C:INTEGER); 
VAR J:INTEGER;S,D:REAL; 
BEGIN 

IF I=O TREN BEGIN 
IF A[2] <> -1 THEN BEGIN 

S:=O; 
U:=RANDOM; 
J:=1; 
WHILE S <UDO BEGIN 

S:=S+A[J];J:=J+1; 
END; 

C:=J-1; 
END ELSE C:=TRUNC(A[1]); 
A[1] :=C; 
END ELSE BEGIN 
S:=O; 
U:=RANDOM; 
J:=1; 
WHILE S <UDO BEGIN 

S:=S+P[C,J] ;J:=J+1; 
END; 

C:=J-1; 
END; 

END;{GENERATORST} 
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4.1.3. Generowanie czasów przejścia między stanami procesu SM 

W rozdziale 2 wykazaliśmy, że zmienne losowe {)1 , ... , {)n są warunkowo nieza
leżne przy ustalonej realizacji łańcucha Markowa { ~n : n E N0}: 

n 

= II P{ {)k ~ tk \ fa = ik, ~k-1 = ik-1} 

k=l 

Przypomnijmy, że zmienna losowa o niezależnym od n rozkładzie 

została oznaczona T;1. Wartość tej zmiennej losowej jest realizacją czasu przejścia 
pomiędzy zmianą stanu z i na j. 

Jeżeli ciąg liczbowy { in : n E N0 } jest realizacją łańcucha Markowa { ~n : n E 

No}, to {T;n,in+i : n E No} jest ciągiem niezależnych zmiennych losowych. 
Możemy, więc korzystać ze znanych metod generowania realizacji niezależnych 

zmiennych losowych. Jedną z tych metod opiera się na przekształcaniu realizacji 
niezależnych kopii zmiennej losowej o standardowym rozkładzie równomiernym. 

LEMAT 2. Niech U, jak poprzednio będzie zmienną losową o standardowym rozkła
dzie równomiernym U(O, 1). Jeżeli dystrybuanta F;1(·) jest ciągła i monotoniczna w 
przedziale [O, oo ), to zmienna losowa Y która jest rozwiązaniem równania 

ma rozkład o dystrybuancie F;1(·). 

Do wód: 

F;1(Y) = U (4.5) 

Ten znany lemat pozwala generować realizacje zmiennej losowe T;J w oparciu o 
realizacje zmiennej losowej o rozkładzie U(O, 1). 

Dla rozkładu wykładniczego 

P{Y ~ x} = 1- e->.x dla x > O, >.>O 

równanie (4.5) przyjmuje postać 

1- e->.Y =U . 

Rozwiązując to równanie otrzymujemy związek 

1 
Y = -~log(l - U), (4.6) 
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który pozwala otrzymywać realizacje zmiennej losowej Y = ~J o rozkładzie F;1 ( •) w 
oparciu o realizacje zmiennej losowej U o rozkładzie równomiernym U(O, 1). 

Dla rozkładu Weibulla o dystrybuancie 

P{~1 ~x}=l-e->-xa dla x>O, >.>0,a>O 

generator realizacji zmiennej losowej T;1 przyjmuje postać 

1 1 

~J = ( -~log(l - U) )0 . 

W przypadku rozkładu Erlanga 

(>.x)k-1 
P{T;1 ::; x} = 1 - (1 + >.x + ... + (k _ l)! )e->-x dla x > O,>. > O, k :=:,: 1 

(4.7) 

znajdujemy przybliżone rozwiązanie równania metodą siecznych. Generator realiza
cji zmiennej losowej o rozkładzie Erlanga można również znaleźć, korzystając z faktu, 
że rozkład ten jest rozkładem sumy niezależnych zmiennych losowych o identycznym 
rozkładzie wykładniczym. 

Procedura GENERATORCZAS napisana w języku TURBO-PASCAL służy do genero
wania czasów przejścia między dwoma zadanymi stanami. W procedurze tej przyjęto 
założenie, że rozkład zmiennej losowej ~J może być rozkładem wykładniczym, We
i bulla lub Erlanga. 
Parametry procedury GENERATORCZAS oznaczają odpowiednio: 

B - tablica zawierająca parametry przyjętego rozkładu ( dokładnie wartość para
metru>. występującą we wszystkich trzech testowanych rozkładach czasów przejścia 
pomiędzy stanami). 

C - tablica zawierająca uzupełniające parametry przyjętych rozkładów czasu przej
ścia pomiędzy stanami (np. parametr a w rozkładzie Weibulla oraz rząd rozkładu w 
przypadku rozkładu Erlanga). 

L - określa typ rozkładu wybrany indywidualnie dla określonych i, j E S. 

I, J - numery stanów pomiędzy, którymi następuje przejście. 

T - wygenerowana wartość czasu przejścia pomiędzy stanami i oraz j. 

PROCEDURE GENERATORCZAS (B,C,L:PRZEJ;I,J:INTEGER;VAR T:INTEGER); 
VAR D,R:REAL; 
BEGIN 

U:=RANDOM; 
CASE L[I,J] OF 

1: 
T:=-1/B[I,J] * LN(1-U); 

2: 
T:=SIECZNE(B[I,J] ,U,0,0.1,TRUNC(L[I,J])); 
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END; 

4. Symulacja procesu SM o skończonym zbiorze stanów 

3: BEGIN 
R:=1/B[I,J] * LN(1-U); 
T:=EXP (1/C[I,J] * LN(R); 

END; 

END;{GENERATORCZAS} 
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SEMI-MARKOWSKIE MODELE NIEZAWODNOŚCI 
I EKSPLOATACJI 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie 
jednocześnie w latach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, 
L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem procesów Markowa, dzięki czemu 
dają możliwość konstruowania szerszej klasy losowych modeli, w tym 
modeli niezawodności. Teoria procesów semi-markowskich rozwija się 
nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwiązać niektóre problemy 
w teorii niezawodności . 

W książce zostały przedstawione elementy teorii procesów 
semi-markowskich o co najwyżej przeliczalnych zbiorach stanów oraz 
zostały podane przykłady zastosowań tych procesów w problemach 
niezawodności i eksploatacji. 

Zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego 
takie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, 
prawdopodobieństwa · przejścia , prawdopodobieństwa graniczne, 
sumaryczny czas przebywania w podzbiorach stanów, proces odnowy 
generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione różnego rodzaju 
zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

Przedstawiono model odnawialnego systemu o stukturze 
szeregowej, model funkcjonowania obiektu realizującego różne zadania, 
model procesu eksploatacji obiektu uwzględniający obsługi 

profilaktyczne, model odnawialnego systemu z zimną rezerwą oraz model 
intensywności użytkowania. 

Została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy 
założeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym 
o określonych własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej 
intensywności uszkodzeń. 

Przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując 
założenie, że modelami niezawodnościowymi stanów elem_entów są 
szczególne procesy semi-markowskie. 
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