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"<> Rozwój i zastosowania metod ilościowych i technik informatycznych 

MODELE STEROWANIA JAKOŚCIĄ WODY W RZEKACH 

Jerzy HOŁUBIEC, Grażyna PETRICZEK 
Instytut Badań Systemowych, Polska Akademia Nauk 

<Jerzy.Holubiec@ibspan.waw.pl; petricz@ibspan.waw.pl> 

Streszczenie: W pracy przedstawiono pewne koncepcje zadań optymalizacyj­
nych związanych z modelami jakości wody w rzekach. Rozważane w pracy 
problemy sterowania sprowadzają się do sformułowania zadania optymaliza­
cji z odpowiednio wybraną funkcją celu i postacią ograniczeń. Zasadniczym 
elementem warunkującym odpowiednie sformułowanie zadania jest model 
opisujący proces rozkładu zanieczyszczeń w wodzie i związany z tym wybór 
wskaźników charakteryzujących stopień czystości wody. 

Słowa kluczowe: Modele rozkładu zanieczyszczeń, sterowanie, zadania 
optymalizacji. 

1. Ogólna charakterystyka problemu jakości wód w rzekach 

Rozwój przemysłu, budowa miast i osiedli jak również intensyfikacja rolnic­
twa, a nawet hydroenergetyka są w dużej mierze uzależnione od dostarczania dosta­
tecznej ilości wody o odpowiedniej jakości. Rosnące zapotrzebowanie na wodę 
i coraz większe trudności w jej uzyskaniu ( na skutek pogarszania się poziomu czy­
stości wód powierzchniowych) powodują, że zaopatrzenie ludności, przemysłu 

i rolnictwa w wodę staje się z każdym rokiem trudniejsze i bardziej kosztowne. 

Prawie wszyscy użytkownicy wód powodują równocześnie ich zanieczysz­
czenie. Zakłady przemysłowe pobierające wodę zarówno na potrzeby technologicz­
ne jak i w celu bezpośredniego jej wykorzystania w produkcji płynów konsumpcyj­
nych, odprowadzają wody zużyte w postaci ścieków. Ścieki te mogą zawierać, 
oprócz rozpuszczonych lub stałych części półproduktów i surowców, różne substan­
cje trujące. 

Elektrociepłownie odprowadzają duże ilości ścieków silnie zasolonych 
i podgrzanych, które zmieniają naturalne warunki życia biologicznego w rzekach. 

Budowa nowych miast i osiedli, a także rozbudowa istniejących ośrodków 
miejskich pociąga za sobą rozbudowę sieci kanalizacyjnej, z której odprowadza się 
do rzek coraz większe ilości ścieków i ładunków zanieczyszczeń, zawierających 
znaczne ilości substancji organicznych, zawiesin i bakterii chorobotwórczych. 
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Intensyfikacja rolnictwa i leśnictwa, a zwłaszcza ich chemizacja przyczyniają 
się w znacznym stopniu do zanieczyszczenia wód gruntowych i powierzchniowych. 
Wzrastające zużycie nawozów sztucznych powoduje przyśpieszenie procesu eutrofi­
zacji wód stojących, a stosowanie środków ochrony roślin wywołuje liczne zatrucia 
wód powierzchniowych tymi toksycznymi środkami chemicznymi. 

Eutrofizacja wód stojących jest spowodowana gromadzeniem się w jeziorach 
i zbiornikach wodnych związków azotowych i fosforowych, spłukiwanych z pól 
i łąk do tych zbiorników. Związki te wywołują nadmiemy rozwój biomasy, która 
obumierając w zbiorniku wywołuje niekorzystne zmiany w składzie fizyko­
chemicznym wody. 

Odprowadzanie nadmiernych ilości ścieków przemysłowych i komunalnych 
do wód powierzchniowych powoduje, że zanieczyszczenia organiczne nie mogą być 
zmineralizowane i rozłożone w wyniku działania sił przyrody w wodach płynących. 
Duża ilość ścieków odprowadzanych do rzek i jezior powoduje znaczne ubytki tlenu 
rozpuszczonego i może spowodować wystąpienie warunków anaerobowych w jezio­
rach i rzekach, przy których procesy samooczyszczania są nieskuteczne. 

Z wymienionych wyżej przyczyn tak ogromną rolę odgrywają problemy pla­
nowania i sterowania polityką ochrony jakości wód. 

Modele jakości występujące w obszernej literaturze można podzielić na dwie 
podstawowe kategorie, w zależności od przeznaczenia, jakiemu mają służyć. 

Pierwszą grupę stanowią modele symulacyjne, w których równania opisujące 
rozkład zanieczyszczeń mają postać równań różniczkowych cząstkowych. Charakte­
ryzują się one znaczną liczbą zmiennych i parametrów, których oszacowanie wyma­
ga dużej liczby danych oraz dużego nakładu obliczeniowego. 

Drugą grupę stanowią modele decyzyjne służące do analizy polityki zrzutu 
aktualnie istniejących zanieczyszczeń lub też do planowania przyszłej polityki 
ochrony jakości wód w rzekach. Przy formułowaniu tych modeli przyjmuje się sze­
reg założeń upraszczających dotyczących zachowania się w czasie zarówno zmien­
nych jak i parametrów. 

2. Problemy sterowania jakością wody w rzekach 

Podstawą większości równań opisujących zjawiska zachodzące w rzekach 
stanowią prawo zachowania masy oraz równanie ciągłości. Dla składników, które 
istotnie wpływają na jakość wody w rzece zapisuje się prawo zachowania masy 
uwzględniając: 

• wprowadzenie zanieczyszczeń z zewnątrz, 
• transport poszczególnych składników zanieczyszczeń, 
• zachodzenie różnych procesów fizycznych, biologicznych i chemicznych. 
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Model najczęściej spotykany w literaturze (Biskwas, 1981; Rup, 2006), który opisu­
je zarówno proces transportu i rozcieńczania zanieczyszczeń, jak również przemiany 
biochemiczne, jakim podlegają te zanieczyszczenia ma następującą postać : 

: = Jx (E !)- ! ~ c)+f(c)+ z)k (1) 

c(0,t)=c0(t) 

gdzie: c - stężenie zanieczyszczeń 

E - współczynnik dyspersji wzdłużnej 

Q -przepływ 

A - powierzchnia przekroju poprzecznego 

Sk - zewnętrzne zrzuty zanieczyszczeń 

k 

f(c)- funkcja opisująca procesy chemiczne i biochemiczne. 

Równanie ( 1) określa zmiany w czasie stężenia danego składnika na pewnym od­

cinku rzeki czyli ~ jako efekt dyfuzji w kierunku x: E:, efekt adwekcji: ~ c, 

reakcji biochemicznych f(c) oraz dopływu danego składnika ze źródeł zewnętrznych 
i jego odpływu do otoczenia 

Równanie (1) przedstawia jednowymiarowy model zmian stężeń zanieczyszczeń 
w danym odcinku rzeki, w którym tylko uwzględniona jest dyfuzja wzdłużna zanie­
czyszczeń. 

Stosując do równania (1) metodę elementu skończonego otrzymuje się rozwiązanie 
w postaci rozkładu (w czasie i w przestrzeni) stężeń zanieczyszczeń . 

W problemach planowania i sterowania polityką ochrony jakości wód w rzekach 
występuje wiele zmiennych i parametrów, związanych zarówno z liczbą rozważa­
nych rodzajów wskaźników zanieczyszczeń jak też z rozmiarem modelowanych 
rzek. Najczęściej rozpatruje się stan jakości wody w zlewni obejmującej rzekę 

główną wraz z jej dopływami, przy uwzględnieniu kilku rodzajów składników za­
nieczyszczeń. Prowadzi to do zwiększenia wymiarowości równań różniczkowych 
cząstkowych, których rozwiązywanie jest dość skomplikowane i wymaga dużego 
nakładu obliczeniowego. 

Uwzględniając opisane wyżej trudności przedstawimy dwie uproszczone wersje 
modelu rozkładu zanieczyszczeń w rzece oparte na założeniu, że wielkości opisujące 
model mogą być uważane za stałe : 

• w pewnych podokresach rozważanego przedziału czasu, 

• na pewnych odcinkach rzeki. 

Przedstawione w pracy problemy sterowania jakością wody w sieci rzecznej zwi­
ązane są ściśle z konkretnie przyjętą wersją opisu rozprzestrzeniania się zaniec-
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zyszczeń w wodzie. Rozważane w pracy problemy sterowania jakością wody 
sprowadzają się do sformułowania odpowiedniego zadania optymalizacji. Zasadnic­
zym elementem warunkującym odpowiednie sformułowanie zadania jest model 
rozkładu zanieczyszczeń i związane z nim założenia dotyczące zachowania się 

modelowanych wielkości. 

2.1. Problemy sterowania jakością wody w warunkach stanu ustalonego 

Modele statyczne odnoszą się do warunków stanu ustalonego, gdy zarówno 
przepływ jak i natężenie zrzutu zanieczyszczeń są stałe w danym okresie czasu, 
co powoduje, że stężenie zanieczyszczeń w tym okresie czasu, badane w ustalonym 
punkcie rzeki, nie ulega zmianie. Warunki stanu ustalonego mają postać: 

ac = o C = Co dla X = o 
at ' 

Dla pełnego sformułowania modelu opisującego rozkład zanieczyszczeń w rzece 
w warunkach stanu ustalonego przyjmuje się następujące założenia: 

Al) Model jest jednowymiarowy - została w nim pominięta dyfuzja zarówno 
w przekroju poprzecznym jak i pionowym. Ponadto, zakłada się, że wpływ 

dyspersji wzdłużnej jest niewielki i może być pominięty. Przy tym założeniu 
rozkład stężeń w przekrojach poprzecznym i pionowym rzeki jest jednorodny; 
uwzględnia się tylko zmiany stężeń wzdłuż biegu rzeki. 

A2) Rozważana rzeka może być podzielona na odcinki o stałych własnościach 
hydraulicznych. Założono, że punktami podziału są miejsca, w których: 

a) następuje zrzut zanieczyszczeń, 

b) znajdują się ujęcia wody, 

c) są zlokalizowane dopływy lub odpływy, 

d) parametry hydrauliczne rzeki ulegają zmianie, 

e) parametry procesu samooczyszczania zmieniają się . 

A3) Wielkości występujące w modelu np. natężenia przepływu, dopływy jak i natę­
żenie zrzutu zanieczyszczeń są stałe w danym okresie czasu i odpowiadają 
wartościom średnim za dany okres. 

A4) Dla uwzględnienia procesów chemicznych i biochemicznych, które powodują 
przekształcanie i rozkład zanieczyszczeń wprowadzono liniową funkcję posta­
ci: 

f(ci)=kici 

k - współczynnik szybkości reakcji [lis] która odpowiada kine­
tyce reakcji 1-go rzędu 
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Zmiennymi koordynacyjnymi są mnożniki 7t oraz ładunki zrzutów zanieczyszczeń 
Śi· Optymalne wartości tych zmiennych otrzymuje się rozwiązując następujący prob­
lem: 

Problem II-go poziomu 

max min Ld(p, 1t,ś) 
" ~ 

gdzie: Ld(-,.,.) - funkcjonał dualny 

N 

L d (p, 7t, ~ ) = L L ~ (p, 7t, ~) 

i = l 

Bi={ (Si ,ci) ; takich że równanie (3a) jest spełnione} 

Schemat tej struktury przedstawiony jest na Rysunku 2 

Wyznaczanie mnożników 1t oraz 
ładunków zrzutów punktowych Śi 

odcinek 1-szy 

min L1 (s1, Śl, 1t, p) 
S1 

przy spełnieniu (3a) 

max min Ld (p, 1t, ś) 
7t ś 

odcinek i-ty 

min Li (si, Śi, 1t, p) 
S· 

l 

przy spełnieniu (3a) 

Rysunek 2. Dwupoziomowa struktura rozwiązywania Problemu 1. 

(l la) 

(llb) 

(l lc) 

Jeżeli funkcjonał dualny jest różniczkowalny to zmienne koordynacyjne mo­
gą być obliczane według algorytmu przedstawionego poniżej (Algorytm D2): 
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r l+l ( ) I ( ) Qi I ( ) 
':li+l Xj = ci+] Xj --Q· ci Xj 

t+I 
(12a) 

(12b) 

W przedstawionej strukturze zmienne decyzyjne (sterowania), którymi są ładunki 
zanieczyszczeń o charakterze rozłożonym Si oraz ładunki zanieczyszczeń punkto­
wych wyznaczane są na dwóch różnych poziomach. 

Przedstawione wyżej podejście może być przydatne w sytuacji, gdy rozpatrywana 
rzeka przepływa przez region rolniczy o znacznym zanieczyszczeniu wód grunto­
wych. Wtedy zanieczyszczenia pochodzące z rolnictwa mają duży wpływ na jakość 
wody w rzece i nie mogą być pominięte . 

4. Dwupoziomowa struktura rozwiązywania Problemu 3 

Problem 3 związany jest z dynamicznym modelem rozkładu zanieczyszczeń -
dynamika zmian rozkładu zanieczyszczeń opisywana jest za pomocą równań 
różniczkowych zwyczajnych. Ze względu na postać funkcjonału jakości jak i struk­
turę połączeń między zmiennymi modelu rozkładu zanieczyszczeń Problem 3 można 
zdekomponować na N wzajemnie połączonych pod problemów. Każdy z tych pod­
problemów związany jest z zapewnieniem odpowiedniego poziomu jakości wody na 
poszczególnych odcinkach rozważanej sieci rzecznej. 

Problem 3 można więc rozwiązać stosując mieszaną metodę koordynacji 
opartą na zastosowaniu uzupełnionego funkcjonału Lagrange'a związanego z rów­
naniem połączeń między segmentami postaci (6b). 

W wyniku otrzymuje się następującą strukturę zadania: (Rysunek 3). 

Problemy lokalne I-go poziomu - dla poszczególnych segmentów sieci 

dla ustalonych wartości n oraz wejść We 

minLi(zi,ci, We,n,p) 
Zj 

pod warunkiem spełnienia ograniczeń (6a), (6c), (6d) 

gdzie: 

L,(z;,o;, W„ n,p)= J;(z;)t-1{ (•;, w,,)-( Q;o;, f Lii"i )+ 
+ ½ ellw" 112 + ½ ellQ, 0 dl2 - e( Q, ,, , f Li' w,i )d, 

(13a) 

(13b) 
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n - mnożnik Lagrange' a związany z równaniem połączeń ( 6b) 
p - współczynnik kary 

111 

Dla ustalonych wartości 7t oraz wejść w. dla każdego segmentu otrzymuje się op­
tymalne wartości ładunku zanieczyszczeń zrzucanych do tego segmentu Zj. 

Rozwiązanie globalne dla całej sieci rzecznej jest otrzymywane przez koordynację 
zadań lokalnych za pomocą mnożnika n oraz wejść w.i 
Zadanie II-go poziomu sprowadza się do szukania punktu siodłowego odpowied­
niego funkcjonału dualnego 

max min Ld (p, n, We) 
7t w. 

(13c) 

gdzie: Ld(-,-,-) - funkcjonał dualny związany z zadaniem (12a)-(12b) 

Ai ={ (z; ,c;); takich że równanie (6a), (6c), (6d)jest spełnione} (14b) 

N 

L d (p, 7t, We ) = L L ~ (p, 7t, We ) (14c) 
i=I 

Dwupoziomową strukturę tego zadania przedstawiono na Rysunku 3. 

w.' 7t 

odcinek 1-szy 

Rozwiązanie zadania: 

max min Ld (p, n, We) 
n We 

min L1 (z1,c1, We, n, p) 
z1 

odcinek i-ty 

minLi(zi,ci , We,n,p) 
zi 

przy spełnieniu (6a), (6c), (6d) przy spełnieniu (6a), (6c), 6d) 

Rysunek 3. Dwupoziomowa struktura rozwiązywania Problemu 3. 
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W przypadku, gdy funkcjonał dualny jest różniczkowalny wartości zmiennych ko­

ordynacyjnych wyznaczane są zgodnie z następującym algorytmem: (Algorytm D3) 

N I 

w~71 = L(LijQjcJ (15a) 
j=l 

n!+l = lll! - p[W · -~ L ··Q ·c -]
1 

1 'I' 1 e1 L.., IJ J J 
j=l 

(15b) 

gdzie: \j/ i - zmienna sprzężona związana z równaniem opisującym rozkład zaniec­

zyszczeń dla i-tego odcinka 
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MODELS OF WATER QUALITY CONTROL 

Abstract: In the paper a system of assumptions for the model of pollutant di­
stribution in the river is given as well as two fundamental versions of such 
a model are presented ( a simplified dynamical model and static model). Pro­
blems of water quality control are formulated as optimization problems which 
depend on various models of pollutant distribution. Because of the assumed 
form of quality functionals and of interaction structure of models the problems 
can be solved with the aid of two-level optimization techniques. 

Keywords: Model of pollutant distribution, control problems, optimization 
problem. 
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