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W praktyce wyznaczania oceny grupowej cz sto zdarza si , e eks-
perci nie s  w stanie jednoznacznie okre li  czy – w sensie przyj tego kryte-
rium lub zbioru kryteriów - dany obiekt jest lepszy, czy te  gorszy od drugie-
go. W takich sytuacjach nale y dopu ci  mo liwo  wyst powania obiektów 
równowa nych. Uwzgl dnienie mo liwo ci wyst powania obiektów równo-
wa nych w ocenie grupowej jest znacznie trudniejszym zagadnieniem i w 
wielu metodach wyklucza si  tak  ewentualno  nawet wtedy, gdy w ocenach 
podanych przez ekspertów wyst puj  obiekty równowa ne. W pracy omó-
wiono zaproponowany przez Cooka i Seiforda system numerowania pozycji 
obiektów w uporz dkowaniach oraz jego zastosowanie w pozycyjnych meto-
dach wyznaczania oceny grupowej.  

 
1. Wprowadzenie 
 
W rozwa aniach dotycz cych wyznaczania oceny grupowej zazwyczaj 

przyjmuje si , e zarówno w ocenach ekspertów, jak i w ocenie grupowej nie wy-
st puj  obiekty równowa ne. W praktyce cz sto zdarza si , e eksperci nie s  
w stanie jednoznacznie okre li  czy – w sensie przyj tego kryterium lub zbioru 
kryteriów - dany obiekt jest lepszy, czy te  gorszy od drugiego. W takich sytuacjach 
nale y dopu ci  mo liwo  wyst powania obiektów równowa nych.  

 
Wiele metod wyznaczania oceny grupowej mo na - po pewnych modyfika-

cjach - stosowa  równie  wtedy, kiedy w ocenach ekspertów wyst puj  obiekty 
równowa ne. Uwzgl dnienie mo liwo ci wyst powania obiektów równowa nych w 
ocenie grupowej jest ju  znacznie trudniejszym zagadnieniem i w wielu metodach 
wyklucza si  tak  ewentualno  nawet wtedy, gdy w ocenach podanych przez eks-
pertów wyst puj  obiekty równowa ne. Odrzucenie za o enia o mo liwo ci wyst -
powania obiektów równowa nych w istotny sposób ogranicza klas  zada , jakie 
mog  by  rozwi zywane za pomoc  tych metod.  
 

Zaproponowany przez Cooka i Seiforda system numerowania pozycji obiek-
tów pozwala – przynajmniej cz ciowo - rozwi za  ten problem (Cook i Seiford, 
1978, 1982; Bury i Wagner, 2008). 
 

W zagadnieniach zwi zanych z podejmowaniem decyzji grupowych oceny 
ekspertów mog  mie  ró n  posta . Niniejsze rozwa ania zostan  ograniczone do 
przypadku, gdy oceny ekspertów s  podane w postaci uporz dkowa . 
 

W pracy zostanie omówione zastosowanie podej cia Cooka i Seiforda 
w pozycyjnych metodach wyznaczania oceny grupowej. Podstaw  tych metod sta-
nowi analiza pozycji obiektów w uporz dkowaniach.  
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2. Zapis pozycji obiektów w uporz dkowaniu 
 

Za ó my, e mamy zbiór n obiektów O = {O1, …, On} oraz grup  K eksper-
tów, których zadaniem jest uporz dkowanie tego zbioru zgodnie z przyj tym 
kryterium (zbiorem kryteriów). Zazwyczaj przyjmuje si , e obiekt uwa any za 
najlepszy (w sensie przyj tego kryterium lub zbioru kryteriów) jest umieszczony na 
pierwszej pozycji, za  obiekt uwa any za najgorszy zajmuje ostatni  pozycj .  
Najcz ciej stosowany zapis uporz dkowa , w których dopuszcza si  mo liwo  
wyst powania obiektów równowa nych ma posta  

nrpp1 iiii O),...,O,...,O(,...,O , 
gdzie w nawiasie jest uj ta grupa obiektów równowa nych. Zapis ten b dziemy 
nazywa  tradycyjnym. W dalszych rozwa aniach przyjmujemy, e numer pozycji 
w uporz dkowaniu (w zapisie tradycyjnym) jest oznaczony liter  j, liczno  grupy 
obiektów równowa nych wynosi r. Armstrong i in. (1982) zaproponowali, aby gru-
pie r obiektów równowa nych 

rpp ii O,...,O  przypisa  pozycj  t okre lon  jako red-
nia  

2
1rpr

r2
)1r(p2

r
)1rp(...)1p(pt . (1) 

 
Je eli liczno  grupy obiektów równowa nych jest liczb  parzyst , to grupie 

tej b dzie przyporz dkowana pozycja t = (p+r/2) 1/2 i jest to liczba u amkowa. 
Je eli za  r jest liczb  nieparzyst , to t = p+(r 1)/2 i jest to liczba ca kowita. Zapis 
ten – w odró nieniu od tradycyjnego  b dzie nazywany po ówkowym. 

 
Przy liczbie obiektów równej n, obiektom mog  by  przyporz dkowane na-

st puj ce pozycje w uporz dkowaniu: 
T  = {1, 1½, 2, 2½, 3, 3½, …, n-1, n-½, n}. (2) 

Liczba mo liwych pozycji wynosi 2n-1. 
 
Przyk ad 1. 

Rozwa my nast puj ce uporz dkowania dziesi ciu obiektów (w nawiasach 
okr g ych uj to obiekty równowa ne): 
 
P1: {O4, O2, O9, O6, O7, O10, O8, O5, O3, O1}  
P2: {O6, (O1, O2, O3, O4, O5, O7, O8, O10), O9} (3) 
P3: {(O3, O7), O5, O4, O9, (O2, O6), (O1, O8, O10)}  

 
Zapis pozycji zajmowanych przez obiekty w uporz dkowaniach (w ostatniej kolum-
nie podano sum  numerów pozycji, na których umieszczone s  obiekty): 
 tradycyjny  

 
 O1 O2 O3 O4 O5 O6 O7 O8 O9 O10 suma  

P1: 10 2 9 1 8 4 5 7 3 6 55  
P2: 2 2 2 2 2 1 2 2 3 2 20 (4) 
P3: 6 5 1 3 2 5 1 6 4 6 39  
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 po ówkowy  
 

 O1 O2 O3 O4 O5 O6 O7 O8 O9 O10 suma  
P1: 10 2 9 1 8 4 5 7 3 6 55  
P2: 5,5 5,5 5,5 5,5 5,5 1 5,5 5,5 10 5,5 55 (5) 
P3: 9 6,5 1,5 4 3 6,5 1,5 9 5 9 55  

 
W zapisie tradycyjnym suma numerów pozycji zajmowanych przez obiekty 

jest ró na w zale no ci od liczby i rozmieszczenia grup obiektów równowa nych 
i zmienia si  od n (wszystkie obiekty zosta y umieszczone na pierwszej pozycji) do 
n(n+1)/2 (nie ma obiektów równowa nych). Pozycje s  numerowane kolejno; 
w przypadku równowa no ci obiektów nie wszystkie pozycje s  obsadzone.  

 
W zapisie po ówkowym suma numerów pozycji zajmowanych przez obiekty 

jest sta a i wynosi n(n+1)/2. Nie wszystkie pozycje ze zbioru T   s  obsadzone.  
 

Problem wyst powania luk w rankingu dotyczy obu systemów zapisu pozycji 
obiektów. Wagi pozycji obiektów (wyra one przez numery pozycji) s  bardziej 
zró nicowane dla zapisu po ówkowego. Z tego wzgl du – zdaniem autorów – zapis 
po ówkowy lepiej opisuje rzeczywiste preferencje ekspertów. 

 
Przyj cie po ówkowego zapisu pozycji obiektów umo liwia sformu owanie 

tabeli struktur oraz modelu optymalizacyjnego wyznaczania oceny grupowej (Bury 
i Wagner, 2007a, b, 2008). Dla zapisu tradycyjnego pozostaje – poza szczególnymi 
przypadkami – przeszukiwanie zbioru wszystkich mo liwych uporz dkowa , co 
przy wi kszych n mo e by  k opotliwe. Liczba uporz dkowa  sn, jakie nale y prze-

szuka  jest dana przybli on  zale no ci  1nn )2(log2
!ns  (Bailey, 1998) i dla n=10 

wynosi 102 247 563. 
 
Zauwa my, e je li nie ma obiektów równowa nych zapisy pozycji – trady-

cyjny i po ówkowy – s  jednakowe. Wi cej szczegó ów dotycz cych tego zapisu 
podano w pracach: Cook i Seiford (1978), Cook (2006), Bury i Wagner (2007a, b). 

 
Podane sposoby zapisu pozycji obiektów maj  zarówno zalety, jak i wady; 

wybór pozostaje w gestii osoby odpowiedzialnej za przeprowadzenie ekspertyzy.  
 

3. Algorytm Bordy wyznaczania oceny grupowej 
 

Jest to jedna z dwóch - obok metody Condorceta - podstawowych metod wy-
znaczania oceny grupowej. Niektórzy autorzy uwa aj  wr cz, e jest to metoda 
o stosunkowo ma ej – w porównaniu z innymi – liczbie wad (Saari, 2000a, b, 2006). 
Inni, np. Risse (2005), nie podzielaj  opinii o wy szo ci tej metody nad innymi, ale 
uznaj , e metoda Condorceta nie jest od niej lepsza. Metoda Bordy da a pocz tek 
ca ej rodzinie metod pozycyjnych. Opis ró nych metod pozycyjnych oraz przyk ady 
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ich stosowania podali Bury i Wagner (2005). Dlatego te  mo liwo  uwzgl dnienia 
zapisu po ówkowego w algorytmie Bordy wydaje si  godna zainteresowania. 
 

Dla usystematyzowania rozwa a  zostanie przypomniana definicja tzw. 
wska nika Bordy sformu owana dla przypadku, gdy w ocenach ekspertów nie wy-
st puj  obiekty równowa ne.  
 
Wska nik Bordy jest okre lony, jak nast puje: 

n

1j

j
ii  )jn(WB , i, j = 1...n, , K 

n

1j

j
i  (6) 

gdzie  i – numer obiektu, j – numer pozycji,  
j
i  – liczba ekspertów, którzy umie cili obiekt Oi na pozycji j,  

(n–j) – waga przyporz dkowana obiektom stoj cym na pozycji j. 
 

Niech lih oznacza liczb  ekspertów, którzy uznali, e obiekt Oi jest lepszy od 
obiektu Oh. Dla uproszczenia, b dziemy stosowa  oznaczenie Oi  Oh. Wspó czyn-
niki lih wyznaczaj  tzw. macierz rozk adu g osów ekspertów (Nurmi, 1987) 

2n1nn

n2122

n1211

n21

llO

llO
llO
OOO

, gdzie lih + lhi =K; i, h = 1,…,n. (7) 

 
Wska nik Bordy mo na równie  wyznaczy  na podstawie sumy elementów 

danego wiersza macierzy rozk adu g osów ekspertów (Nurmi, 1987) 
n

1h
ihi lWB . (8) 

 
Zwyci zc  w sensie Bordy jest obiekt Oi, dla którego WBi = WBmax = ii

WBmax . 

Mamy WBmax  (n-1)K. Równo  zachodzi w przypadku, gdy wszyscy eksperci 
uznaj , e dany obiekt jest lepszy od pozosta ych.  
 

Bezpo rednie zastosowanie podanych definicji wska nika Bordy oraz macie-
rzy rozk adu g osów ekspertów w przypadku, gdy w uporz dkowaniach ekspertów 
wyst puj  obiekty równowa ne mo e prowadzi  do ró nicy wyników uzyskanych 
za pomoc  wzorów (6) oraz (8). 
 
Przyk ad 2. 

Za ó my, e dany jest zbiór 6 obiektów oraz ich uporz dkowania podane 
przez siedmiu ekspertów. Obiekty równowa ne uj to w nawiasach okr g ych, po 
prawej stronie podano pozycje zajmowane przez obiekty (w zapisie tradycyjnym). 
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Zwyci zc  w sensie (6) jest obiekt O3, za  uporz dkowanie obiektów wed ug 
malej cych warto ci wska ników Bordy ma posta  {O3, O1, O5, (O2, O6), O4}. 
 

    O1 O2 O3 O4 O5 O6  
P1: {O2, O1, (O3, O4, O5, O6)}  P1: 2 1 3 3 3 3  
P2: {O3, O5, O6, O4, O1, O2}  P2: 5 6 1 4 2 3  
P3: {(O1, O5, O6), (O3, O4), O2}  P3: 1 3 2 2 1 1  
P4: {O1, O2, O3, O4, O5, O6}  P4: 1 2 3 4 5 6 (9) 
P5: {(O2, O3), O5, O4, (O1, O6)}  P5: 4 1 1 3 2 4  
P6: {O1, O5, O6, O3, O4, O2}  P6: 1 6 4 5 2 3  
P7: {O6, (O2, O3), (O1, O4), O5}  P7: 3 2 2 3 4 1  

 
WB1= 3 5+1 4+1 3+1 2+1 1 =25  
WB2= 2 5+2 4+1 3+0 2+0 1 =21  
WB3= 2 5+2 4+2 3+1 2+0 1 =26 (10) 
WB4= 0 5+1 4+3 3+2 2+1 1 =18  
WB5= 1 5+3 4+1 3+1 2+1 1 =23  
WB6= 2 5+0 4+3 3+1 2+0 1 =21  

 
Macierz rozk adu g osów ekspertów wyznaczona wed ug (8) ma posta  

 O1 O2 O3 O4 O5 O6 WBi  
O1 0 4 4 4 4 3 19  
O2 3 0 2 4 4 3 16  
O3 3 3 0 5 4 3 18 (11) 
O4 2 3 0 0 2 2 9  
O5 2 3 2 4 0 4 15  
O6 2 4 3 4 1 0 14  

 
Zwyci zc  w sensie (8) jest obiekt O1, a uporz dkowanie obiektów wed ug 

malej cych warto ci WBi ma posta  {O1, O3, O2, O5, O6, O4}. Ponadto warto ci 
wska ników Bordy wyznaczone na podstawie (6) i (8) ró ni  si . 
 

Aby zlikwidowa  t  rozbie no  wprowadzono modyfikacj  macierzy roz-
k adu g osów ekspertów oraz wykorzystano pozycje po ówkowe do obliczania 
wska nika Bordy. 

 
Zgodnie z metod  Bordy wagi przyporz dkowane obiektom stoj cym na po-

szczególnych pozycjach s , jak nast puje  
 

t 1 1½ 2 2½ ….. n-1 n-½ n (12) 
wt n-1 n-1½ n-2 n-2½ ….. 1 ½ 0  

 
Ogólnie dla pozycji po ówkowej t mamy wag  wt = n-t. 
Niech t

i  oznacza liczb  ekspertów, którzy umie cili obiekt Oi na pozycji t. 
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Wska nik Bordy dla obiektu Oi wynosi 

TTTT t

t
i

t

t
i

t

t
i

t

t
iti tn)tn(wWB ,       i, = 1...n, t  T  . (13) 

Mamy K
t

t
i

T

 (14) 

czyli 
Tt

t
ii tnKWB . (15) 

 
Niech mih oznacza liczb  ekspertów, których zdaniem obiekty Oi i Oh s  

równowa ne, tzn. hi OO  oraz  

ihihih m5,0ll . (16) 
Zale no  (8) musi ulec nast puj cej modyfikacji: 

n

1h
ihih

n

1h
ihi )m5,0l(lWB . (17) 

Mamy równie  Kmllm5,0lm5,0lll ihhiihihhiihihhiih . 
Z porównania wzorów (15) i (17) wynika, e ii WBWB . 
 
Przyk ad 3. 

Ponownie rozpatrzymy uporz dkowania podane w przyk adzie 2. Po prawej 
stronie podano zapis po ówkowy pozycji zajmowanych przez obiekty. 
    O1 O2 O3 O4 O5 O6  
P1: {O2, O1, (O3, O4, O5, O6)}  P1: 2 1 4,5 4,5 4,5 4,5  
P2: {O3, O5, O6, O4, O1, O2}  P2: 5 6 1 4 2 3  
P3: {(O1, O5, O6), (O3, O4), O2}  P3: 2 6 4,5 4,5 2 2  
P4: {O1, O2, O3, O4, O5, O6}  P4: 1 2 3 4 5 6 (18) 
P5: {(O2, O3), O5, O4, (O1, O6)}  P5: 5,5 1,5 1,5 4 3 5,5  
P6: {O1, O5, O6, O3, O4, O2}  P6: 1 6 4 5 2 3  
P7: {O6, (O2, O3), (O1, O4), O5}  P7: 4,5 2,5 2,5 4,5 6 1  

 
Macierz rozk adu ekspertów wyznaczona na podstawie zale no ci (16) ma posta : 

 O1 O2 O3 O4 O5 O6 WBi  
O1 0 4 4 4,5 4,5 4 21  
O2 3 0 3 4 4 3 17  
O3 3 4 0 6 4,5 3,5 21 (19) 
O4 2,5 3 1 0 2,5 2,5 11,5  
O5 2,5 3 2,5 4,5 0 5 17,5  
O6 3 4 3,5 4,5 2 0 17  

 
Wska niki Bordy wyznaczone na podstawie (15) maj  nast puj ce warto ci: 
obiekt O1 O2 O3 O4 O5 O6 (20) 
WBi 21 17 21 11,5 17,5 17  



Pozycyjne oceny grupowe dla obiektów równowa nych 

 59

Wyniki otrzymane za pomoc  zale no ci (15) i (17) s  zgodne. Zwyci zcami 
w sensie Bordy s  obiekty O1 i O3, za  uporz dkowanie obiektów wed ug malej -
cych warto ci wska ników Bordy ma posta  {(O1, O3), O5, (O2, O6), O4}. 
 

W pewnych przypadkach algorytm Bordy daje niejednoznaczne wyniki, to 
znaczy kilka obiektów ma t  sam  warto  WBi. Poni szy przyk ad pokazuje, e 
nawet w przypadku, gdy w ocenach ekspertów nie ma obiektów równowa nych, 
w ocenie grupowej mog  wyst pi  grupy obiektów równowa nych. 
 
Przyk ad 4.  

Za ó my, e dany jest zbiór 5 obiektów oraz ich uporz dkowania podane 
przez pi ciu ekspertów. W uporz dkowaniach nie ma obiektów równowa nych, po 
prawej stronie podano pozycje zajmowane przez obiekty (w zapisie tradycyjnym, w 
tym przypadku równowa nym zapisowi po ówkowemu): 
 
    O1 O2 O3 O4 O5  
P1: {O3, O1, O5, O4, O2}  P1: 2 5 1 4 3  
P2: {O3, O4, O1, O5, O2}  P2: 3 5 1 2 4 
P3: {O1, O2, O3, O4, O5}  P3: 1 2 3 4 5 (21)
P4: {O3, O4, O1, O2, O5}  P4: 3 4 1 2 5  
P5: {O4, O1, O5, O2, O3}  P5: 2 4 5 1 3  

 
Wska niki Bordy maj  warto ci 
 

obiekt O1 O2 O3 O4 O5 (22) 
WBi 14 5 14 12 5  

 
Zwyci zcami w sensie Bordy s  obiekty O1 oraz O3, za  uporz dkowanie obiektów 
wed ug malej cych warto ci wska ników Bordy ma posta  {(O1, O3), O4, (O2, O5)}. 
 

4. Wyznaczanie oceny grupowej metod  minimalizacji odleg o ci 
 

Ocena grupowa mo e by  wyznaczana jako uporz dkowanie P̂  najmniej od-
leg e – w sensie przyj tej odleg o ci d – od danego zbioru uporz dkowa  {Pk} 
podanych przez ekspertów. Problem ten mo e by  sformu owany nast puj co: 

 
K

1k

k

P
)P,P(dmin P̂ . (23) 

Zadanie to mo e by  rozwi zywane np. metod  przegl du zupe nego. Stosowanie 
tego podej cia ogranicza, jak wspomniano, rosn ca liczba uporz dkowa , jakie 
nale y przeszuka . Alternatyw  jest rozwi zanie odpowiednio sformu owanego 
zadania optymalizacji.  
 

Odleg o  mi dzy uporz dkowaniami mo e by  definiowana w ró ny spo-
sób. Do celów niniejszej pracy ograniczamy si  do definicji wykorzystuj cych po-
zycje obiektów w uporz dkowaniach. Zazwyczaj przyjmuje si , e  
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K

1k

n

1i
i

k
i

K

1k

k)k( )qq(f)P,P(d)P,P(d , (24) 

gdzie 
k
iq   oznacza pozycj  zajmowan  przez obiekt i w uporz dkowaniu podanym 

przez k-tego eksperta, 
qi  oznacza pozycj  zajmowan  przez obiekt i w uporz dkowaniu P.  

 
Przyjmuj c i

k
ii

k
i qq)qq(f , otrzymuje si  odleg o  zdefiniowan  przez 

Cooka i Seiforda (1978). 
 
 W przypadku braku obiektów równowa nych zadanie (23) mo e by  
sformu owane jako liniowe zagadnienie przydzia u (Hwang i Lin, 1987). 
 
 Zak adaj c, e obiekt Oi zajmuje j-t  pozycj  w uporz dkowaniu P, odleg o  
(24) mo na zapisa  w postaci 

 
n

1i

n

1j
ijij

)k( yd)P,P(d ,           (25)  

gdzie:
K

1k

k
iij )jq(fd , (26)  

razie przeciwnym w0
Paniu uporz dkow  wj pozycj ajmujez O  je eli1

y i
ji        (27) 

oraz 1y
n

1j
ijn,...,1i

, (28) 

1y
n

1i
ijn,...,1j

. (29) 

 
 W przypadku wyst powania obiektów równowa nych - w ocenach ekspertów 
i/ lub w ocenie grupowej - zadanie (23) mo e by , po wprowadzeniu dodatkowych 
ogranicze , rozwi zywane jako liniowe zadanie optymalizacji ca kowitoliczbowej 
(Bury i Wagner, 2008). Cook i Seiford (1982) – wykorzystuj c pomys  Kendalla – 
zaproponowali, aby jako funkcj  f przyj  kwadrat ró nicy )qq( i

k
i . Zadanie (23) 

przyjmie wtedy posta   

1i

2
i

K

1k

k
iB

B̂)qq()B(Mmin , (30) 

 
Kendall (1962) udowodni , e w przypadku braku obiektów równowa nych 

uporz dkowanie B̂  i uporz dkowanie wyznaczone metod  Bordy s  takie same. 
 
Przyk ad 5 
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Za ó my, e dany jest zbiór 6 obiektów oraz ich uporz dkowania podane 
przez jedenastu ekspertów. W uporz dkowaniach nie ma obiektów równowa nych, 
po prawej stronie podano pozycje zajmowane przez obiekty (w zapisie tradycyjnym, 
w tym przypadku równowa nym zapisowi po ówkowemu): 
 
   O1 O2 O3 O4 O5 O6  
P1: {O1, O4, O3, O2, O5, O6} P1: 1 4 3 2 5 6  
P2: {O1, O3, O5, O2, O4, O6} P2: 1 4 2 5 3 6  
P3: {O5, O1, O2, O6, O3, O4} P3: 2 3 5 6 1 4  
P4: {O1, O2, O5, O3, O6, O4} P4: 1 2 4 6 3 5  
P5: {O1, O3, O5, O6, O2, O4} P5: 1 5 2 6 3 4  
P6: {O1, O3, O5, O2, O6, O4} P6: 1 4 2 6 3 5 (31)
P7: {O1, O3, O2, O5, O6, O4} P7: 1 3 2 6 4 5  
P8: {O1, O3, O5, O6, O2, O4} P8: 1 5 2 6 3 4  
P9: {O3, O5, O2, O1, O6, O4} P9: 4 3 1 6 2 5  
P10: {O1, O2, O3, O5, O4, O6} P10: 1 2 3 5 4 6  
P11: {O3, O1, O5, O6, O2, O4} P11: 2 5 1 6 3 4  

 
Wska niki Bordy maj  warto ci 

obiekt O1 O2 O3 O4 O5 O6 (32) 
WBi 50 26 39 6 32 12  

 
Zwyci zc  w sensie Bordy jest obiekt O1, za  uporz dkowanie obiektów we-

d ug malej cych warto ci wska ników Bordy ma posta  {O1, O3, O5, O2, O6, O4}. 
 

Zadanie (30) ma w tym przypadku jednoznaczne rozwi zanie; jest nim upo-
rz dkowanie {O1, O3, O5, O2, O6, O4}, dla którego odleg o  M( B̂ ) = 78. Zadanie to 
zosta o rozwi zane jako uogólnione zadanie przydzia u sformu owane z wykorzy-
staniem tzw. tabeli struktur (Bury i Wagner, 2007a,b, 2008); do oblicze  zastosowa-
no pakiet CPLEX. 
 

Nast pny przyk ad ilustruje przypadek, gdy przy braku równowa no ci w 
ocenach ekspertów ocena grupowa zawiera obiekty równowa ne.  
 
Przyk ad 6. 

Za ó my, e dany jest zbiór 5 obiektów oraz ich uporz dkowania podane 
przez jedenastu ekspertów. W uporz dkowaniach nie ma obiektów równowa nych, 
po prawej stronie podano pozycje zajmowane przez obiekty (w zapisie tradycyjnym, 
w tym przypadku równowa nym zapisowi po ówkowemu): 
   O1 O2 O3 O4 O5  
P1: {O3, O5, O2, O4, O1} P1: 5 3 1 4 2  
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P2: {O1, O5, O4, O3, O2} P2: 1 5 4 3 2  
P3: {O3, O1, O5, O2, O4} P3: 2 4 1 5 3  
P4: {O2, O1, O3, O4, O5} P4: 2 1 3 4 5  
P5: {O5, O2, O3, O4, O1} P5: 5 2 3 4 1  
P6: {O3, O5, O2, O1, O4} P6: 4 3 1 5 2 (33) 
P7: {O3, O1, O5, O4, O2} P7: 2 5 1 4 3  
P8: {O5, O3, O4, O1, O2} P8: 4 5 2 3 1  
P9: {O5, O2, O3, O4, O1} P9: 5 2 3 4 1  
P10: {O3, O5, O1, O4, O2} P10: 3 5 1 4 2  
P11: {O2, O5, O1, O3, O4} P11: 3 1 4 5 2  

 
Wska niki Bordy maj  warto ci 

obiekt O1 O2 O3 O4 O5 (34) 
WBi 19 19 31 10 31  

 
Zwyci zcami w sensie Bordy s  obiekty O3 i O5, za  uporz dkowanie obiektów 
wed ug malej cych warto ci wska ników Bordy ma posta  {(O3, O5), (O1, O2), O4}. 
Rozwi zaniem zadania (30) jest uporz dkowanie: 
{(O3, O5), (O1, O2), O4)}, dla którego odleg o  M( B̂ )=25,25. (35) 
 

Je li narzucimy ograniczenie, e w ocenie grupowej nie mo e by  obiektów 
równowa nych, otrzymujemy cztery rozwi zania, dla których odleg o  M( B̂ )=28: 
{O3, O5, O1, O2, O4} (36) 
{O3, O5, O2, O1, O4} (37) 
{O5, O3, O1, O2, O4} (38) 
{O5, O3, O2, O1, O4}. (39) 
 

Zadanie (30) - w przypadku wyst powania obiektów równowa nych w upo-
rz dkowaniach podanych przez ekspertów - mo e mie  rozwi zania niezgodne z 
otrzymanymi metod  Bordy, co ilustruje kolejny przyk ad. Pokazuje on, e w przy-
padku wyst powania obiektów równowa nych twierdzenie Kendalla mo e nie by  
spe nione. 
 
Przyk ad 7. 

Za ó my, e dany jest zbiór 7 obiektów oraz ich uporz dkowania podane 
przez jedenastu ekspertów. W uporz dkowaniach wyst puj  obiekty równowa ne, 
po prawej stronie podano pozycje zajmowane przez obiekty (w zapisie po ówko-
wym): 

 
   O1 O2 O3 O4 O5 O4 O5  
P1: {O1, (O3, O6), O5, (O2, O4, O7)} P1: 1 6 2,5 6 4 2,5 6  
P2: {O2, O1, O3, O7, O4, O5, O6} P2: 2 1 3 5 6 7 4  
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P3: {O5, O1, O3, (O6, O7), O2, O4} P3: 2 6 3 7 1 4,5 4,5  
P4: {O1, O3, O6, O5, O2, O7, O4} P4: 1 5 2 7 4 3 6  
P5: {O6, (O3, O4, O5), O1, O7, O2} P5: 5 7 3 3 3 1 6  
P6: {O5, O1, O3, O6, O7, O2, O4} P6: 2 6 3 7 1 4 5     (40) 
P7: {(O1, O6), (O3, O4, O7), O2, O5} P7: 1,5 6 4 4 7 1,5 4  
P8: {O6, O5, O3, O4, O1, O7, O2} P8: 5 7 3 4 2 1 6  
P9: {O4, O6, O1, (O3, O7), (O2, O5)} P9: 3 6,5 4,5 1 6,5 2 4,5  
P10: {O6, O1, O5, O4, O7, O2, O3} P10: 2 6 7 4 3 1 5  
P11: {O2, O6, O5, O4, O1, O7, O3} P11: 5 1 7 4 3 2 6  
 
Wska niki Bordy maj  warto ci 

obiekt O1 O2 O3 O4 O5 O6 O7 (41) 
WBi 48 20 35 25 37 48 20  

 
Zwyci zc  w sensie Bordy jest obiekt O1, za  uporz dkowanie obiektów we-

d ug malej cych warto ci wska ników Bordy ma posta  {(O1, O6), O5, O3, O4, (O2, 
O7)}. Rozwi zaniem zadania (30) jest uporz dkowanie: 
{(O1, O6), (O3, O5), (O2, O4, O7)}, M( B̂ )=286. (42) 
 

Je eli ze wzgl du na warunki ekspertyzy w ocenie grupowej nie mog  wy-
st powa  obiekty równowa ne, wówczas rozwi zaniem zadania (30) jest uporz d-
kowanie 
{O6, O1, O5, O3, O4, O7, O2}, M( B̂ )=306,5.  (43) 

 
U amkowa warto  odleg o ci (43) wynika z faktu, e do opisu pozycji 

obiektów równowa nych w uporz dkowaniach ekspertów zastosowano zapis po-
ówkowy.  

 
adne z rozwi za  nie jest zgodne z uporz dkowaniem otrzymanym metod  

Bordy. 
 

5. Uwagi ko cowe 
 

Je eli warunki zadania wyznaczania oceny grupowej w przypadku mo liwo-
ci wyst powania obiektów równowa nych uzasadniaj  przyj cie definicji odleg o-
ci mi dzy uporz dkowaniami zgodnej z (30), wówczas mo na uzna , e zapropo-

nowany przez Cooka i Seiforda (1982) sposób wyznaczania oceny grupowej jest 
akceptowalny. W zale no ci od liczno ci zbioru obiektów zadanie (30) mo e by  – 
jak wspomniano - rozwi zywane za pomoc  przegl du zbioru dopuszczalnych roz-
wi za , b d  mo na sformu owa  i rozwi za  uogólnione zadanie przydzia u za 
pomoc  pakietów optymalizacyjnych (Bury i Wagner, 2008). Cook i Seiford (1982) 
zastosowali do rozwi zania zadania (30) metod  podzia u i ogranicze .  

 
Zapis po ówkowy pozycji obiektów w uporz dkowaniach pozwoli  na roz-

wi zanie niektórych problemów zwi zanych z wyznaczaniem pozycyjnej oceny 
grupowej.  
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