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Die leitenden Gesichtspunkte. 
1) Eine prinzipiell strenge Darstellung hat erst für den 

weiter Fortgeschrittenen Wert. Dem Anfänger ist besser 
gedient mit einer Behandlung, welche die v e r s c h i e d e n e n 
Seiten des Stoffes zur Geltung bringt. Demgemäss ist 
die „Projektive Geometrie" nicht rein vom Standpunkte 
der Geometrie der Lage aus durchgeführt, sondern es 
werden auch Doppelverhältnisse benutzt. Dadurch werden 
zugleich viele Beweise einfacher als bei der rein kon-
struierenden Methode. 

2) Auf anschauliche Konstruktionen, sowie konstruktive 
Durchführung der Figuren und Aufgaben ist jedoch ein 
Hauptgewicht gelegt. 

3) Die Raumgeometrie ist prinzipiell von der ebenen Geo-
metrie nicht zu trennen. Denn die neuere Geometrie 
soll insbesondere auch das Anschauungsvermögen aus-
bilden. Dies ist schon erforderlich für die Figuren der 
ebenen Geometrie, um die beweglichen Strahlen, Punkte 
u. s. f. zu verfolgen. 

4) Für gewisse Begriffe und Beweise muss auf die analytische 
Geometrie verwiesen werden, so z. B. bei der Ordnung 
und Klasse einer Kurve. Ebenso erbringt erst die Rech-
nung die Beweise, dass die durch projektive Grundge-
bilde erzeugten neuen Gebilde die allgemeinen ihrer 
Art sind. 

5) In dem zu Gebote stehenden Raum konnten nur die 
wichtigsten und in erster Linie die projektiven Eigen-
schaften zur Sprache kommen. Metrische Beziehungen 
bei Kegelschnitten, die Kreispunkte, Brennpunktseigen-
schaften u. s. f. finden ihre Behandlung ohnedies passender 
in der analytischen Geometrie. 
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I . A b s c h n i t t . 

Die perspektive Beziehung der Grundgebilde. 

1. Die projektive (neuere, synthetische) Geometrie 
wurde nach mancherlei Ansätzen aus früherer Zeit in 
der ersten Hälf te unseres Jahrhunder ts zu einem System 
ausgebaut und zwar in Frankreich durch P o n c e l e t 
und C h a s l e s , in Deutschland durch M ö b i u s , 
P l ü c k e r und namentlich durch S t e i n e r und v. 
S t a u d t . Von der Geometrie der Alten unterscheidet 
sich die neuere Geometrie vor allem dadurch, dass sie 
von gewissen einfachen , ,Grundgebilden" ausgebt und 
aus ihnen in einheitlicher, systematischer Weise alle 
übrigen geometrischen Gebilde ableitet. 

D i e G r u n d g e b i l d e e r s t e r S t u f e . 
2. Die , ,Elemente" der Geometrie sind der Punkt , 

die Ebene und die Gerade. Diese letztere nennen wir 
S t rah l , wenn sie bloss als Ganzes betrachtet wird. 
Aus diesen drei Elementen werden die Grundgebilde der 
neuern Geometrie in folgender Weise zusammengesetzt. 
Denken wir uns eine unbegrenzte Gerade g, so ent-
hält dieselbe unendlich viele Punkte , die wir uns auf 
ihr aufgereiht denken, etwa wie Perlen auf einer ge-
rade gespannten Schnur. Die Gerade, aufgefasst als 

§ 1. Die Grundgebilde. 
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8 Die perspektive Beziehung cler Grundgebilde. 

Inbegriff aller ihrer Punk te , bezeichnen wir als gerade 
Punkt re ihe oder kurz als Punkt re ihe . Wei l die P u n k t e 
auf der Geraden angeordnet s ind , so nennen wir die 
Gerade den Träger der Punk t re ihe . Das erzeugende 
Element der Punk t re ihe ist also der P u n k t . 

Durch eine Gerade können wir unendlich viele 
Ebenen legen, annäherungsweise wie die Blät ter eines 
aufgeschlagenen Buches. Die Gesamtheit der Ebenen, 
die durch eine Gerade hindurchgehen, nennen wir einen 
Ebenenbüschel. 

Die Gerade heisst der Träger oder die Achse 
des Ebenenbüschels. Als erzeugendes Element dient 
in diesem Falle die Ebene. 

Nehmen wir endlich eine Ebene e und in ihr 
einen P u n k t S, so können wir in dieser Ebene unend-
lich viele Gerade oder Strahlen ziehen, die überdies 
durch S gehen, ähnlich wie die Speichen eines Bades . 
Den Inbegriff aller dieser Strahlen nennt man einen 
Strahlenbüschel. D e r P u n k t S heisst der Mit te lpunkt 
des Büschels. Als erzeugendes Element ist hier die 
Gerade d. h. der St rahl verwendet. 

Die Punktre ihe , der Ebenenbüschel und der St rahlen-
büschel heissen die Grundgebi lde erster Stufe oder die 
einförmigen Grundgebilde. 

D i e G r u n d g e b i l d e z w e i t e r S t u f e . 
3. Gehen wir aus von einem P u n k t e S im Baume, 

so gibt es durch ihn unendlich viele Strahlen und 
Ebenen. Den Inbegriff aller dieser Elemente bezeich-
nen. wir als Bündel und zwar als Strahlenbündel oder 
Ebenenbündel , je nachdem wir Strahlen oder Ebenen 
als Elemente wählen. D e r P u n k t S heisst der Mittel-
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Die Grundgebilde. 9 

punkt des Bündels. E ine Ebene des Strahlenbündels 
S wird erzeugt durch die Strahlen des Strahlenbüschels, 
der in dieser Ebene liegt und S zum Mit te lpunkt hat. 
Im Ebenenbündel dagegen ist jeder Strahl aufzufassen 
als Achse eines Ebenenbüschels , dessen Ebenen also 
sämtlich dem Bündel angehören. Es enthäl t dem-
nach der Bündel unendlich viele Strahlenbüschel und 
Ebenenbüschel. 

Betrachten wir ferner eine unendlich ausgedehnte 
Ebene e mit allen in ihr gelegenen Punk ten und Ge-
raden, so nennen wir den Inbegriff aller dieser Elemente 
ein ebenes System, oder ein Feld. Wir sprechen von 
einem Punk t fe ld oder einem Strahlenfeld, je nachdem 
wir die P u n k t e oder die Strahlen im Auge haben. I m 
Punk t f e ld sind die einzelnen Geraden aufzufassen als 
Punkt re ihen , im Strahlenfeld die einzelnen P u n k t e als 
Strahlenbüschel. Das ebene System enthält unendlich 
viele Punkt re ihen und Strahlenbüschel. 

D e r Bündel und das ebene System bilden zusam-
men die beiden Grundgebilde zweiter S tufe . Sie ent-
halten unendlich viele Grundgebilde erster Stufe. 

D a s G r u n d g e b i l d e d r i t t e r S t u f e . 
4. Als Grundgebilde dr i t ter Stufe können wir 

den ganzen, unendlichen P a u m mit allen in ihm ent-
haltenen Punkten , Ebenen und Strahlen bezeichnen. J e d e r 
seiner P u n k t e kann als Mit te lpunkt eines Bündels, jede 
seiner Ebenen als Träger eines ebenen Systems, jeder 
seiner Strahlen als Achse eines Ebenenbüschels oder als 
Träger einer Punk t re ihe genommen werden. 

D ie Gesamtheit von unendlich v ie len , durch 
irgend ein geometrisches oder analytisches Gesetz defi-
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10 Die perspektive Beziehung cler Grundgebilde. 

nierten Elementen irgend welcher A r t , heisst eine Man-
nigfal t igkei t . Demnach sind die Grundgebi lde Mannig-
fal t igkeiten von Punk ten , Ebenen und Strahlen. 

Um übrigens schon durch die äussere Fo rm der 
Darstel lung den Ueberbl ick über die zu bet rachtenden 
Gebilde zu erleichtern, wollen wir f ü r die geometrischen 
Elemente e i n e b e s t i m m t e A r t d e r B e z e i c h -
n u n g festhalten. W i r bezeichnen: P u n k t e durch-/ 
weg mit grossen lateinischen Buchs taben : z. B. A, B, 
P , S ; G e r a d e oder S t r a h l e n mit kleinen latei-
nischen Buchstaben wie a, b, g ; E b e n e n endlich 
stets mi t kleinen griechischen Buchs taben : z. B. a, ß, e. 

§ 2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der 
Dualität. 

D i e O p e r a t i o n d e s S c h n e i d e n s . 

5. Zwei Gerade, die in einer Ebene liegen oder eine 
Gerade und eine nicht durch sie h indurchgehende 
Ebene l iefern einen Schni t tpunkt ; zwei Ebenen be-
stimmen eine Schnit tgerade. Das neue Schnittelement 
ist nur dann nicht vorhanden , wenn die gegebenen 
Elemente parallel sind. Diese spezielle Lage wollen 
wir zunächst von der Bet rachtung ausschliessen. I n 
jedem der drei oben genannten Fälle suchen wir ein 
Element, das den beiden gegebenen Elementen gemein-
sam ist. W i r bezeichnen diese Operation als die des 
Schneidens und müssen sie je tz t auch auf die Grund-
gebilde ausdehnen. 

Betrachten wir einen Strahlenbüschel S (Fig. 1) 
und eine Gerade g , die in der Ebene des Büschels 
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Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der Dualität. 11 

liegen, aber nicht durch den Mit te lpunkt S des Büschels 
hindurchgehen möge, so können wir die Strahlen des 
Büschels zum Schnitt mit g bringen. "Wir erhalten 
also auf g eine Punkt re ihe , insofern jeder P u n k t die-
ser Geraden als Schni t tpunkt von g mit einem St rah l 
des Büschels aufgefasst werden kann. Dies drücken 
wir dadurch aus, dass wir sagen ： Die Gerade g schnei-
det den Büschel S in einer Punkt re ihe . 

Im gleichen Sinne s ind folgende Sätze zu ver-
s tehen: Eine Gerade schneidet einen Ebenenbüschel, 
dessen Achse sie nicht t r i f f t , in einer Punk t re ihe . — 
Eine Ebene schneidet einen Ebenenbüschel , dessen 
Achse sie nicht enthäl t , in einem Strahlenbüschel . — 
Eine Ebene schneidet einen St rah lenbündel , des-
sen Mit te lpunkt sie nicht enthält , in einem Punk t f e ld . 
— Es entstehen demnach aus den Grundgebilden durch 
die Operation des Schneidens auch nur wieder Grund-
gebilde. 

D i e O p e r a t i o n d e s P r o j i z i e r e n s. 

6. Zwei Punk te können wir durch eine Gerade ver-
binden, zwei sich schneidende Gerade durch eine Ebene 
einen P u n k t und eine, nicht durch ihn hindurchgehende, 
Gerade ebenfalls durch eine Ebene. W i r bezeichnen 
diese Operation als die des Proj iz ierens. Sie unter-
scheidet sich übrigens von der des Schneidens nur 
durch die A r t der gegebenen Elemente. Bei beiden 
Operationen aber handel t es sich darum, dass man die 
gegebenen Elemente als Träge r von Grundgebi lden be-
trachtet und ein diesen Grundgebi lden gemeinsames 
Element bestimmt. 
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12 Die perspektive Beziehung der Grundgebilde. 

Wenden wir nun auch die Operation des Pro j i -
zierens auf die Grundgebilde an. Es sei z. B . eine 
Punk t re ihe g gegeben und ein P u n k t S , ausserhalb 
derselben (Fig. 1). Dann können wir jeden P u n k t 
von g mit S verbinden und erhalten durch diese Ver-
bindungsstrahlen den Strahlenbüschel S. Von ihm 
sagen w i r : er proj izier t aus S die Punkt re ihe . 

Ebenso wird ein Punkt fe ld aus i rgend einem, ihm 
nicht angehörenden, P u n k t e durch einen Strahlenbün-
del proj iz ier t . 

D ie Operation des Projizierens kann auch von 
einer Geraden aus erfolgen. I s t s irgend eine Gerade 
und g eine Punk t r e ihe , wobei g und s sich nicht 
schneiden, so kann man durch die P u n k t e von g und 
durch s Ebenen legen. Es wird also die P u n k t r e i h e 
g aus s durch einen Ebenenbüschel proj iziert . 

Auch durch die Operation des Projizierens ent-
stehen somit aus den Grundgebilden wieder nur Grund-
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Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der Dualität. 13 

gebilde. Durch Proj iz ieren und Schneiden gehen also 
die Grundgebilde ineinander über . 

Man kann nun eine Dars te l lung der Geometrie 
du rch füh ren , bei der man bloss die Operationen des 
Proj iz ierens und Schneidens benu tz t , jede Abmessung 
a b e r , sei es von St recken, sei es von W i n k e l n , also 
auch jede Rechnung mit solchen Grössen durchaus 
vermeidet. Die darauf gegründete Untersuchungs-
methode heisst die Geometr ie der Lage. Diese 
„konstruierende" Geometrie l iefert die rein geo-
metrischen Eigenschaf ten der Gebilde. Im Gegensatz 
zu ihr nennt man die messende, analytische Geometrie 
wohl auch Geometrie des Masses oder metrische 
Geometrie. Die Eigenschaf ten der geometrischen Ge-
bilde, mit denen sich die Geometrie der Lage beschäf-
t i g t , heissen auch projektive Eigenschaf ten und die 
A r t der Darstel lung, welche auf dem Wege der R e c h -
n u n g diese Eigenschaf ten ergründet , mag als ,,projek-
t ive Geometr ie u bezeichnet werden. 

W i r werden im Folgenden nicht s t reng e i n e 
Methode zur Durch führung b r ingen , sondern, wie es 
fü r den Anfänger vortei lhaf ter erscheint , eine ge-
mischte Methode anwenden. 

D a s G e s e t z d e r D u a l i t ä t . 
7. Wenn in der Geometr ie der Lage ausschliesslich 

die Operat ionen des Proj iz ierens und Schneidens Ver-
wendung finden, so muss es möglich sein, der Ablei-
tung i rgend eines Satzes durch Aenderung der ur-
sprünglich gegebenen Elemente eine zweite Ablei tung 
gegenüberzustel len, in der durchweg an Stelle der 
einen Operation die andere getreten ist. Man erhält 
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14 Die perspektive Beziehung cler Grundgebilde. 

dann einen zweiten Sa tz , das Gegenbild des ersten 
Satzes, den man auch d i r e k t aus dem ersten folgern 
kann, vermöge des Gesetzes der Dua l i t ä t oder der Re-
ciproci tä t , durch das die ganze Geometrie der Lage 
in zwei Häl f ten geteilt wird . W i r erhalten f ü r dies Ge-
setz verschiedene Fassungen , je nachdem wir uns auf 
die Geometrie in der Ebene oder im Bündel beschrän-
ken oder den Raum ohne jede Beschränkung heran-
ziehen. W i r wollen diese Beziehungen in einer Ta-
belle zur Dars te l lung b r ingen , indem wir immer zwei 
sich „dua l" entsprechende Begriffe oder Sätze links 
und rechts auf die gleiche Zeile setzen; 

a) D u a l i t ä t i n d e r E b e n e : 

Zwei P u n k t e bestim-
men eine Verbindungs-
linie. 

P u n k t . Gerade. 
Zwei Gerade bestim-

men einen Schni t tpunkt . 

Dre i Punk te liegen auf 
e i n e r Geraden. 

Dre i Gerade gehen 
durch e i n e n P u n k t . 

Strahlenbüschel. Punk t re ihe . 
u. s. f. 

b) D u a l i t ä t i m B ü n d e l : 

Strahl . 
Zwei St rahlen bestim-

men eine E b e n e . 
D r e i Ebenen gehen 

durch e i n e Gerade. 
Ebenenbüschel . 

Ebene. 
Zwei Ebenen bestim-

men eine G e r a d e . 
D r e i Gerade liegen in 

einer Ebene . 
Strahlenbüschel. 

u. s. f. 
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Die uneigentlichen Elemente. 15 

c) D u a l i t ä t i m R ä u m e : 

Zwei P u n k t e bestim-
men eine Verbindungs-
gerade. 

P u n k t . Ebene. 
Zwei Ebenen bestim-

men eine Schnit tgerade. 

Ebene. 
Gerade. Gerade. 

P u n k t . 
Dre i P u n k t e bestim-

men eine E b e n e . 
D r e i Ebenen bestim-

men einen S c h n i t t -
p u n k t . 

Punkt re ihe . 
Strahlenbüschel. 
Ebenenbündel . 

Ebenenbüschel. 
Strahlenbüschel. 
Punk t fe ld . 

u. s. f . 
"Wir werden im Folgenden vielfach Gelegenheit 

haben , namentlich das Duali tätsgesetz der Ebene an-
zuwenden. Eine Betrachtung, die z. B. fü r zwei Punk t -
reihen durchgeführ t ist, können wir ohne weiteres auf 
zwei Strahlenbüschel übertragen. 

I n der Geometrie des M a s s e s gilt das Dual i -
tätsgesetz nicht mehr in aller S t renge ; wohl aber 
können wir Analogien auffinden. 

D e r u n e n d l i c h f e r n e P u n k t e i n e r G e r a d e n . 

8. Den in (5) besprochenen Prozess des Schneidens 
konnten wir nicht mehr zur D u r c h f ü h r u n g bringen, 
wenn die in Betracht zu ziehenden Elemente parallel 
waren, z. B . bei zwei parallelen Geraden. W i r wollen 
nun sehen, wie wir, wenigstens formal, den genannten 
Prozess auch auf diesen Fa l l ausdehnen können. 

§ B. Die uneigentliclien Elemente, 
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16 Die perspektive Beziehung cler Grundgebilde. 

Schneiden wir (Fig. 1) einen Strahlenbüschel S 
mit einer Geraden g , die in der Ebene des Büschels 
l iegt, ohne ihm anzugehören. Die einzelnen Strahlen 
a, b, c, d . . . . des Büschels mögen von g in A, B7 C, 
D . . . . getroffen werden. D a n n gibt es nach den Yor-
aussetzungen der Euclidischen Geometrie durch S e i n e 
und n u r eine Paral le le q zur Geraden g. Indem wir 
diese A n n a h m e machen , wollen wir ausdrücklich be-
merken, dass wir nicht imstande sind, dieselbe durch 
mathematische Schlüsse zu beweisen, dass wir sie viel-
mehr als eines der grundlegenden Axiome voraus-
schicken müssen. W ü r d e man stat t desselben ein an-
ders lautendes Axiom an die Spitze stellen, so erhielte 
man ein anderes, in sich aber ebenso logisch geschlos-
senes System einer Geometrie. 

Demnach schneiden alle die unendlich vielen Strah-
len des Büschels S die Gerade g je in e i n e m Punk te , 
nur der Para l le l s t rah l q l iefert keinen Schni t tpunkt 
mit g. Es ist nun namentlich f ü r die einfachere For -
mulierung allgemeiner Sätze ein V o r t e i l , diese Aus-
nahmestellung des Paral lelstrahles wenigstens in dem 
Ausdruck zu beseitigen. W i r erreichen d ies , indem 
wir uns so ausdrücken: „Der Paral le ls t rahl q schnei-
det die Gerade g in e i n e m unendlich fe rnen P u n k t Q". 
Zu den im Endl ichen gelegenen, eigentlichen P u n k t e n 
der Geraden g nehmen wir also noch einen ,,uneigent-
l ichen", fingierten, hinzu, dem wir uns in der Vorstel-
lung n ä h e r n , wenn wir die Gerade nach der einen 
o d e r andern Seite über alle Grenzen hinaus verlängern. 
Man kann sich auch einen Strahl denken , der sich 
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um S dreh t und diesen kurz vor und nach der Lage 
be t rachten , in der er zu g paral lel ist. 

W i r wollen diesen uneigentlichen (adjungierten), 
unendlich fernen P u n k t der Geraden mit Q bezeichnen 
und durch Hinzufügung eines Pfeiles andeu ten , dass 
er auf der Geraden g im Unendlichen liegt. 

Ziehen wir in der Ebene des Strahlenbüschels S 
i rgend eine weitere Gerade h parallel zu g, so werden 
wir auch von dieser Paral lelen h sagen, dass sie durch 
den nämlichen, unendlich fe rnen P u n k t Q geht. E i n 
unendlich ferner P u n k t ist folglich gleich bedeutend 
mit einer „bestimmten Rich tung" . Die Gesamtheit 
von unendlich vielen, zu einander parallelen Geraden, 
die alle in e i n e r Ebene liegen, wird nach dieser 
Anschauung aufzufassen sein als ein Strahlenbüschel 
dessen Mit te lpunkt der den sämtlichen Paral le len ge-
meinsame unendlich ferne P u n k t ist. E in solcher 
Strahlenbüschel heisst wohl auch ein „Paral lels trahlen-
büschel. 

I n entsprechender Weise bilden alle Geraden im 
R ä u m e , die zu irgend einer Geraden g parallel laufen, 
also alle die gleiche Richtung haben , einen „ Parallel-
s t rahlenbündel" . 

D i e u n e n d l i c h f e r n e G e r a d e e i n e r E b e n e . 

9. Nehmen wir jetzt eine Ebene als gegeben an, so 
liegen in ihr in jeder Richtung P u n k t e im Unendlichen. 
Alle diese uneigentlichen P u n k t e werden eine gewisse 
Mannigfal t igkei t bilden, und jede Gerade g der Ebene 
hat mit derselben einen P u n k t gemein , nämlich den 
unendlich fernen P u n k t dieser Geraden g. 

D o e h l e m a n n , Projektive Geometrie. 2 http://rcin.org.pl



18 Die perspektive Beziehung cler Grundgebilde. 

Wenn wir also sagen: die unendlich fernen P u n k t e 
der gegebenen Ebene liegen auf einer ,,unendlich fer-
nen" Geraden, so ergibt sich der unendlich ferne P u n k t 
einer Geraden g dieser Ebene als Schni t tpunkt der-
selben mit dieser ,,unendlich fe rnen" Geraden. Natür -
lich entzieht sich das Unendliche jeder Vorstel lung. 
Wenn wir aber diese uneigentliche Gerade einer Ebene 
hinzunehmen, so können wir unter dieser Annahme, 
vorausgesetz t , dass sich im weiteren Verlauf keine 
Widersprüche ergeben, das Unendliche formal wie das 
Endl iche behandeln. 

Eine Ebene enthält also eine unendlich ferne Ge-
rade. Sie ist gegeben, sobald die Ebene gegeben ist. 
Alle Punkte dieser unendlich fernen Geraden liegen 
im Unendlichen, sind also uneigentliche. Diese unend-
lich ferne Gerade hat auch keine bestimmte Rich tung . 
I rgend zwei parallele Gerade dieser Ebene schneiden sich 
auf der unendlich fernen Geraden der Ebene. W i r 
können jetzt z. B. allgemein sagen: zwei Gerade in 
einer Ebene bestimmen einen Schni t tpunkt . 

D i e u n e n d l i c h f e r n e E b e n e d e s R a u m e s . 

10. Um diese Anschauung nun weiter f ü r den R a u m 
auszubilden, sei S der Mit te lpunkt eines Ebenenbün-
dels, e eine ihm nicht angehörende Ebene. J e d e Ebene 
des Bündels l iefert mit e eine Schnit tgerade. F e r n e r 
giebt es nach den Sätzen der Elementargeometr ie durch 
S eine und zwar nur eine Paral lelebene į zu e. Diese 
Ebene | allein l iefert mit e k e i n e Schnit tgerade. 
Um nun nicht alle Sätze, die sich auf die Schni t t l in ie 
zweier Ebenen beziehen, f ü r parallele Ebenen beson-
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ders formulieren zu müssen, drücken wir uns so aus : 
D ie Paral lelebene į hat mit e eine uneigentliche, un-
endlich ferne Gerade gemein. Dies stimmt dann auch 
zusammen mit den Anschauungen von 9). Wei te r 
gehen a l l e zu e parallelen Ebenen durch die gleiche 
unendlich ferne Gerade. Sagen wir von paral lelen 
Ebenen, sie haben die gleiche , ,Stellung", so ist also 
eine unendlich ferne Gerade im Raum durch die Stel-
lung einer Ebene bestimmt. 

Al le zu einer gegebenen Ebene parallelen Ebenen 
bilden einen Ebenenbüschel , dessen Achse die durch 
die Stel lung der Paral lelebenen gegebene unendlich 
ferne Gerade ist. 

„E ine Ebene ist parallel einer Geraden" he iss t : 
die Ebene geht durch den unendlich fernen P u n k t der 
Geraden. 

Im Räume können wir unendlich viele, unendlich 
ferne P u n k t e und Geraden aufsuchen. J e d e Gerade 
enthält einen unendlich fernen Punk t , jede Ebene eine 
unendlich ferne Gerade. W i r bleiben also in Ueber-
einst immung mit den bisherigen Formul ierungen, wenn 
wir uns so ausdrücken: Alle unendlich fernen Punk te 
und unendlich fernen Geraden des Raumes erfüllen 
eine Ebene , die ,,unendlich fe rne" Ebene des Raumes. 

Sie enthält lauter uneigentliche Elemente und hat 
keine bestimmte Stel lung. 

So z. B. können wir den Sa tz : , ,Zwei P u n k t e 
bestimmen eine Verbindungsgerade" je tz t ganz allge-
mein aussprechen. Liegen beide P u n k t e im Endlichen, 
so ist die durch sie bestimmte Gerade die Verb in-
dungslinie ; ist einer der beiden gegebenen Punk te ein 
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unendlich f e r n e r , so ist die Yerbindungsgerade die 
Parallele, welche durch den einen P u n k t parallel zu 
der Richtung geh t , in welcher der andere gegebene 
unendlich ferne P u n k t l i eg t ; sind die beiden gegebenen 
Punk te unendlich f e r n , d. h. hat man zwei Gerade, 
auf denen im Unendlichen die beiden gegebenen P u n k t e 
liegen sollen, so ist die Verbindungsgerade eine be-
stimmte unendlich ferne Gerade. Eine Ebene, welche 
zu den beiden gegebenen Geraden parallel i s t , giebt 
die Stellung aller E b e n e n , die durch diese unendlich 
ferne Gerade hindurchgehen. 

§ 4. Die perspektive Beziehung der Grundgebilde. 

P u n k t r e i h e u n d S t r a h l e n b ü s c h e l i n 
p e r s p e k t i v e r L a g e . 

11. Wenn wir wie in 8) Fig. 1 einen Strahlenbüschel 
S mit einer Geraden g zum Schnitt bringen, so ent-
spricht jedem Punk te von g ein Strahl des Büschels, 
nämlich der durch ihn hindurchgehende. Nehmen wir 
auch den unendlich fernen P u n k t Q von g hinzu und 
behandeln ihn im Ausdruck wie einen eigentlichen 
Punk t , so entspricht ihm der St rahl q des Büschels. 
Dami t ist also auch die Zuordnung zwischen den P u n k t e n 
der Punk t re ihe und den St rahlen des Büschels eine 
ausnahmslose geworden. Wei l jedem Element des einen 
Gebildes e i n und nur e i n Element des andern Gebildes 
entspricht, so sagen wir, die beiden Gebilde, P u n k t -
reihe und Strahlenbüschel, seien „eindeutig" aufeinander 
bezogen. Ferner l i egen j e zwei entsprechende Element« 
in einander. 

Wi r nennen diese Beziehung zwischen der P u n k t -
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reihe und dem Strahlenbüschel eine „perspektive". Dies 
ist zunächst nur ein anderer Ausdruck dafür , dass die 
Punk t r e ihe ein Schnit t des Strahleubiischels ist. Ebenso 
nennen wir die Punkt re ihe , wonach eine Gerade einen 
Ebenenbüschel schneidet, oder den Strahlenbüschel , in 
welchem eine Ebene einen Ebenenbüschel t r i ff t , p e r-
s p e k t i v zu dem Ebenenbüschel. Das Zeichen f ü r 
perspekt iv ist A . 

Auch das Punkt fe ld , welches irgend eine Ebene 
aus einem Strahlenbündel ausschneidet, wird perspekt iv 
zu dem Strahlenbündel sein. 

P e r s p e k t i v e P u n k t r e i h e n . 
12. U m j e t z t auch gleichartige Grundgebi lde eindeutig 

aufeinander zu beziehen, bringen wir einen Strahlen-
büschel S zum Schnitt mit zwei Geraden g und gj seiner 
Ebene, von denen keine dem Büschel angehört (Fig. 2). 
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I rgend ein Strahl a t r i ff t g in A , g t in A 1 , ein S t rah l 
b l iefert die Schni t tpunkte B und B1 u. s. f. Jedem 
P u n k t e der einen Punkt re ihe z. B. A entspricht, dann 
e i n und n u r e i n P u n k t A1 der andern Punk t r e ihe 
und dies bleibt auch richtig fü r die unendlich fernen 
Punk te Q und P 1 von g und g r Denn diesen ent-
sprechen die Punk te Q1 und R, in denen die durch 
S zu g und gL gezogenen Paral le ls t rahleu q und r die 
Träger g und g1 bezüglich schneiden. 

Dadurch sind die Punk t re ihen g und g1 eindeutig 
aufeinander bezogen. J e zwei entsprechende P u n k t e 
liegen auf dem nämlichen St rah l des Büschels S. Es 
mag noch bemerkt werden, dass im Schni t tpunkte von 
g und gj entsprechende Punk te E und E 1 der beiden 
Punkt re ihen vereinigt sind. W i r nennen die beiden 
Punkt re ihen g und g1? die also Schnit te e i n e s 
Büschels sind, perspektiv. 

Ebenso wird ein Strahlenbündel von zwei beliebigen 
Ebenen in perspektiven Punktfe ldern , ein Ebenenbüschel 
von zwei beliebigen Ebenen in zwei perspektiven 
Strahlenbüscheln geschnitten. 

P e r s p e k t i v e S t r a h l e n b ü s c h e l . 
13. Entwer fen wir je tzt die F igur , welcher der F ig . 2 

nach dem Duali täts-Gesetz der Ebene (7a) entspricht . 
W i r haben dann eine Punk t re ihe g aus zwei P u n k t e n 
S und S1 zu projizieren, wobei g, S und S1 e i n e r 
Ebene angehören mögen (Fig. 3). W i r ordnen jedem 
Strahl z. B. a des Büschels S denjenigen Strahl aj 
des Büschels S1 zu, der den gleichen P u n k t A der 
Punk t r e ihe g enthält. Dann sind die Paral le len q und 
qj durch S und S1 zu g auch als entsprechende St rahlen 
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aufzufassen, da beide den unendlich fernen P u n k t Q 
von g projizieren. Die eindeutige Beziehung der bei-
den Büschel S und S1 ist demzufolge wieder eine 
lückenlose. Im Verbindungss t rahl S S 1 , der beiden 

Büscheln angehört, sind e n t s p r e c h e n d e Strahlen e 
und ej der Strahlenbüschel vereinigt. W i r nennen 
zwei solche Büschel, welche die gleiche Punk t re ihe 
proj izieren, wiederum „perspektiv". 

Proj icieren wir ein ebenes System aus zwei Punk-
ten, so sind die entstehenden Bündel ebenfalls perspek-
tiv. J e zwei entsprechende Strahlen der Bündel enthal-
ten d e n s e l b e n P u n k t , je zwei entsprechende Ebenen 
d i e s e l b e Gerade dieses ebenen Systems. 

Allgemein können wir jetzt die Definit ion f ü r 
p e r s p e k t i v e Grundgebilde erster und zweiter Stufe , 
sowohl gleichartige als ungleichar t ige , in folgender 
Weise aussprechen. 
Definition : „Zwei Grundgebilde erster oder zwei te rStufe 
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heissen perspekt iv, wenn eine eindeutige Beziehung 
ihrer Elemente hergestell t ist entweder dadurch, dass 
jedes Element des einen Grundgebi ldes das ent-
sprechende Element des andern Grundgebi ldes ent-
hält oder dadurch, dass je zwei entsprechende Ele-
mente der beiden Grundgebi lde ein und dasselbe 
Element eines drit ten Grundgebi ldes enthal ten." 

§ 5. Die Massbestimmung im Strahlenbüschel. 

14. Nachdem wir die Defini t ion perspekt iver Grund-
gebilde durch eine reine Lagenbez iehung gewonnen 
haben, wollen wir je tz t untersuchen, welche Zusammen-
hänge zwischen entsprechenden Elementen solcher Ge-
bilde die R e c h n u n g l iefert . Z u dem Zweck ist es 
aber vorher nötig, die einzelnen Elemente eines Grund— 
gebildes erster Stufe nicht bloss wie bisher in ihrer g e o > 
m e t r i s c h e n Anordnung, sondern auch rechner i sch 
also durch Zahlenwerte, fes tzulegen. 

Beginnen wir mi t dem Strah-
lenbüschel, weil dieser kein un-
eigentliches Element enthäl t und 
daher die zu be t rachtenden Ver -
hältnisse unverschleiert zur E r -
scheinung kommen. 

W i n k e l z w e i e r S t r a h l e n . 
T r e n n u n g s s t r a h 1. 

15. Sind a und b zwei S t rahlen 
eines Büschels ( F i g 4), so wollen 
wir un te r ab den Winke l ver-
stehen, den der S t rah l a mit dem 
Strahl b bildet und die Reihen 
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folge der Buchstaben soll den Sinn der Drehung angeben, 
in welchem der Winke l durchlaufen wird, also von a 
nach b hin . D a n n ist dieser Ausdruck a b doppel-
deut ig ; denn es kann darunter j e d e r der in der 
F i g u r bezeichneten Winkel verstanden werden. 

H a t man ferner drei Strahlen a, b, c, so können 
wir mittels derselben eine Drehungsr ich tung bestimmen, 
indem wir un ter dem „Sinn a b c" diejenige D r e h u n g 
verstehen, welche a direkt nach b über führ t , o h n e 
dass der St rahl c dabei überschri t ten wird (Fig. 5). 

Fig. 5. 

U m nun im Büschel die Winke l eindeut ig zu er-
halten, wählen wir einen festen S t rah l u und verstehen 
unter a b den im Sinne a b u genommenen Winke l . 
Dieser ist dann e i n d e u t i g (Fig. 5). D e r H i l f s s t r a h l 
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u möge der „Trennungsstrahl" heissen. D a n n zer-
stören sich die Drehungen a b und b a und es ist 

a b + b a = o oder a b = — b a 
Is t c irgend ein weiterer St rahl , so gilt , ganz un-

abhängig von der Lage der Strahlen, die Beziehung 
a b + b c = ac oder 
a b + b c + ca = o 

und allgemein fü r die Strahlen a, b, c, . . . . m, n 
a b + b c + . . . . + mn + na = o 

Man kann diese Festsetzung auch so aussprechen, 
dass man durch den Trennungss t rahl den Büschel 
halbier t und sich bei der Be t rach tung auf eine Hä l f t e 
beschränkt. 

P a r a m e t e r e i n e s S t r a h l e s . 

16. Um die einzelnen Strahlen eines Büschels durch 
Zahlenwerte festzulegen, wählen wir zwei Strahlen a 
und b als „ Pundamentalstrahlen " undausserdem den Tren-
nungsstrahl u. (Fig . 5.) I rgend ein weiterer Strahl des 
Büschels bildet dann mit den festen Strahlen a und b 
die Winkel ac und b c (die beide kleiner als 180°). 
I s t C ein P u n k t von c und sind C A und C B die von 
C auf a und b gefäl l ten Senkrechten, so hat der Quo-
tient 

^ A C sin ac 
B C sin bc 

f ü r à ľè Punk te des Strahles c den gleichen Wer t . 
Wir geben diesem, aus lauter positiven Zahlen gebil-
deten Bruche das Vorzeichen -1-, wenn die Drehungen 
ac und bc gleichen Sinn haben, dagegen das Vorzeichen 
—, wenn diese Drehungen entgegengesetzt gerichtet sind. 
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D a n n entspricht jedem St rah l des Büschels e i n 
solcher W e r t Ǻ. Den Fundamentals t rahlen a und b ent-
sprechen die Wer te Ǻ — o bezw. Å = oc ； f ü r die 
Halbierungsl inien der Winke l , welche die Fundamen-
talstrahlen bi lden, ergeben sich die W e r t e Ǻ = −ļ− 1 
und Ǻ — — 1. Durch die W e r t e o und CD hindurch 
geht Ǻ von positiven zu negativen Wer ten über . 

Umgekehr t kann man zu einem, auch dem Vor-
zeichen nach gegebenen Werte Ǻ = A0 nu r e i n e n 
und i m m e r einen zugehörigen St rah l bestimmen. Denn 
angenommen, es sei p dieser Strahl , so muss se in: 

F ü h r t man b p = ba -1- ap ein, so l iefert eine leichte 
Kechnung : 

D a m i t ist der Winkel ap best immt; auf welcher 
Seite von a der Strahl p aber liegen muss, ergibt sich 
aus dem Vorzeichen von Ä0, unter Berücksicht igung 
der angeführ ten Ver te i lung der Zahlenwerte von À in 
dem Büschel. 

Anfg. 1. Man finde durch Zeichnung und Rechnung 

die S t rah len , welche den Wer ten 

von ý⅞ entsprechen. 

§ 6. Die Massbestimmuiig- in der Punktreihe. 

S t r e c k e z w i s c h e n z w e i P u n k t e n . 

17. Die Mannigfalt igkeit der P u n k t e einer Punk t re ihe 
g wird erst durch die Annahme des unendlich fernen 
Punktes U derselben zu einer zusammenhängenden, in 
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dem dann die Gerade gewissermassen durch das Un-
endliche hindurch sich schliesst. I rgend zwei Punk te A 
und B der Geraden bestimmen dann auch zunächst zwei 
Strecken, von denen die eine, der Weg von A nach B, 
endlich ist, während die andere, der Weg von A durch 
das Unendliche nach B, unendlich ist. 

Dre i Punk te A , B, C bestimmen wieder einen 
„Sinn A B C " , nämlich d i e Bewegungs-Richtung, bei 
der wir von A di rekt nach B gelangen, ohne C zu 
passieren. 

D a unendlich grosse Strecken nicht zu verwenden 
sind, so werden wir unter A B die endliche der bei-
den oben erwähnten Strecken verstehen. Dies st immt 
aber damit übere in , dass wir den unendlich fernen 
P u n k t U als . .Trennungs-Punkt" einführen, ganz wie 
in 15) beim Büschel den Trennungsst rahl . Unte r A B 
ist die im „Sinne A B U " genommene Strecke zu ver-
stehen. 

Dann ist offenbar 

nd für drei P u n k t e gi l t , wie immer sie auch liegen, 
die Relation 

und allgemein für die P u n k t e A . B. C . . . . M, N 

P a r a m e t e r e i n e s P u n k t e s . 

18. Um nun die einzelnen Punk te der Punk t re ihe 
durch Zahlenwerte festzulegen, gehen wir von zwei festen 
Punkten A und B aus, den „Fundamenta lpunkten" . 
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I rgend ein P u n k t C der Punk t r e ihe best immt dann 
den Streckenquotient 

Diesem Quotienten, dessen Zähler und Nenner die 
Masszahlen der Strecken A C und BC enthält , geben 
wir das Vorzeichen -1-, wenn A C und BC in gleicher 
Rich tung laufen, C also nicht a u f der Strecke A B 
gelegen ist, dagegen das Vorzeichen —, wenn A C und 
BC nach entgegengesetzten Richtungen sich erstrecken, 
also C a u f der Strecke A B liegt. Dann best immt 
jeder P u n k t der Geraden einen solchen Pa ramete rwer t 
Å. Dem Wer t e Ǻ = o entspricht der P u n k t A , dem 
Wer te X = 00 der P u n k t B ; A = 1 l iefert den un-
endlich fernen P u n k t , woraus andererseits analytisch 
dessen Berecht igung folgt . 

Umgekehr t gibt es stets nur e i n e n P u n k t derar t , 
dass fü r ihn dieser Quotient einen auch dem Vorzeichen 
nach gegebenen W e r t /L = hat . Denn ist P der 
gesuchte P u n k t , so muss sein 

oder, wenn 

Wählen wir, was das einfachste ist, eine bestimmte 
Richtung auf der Ge raden , etwa die von A nach B, 
als die positive, so sind alle im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufenen Strecken negativ zu rechnen. Es er-
gibt sich dann aus der letzten Gleichung die Strecke 
A P samt ihrer Richtung, 

gesetzt wird 
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Aufg. 2. Man zeichne und berechne die Punk te , wel-

che den Wer ten 

meters A entsprechen. 
F ü r das dri t te Grundgebilde erster Stufe, den Ebenen-

büschel, brauchen wir keine eigene Bet rachtung durch-
zuführen : wir schneiden ihn mit einer Ebene, etwa 
senkrecht zur Achse, in einem Strahlenbüschel und er-
halten die Ebenen des Büschels dann durch die P a r a -
meterwerte, welche die Strahlen dieses Strahlenbüschels 
liefern. 

§ 7. Das Doppelverhältiiis. 
D o p p e l v e r h ä l t n i s v o n v i e r P u n k t e n . 
19. Sind in einer Punkt re ihe gausser den zwei Funda-

mentalpunkten A und B zwei weitere Punk te C und 
D gegeben und bestimmen wir f ü r diese nach der in 
18) gegebenen Festsetzung die Streckenverhältnisse 

so können wir aus diesen beiden das 

neue Verhä l tn i s bilden: 

Dieser Ausdruck wird sich als charakterist isch für 
die Lage der vier P u n k t e A, B, C, D erweisen. W i r 
nennen ihn, seiner Bi ldung gemäss, das „Doppelver-
häl tnis" der vier P u n k t e und bezeichnen ihn durch 
(ABCD) . W i r haben also folgende 
Deliiiifion : Unter dem Doppelverhäl tnis von vier Punk ten 

einer Geraden verstehen wir den Ausdruck 

des Para -
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wobei jedes der einzelnen Verhältnisse mit dem ihm 
nach 18) zukommenden Vorzeichen zu versehen ist. 

D ie vier Punk te erscheinen dabei in zwei Gruppen ge-
teilt, welche zunächst n i c h t gleichart ig behandelt sind. 
Denn A und B dienten als Fundamenta lpunkte und 
C und D wurden auf diese bezogen. Es ist aber sofort 
zu beweisen, dass diese beiden Punk tpaa re in dem 
Ausdruck des Doppelverhältnisses ganz die gleiche 
Rolle spielen. Denn es ist j a 

Man darf also die beiden P u n k t p a a r e mite inander 
vertauschen. 

G e t r e n n t e P u n k t p a a r e . 
20. F ü r die gegenseitige Lagenbeziehung zweier 

Punk tg ruppen A, B und C, D sind nun folgende zwei 
Fäl le als wesentlich zu unterscheiden: 

a) Die beiden Punk tpaa re A, B und C, D liegen 
so, dass man beim Uebergang von A nach B auf dem 
einen oder andern Wege einen der Punk te C oder D 
passieren muss (Fig. 6 a ) . Von den Punk ten C und D 

Fig. 61). 

muss dann einer a u f der Strecke A B , der andere 
ausserhalb dieser Strecke gelegen sein. W i r sagen in 
diesem F a l l e : die beiden P u n k t p a a r e „trennen sich" 
gegenseitig. Von den beiden Teilverhältnissen in dem 
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Ausd ruck des Doppelverhältnisses (ABCD) muss dem-
nach das eine positiv, das andere negativ sein, das 
ganze Doppelverhäl tn is hat demzufolge einen n e g a -
t i v e n W e r t . 

b) K a n n man auf einem"*der beiden Wege von A 
nach B gelangen, ohne C oder D zu überschreiten, so 
t rennen sich die beiden Punk tpaa re nicht (Fig. 6 b ) . 
E s liegen dann C und D beide a u f der Strecke A B 
oder beide a u s s e r h a l b derselben; die Teilverhältnisse 
in dem Ausdruck ( A B C D ) haben b e i d e negat ive oder 
b e i d e posit ive Vorzeichen, das Doppelverhäl tnis 
selbst n immt jedenfal ls einen positiven W e r t an. 

Diese Eigenschaften sind auch umkehrbar . W i r 
können also sagen: Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür , dass zwei Punk tpaa re A , B und C, D 
sich t rennen, ist die, dass das Doppelverhäl tnis ( A B C D ) 
einen negativen W e r t hat. 

D o p p e l v e r h ä l t n i s v o n v i e r S t r a h l e n . 
21. Ganz analoge Betrachtungen gelten f ü r den S t rah-

lenbüschel. Gehen wir aus von den zwei (festen) Strahlen 
a und b und dem Trennungsst rahl u, so können wir 
f ü r zwei weitere Strahlen c und d die Verhältnisse bilden 

deren Vorzeichen nach 16) zu bestimmen sind. 
Dividieren wir den ersten Quotienten durch den 

zweiten, so nennen wir diesen Ausdruck das „Doppel-
verhäl tnis" der vier Strahlen a, b, c, d und bezeichnen 
ihn durch (abcd), so dass also 
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Der Unterschied, der zwischen den Strahlen a, b 
und c, d zunächst gemacht wurde, ist wiederum nur 
ein scheinbarer. Denn es ist ja 

Dagegen haben wir vorerst noch einen Trennungs-
strahl nötig. 

Fü r die gegenseitige Lagenbeziehung zweier Strahlen-
paare a, b und c, d sind nun folgende Fälle charakte-
ristisch: Man sagt: die Strahlenpaare a, b und c, d 
„trennen einander" , wenn man den Strahl a durch 
Drehung n i c h t mit dem Strahle b zur Deckung 
bringen kann , ohne c oder d zu passieren. (Siehe 
z. B. Fig. 10.) Kann man dagegen auf einem der 
beiden Wege a nach b überführen, ohne dabei über 
c oder d zu kommen, so treuneu die beiden Strahlen-
paare sich nicht (z. B. Fig. 1). Diese Eigenschaft 
zweier Strahlenpaare, sich zu trennen, ist ganz unab-
hängig von der Annahme eines Trennungsstrahles. 

Das oben definierte Doppelverhältnis (abcd) von 
vier Strahlen wird nun negativ, wenn die Strahlen a, b 
und c, d sich trennen, positiv, wenn dies nicht der Fall . 
Dann können wir aber auch auf Grund dieser Eigen-
schaft das Vorzeichen des g a n z e n Doppelverhältnisses 
bestimmen und nicht das der Teilquotienten. 

Wi r lassen also jetzt den Trennungsstrahl weg; 
dann sind zwar alle Winkel, wie z. B. ac doppeldeutig, 
der Sinus dieser Winkel aber ist der gleiche, da sie 
sich zu 180° ergänzen; die einzelnen Teilquotienten 
nehmen wir positiv, das Vorzeichen bestimmen wir am 
ganzen Ausdruck. Wi r erhalten dann die 

D o e h l e m a n n , Projektive Geometrie. 3 
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Deflnition : „Unter dem Doppelverhäl tnis (abcd) von 
vier Strahlen eines Büschels verstehen wir den Aus-
druck 

der das positive oder negative Vorzeichen erhäl t , 
je nach dem die Strahlenpaare a, b und c, d sich 
nicht trennen oder t rennen." 

Dami t sind wir von einem Trennungss t rahl u n -
a b h ä n g i g geworden. O h n e denselben können aber 
die Winkelrelationen von 15) auch nicht mehr angesetzt 
werden. 

Ganz im gleichen Sinn sprechen wir von dem 
Doppelverhältnis (aßyt5), das vier Ebenen a, ß, y, ð eines 
Ebenenbüschels b i lden: es ist nämlich 

Dabei ist z. B. un te r ay einer der Winke l zu ver-
stehen, den die Ebene a mit der Ebene y bildet. 
U n v e r ä n d e r l i c h k e i t d e s D o p p e l v e r h ä l t n i s s e s 
g e g e n ü b e r d e n O p e r a t i o n e n d e s P r o j i z i e r e n s 

u n d S c h n e i d e n s . 
22. Verbinden wir je tzt die f ü r die P u n k t r e i h e und 

f ü r den Strahlenbüschel unabhängig von einander durch-
geführ ten Be t rach tungen , indem wir den Büschel S 
mit einer Geraden g seiner Ebene zum Schni t t b r ingen 
(Fig. 1). D e r Strahl a des Büschels schneide g in A, 
der Strahl b in B u. s. w. D a wir von jedem Strahl 
des Büschels immer d e n Halbs t rah l auszeichnen, der 
den Schni t tpunkt mit g t rägt , so kommt die Betrach-
tung eigentlich darauf hinaus, dass wir den Para l le l -
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s t rahl u durch S zu g als Trennungss t rahl e inführen . 
Schneidet ferner der durch S senkrecht zu g gehende 
S t rah l t in T diese Gerade, so ist 

(1) 2 ∆ S A C = S A . SC . sin ac = S T . A C 
(2) 2 4 SBC = S B . SC . sin bc = S T . B C 
(3) 2 ∆ S A D = S A . S D . sin ad = S T . A D 

(4) 2 ∆ S B D = S B . S D . sin bd = S T . B D 

Alle von S aus laufenden Strecken SA, S B u. s. f. 
wollen wir als p o s i t i v e Zahlen nehmen. D a n n folgt 
aus (1) und (2) durch Division 

(5) 

Hier stimmt das nach 18) bestimmte Vorzeichen 
des Streckenquotienten rechts mit dem nach 16) zu be-
stimmenden Vorzeichen des Sinusquotienten links über-
ein, wie sich geometrisch sofort ergibt . Ebenso l iefern 
die Gleichungen (3) und (4) 

(6) 

A u s (5) und (6) folgt dann durch Div i s ion : 
(7) (abcd) == (ABCD) 

also 

Satz 1. „Das Doppelverhäl tn is von vier Strahlen eines 
Büschels ist gleich dem analog gebildeten der vier 
Schnit tpunkte, welche irgend eine Gerade mit den 
vier Strahlen l iefert" .*) 

Schneiden wir den gleichen Büschel noch mit einer 

*) Pappus von Alexandria (4. Jahrh. n. Ohr.) Matbematicae eollec-
tiones. 
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zweiten Geraden gj (Fig . 2), so fo lg t , dass auch 
(A1 B1 C1 D 1 ) = (abcd), also in Verb indung mit (7) 

(8) ( A B C D ) z= (A1 B1 C1 D 1 ) oder 
Satz 2. „Irgend vier Strahlen eines Büschels werden 

von jeder Geraden in vier P u n k t e n von gleichem 
Doppelverhäl tnis geschnit ten". 

Man kann diesen Satz auch so aussprechen: P ro -
jiziert man vier Punk te einer Geraden von einem be-
liebigen Punkte aus auf eine andere Gerade, so bleibt 
das Doppelverhäl tnis der vier Punk te unveränder t . Eben-
so zeigt die Be t rach tung von Fig . 3, dass 

(ABCD) = (abcd) = (a, b, C1 d t ) also 
(9) (abcd) = (al L1 C1 d j oder 

Satz 3. „Irgend vier P u n k t e einer Geraden werden aus 
jedem P u n k t e durch vier Strahlen von gleichem Dop-
pelverhältnis proj iz ier t ." 

F ü r den Ebenenbüschel gelangen wir zu ganz 
ähnlichen Sätzen. Sind a, ß, y, <5 vier Ebenen eines solchen, 
so ist, wie man leicht ableitet, das Doppelverhäl tn is 
(aßyö) derselben identisch mit dem Doppelverhäl tnis 
der vier Schnit tpunkte, die irgend eine Gerade mit den 
vier Ebenen l iefert oder auch mit dem Doppelverhältnis 
der vier Strahlen, wonach irgend eine Ebene die vier 
Ebenen trifft. Diesen Satz u n d die drei vorigen Sätze 
können wir in dem allgemeinern zusammenfassen: 
Satz 4 . „In zwei perspektiven Grundgebi lden erster 

Stufe bilden irgend vier Elemente des einen Grundge-
bildes und die ihnen entsprechenden des andern das 
gleiche Doppel Verhältnis." 

Damit haben wir f ü r perspekt ive Grundgebi lde 
erster Stufe ausser der L a g e n b e z i e h u n g auch eine 
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m e t r i s e h e Beziehung gefunden, welche entsprechende 
Elemente solcher Gebilde mite inander verknüpf t . 

End l i ch können wir die Operat ion des Schneidens 
oder Pro j iz ie rens nicht bloss einmal, sondern auch ö f t e r 
vornehmen, ohne dadurch den W e r t des Doppelver-
hältnisses von vier Elementen zu ändern. W i r erhalten 
demgemäss ganz a l l g e m e i n 
Satx 5 . „Lei te t man aus vier Elementen eines Grund-

gebildes erster S tufe durch die beliebig oft angewand-
ten Operat ionen des Proj iz ierens und Schneidens vier 
neue Elemente eines andern Grundgebildes ab, so ist 
das Doppelverhäl tnis der ersten vier Elemente gleich 
dem analog gebildeten Doppelverhäl tnis der letzten 
vier entsprechenden Elemente. Das Doppelverhältnis 
von vier Elementen eines Grundgebildes erster 
Stufe erweist sich also diesen Operationen gegen-
über als eine unveränderl iche (invariante) Zahl ." 

I I . A b s c h n i t t : 

Harmonische Gebilde. 
§ 8. Weitere Eigenschaften des Doppelverhältnisses. 

D i e A V e r t e d e r D o p p e l v e r h ä l t n i s s e , d i e 
s i c h a u s v i e r E l e m e n t e n b i l d e n l a s s e n 

23. D e n Begriff des Doppelverhältnisses müssen 
wir noch nach verschiedenen Bichtungen hin weiter 
untersuchen. 

Sind vier Elemente eines einförmigen Grundgebildes 
z. B. vier P u n k t e A , B, C, D einer Punk t re ihe gegeben, 
so können wir sie auf 24 verschiedene Ar ten zu einem 
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Doppelverhältnisse zusammenfassen, da man aus vier 
Elementen 24 Ausdrücke A B C D , A B D C u. s. f. bilden 
kann. Nicht a l l e diese Ausdrücke sind aber ihrem 
Zahlenwert nach verschieden. "Wir sahen schon in 19), dass 

(1) ( A B C D ) = ( C D A B ) 

Fe rne r ist auch 

also 

(2) ( B A D C ) = ( A B C D ) 

Vermöge der in (1) und (2) ausgedrückten Sätze: 
können wir nun aus einem Ausdruck wie ( A B C D ) noch 
drei andere ableiten, die den gleichen Zahlenwer t be-
sitzen, nämlich 

( A B C D ) = ( C D A B ) = ( B A D C ) = ( D C B A ) 

Die 24 verschiedenen Ausdrücke liefern also 
höchstens 6 verschiedene Zahlenwerte . I s t aber etwa 
(ABCD) = Ǻ, so können wir die übrigen Zahlenwerte 
durch diesen einen wie folgt ausdrücken. Es ist zunächst, 
wie sich sofort e rg ib t , 

(3) 

F e r n e r wird 
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Ganz ähnlich beweist m a n , dass 

(5) 

A l s Endresu l ta t ergeben sich demnach folgende 
6 verschiedene W e r t e , von denen jeder in vierfacher 
Weise geschrieben werden könnte : 

D a s D o p p e l v e r h ä l t n i s a l s K o o r d i n a t e . 

24. Hal ten wir je tz t von den vier P u n k t e n A B C D 
drei, etwa A , B, C fest, während D die Punk t re ihe durch-
wander t , so wird das Doppelverhäl tnis ( A B C D ) fü r 
jede Lage von D einen best immten W e r t annehmen. 
Fä l l t insbesondere D in den unendlich fernen P u n k t 
der P u n k t r e i h e , den wir mit D c o bezeichnen wollen, 
so wird 

— 1 nach 18). Es reduziert 

sich also f ü r diesen P u n k t das Doppelverhäl tnis auf 
ein einfaches Streckenverhältnis . Es wird aber ferner 
auch jeder Zahlenwer t nur bei e i n e r Lage des Punk tes 
erre icht , wie aus dem folgenden Satze sich e rg ieb t : 
Satz 6 î „Sind drei P u n k t e A , B, C auf einer P u n k t -

reihe gegeben, sowie ein Zahlenwert Ǻ von bestimmten 

weil der Quotient 
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Vorzeichen, so gibt es einen und nur einen P u n k t 
Ɗ der P u n k t r e i h e , welcher mit A , B und C ein 
Doppelverhäl tnis ( A B C D ) = i bi ldet ." 

Denn es ist fü r diesen gesuchten P u n k t D 

mit einem bestimmten Vor-

zeichen versehen werden vergl. 18.), so dass auch 

A D 3 

ĝ ŋ der Grösse und dem Vorzeichen nach gegeben 

i s t , also ist D eindeutig festgelegt. 
Natürlich gilt der eben bewiesene Satz in ent-

sprechender Weise auch fü r den Strahlen- und Ebenen-
büschel. Hä l t man drei Elemente eines Grundgebi ldes 
erster Stufe fest , so kann man die Lage eines vierten be-
weglichen Elementes festlegen durch den Zahlenwert des 
Doppelverhältnisses, welches dieses vierte Element mit 
den drei festen bildet. Das Doppelverhäl tn is dient 
also als Koord ina t e , deren Zahlenwerte die einzelnen 
Elemente l iefern. 
Au 1⅛. 3. Gegeben sind die P u n k t e A , B, C einer 

Punk t r e ihe in der in der F igur 7 angegebenen 
Anordnung. Man untersuche den Verlauf des Doppel-
verhältnisses ( A B C D ) , wenn D die Punk t r e ihe 
durchläuft . 

Hier muss 
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E ine einfache Bet rach tung liefert folgende Zu-
sammenstellung : 

D im Unendlichen: 

Ɗ geht vom Unendlichen bis A : (A B C D) 
D fällt nach A : „ 
D geht von A bis B : „ 
D fällt nach B : „ 
D geht von B nach C: . . . „ 
D fällt nach C : „ 
D geht von C ins Unendliche: „ 

W i r wollen noch ausdrücklich bemerken, 
(ABCD) bloss dann den W e r t -1-1 ann immt , wenn der 
bewegliche P u n k t D nach C rückt. — Man führe die 
entsprechende Betrachtung durch fü r eine andere An-
ordnung der Punk te A, B, C. 
Aufg. 4 . Gegeben sind drei Punk te A , B, C einer 

dass 

http://rcin.org.pl



42 Harmonische Gebilde. 

Geraden (Fig. 8) ; man konstruiere einen P u n k t D 
auf der Geraden , so dass (A B C D) = — 2I3 

Lösung. "Wir ziehen durch C irgend eine Gerade 
und tragen auf ihr die entgegengesetzt gerichteten 
Strecken C A1 = 2 , CB1 = 3 ab unter Zugrundelegung 
einer ganz beliebigen Masseinheit , konstruieren den 
Schni t tpunkt S der Yerbindungsl inien A A 1 und BB 1 

und ziehen durch S eine Para l le le zu A 1 B 1 , dann 
schneidet diese Paral lele die gegebene Gerade im ge-
suchten Punk te D . Denn wenn wir C gleichzeitig mit 
C1 bezeichnen, den unendlich fernen P u n k t von S D da-
gegen D 1 und die Strahlen von S nach A , B , C , D 
der Reihe nach a , b , c , d nennen , so ist nach 22) 
bezw. 24) 

Man konstruiere auch noch den P u n k t D , f ü r 

welchen 

§ 9. Das harmonische DoppelTerhältnis. 

D e f i n i t i o n h a r m o n i s c h e r E l e m e n t e . 
25. Gehen wir von drei beliebigen P u n k t e n A, B, C 

einer Punkt re ihe aus, so können wir nach Satz 6 
immer e i n e n und nur e i n e n P u n k t D des Trägers 
finden, f ü r welchen ( A B C D ) = — 1. Vier solche 
P u n k t e haben besonders wichtige geometrische Eigen-
schaften. W i r stellen die Definition a u f : 

„Vier P u n k t e A, B, C, D einer Punk t r e ihe heissen 
harmonisch, wenn das Doppel Verhältnis ( A B C D ) 
= — 1." 
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E s sind die P u n k t e A und B einerseits, C und D 
anderersei ts einander zugeordnet und aus 20) folgern 
wir unmittelbar , dass die P u n k t p a a r e A , B und C, D 
sich t rennen. Man sagt deswegen wohl auch , dass zwei 
solche Punk tpaa re sich harmonisch trennen." 

Ganz entsprechend sind vier harmonische Strahlen 
a, b, c, d eines Strahlenbüschels oder vier harmonische 
Ebenen (a ß y ô) eines Ebenenbüsche]s dadurch def inier t , 
dass bezüglich ( a b cd) = — 1 oder (a ß y ð) — — 1. 

Die 6 AVerte von Doppelverhäl tnissen, welche sich 
nach 23) aus vier Elementen bilden lassen, reduzieren 
sich bei vier harmonischen Punk ten , also f ü r Â — — 1 , 
ersichtlich auf die folgenden 3 "Werte: — 1 , 2 , 1Ja. 

Natür l ich trennen sich auch hier wieder die beiden 
P a a r e von zugeordneten Elementen. Fe rne r folgt aus 
Satz 5 von 22) noch: 

Satz 7 : Vier harmonische Elemente eines Grundgebildes 
erster Stufe gehen durch die Operationen des Schnei-
dens und Projizierens stets wieder in vier harmo-
nische Elemente über ." 

K o n s t r u k t i o n h a r m o n i s c h e r E l e m e n t e . 

26. Sind drei P u n k t e A, B, C, einer Punkt re ihe gege-
ben, so gibt es, wie wir bereits wissen, bloss e i n e n P u n k t 
D , der zu C harmonisch liegt bezüglich A und B, d. h-
so l iegt , dass 

Die P u n k t e C und D teilen also die Strecke 

(1) 

Daraus folgt sofort 

(2) 
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A B, abgesehen vom Vorzeichen, im gleichen Ver-
hältnis. Diese Bemerkung liefert folgende Konst ruk-
tion : Wi r ziehen (Fig. 9) durch die gegebenen 
Punk te A und B zwei beliebige parallele G e r a d e A A ' 
und B B ' und durch C eine beliebige L i n i e , welche 
diese Parallelen in X und Y ' tr iff t . Schneiden wir 

dann (mittels des Zirkels) die Strecke B Y = Y ' B ab , 
so liefert die Verbindungsl in ie X Y im Schni t tpunkt 
mit g den gesuchten P u n k t D . Misst nämlich die 
Strecke A X m Längeneinhei ten, die S t r e c k e B Y und 
die ihr gleiche B Y ' n Längeneinhei ten, wobei m und n 
also positive Z a h l e n , so ist mit Rücksicht auf die 
Vorzeichen 

also in der Tha t die Bedingung (2) und folglich auch 
(1) erfül l t . 

Nehmen wir in F ig . 10 an, die gegebenen P u n k t e 
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Fig. 10. 

liegen so , dass C die Mit te der Strecke A B , dann 
wird offenbar m = n und X Y parallel zu g , der 
P u n k t D rückt ins Unendl iche, also 
Satz 8 : D ie Mit te C einer Strecke A B und der 

unendlich ferne P u n k t D des Trägers der Strecke 
sind vier harmonische Punk te . 

Projicieren wir diese vier harmonischen Punk te , aus 
einem Punk te S, so erhalten wir nach Satz 4 vier har-
monische Strahlen a , b , c, d. M a n b e n u t z e diese Be-
trachtungen zur Lösung der 
Aufg. 5 : Gegeben sind drei Strahlen a , b , c eines 

Büschels; man konstruiere den 4. harmonischen 
St rahl d zu c bezüglich a und b. 

E in einfacher Satz über harmonische Strahlen er-
gibt sich ferner durch folgende Bet rach tung : Ist A B C 
ein Dreieck und halbiert man den Winkel bei A sowie 
dessen Nebenwinkel durch Lin ien , welche die Seite 
BC beziehungsweise in D und E treffen, so teilen nach 
bekannten planimetrischen Sätzen die P u n k t e D und E 
die Seite B C im Verhäl tnis der anliegenden Dre iecks-
sei ten, also sind B , C , D , E harmonisch, ( B C D E ) 
= — 1 und es sind also auch die aus A nach diesen 
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Punk ten zielenden Strahlen harmonisch, so dass wir 
erhalten: 
Satz 9： „Irgend zwei Strahlen und die zwei Halbierungs-

linien der von ihnen gebildeten Winke l bilden ein 
harmonisches Quadrupel . D ie letzteren beiden zu-
geordneten Strahlen stehen auf einander senkrecht." 

Aufg-. 6 : Man bilde eine Umkehrung dieses Satzes. 
§ 9. Das vollständige Yiereck. 

G e o m e t r i s c h e D e f i n i t i o n v o n v i e r h a r m o -
n i s c h e n P u n k t e n . 

27. Yier harmonische P u n k t e lassen sich nun nicht 
bloss durch die analytische Beziehung definieren, dass ih r 
Doppelverhältnis den Zahlenwert — 1 besitzt , sondern 
auch durch eine rein geometrische, durch eine Lagen-
beziehung, wie wir je tzt zeigen wollen. 

Sind vier Punk te E , F , G, H in einer Ebene ganz 
beliebig gegeben, (Fig. I I a oder Fig. I l1 ' , ) so be-

Fig. I I a . Fig. I Ib . 

stimmen sie zunächst 6 L i n i e n , welche je zwei dieser 
vier P u n k t e verbinden. D ie Gesamtheit dieser 6 Linien 
nennen wir das „vollständige Viereck" der P u n k t e E , 
F , G , H. Die 6 Linien heissendie „Seiten" . die P u n k t e 
E , F , G , H die „Ecken" des Viereckes. Z u jeder 
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Sei te des vollständigen Viereckes z. B. zur Ve r -
bindungl inie E F oder 1 können wie eine zwei te , in 
diesem Fal le die Verbindungsl inie G H oder ľ finden 
derar t , dass zwei solche Seiten zusammen alle die vier ge-
gebenen Ecken des Viereckes enthalten. W i r nennen 
zwei solche Seiten „Gegenseiten" des vollständigen Vier-
eckes und erhalten augenscheinlich 3 P a a r e von Gegen-
sei ten, 1, l ' j m , m ' ; n , n'. J e zwei zusammengehörige 
Gegenseiten liefern endlich noch einen Schn i t tpunk t , 
nämlich 1 und ľ den P u n k t L , m und m' den P u n k t 
M und n und n ' den P u n k t N. Diese drei P u n k t e L , 
M , N heissen wohl auch „Nebenecken" des Viereckes. 

D e r Zusammenhang dieser F iguren mit harmonischen 
Punk ten wird nun hergestell t durch folgenden 
Satz 10: „Grei f t man zwei P a a r e von Gegenseiten 

eines vollständigen Viereckes heraus , so liefern sie 
zwei Nebenecken. Auf ihrer Verbindungsl inie schnei-
det dann das letzte P a a r von Gegenseiten zwei 
P u n k t e aus , die zu den zwei ersten Nebenecken 
harmonisch liegen." 

Denn nehmen wir L und M als Nebenecken, die 
verbunden werden und schneidet das letzte P a a r von 
Gegenseiten n, n' diese Verbindungslinie in C und D,*) 
so hat man 

(1) ( L M C D ) = ( E G N D ) 
wie sich ergibt, wenn man die links stehenden P u n k t e 
aus dem P u n k t e F auf n ; proj iz ier t (Satz 2). P ro j i -
ziert man aber die letzten vier P u n k t e aus H auf L M, 
so wird 

(2) ( E G N D ) = ( M L C D ) 

*) In Fig. IIb ist noch der Punkt C einzutragen s tat t des einen ľ. 
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also folgt 

(3) 

Anderersei ts ist aber allgemein vergl. 23) 

mithin in 3) 

Es kann also das Doppelverhäl tnis der vier P u n k t e 
L, M, C, D bloss die Wer t e + 1 oder — 1 haben. 
Der Wer t -1- 1 ist aber ausgeschlossen, da er nach 24) 
Aufg . 3 bloss erreicht wird, wenn von den vier Punk ten 
des Doppelverhältnisses zwei zusammenfallen. Dies ist 
in unserer F igur aber nicht möglich. Es muss folg-
lich sein 

(LMCD) == - 1 
d. h. die vier Punkte liegen harmonisch. 

Es sind dann auch E, Gr, N, D vier harmonische 
Punk te und die Strahlen von F oder H aus nach ihnen 
sind ebenfalls harmonisch. 

W i r benutzen diese Eigenschaf t des vollständigen 
Vierecks, um eine zweite Lösung zu gewinnen für die 
Aufg. 7. (legeben sind drei P u n k t e A , B, C auf einer 

Geraden ; zu C den 
4. harmonischen be-
züglich A und B zu 
konstruieren. 

W i r ziehen (Fig. 12) 
durch den gegebenen 
P u n k t C eine beliebige 
Gerade , wählen auf ihr 
zwei beliebige Punk te E 
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und F , ziehen die Verbindungsl inien E A , E B , so-
wie F A und F B . Is t dann Gr der Schni t tpunkt von 
F A und B E , ferner H der Schni t tpunkt von F B und 
A E , so l iefert GrH auf der gegebenen Geraden den 4. 
harmonischen P u n k t Ɗ . De r Beweis ergibt sich sofor t 
aus der Betrachtung des vollständigen Vierecks E F G H . 

Natürl ich kann man die verschiedensten Vierecke 
zur Kons t ruk t ion benutzen. I n der F igur ist noch 
ein zweites Viereck E1 F 1 G1 H 1 gezeichnet. Es muss 
dann G1 H 1 durch den gleichen P u n k t D gehen. 

D i e s e Konst rukt ion er forder t bloss das Ziehen von 
geraden Linien, ist also mittels des Lineals allein aus-
führbar , während bei der in 26) gegebenen Lösung auch 
der Zi rke l benutzt werden musste. 

Liegen umgekehrt vier harmonische P u n k t e A, B, 
C7 D gegeben vor und zeichnet man in der eben durch-
geführ ten Weise zu A und B den 4. harmonischen 
bezüglich C, so muss dieser mit D zusammenfallen. 

Zu bemerken ist noch, dass in Bezug auf das voll-
ständige Viereck die beiden P u n k t p a a r e der harmoni-
schen Gruppe eine verschiedene Bolle spielen, indem 
nämlich A und B Nebenecken sind, während durch 
C und D die Gegenseiten laufen. W i r wissen aber 
schon aus dem Früheren (19), dass die beiden P u n k t -
paare in einem Doppelverhältnis durchaus überein-
stimmend zu behandeln sind. Auch geometrisch wäre 
fü r die harmonischen Punk te diese Gleichberechtigung 
der beiden P a a r e durch Kons t ruk t ion eines anderen 
Vierecks leicht zu erweisen. 

Aufg-. ⅛. D i e Strahlen a, b, c eines Büschels sind ge-
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geben, zu c den 4. harmonischen bezüglich a und 
b zu konstruieren. 

s truktion erfordert bloss das Ziehen von geraden Linien, 
ist „linear", wie wir sagen. 

A n w e n d u n g e n d e s S a t z e s v o m v o l l s t ä n d i g e n 
V i e r e c k . 

28. H a t man in einer Ebene zwei gerade Linien a und 
b und einen P u n k t S und ziehen wir durch S be-
liebige Gerade, welche a und b je in A, B, A ' , B' , u. s. f . 
schneiden (Fig . 14); ziehen wir ferner A B ' und A ' B , 
welche einen P u n k t Ɗ l iefern, A ' B " und A " B ' , welche 
sich in D ' schneiden u. s. f., so liegen alle so konstru-
ierten P u n k t e Ɗ auf einer Geraden, welche durch den 
Schni t tpunkt T der gegebenen Geraden a und b hin-
durchgeht . 

P u n k t N beliebig (Fig. 13), 
ziehen durch ihn zwei belie-
bige Gerade E G und H F , 
bringen E P und H G in L zum 
Schnit t , dann ist S L der ver-
langte Strahl d. Die Kon-

Wi r wählen auf c einen 

Denn verbinden wir 
T mit S und D und 
nennen diese Strahlen 
s und d, so sind a, b, 
s , d vier harmonische 
S t rah len , wie sich aus 
dem Viereck A A ' B ' B 
e rg ib t , also (absd) = 
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— 1. Z u den drei Strahlen a ; b, s ; g ibt es aber bloss 
e i n e n 4. harmonischen, also müssen alle Punk te D auf 
einem St rah l durch T liegen. 

Aufg. 9 . Gegeben sind in einer Ebene zwei Gerade 
a und b, deren Schni t tpunkt nicht mehr gezeichnet 
werden kann und ein Punk t D . Man soll diesen 
P u n k t D mit dem unzugänglichen Schni t tpunkt 
durch eine Gerade verbinden. 

Man benutze den eben bewiesenen Satz und ziehe 
durch D (vergl. F ig . 14) irgend zwei Gerade A B ' und 
A ' B . D a n n liefern A B und A ' B ' einen P u n k t S. 
I r gend eine durch S weiter gezogene Gerade7 welche 
a und b in A " und B " t r i f f t , bestimmt einen P u n k t 
D ' , der mit D verbunden, die gesuchte Gerade gibt . 

Anmerkung. Dem vollständigen Viereck entspricht 
nach dem Gesetz der Dualität in der Ebene (7, a) das voll-
ständige Vierseit. Dies wird gebildet von vier ganz beliebigen 
Geraden einer Ebene, den „Seiten" des Vierseites. Diese 
bestimmen 6 Schnittpunkte oder „Ecken", welche wieder in 
3 Paare von „Gegenecken" zerfallen derart, dass durch ein 
Paar Gegenecken alle vier Seiten hindurchgehen. Mittels 
dieser Figur erhält man dann in durchaus analoger Weise 
eine rein geometrische Definition für vier harmonische 
Strahlen. 

In der reinen Geometrie der Lage kann man harmo-
nische Elemente auf Grund ihrer geometrischen Eigenschaft 
behandeln; das Doppelverhältnis dagegen in der hier ge-
gebenen Definition ist auszuschliessen wegen der vorkommen-
den Strecken oder Winkel. Irgend vier gegebene Elemente 
eines Grundgebildes erster Stufe bezeichnet man in der 
Geometrie der Lage als einen „Wurf". 
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§ 11. Metrische Relationen bei harmonischen Gebilden. 

29. Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte , so ist 
also (ARCD) = — 1 oder 

I s t weiter (Fig. 15) M die Mitte der Strecke A B i 

so können wir die letzte Gleichung auch schreiben: 

Fig. 15. 

Multipliziert man aus, so ergibt sich unter Rück-
sicht auf die Gleichung A M = M B 

(1) MC . M D = MA 2 = MB 2 

Dies liefert einen leicht in W o r t e zu fassenden 
Satz über harmonische Punkte . I s t umgekehrt Gleich-
ung (1) erfüllt , so liegen die P u n k t e harmonisch. 

Legen wir je tzt durch die P u n k t e C und D irgend 
einen Kre is und von M aus eine Tangente an ihn, so 
ist MC . M D die Potenz des P u n k t e s M in Bezug auf 
diesen Kre is und = dem Quadra t der Tangente. Is t 
T der Berührungspunkt , so hat man demnach 

(2) M T 2 = MC . M D . 
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A u s (1) und (2) folgt 
M T = M A = B M 

d. h. T liegt auf dem Kreise über A B als Durch-
messer. D ie Tangenten an die beiden Kreise in T 
stehen also aufeinander senkrecht oder anders ausge-
d rück t : die beiden Kreise schneiden sich rechtwinklig 
oder orthogonal. W i r haben also den 
Satz 11: „Sind A, B7 C ; D vier harmonische Punkte , so 

schneidet j e d e r K r e i s durch die beiden zugeord-
neten P u n k t e C und D den über A B als Durch-
messer beschriebenen K r e i s orthogonal." 

Anfg. 10. Sind a, b, c, d vier harmonische Strahlen, so 
dass also (abcd) = — 1 und ist m einer der Strahlen, 
welche den Winkel von a uud b halbieren, so beweise 
man die der Grleichung (1) entsprechende Re la t ion : 

tg(mc) . tg(md) = tg2(ma) = tg2(mb) 

I I I . A b s c h n i t t . 

Die projektive Beziehung der einförmigen 
Grundgebilde. 

§ 12. Die konstruktive Behandlung- der projektiven 
Beziehung. 

D e f i n i t i o n p r o j e k t i v e r G r u n d g e b i l d e . 

30. A n perspektiven Grundgebi lden erster Stufe 
haben wir im I . Abschni t t zweierlei Eigenschaften als cha-
rakterist isch e rkann t : die Eigenschaft der Lage (13) 
und die daraus sich ergebende m e t r i s c h e Eigenschaft 
der Gleichheit der Doppelverhältnisse von je vier ent-
sprechenden Elementen (22). Denken wir uns nun in zwei 
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perspektiven Grrundgebilden erster Stufe z. B. zwei Punk t -
reihen g und g t (Fig. 2) die sämtlichen, entsprechenden 
Punk te wie A und A 1 , B und B1 u. s. f. in irgend 
einer Weise an den (etwa als materiell gedachten) 
Punk t re ihen markier t . Dann heben wir den geometri-
schen Zusammenhang zwischen den Punk t re ihen g und 
g1 und dem Strahlenbüschel S auf, indem wir g und 
gL in i rgend eine beliebige Lage br ingen. Während 
dadurch die perspektive Lagenbeziehung zerstört wird, 
bleibt die m e t r i s c h e Eigenschaf t nach wie vor er-
halten. W i r nennen die Punkt re ihen dann noch „pro-
jekt iv" — wofür auch das Zeichen 7 \ gebraucht wird. 
Allgemein stellen wir auf als 

Definition: Zwei Grundgebilde erster S tufe heissen pro-
jektiv, wenn sie eindeutig, Element f ü r Element, 
dadurch aufeinander bezogen sind, dass je vier Ele-
mente des einen Gebildes und die vier entsprech-
enden des andern das gleiche Doppelverhäl tnis 
bilden. 

Um uns solche projektive Grundgebi lde zu ver-
schaffen, steht uns z u n ä c h s t kein anderes Mittel zu 
Gebote, als dass wir zwei Grundgebi lde perspekt iv auf 
einander beziehen und dann gewissermassen „ausein-
andernehmen." Es ist aber leicht, auch d i r e k t eine 
projektive Beziehung zwischen zwei Grundgebilden 
erster S tufe zu vermitteln. 

K o n s t r u k t i o n p r o j e k t i v e r P u n k t r e i h e n . 

31. W i r führen dies zunächst durch fü r zwei P u n k t -
reihen, deren Träger g und g t sich in e i n e r Ebene 
befinden mögen. I rgend drei beliebigen Punkten A, B, 
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C auf g ordnen wir drei beliebige Punk te A 1 , B1 , C1 

auf g t zu. W i r verbinden (Fig. 16) A mit A1 und 

wählen auf dieser Verbindungslinie zwei beliebige Punk te 
S und S1 . Die Linien SB und S1B1 mögen sich in 
Ii, SC und S1C1 in C schneiden. W i r verbinden 
Ii mit C durch eine Linie p, welche AA 1 in A treffen 
möge. Zu einem beliebigen P u n k t e D von g ver-
schaffen wir uns jetzt einen entsprechenden auf gj in 
folgender Weise : S D tr i ff t p in D und S1D schneidet 
dann gj in einem P u n k t e D 1 , der dem P u n k t e D zu-
gewiesen wird. D a n n ist offenbar f ü r j e d e Lage von 
D nach den Sätzen von 22) 

(ABCD) = (A 1B 1C 1D 1) = (ABCD) 
Beschreibt D die eine Punkt re ihe , so durchwander t 

D 1 die andere und es sind immer die Büschel S und 
S1 je perspektiv zur Punkt re ihe A, B, C . . . auf p 
und also auch zu einander perspektiv. Es bilden folg-
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lieh auch irgend vier P u n k t e auf g und die vier ent-
sprechenden auf gx das gleiche Doppelverhäl tnis . Dami t 
haben wir also in der Tha t projekt ive Punkt re ihen kon-
s t ru ier t und gleichzeitig gefunden, dass wir drei P a a r e 
entsprechende Punk te beliebig annehmen können. Da-
durch ist die projektive Beziehung dann gerade be-
stimmt. 

Aufg1. 11. Man konstruiere die P u n k t e , welche den 
unendlich fernen P u n k t e n von g und g t bezüglich 
entsprechen. — Der Schni t tpunkt der beiden Träge r 
g und gj kann als P u n k t von g mit E und als 
P u n k t von g t mit F 1 bezeichnet werden. Man kon-
struiere die beiden entsprechenden Punk te E und 
F . (Siehe Fig. 16.) 

K o n s t r u k t i o n p r o j e k t i v e r S t r a h l e n b ü s c h e l . 
32. Zwei in einer Ebene befindliche Strahlenbüschel 

projekt iv aufeinander zu beziehen, gelingt durch die 
entsprechende duale Betrachtung. W i r greifen im 
Büschel S drei beliebige St rahlen a, b, c heraus, denen 
wir im Büschel S1 drei beliebige Strahlen a1? b, , C1 zu-
ordnen (Fig. 17). Durch den Schni t tpunkt von a und 

aj ziehen wir will-
kürlich zwei Ge-
rade g und gx und 
br ingen g in A , 
B, C zum Schnit t 
mit den Strahlen 
a, b, c, die Gerade 
g1 hingegen mit 

a 1 , b 1 , C1 in A 1 , 
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B1 , C 1 . D a n n liefern die Verbindungsl inien BB1 und 
CC1 in ihrem Schnit te einen P u n k t P . Zu einem be-
liebigen St rah l d des Büschels S finden wir nun, wie 
folgt, den entsprechenden: d tr iff t g in D , D P t r i f f t 
g t in D1 und S 1 D 1 ist der entsprechende St rahl d, 
im Büschel S 1 . 

D a n n ist wieder 
(a b c d) = (B1 b1 C1 d1 ) 

Die Punk t re ihen auf g und g l 7 welche durch ent-
sprechende Strahlen der Büschel S und S1 ausgeschnit-
ten werden, sind perspektiv. 

Aufg. 12. „Man zeichne in den beiden projektiven 
Büscheln die Strahlen B1 und f , welche dem Ver-
bindungsstrahl SS1 entsprechen, wenn dieser als e 
und f t genommen wird" . 

U m eine Punkt re ihe und einen Strahlenbüschel 
projekt iv aufeinander zu beziehen, schneiden wir den 
Büschel mit einer Geraden in einer Punk t re ihe und 
beziehen diese auf die gegebene Punkt re ihe . 

Wären ein Ebenenbüschel und ein Strahlenbüschel 
in projektive Beziehung zu setzen, so bringen wir die 
Ebene des Strahlenbüschels zum Schnitt mit dem Ebenen-
büschel und beziehen die beiden Strahlenbüschel pro-
jekt iv aufeinander. 

Zusatz. S ta t t durch eine geometrische Kons t ruk-
tion können wir uns die projektive Beziehung auch von 
A n f a n g an durch eine Doppelverhäl tnisrelat ion fest-
gelegt denken. Sind z. B . g und g1 die Träger zweier 
Punkt re ihen und A , B, C, sowie A 1 , B 1 , C1 , beliebig 
auf ihnen ausgewählt, so bildet ein beliebiger P u n k t D 
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auf g mit A, B, C ein Doppelverhäl tnis von bestimm-
tem "Wert (ABCD) = Ǻ. Dann giebt es auf g t 

e i n e n P u n k t D 1 , fü r welchen (A1 B1 C1 D 1 ) = Ǻ. 
Dies ist der D entsprechende P u n k t D 1 . E s gilt 
also die Beziehung 

( A B C D ) = (A1 B1 C1
1D1). 

Die angeführten Kons t ruk t ionen lehren , Elemente zu 
finden, die stets dieser oder einer entsprechenden Be-
ziehung genügen. 

Es drängt sich aber noch die F rage a u f : Is t 
vielleicht die soeben d i rekt begründete, projekt ive Be-
ziehung allgemeinerer A r t als die Beziehung, in der 
zwei perspektive Grundgebi lde s tehen, nachdem ihre 
gegenseitige Lagenbeziehung aufgehoben i s t? 

Dies ist bei den Grundgebi lden erster Stufe in der 
Tha t nicht der Fall . Denn wir wollen im folgenden 
Paragraphen zeigen, dass sich zwei projektive Grund-
gebilde erster Stufe stets in perspektive Lage br ingen 
(perspektiv „orientieren") lassen. 

§ 13. Die perspektive Or ient ie rung projekt iver Grund-
Gebilde e r s t e r Stufe. 

P r o j e k t i v e P u n k t r e i h e n , i n p e r s p e k t i v e 
L a g e g e b r a c h t . 

33. Liegen zwei, in der soeben beschriebenen "Weise 
projekt iv auf einander bezogene P u n k t r e i h e n g u n d g 1 vor, 
in denen also irgend vier Punk ten der einen vier Punk te , 
der andern entsprechen vom gleichen Doppelverhäl t-
nis , so seien E und E 1 i rgend zwei einander ent-
sprechende Punkte . D a n n gilt fü r irgend drei weitere 
entsprechende Punk tpaa re A , A 1 , B 1 B 1 , C j C 1 die Relat ion 

(1) (A B C E) = (A1 B1 C1 E1) 
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Br ingen wir nun g und g t in eine solche gegenseitige 
L a g e , dass E 1 auf E zu liegen kommt , während die 
T räge r g und g, selbst nicht zusammenfallen. W i r 
verb inden A mit A 1 , B mit B1 und zeichnen den 
Schn i t tpunk t S dieser Verbindungsstrahlen.*) D a n n 
geht auch die Linie CC1 durch diesen P u n k t S. Denn 
angenommen, die Verbindungsl in ie SC1 treffe g in C' , 
so ist nach 22) 

(2) (A B C ' E ) = (A1 B1 C1 E1) 
also mit Bücksicht auf (1) 

(3) (A B C' E ) = (A B C E) 
D a n n muss aber notwendig C' mit C zusammenfallen, 
also C' = C sein; denn es giebt nach 24) nur e i n e n 
P u n k t C, der mit A , B und E ein Doppelv erhältnis 
von gegebenem W e r t e ( A B C E ) bildet. Ganz in der 
gleichen Weise zeigt man, dass j e d e Verbindungslinie 
i rgend zweier anderer entsprechender P u n k t e wie D und 
D 1 etc. auch immer durch den P u n k t S gehen muss. D i e 
beiden Punkt re ihen sind also dargestellt als Schnit te 
des Büschels S , sie sind in perspektive Lage ge-
bracht . 

Dies ist offenbar noch auf unendlich verschiedene 
Ar t en möglich, da ja nur nötig war, irgend zwei ent-
sprechende Punk te der projekt iven Punkt re ihen im 
Schni t tpunkt der beiden Träger zur Deckung zu 
bringen. D e r P u n k t S heisst wohl auch das „Centrum 
der Perspekt iv i tä t" . W i r erhalten also den 

*) Es wird dem Leser dringend geraten, die Figuren nach den 
Angaben dss Textes s t e ts selbst zu entwerfen , a u c h w e n n sie 
beigedruckt sind. Es erleichtert das Verständnis ungemein, wenn 
man die Figur, Schritt fü r Schritt der Entwicklung folgend, erst all-
mählich e n t s t e h e » sieht. 
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Satz 12: „ H a t man zwei projekt ive Punkt re ihen g und 
g, und liegen im Schni t tpunkte der beiden T r ä g e r 
entsprechende P u n k t e der Punk t re ihen vereinigt, 
während die Träger g und g1 selbst nicht zusam-
menfallen, so liegen die beiden Punkt re ihen per-
spekt iv , d. h. alle Verbindungsl inien entsprechen-
der Punk te von g und g1 laufen durch einen 
Punk t , das Centrum der Perspek t iv i t ä t " . 

P r o j e k t i v e S t r a h l e n b ü s c h e l , i n p e r s p e k -
t i v e L a g e g e b r a c h t . 

34. Um zwei in einer Ebene befindliche, projekt ive 
Strahlenbüschel S und S1 in perspekt ive Lage zu 
bringen, greifen wir irgend zwei entsprechende Strah-
len e und C1 heraus und br ingen sie zur Deckung je-
doch so , dass S und S1 nicht aufeinander zu liegen 
kommen. Dann zeigt die duale Betrachtung, dass die 
Büschel perspektiv liegen. Dies l iefert den 
Satz 13: Liegen zwei in einer Ebene befindliche, pro-

jektive Strahlenbüschel so, dass in der Verbindungs-
linie ihrer Mit telpunkte entsprechende Strahlen der 
beiden Büschel vereinigt sind, während die Mittel-
punkte nicht zusammenfal len, so sind die Büschel 
, ,perspekt iv" d. h. a l l e entsprechenden Strahlen 
schneiden sich auf einer Geraden , der ,,Achse der 
Perspek t iv i t ä t " . 

D ie A u f g a b e , eine Punk t re ihe und einen zu ihr 
projekt iven Strahlenbüschel perspektiv zu legen, ver-
langt, den Büschel so zu orientieren, dass drei St rah-
len a, b, c durch die ihnen entsprechenden P u n k t e A , 
B, C der Punkt re ihe gehen. (Beweis!) Dies ist auf 
Grund planimetrischer Sätze leicht durchführbar . 
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Mehr Schwierigkeiten bie te t es , einen Strahlen-
büschel und einen zu ihm projektiven Ebenenbüschel 
in perspektive Lage zu bringen. "Wir übergehen die 
Lösung, da sie fü r das Folgende ohne Belang ist. 

35. Fügen wir noch bei, dass die in § 12 gegebenen 
Konstrukt ionen der projektiven Beziehung noch manche 
S p e z i a l i s i e r u n g e n zulassen. So kann man z. B. 
bei der Konst rukt ion der projektiven Punkt re ihen in 
25) die auf dem Yerbindungss t rahl A A1 noch ganz 
beliebig angenommenen P u n k t e S und S1 auch so wäh-
len, dass S nach A1 und S1 nach A fäll t . D a n n hat 
man zur Durch führung der g l e i c h e n Be t rach tung 
wie damals die Lin ienpaare 

zu benutzen, deren erstes einen P u n k t B, das zweite 
einen P u n k t C l iefert , (Fig. 18), während die Yerb in-

§ 13. Anwendungen, 

http://rcin.org.pl



G2 Die Beziehung der einförmigen Grundgebilde. 

dungslinie B C der perspektive Schni t t der Büschel A 
und A1 ist, den wir mit p0 bezeichnen wollen. I rgend 
zwei entsprechende P u n k t e D und D 1 der projektiven 
Punkt re ihen sind daraus zu erhalten, dass das Linien-
paar 

einen auf p0 gelegenen Schni t tpunkt I) besitzt . Kon-
struiert man je tz t wieder die dem Schnit tpunkt von g 
und g1 entsprechenden P u n k t e , so l iefert die F i g u r 
unmit telbar das Ergebnis , dass dies die P u n k t e E 1 

und F s ind , in denen p0 den Trägern gL und g be-
gegnet. 

I s t nun die projekt ive Beziehung von g und gl 

gegeben, so sind damit diese P u n k t e E 1 und F und 
also auch p0 bestimmt. Ebensogut wie nach A und 
A1 hätten wir die Hi l f spunkte S1 und S aber auch 
nach B und B1 oder nach C und C1 u. s. w. verlegen 
können und müssen dadurch die gleiche Achse p0 er-
halten. Es folgt dann aber folgender 
Satz 14. „ H a t man zwei projektive Punk t re ihen A , 

B, C . . . . und A 1 , B 1 , C 1 . . . . auf zwei festen Träge rn 
g und g t und betrachtet alle möglichen Linien-
paare wie 

so liegen die Schni t tpunkte , welche jedes dieser 
Linienpaare l i e fe r t , auf einer Geraden p0, welche 
aus den Trägern g und g1 diejenigen Punk te aus-
schneidet, die den im Schni t tpunkt von g und g t 

vereinigten Punkten entsprechen". 
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Aufg. 13. F ü r zwei in einer Ebene befindliche, pro-
j ek t ive Strahlenbüschel lässt sich ein entsprechender 
Satz aufstellen. Man beweise ihn. 

D e r S a t z v o n D e s a r g u e s . 
36. A l s ein Zeichen fü r die Brauchbarke i t dieser Be-

t rachtungen erweisen wir noch folgenden sehr bekann-
ten S a t z : 
Satz 15: ,,"Wenn zwei in einer Ebene gelegene Dre i -

ecke A 1 B1 C1 und A 2 B2 C2 die Eigenschaf t 
haben, dass 1) die Verbindungsl inien A1 A 2 , B1 B 2 , 
C1 C2 durch einen P u n k t gehen, so weiss man, dass 
2) die Schni t tpunkte von A 1 B1 und A 2 B 2 , A 1 C1 

und A 2 C2 , B1 C1 und B2 C2 auf einer Geraden 
liegen und aus 2) folgt auch umgekehrt 1)". 

Nehmen wir drei durch einen P u n k t S gehende 
Strahlen a, b, c (Fig. 19) und auf ihnen bezüglich die 
Punk tpaa re A 1 , A 2 , B1 , B2 und C1, C2, so ist damit die 
Bedingung 1) f ü r die beiden Dreiecke A 1 B1 C1 und 
A 2 B2 C2 erfüllt . Bet rachten wir nun den Büschel S, 
so schneidet derselbe die Geraden A1 B1 und A2 B2 
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in zwei perspektiven Punkt re ihen . Diese perspektiven 
Punkt re ihen projizieren wir aus C1 und C2 beziehungs-
weise. Dann sind diese Büschel C1 und C., projekt iv 
und, wie man leicht erkennt , überdies perspekt iv, da 
der Verbindungsstrahl C1 C2 sich selbst entspricht . E s 
schneiden sich aber entsprechende Strahlen auf e i n e r 
Geraden , der Achse der Perspekt iv i tä t : also müssen 
auf einer Geraden S liegen: der Schni t tpunkt von 
A 1 C1 und A2 C2, der Schni t tpunkt von B1 C1 und 
und B2 C2 und der Schni t tpunkt von A 1 B1 und A 2 B 2 , 
(da nach ihm auch entsprechende St rahlen der Büschel 
C1 und C2 laufen). Dami t ist der Satz bewiesen. 
Ganz ähnlich ver fähr t man bei der Umkehrung des-
selben. 

Znsatz. Liegen die beiden Dreiecke von A n f a n g 
an in verschiedenen Ebenen, so ergeben sich die gleich-
lautenden Sätze durch einfache stereometrische Be-
trachtungen. 

A n a l y t i s c h e r A n s a t z . 
37. Die rechnende Geometrie behandelt die projek-

tive Beziehung in folgender "Weise: "Werden die Ele-
mente des einen Grundgebildes erster S tufe durch die 
Wer te eines Paramters Ǻ, z. B. eines Doppelverhäl t -
nisses (vergl. 24 ) , die eines zweiten Grundgebi ldes 
durch einen Parameter fi festgelegt und besteht zwi-
schen Ǻ und ţı eine in Bezug auf jede dieser Grössen 
l i n e a r e Relation ： 

(1) 
wo a, ß, y, <5 beliebige, aber feste Zahlenwerte sind, 
so ordnet diese Gleichung, nach A oder nach ii auf-
gelöst, jedem W e r t des einen Paramete r s e i n e n des 
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andern zu. Es sind also auch die beiden Grundge-
bi lde erster Stufe dadurch eindeutig, Element f ü r Ele-
ment, auf einander bezogen. Wei te r zeigt m a n : Sind 
die beiden Grundgebilde eindeutig auf einander bezogen 
und zwar durch eine solche Relat ion wie (1), so folgt dar-
aus schon, dass vier Elemente des einen Grundgebi ldes 
und ihre vier entsprechenden das gleiche Doppelver-
hältnis b i lden , d. h. dass die Grundgebi lde p ro jek t iv 
sind. E ine Relat ion (1) stellt also den analytischen 
Ausdruck der P ro jek t iv i t ä t dar. 

W i r wollen dies am einfachsten Beispiel zweier 
projekt iven Punkt re ihen g und g1 noch genauer ver-
folgen. Auf g wird ein P u n k t O willkürlich ange-
nommen und ein beliebiger P u n k t P von g durch seine 
Absciase O P = x fes tgelegt , deren Zahlenwer t nach 
der einen Seite posi t iv , nach der entgegengesetzten 
Seite negativ genommen wird. Ebenso werden die 
P u n k t e von g1 durch Abscissen X1 dargestell t . 
Zwischen diesen Paramete rn möge je tz t eine Gleichung 
bestehen 

(2) 
Dann ist vermöge derselben auch 

(3) 
Diese Gleichungen gesta t ten, zu jedem x oder X1 das 
entsprechende X1 oder x zu berechnen. D e r Ausdruck 
f ü r das Doppelverhältnis von vier Punk ten P , P ' , 
P " , P " ' wird aber, wie man sofort erkennt, 

wenn P ' durch die Abscisse x' u. ö. f. gegeben ist . 
D o e h l e m a n n, Projektive Geometrie. 5 http://rcin.org.pl
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Den vier P u n k t e n P , P ' , P " , P ' " entsprechen vier 
andere P u n k t e P 1 , P 1 ' , P 1 " , P 1 " ' auf g1} die gegeben 
sind durch die Abscissen 

etc. 

Dann zeigt eine leichte Rechnung, dass 

(P1 P 1 ' P 1 " P 1 ' " ) = (P P ' P " P ' " ) 

§ 15. Metrische Relat ionen. Spezielle Fä l le . 

D i e F l u c h t p u n k t - R e l a t i o n . 
38. F ü h r e n wir in die Beziehung, welche die Gleich-

heit der Doppelverhältnisse von je vier entsprechenden 
P u n k t e n in zwei projekt iven Punk t r e ihen zum Aus -
druck b r i n g t , die uneigentlichen P u n k t e der beiden 
Träger g und gj ein, so erhalten wir eine m e t r i s c h e 
Relat ion im speziellen Sinn, indem die Doppelverhäl t -
nisse in einfache Verhäl tnisse übergehen. Denken wir 
uns nämlich die beiden Punk t re ihen i rgendwie per-
spektiv gelegt und sind (Fig . 2) R und Q1 die den 
unendlich fernen P u n k t e n von gl und g entsprechen-
den P u n k t e , die wir als , ,F luch tpunk te" bezeichnen, 
so hat man 

und daraus mit Rücksicht auf 24) 

E s sind also alle diese Rechtecke, je mit entsprechen-
den P u n k t e n A j A i r B j B i r C j C 1 — gebildet, flächengleich. 
Den gemeinsamen Flächeninhal t derselben erhält man 
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auch, wenn man das im Schn i t tpunk t der Träger ver-
einigte P u n k t p a a r E , E 1 herausgrei f t , fü r welches 

E R . E 1 Q 1 = Q1S. R S = k 
E s ist also 

A R . A1Q1 = B R . B1Q1 = = k = const. 

A e h n l i c h e , k o n g r u e n t e P u n k t r e i h e n . 
39. Aus der allgemeinen, projekt iven Beziehung 

zweier Punkt re ihen ergeben sich ferner spezielle, wenn wir 
die uneigentlichen Punk te besonders berücksichtigen, 
was dadurch möglich ist, dass wir die unendlich fernen 
P u n k t e der beiden Träger in der projekt iven Bezieh-
ung einander entsprechen lassen. D a n n ist also, wenn 
Q und Q1 diese unendlich fe rnen P u n k t e sind, 

folglich 

E s muss also überhaupt das Verhäl tnis i rgend zweier 
entsprechenden Strecken unveränderl ich = c sein. 
Solche Punk t re ihen heissen „ähnl ich" . 

I s t fe rner c = 1, so sind je zwei entsprechende 
Strecken gleich lang, die projekt iven Punk t re ihen heis-
sen dann „kongruen t " . 
Aufg1. 14. Man zeige, dass man ähnliche (unter Um-

ständen kongruente) Punk t r e ihen en thä l t , wenn 
man zwei parallele Gerade mit einem beliebigen 
Strahlenbüschel oder zwei beliebige Gerade mit einem 
Paral lelstrahlenbüschel schneidet. 

Ebenso heissen zwei projekt ive Strahlenbüschel 

oder auch 
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kongruent , wenn irgend zwei St rahlen den gleichen 
Winke l einschliessen wie die ihnen entsprechenden. 
Solche Strahlenbüschel erhäl t man z. B . wenn mau 
eine Punk t r e ih e aus zwei P u n k t e n S und S1 proj i-
z ie r t , die gleich weit ent fernt von derselben und 
auf einer Senkrechten zu ihr liegen. 

I V . A b s c h n i t t . 

Die projektive Beziehung auf (lein gleichen 
Träger. 

§ 16. Die Doppelelemente und ih re Kons t ruk t ion . 

B e s t i m m u n g e i n e r p r o j e k t i v e n B e z i e h u n g 
a u f d e m g l e i c h e n T r ä g e r . 

40. Denken wir uns zwei Punkt re ihen g und g1 pro-
jek t iv aufe inander bezogen. Dann können wir auch 
den Träger der einen Punk t r e ihe mit dem der andern 
zusammenfallen lassen. Wir haben also nu r noch 
e i n e n Träger , der gewissermassen doppel t z u n e h m e n 
und „projekt iv auf sich selbst bezogen" ist. D ie Mög-
lichkeit einer solchen Beziehung lässt sich auch d i r e k t 
leicht e rkennen: denn ordnen wir drei P u n k t e n A , 
B, C eines Trägers g drei andere P u n k t e A 1 , B 1 , C1 

des gleichen Trägers z u , so ist dadurch die projek-
tive Beziehung auf der P u n k t r e i h e g festgelegt . Um 
sie nämlich konst rukt iv zu ver fo lgen , proj izieren wir 
A , B, C aus einem beliebigen (nicht auf g gelegenen) 
P u n k t S und A1 , B1 , C1 aus einem P u n k t e S1 j e 
durch einen Strahlenbüschel . D a n n ist die pro jekt ive 
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Beziehung dieser beiden Büschel bestimmt und ent-
sprechende Strahlen derselben schneiden entsprechende 
P u n k t e auf g aus. I s t ein P u n k t auf dem Träger g 
gegeben, ohne dass h inzugefügt ist, welcher der beiden 
Punk t r e ihen er angehören so l l ; so kann man ihn als 
P u n k t der einen oder andern Punk t r e ihe nehmen und 
demgemäss mit J oder K 1 bezeichnen. Verbindet man 
ihn dann entweder mit S oder mit S1 , so kann man 
die b e i d e n entsprechenden P u n k t e J 1 und K finden, 
die im allgemeinen n i c h t zusammenfallen werden. 
Ganz ebenso können wir auch einen Strahlenbüschel 
oder einen Ebenenbüschel projektiv auf sich selbst 
beziehen. 

D i e D o p p e l e l e m e n t e . 
41. Bis hierher unterschied sich die projekt ive Be-

ziehung auf dem g l e i c h e n Träger nicht wesentlich 
von der f rüher auf verschiedenen Trägern betrachteten. 
E i n neuer Gesichtspunkt wird erst durch folgende 
Frageste l lung gewonnen: Giebt es auf einem projekt iv 
auf sich selbst bezogenen Träge r E lemente , die sich 
mit den ihnen en tsprechenden decken? Giebt es also 
z. B. bei einer pro jekt iven Beziehung auf einer Ge-
raden einen P u n k t X , der mit dem entsprechenden X 1 

zusammenfäll t ? W i r werden einen solchen P u n k t einen 
„Doppe lpunk t" nennen ; ihnen entsprechen „Doppel-
s t rahlen" und „Doppe lebenen" beim Strahlen- bezw. 
Ebenenbüschel. 

Von der Mögl ichkei t der Existenz solcher „Dop-
pelelemente" überzeugen wir uns durch folgende Be-
t rachtung. Ein Strahlenbüschel sei projekt iv auf sich 
Selbst bezogen, den Strahlen a, b, c u. s. f. entsprechen 
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die Strahlen a l 7 b1? C1 u. s. f . E in beweglich gedach-
ter Strahl durchlaufe den Büschel im Sinne „abc" 
(15) nach irgend einem Gesetz, etwa mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit . Die Bewegung eines zweiten St rah-
les des gleichen Büschels sei dadurch bes t immt , dass 
er sich in a t befinden soll, wenn der erste St rahl in 
a ist, in b j , wenn dieser b passiert u. s. f., dass also 
die beiden beweglichen St rahlen im g l e i c h e n Zei t-
moment sich immer in entsprechenden Strahlen der 
projekt iven Beziehung befinden. D a n n wird sich der 
zweite bewegliche Strahl im Sinne à ⅜ ^ bewegen. I s t 
dieser Sinn der gleiche wie abc (Fig. 20^) , rot ieren 

also beide St rahlen in der g l e i c h e n R ich tung (etwa 
wie die Zeiger einer Uhr ) so heissen die Büschel 
, ,gleichlaufend". Is t der Sinn abc der entgegengesetzte 
wie ajbjCj (Fig. 20L) so heissen die Büschel „entgegen-
gesetzt laufend" . Stellt man sich im l e t z t e r n Fal le 
die beiden beweglichen St rahlen v o r , so werden sie 
im Verlauf der Bewegung übere inander wegeilen. 
E iner solchen Stellung, wo sich f ü r einen Moment die 
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beiden Strahlen decken, entspricht offenbar ein Doppel-
s t rahl der beiden projekt iven Büschel. Ganz die glei-
chen Ueberlegungen gelten f ü r projekt ive Punk t r e ihen 
auf dem gleichen Träger . Bei entgegengesetzt laufen-
den projekt iven Gebilden existieren demnach immer 
Doppelelemente. Bei gleich laufenden projekt iven Be-
ziehungen dagegen kann man dies nicht von vornher-
ein behaupten. H ie r k ö n n e n Doppelelemente auf-
t re ten oder auch nicht. 

I n keinem Fal le jedoch können m e h r als zwei Dop-
pelelemente vorhanden sein. D e n n angenommen es 
gebe in einer projektiven Beziehung auf einer P u n k t -
reihe drei Doppelpunkte M, N, P , so wäre fü r ein 
P a a r entsprechender P u n k t e A und A 1 

(M N P A) = (M1 N1 P 1 A 1 ) 
wobei M1 mit M, N1 mit N, P 1 mit P zusammenfäll t . 
E s können aber nicht zwei verschiedene P u n k t e P und 
P 1 mit drei P u n k t e n das nämliche Doppelverhäl tnis 
bilden, also fäl l t auch A mit A 1 zusammen und über-
haupt je zwei entsprechende P u n k t e der projektiven 
Beziehung d. h. 
Satz 16: Wenn in einer projekt iven Beziehung auf 

dem gleichen Träge r drei Elemente mi t den ihnen 
entsprechenden sich decken, so deckt sich überhaupt 
jedes Element mit dem entsprechenden, d. h. man 
ha t eine Iden t i t ä t " . 

Demnach können also 0, 1 oder 2 Doppelelemente 
auf t re ten . Ihre Best immung lässt sich zurückführen 
auf den Fa l l der Konstrukt ion der Doppe lpunk te zweier 
ineinanderl iegenden, projekt iven Punk t re ihen . D e n n 
ein projekt iv auf sich bezogener Strahlenbüschel wird 
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von einer Geraden seiner Ebene in zwei projektiven 
Punkt re ihen geschnitten, durch deren Doppelpunkte die 
Doppels t rahlen des Büschels gehen und ein projektiv 
auf sich bezogener Ebenenbüschel wird von einer be-
liebigen Ebene in einem projekt iv auf sich bezogenen 
Strahlenbüschel geschnitten, durch dessen Doppelstrah-
len auch die Doppelebenen des Ebenenbüschels gehen. 
Z u r Kons t ruk t ion der Doppe lpunkte zweier projektiven 
Punk t re ihen bedienen wir uns eines Kreises, der ein 
f ü r allemal gezeichnet vorliegen kann, müssen aber zu 
dem Zweck noch vorher eine Eigenschaf t des Kreises 
kennen lernen. 

H i l f s s a t z ü b e r d e n K r e i s . 
42. Sind P und P 1 zwei beliebige P u n k t e auf einem 

Kre i s (Fig. 21) und projizieren wir aus ihnen die 
übr igen P u n k t e des Kreises, also den P u n k t A durch 
die Strahlen a und a1? den P u n k t B durch die Strah-
len b und bj etc., so erhalten wir die Büschel P und 
P 1 und diese sind projekt iv d. h. es gilt der 
Satz 17: , ,Aus irgend zwei beliebigen P u n k t e n eines 

Kre ises werden die übrigen P u n k t e desselben durch 
projekt ive Büschel proj iz ier t" . 

I n der T h a t ist j a 

I n beiden Fällen ist aber 

! ' • . . . . . . , , 

E s ist folglich auch 

wenn dies i rgend vier St rahlenpaare sind, die aus P und 
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P 1 P u n k t e der Kreisper ipher ie 
proj iz ieren, also sind die Büschel 
P und P 1 projekt iv . 

D i e S t e i n e r ' s c h e K o n -
s t r u k t i o n d e r D o p p e l -

p u n k t e . 
43. E s liege nun ein Kre i s 

gezeichnet vor und in seiner 
Ebene befindet sich der Träger 
g, auf dem eine projektive Be-
ziehung durch die P u n k t p a a r e A, A1, B, B l j C, C1 ge-
geben ist (Eig. 22). Um nun über das Vor -
handensein von Doppelpunkten einen sicheren A u f -
schluss zu gewinnen, wählen wir zunächst auf dem 
Kre ise beliebig einen P u n k t S und ziehen die Lin ien 
SA, SB, SC, SA1, SB1, SC1, welche den Kre i s zum 
zweitenmal in A, B, C, A 1 , B 1 , C1 schneiden mögen. 
W i r haben dann die beiden gegebenen Punk t r e ihen 
„auf den Kreis proj iz ier t ." 

Bezeichnen wir ferner die eben genannten sechs 
Strahlen der Reihe nach mit a, b, c, a1? bt, C1, so 
haben wir in S projektive Büschel, also 

(1) Büschel (a, b, c . . . . ) Büschel (at, blt C1 . . . .) 

P r o j i z i e r e n w i r n u n die P u n k t e A, B, C u. s. f. aus A i r 

sowie die P u n k t e A 1 , B 1 , C1 u. s. f. aus A je durch 
einen Strahlenbüschel, so ergeben sich nach dem soeben 
bewiesenen Hilfs-Satz folgende Pro jek t iv i t ä ten : 

(2) Büschel A (A1 , B1 , C 1 . . . . ) Büschel S (a t , \ , C1 ....) 

(3) Büschel A1 (A, B, C . . . . ) Büschel S (a, b, c . . . . ) *) 

*) Die Bezeichnung ist leicht verständlich : Büschel A (Ai, Bi, C i . . . ) 
bedeutet den Strahlenbüschel mit dem Mittelpunkt A, dessen Strahlen 
nach A1, B., Ci . . . laufen. 
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D a aber nach (1) auch die Büschel rechts projektiv 
s ind, so folgt 

4) Büschel A (A1, B1 , C1 . . . ) X Büschel A 1 ( A , B , C . . . ) 

Fig. 22. 

Diese Büschel sind aber nicht bloss projekt iv , 
sondern auch perspektiv, nach Satz 13), da in der 
Verbindungslinie A A 1 der Büschelmit te lpunkt entsprech-
ende Strahlen der beiden Büschel vereinigt s ind; folglich 
liegen die Schni t tpunkte entsprechender Strahlen auf 
e iner Geraden p. 

Schneiden sich nun AB 1 und A 1 B in (S, ferner 
AC 1 und A 1 C in 33, so ist die Verbindungsl inie ¾3(Ś 
die Achse p der Perspekt iv i tä t . 

I s t je tz t also © ein beliebiger P u n k t auf p, so 
l iefern A © und A 1 © die zweiten Schni t tpunkte D 1 

und D mit dem Kreise und D und D 1 geben aus S 
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auf g pro j iz ie r t zwei entsprechende P u n k t e D und D1 

der projekt iven Punkt re ihen . 
Nun möge die Achse p den Kre is in M und N 

schneiden. F ü h r t man dann f ü r diese P u n k t e von p 
die gleiche Bet rach tung durch wie gerade fü r den be-
liebigen P u n k t so ergibt sich aus der F igur , dass 
M und N aus S auf g projiziert die Doppe lpunkte 
M und N der projekt iven Punkt re ihen liefern. 

Schneidet p den Kre i s nicht, so gibt es keine 
D o p p e l p u n k t e ; würde p den Kre i s berühren, so gäbe 
es nur einen Doppe lpunkt . — 
Zusatz. S ta t t der P u n k t e A und A 1 hä t te man eben-

sogut auch B und B1 oder C UndC1 u. s . f . als Mittel-
punk te der perspektiven Büschel wählen können. 
D i e P u n k t e M und N , also auch die Gerade p 
müssen sich dadurch ebenso ergeben. Es muss dem-
nach auch der Schni t tpunkt ¾ von BC1 und B1C, 
der Schni t tpunkt ⅞ von BD 1 und B 1 D u. s. f . 
auf p liegen. D ie Achse p enthält demnach alle 
Schni t tpunkte wie : 

Diese Kons t ruk t ion der Doppelelemente ersann der 
If deutsche Geometer Steiner . [Die geometrischen Kon-

struktionen ausgeführ t mittels der geraden Linie und 
eines festen Kreises . Ber l in 1833]. 
E i n w e i t e r e r S a t z ü b e r d i e D o p p e l e l e m e n t e . 

44. Sind M, N die Doppelpunkte , A , A 1 , B, B 1 zwei 
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P a a r e entsprechender P u n k t e zweier projekt iven P u n k t -
reihen, so hat man 

(MNAB) = (M 1N 1A 1B 1) . 
F ü h r t man die Ausdrücke f ü r die Doppelverhäl t -

nisse ein, so ergibt eine leichte Umformung die andere 
!Relation: 

( M N A A 1 ) = (MNBB 1 ) 
D e r "Wert dieses Doppelverhäl tnisses muss also 

fü r alle Paa re entsprechender P u n k t e der gleiche sein, 
etwa = k = const., daher der 
Satz 1 8 : „ J e zwei entsprechende Elemente einer pro-

jekt iven Beziehung auf dem gleichen T r ä g e r bilden 
mit den beiden Doppelelementen ein konstantes 
Doppelverhäl tnis ." 

B e s t i m m u n g d e r D o p p e l e l e m e n t e d u r c h 
d i e R e c h n u n g . 

45. Bemerken wir noch kurz, wie die Rechnung die 
Doppelelemente l iefert . W i r d eine und dieselbe Ge-
rade als X- und X 1 -Achse genommen, so ist eine pro-
jektive Beziehung auf derselben nach 37) gegeben durch 
eine Gleichung 

E i n Doppelpunkt hat die Eigenschaft , dass f ü r ihn 
x = X1, vorausgesetzt , dass wir die x und X1 vom 
gleichen Anfangspunk t aus und in derselben Richtung 
positiv rechnen. Setzen wir also in der Rela t ion 
x = X1, so kommt die quadratische Gleichung 

deren beide Wurze ln die Abscissen der Doppe lpunk te 
l iefern. Sind die Wurze ln der Gleichung imaginär , 
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so gibt es keine Doppe lpunk te : wir sagen: die Doppel-
punkte sind imaginär. 

Al le Aufgaben , deren Lösung schliesslich auf eine 
Gleichung 2. Grades führ t , bezeichnen wir als A u f -
gaben 2. Grades. Ih re geometrische Er led igung finden 
diese immer durch die soeben bewiesene Steiner 'sche 
Kons t ruk t ion , bei der ein Kre i s und ausserdem das 
Lineal zu benutzen ist. F ü h r t eine Aufgabe analy-
tisch zu einer linearen Gleichung, also zu einer Gleich-
ung 1. Grades, so wird sie als Aufgabe 1. Grades be-
zeichnet. Kons t ruk t iv muss sie sich dann behandeln 
lassen l e d i g l i c h unter Benützung des Lineals . E s 
kommen also dann b l o s s die Operat ionen vor : den 
Schni t tpunkt zweier Geraden zu zeichnen und durch 
zwei P u n k t e eine Gerade zu legen. Bei der Steiner 'schen 
Kons t ruk t ion dagegen hat te man die Schni t tpunkte 
einer Geraden (p) mit einem Kre is zu zeichnen. 
Aufg1. 15. E ine Gerade g soll projekt iv so auf sich 

bezogen werden, dass den zwei gegebenen Punk ten A 
und B zwei andere A1 und B1 entsprechen und dass 
der weiter gegebene P u n k t M einer der Doppel -
punkte der projektiven Beziehung wird. 

1. Lösung. Bezeichnet man M auch noch als M1 , so 
ha tman drei Paa re entsprechender Punk te und könnte 
unter Zuhi l fenahme eines Kreises nach 43) den 
noch fehlenden Doppelpunkt finden. Man füh re 
die Kons t rukt ion wirklich durch. 

2. Lösung. I s t von den beiden Doppelelementen eines 
gegeben, so hängt die Aufgabe , das fehlende zu 
bestimmen, nur noch von einer l inearen Gleichung 
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ab ; sie ist also eine A u f g a b e 1. Grrades und muss 
sich folglich auch ohne Benutzung eines Kreises, ledig-
lich mit dem Lineal lösen lassen. I n der Tha t ziehen 
wir durch M irgend eine Gerade und wählen auf 
ihr die P u n k t e S und S1 wil lkürl ich. Aus S pro-
j izieren wir die P u n k t e A , B, M, aus S1 die P u n k t e 
A 1 , B1 , M1 . Dann sind diese beiden Büschel pro-
jekt iv, sofern entsprechende Strahlen derselben j e 
entsprechende P u n k t e der Punk t re ihen pro j iz ie ren ; 
die Büschel sind aber überdies wieder perspekt iv , 
weil im Y e r b i n d u n g s - S t r a h l SS 1 entsprechende 
Strahlen vereinigt sind. Sie l iefern eine Perspek-
tivitäts-Achse p, die best immt ist durch die P u n k t e 
A und Ii, wobei der erstere der Schni t tpunkt von 
S A UndS 1 A 1 , während in Ii sich S B und S 1 B 1 be-
gegnen. D e r Schni t tpunkt von p mit g ist dann aber 
der zweite Doppelpunkt N der projekt iven Beziehung. 

Aufg . 16. Von einer projekt iven Beziehung auf einer 1 
Geraden sind gegeben ein P a a r entsprechender 
P u n k t e A , A 1 , sowie die beiden Doppe lpunkte M 
und N. Wei te re entsprechende P u n k t e zu kon-
struieren. 

Aufg. 17. I n einem Strahlenbüschel sind gegeben die 
Strahlenpaare a, a l t b, bj und der Strahl m. Man be-
ziehe den Büschel projekt iv so auf sich, dass m 
ein Doppels t rahl und a, aj und b, zwei P a a r e ent- ! 
sprechender Strahlen. 

Lösung. Ziehe durch einen P u n k t von m zwei Gerade g 
und g t und bringe sie bezüglich zum Schni t t mi t 
den Büscheln. 
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Aufg. 18. Yon einer projekt iven Beziehung eines 
Strahlenbüschels sind gegeben ein P a a r entsprech-
ender St rahlen a, a n sowie die beiden Doppels t rah le» 
m und n. "Weitere entsprechende Strahlen zu kon -
s t ru ieren . 

Aufg. 19. Gegeben sind drei Gerade g1? g2, g3 u n d 
dre i P u n k t e P 1 , P 2 , P 3 ; man zeichne ein Dreieck A i r 

A 2 , A 3 , dessen Ecken in dieser Reihenfolge bezüg-
lich auf den drei Geraden liegen und dessen Sei-
ten A 1 A 2 , A 2 A 3 , A 3 A 1 bezw. durch die P u n k t e 
P 1 , P 2 , P 3 h indurchgehen. 
L ö s u n g : "Wählen wir auf g t einen P u n k t A, ganz 

beliebig, ziehen wir die Yerbindungsl inie A 1 P i r 

welche g2 in A 2 treffen möge. D i e Verb indungs -
linie A 2 P 2 schneide g3 in A 3 und die Verbindungs-
linie A 3 P 3 endlich l iefere auf g t einen Schni t tpunkt 
A 1 ' . L a s s e n w i r A 1 die P u n k t r e i h e g 1 durchlaufen, 
so beschreibt der P u n k t A 1 ' eine dazu projekt ive 
Punk t r e ihe . "Wir bestimmen diese projektive Be-
ziehung, indem wir zu drei Lagen des einen Punk te» 
die entsprechenden des andern zeichnen. Sind dann 
die Doppe lpunk te dieser projekt iven Punk t r e ihe 
reell vorhanden, so l iefert jeder derselben ein Dre i -
eck von der ver langten Eigenschaft . Veral lge-
meinerung f ü r n Ecke ! 

§ 17. Die involutorische Beziehung. 

H e r l e i t u n g d e r i n v o l u t o r i s c h e n B e z i e h u n g . 
46. Bet rachten wir noch einen speziellen, aber be-

sonders wichtigen F a l l der projekt iven Beziehung auf 
dem gleichen Träger . Nehmen wir eine projektiv auf sich 
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bezogene Punkt re ihe , so wird einem beliebigen P u n k t e 
A ein P u n k t A 1 entsprechen. Bezeichnen wir den 
gleichen P u n k t A mit B1 , indem wir ihn als einen P u n k t 
•der andern Punkt re ihe auffassen, so wird ihm ein P u n k t 
B zugewiesen sein, der von A 1 verschieden ist. E s 
f r ag t sich n u n : Kann B mit A 1 zusammenfallen und 
kann dies noch f ü r weitere P u n k t e einer projekt iven 
Beziehung eintre ten? Darauf g ib t A n t w o r t folgender 
Satz 19: „Wenn in einer projekt iven Beziehung auf 

einer Punk t r e ihe e i n m a l die beiden einem Punk te 
entsprechenden P u n k t e zusammenfal len, so fallen 
sie f ü r j e d e n P u n k t zusammen." s 

Wählen wir, um dies nachzuweisen, A und A 1 

sowie C und C1 ganz beliebig (Fig . 23), B1 fe rner falle 
mit A und B mit A 1 zusammen, dann ist durch die 
-drei P a a r e A, B, C, A1 , B1 , C1 sicher eine projekt ive Bezieh-
ung bestimmt. Bezeichnen wir je tzt den P u n k t C mit 

D 1 , so entspricht ihm ein P u n k t D derart , dass 

oder nach 23) 

D a r a u s folgt aber dann, dass D mit C1 zusammen-
fäl l t . Ganz in der gleichen Weise zeigt man, dass 
^inem beliebigen P u n k t e E, F 1 e i n P u n k t E 1 , F ent-
spr icht . E s ist also nicht nötig, die beiden P u n k t -
reihen in der Bezeichnung zu unterscheiden, j e d e m 
P u n k t e des Trägers ist e i n best immter P u n k t zuge-

http://rcin.org.pl



Die Doppelelemente einer Involution. 81 

wiesen. E s zerfäll t der ganze Träge r in P u n k t p a a r e 
und wir wollen die Punk te eines Paares als entsprechende 
oder zugeordnete Punk te bezeichnen. D ie analogen Be-
t rachtungen gelten f ü r den S t rah len-und Ebenen-Büschel . 
W i r nennen eine solche projekt ive Beziehung, in der 
j edemElemente in anderes doppelt entspricht, e ine„involu-
torische" oder auch eine „Involut ion" von P u n k t e n 
bezw. Strahlen oder Ebenen. Bezeichnen wir in F ig . 
23 den P u n k t A^B 1 mit A, den P u n k t A 1 , B mit A', 
C und C1 mit B und B', so zeigt die eben durchge-
f ü h r t e Bet rachtung, dass die Involution auf der Geraden 
durch die beiden P a a r e von zugeordneten P u n k t e n 
A,A' und B,B' gerade bes t immt ist oder allgemein 
Satz 20 ; „Eine Involution ist durch zwei P a a r e von zu-

geordneten Elementen bestimmt." 

D i e D o p p e l e l e m e n t e e i n e r I n v o l u t i o n . 

47. D i e Doppelelemente der projekt iven Beziehung 
finden wir natürlich auch wieder bei der Involut ion. 
J edes Doppelelement stellt ein P a a r von Elementen vor, 
die einander unendlich nahe gerückt sind. Sind die 
Doppelelemente vorhanden, so heisst die Involution wohl 
auch eine „hyperbolische", bei nicht vorhandenen Doppel-
elemeuten dagegen eine „elliptische" und endlich eine 
„parabolische", wenn die Doppelelemente sich in ein 
Element vereinigt haben. 

Sind M, N die Doppelpunkte einer Punkt involut ion, 
während A , A ' , B , B ' u. s. f. P a a r e von zugeord-
neten Punk ten , so folgt aus Satz 18, der hier j a auch 
g i l t : 

( M N A A ' ) = ( M N A ' A ) = const. = k. 
D o e h l e m a n n , Projektive Geometrie. 6 
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E s ist aber nach 23) Gl. (3) 

also 

Als W e r t des Doppelverhältnisses (MNAA y ) ergibt 
sich daraus — 1, da der W e r t + 1 n ^ h t zulässig (27); 
es ist also k = — 1 und A und A ' liegen harmonisch 
zu M und N, ebenso B und B' u. s. f. D a r a u s folgt in 
leicht zu übersehender Schlussweise 
Satz 21: „Eine Involution besteht aus all den Paaren 

von Elementen, welche die zwei Doppelelemente, 
(die reell oder imaginär sein können) harmonisch 
trennen." 

§ 18. Die Punkt-Involution. 
D i e v e r s c h i e d e n e n T y p e n . 

48. H a t man eine Punkt involut ion auf einer Geraden, 
so kann man auch zum unendlich fernen P u n k t O' 
ihres Trägers den entsprechenden O sich verschaffen. 
Dieser P u n k t O heisst der Mit te lpunkt der Involut ion. 
Wei tere P a a r e entsprechender P u n k t e seien A , A ' , B ,B ' 
u . s. f. D a n n gilt die Re la t ion : 

(ABOO') = (A 'B 'O 'O) 
da j a die involutorische Beziehung nur ein spezieller 
Fa l l der projektiven. Rechnet man die Ausdrücke aus 
und beachtet, dass O' im Unendlichen liegt, so ergibt 
sich 

AO . A ' O = BO . B 'O. 
Demnach muss dies P r o d u k t , gebildet f ü r i rgend 

zwei entsprechende Punk te , immer den gleichen W e r t 
haben. Bezeichnen wir denselben mit c, so sind fol-
gende Fälle möglich : 
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1) c p o s i t i v , also etwa c = d2 . Dann müssen 
die St recken A O und A 'O , BO und B 'O u. s. f. stets 
gleichgerichtet sein, da ih r P r o d u k t positiv.*) E s liegen 
also entsprechende P u n k t e A , A ' u. s. f. immer auf der 
g l e i c h e n Seite von 0 , also beide rechts oder beide 
l inks vom Mi t te lpunkt O (Fig. 24a). In der E n t f e r n u n g 
d vom Mit te lpunkt liegen rechts und links die Doppel-
punk te dieser hyperbolischen Involut ion. 

2) c n e g a t i v , also etwa c = — d2 . D a n n müssen 
entsprechende P u n k t e wie A , A ' u. s. f. stets auf ver-
schiedenen Seiten von O liegen, der eine rechts, der 
andere l inks vom Mit te lpunkt (Fig. 24b). D ie Involut ion 
besitzt keine Doppelpunkte , ist elliptisch. 

3) c = o l iefert den Uebergangsfal l . Soll das 
P r o d u k t AO. A ' O stets Null sein, so muss von den 
zwei P u n k t e n A , A ' etc. stets einer nach O fallen. J edem 
P u n k t e des Trägers entspricht also immer der Mittel-
punkt O und in diesen rücken gleichzeitig die beiden 
Doppelpunkte . Dies ist eine parabolische Involut ion. 

*) Wir wählen auf dem Träger der Involution eine Richtung als 
die positive. 
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A u s 1) und 2) ergibt sich noch die Regel : "Wenn 
die von entsprechenden Punkten einer Involut ion be-
grenzten Strecken A A ' , B B ' . . . . übereinander greifen, 
so existieren keine Doppelpunkte (Fig. 24 b ) ; wenn aber 
eines der Paa re A , A ' und B,B ' ganz innerhalb oder 
ganz ausserhalb des andern liegt, so sind reelle Doppel-
punkte vorhanden (Fig. 24a). 

G r e o m e t r i s c h e E r z e u g u n g e i n e r P u n k t -
I n v o l u t i o n . 

49. Sind zwei P u n k t p a a r e A 1 A ' , B ,B ' einer Punk t in -
volution gegeben (Fig. 24 a oder 24b), so legen wir 
durch einen beliebigen P u n k t P und durch A und A ' , 
sowie durch P, B und B ' je einen Kreis . Diese beiden 
Kre ise schneiden sich zum zweitenmale in einem P u n k t e 
Q. Die Verbindungsl inie P Q t r i f f t den T r ä g e r der 
Involut ion in einem P u n k t e 0 . Al le Kreise, die durch 
P und Q gehen, bilden einen „Kreisbüschel". Schneidet 
irgend einer dieser Kreise den Träger in den P u n k t e n 
C und C', so ergibt sich nach planimetr ischen Sätzen 

O P . OQ = O A . OA' = OB . OB' = OC . OC ' 
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Also bi lden die Punktpaare 7 in denen der Kre is -
büschel den Träger g schneidet, die gegebene P u n k t -
Involut ion. O ist der Mit te lpunkt derselben. Trennen, 
sich die P u n k t p a a r e A , A ' , B 7 B' n i c h t wie in F ig . 24 a 

so g ib t es in dem Büschel auch zwei Kreise , welche 
den T r ä g e r berühren. D ie Berührungspunkte sind die 
Doppe lpunk te M,N der Involution. I n der F ig . 24b , 
wo die P u n k t p a a r e A , A ' , B 7 B' sich trennen, existieren 
keine Doppelpunkte . Umgekehr t wird jeder Kreis-
büschel von irgend einer Geraden seiner Ebene in einer 
Punkt involu t ion geschnitten, die jedem der drei ge-
nannten Typen angehören kann. Leg t man die Gerade 
durch P oder Q7 so erhält man auf ihr als Schnit t mit 
dem Kreisbüschel eine parabolische Involut ion. 

V. A b s c h n i t t . 

Die Kegelschnitte als Erzeugnisse projektiver 
Grundgebilde erster Stufe. 

§ 19. Das Erzeugnis zweier projektiver, in der gleichen 
Ebene gelegener Strahlenbiiscliel. 

D i e E r z e u g u n g n e u e r G e b i l d e . 

50. I m Bisherigen haben wir uns damit beschäft igt , 
die einförmigen Grundgebi lde projekt iv aufe inander 
oder auf sich selbst zu beziehen und die Eigenschaf ten 
solcher Beziehungen zu untersuchen. Dies ist aber 
nicht unser Endzweck ; vielmehr wollen wir jetzt pro-
jekt ive Grundgebi lde erster Stufe dazu benutzen, um aus 
ihnen neue geometrische Gebilde abzuleiten. I n zwei 
projekt iven Grundgebilden sind ja die Elemente einzeln 
einander zugeordnet. W e n n nun zwei solche einander 
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entsprechende Elemente vermöge der Operationen des 
Proj izierens oder Schneidens ein neues Element fest-
legen, so bestimmen die beiden projekt iven Grundge-
bilde — vorausgesetzt, dass man alle die unendlich 
vielen entsprechenden Elemente zusammen nimmt — 
eine unendliche Anzahl neuer Elemente, also ein neues, 
geometrisches Gebilde, das wir als „Erzeugnis" der 
projekt iven Grundgebi lde bezeichnen. 

H a t man z. B. zwei projektive Strahlenbüschel , 
die in e i n e r Ebene gelegen sind, so kann man jeden 
St rah l des einen Büschels mit dem ihm entsprechenden 
des andern Büschels zum Schnit t bringen und man er-
häl t so zunächst lauter einzelne Punk te , die aber um 
so mehr einen ununterbrochenen Linienzug, also eine 
„Kurve" bilden werden, je mehr man die Strahlen in 
den Büscheln verdichtet. 

Zwei beliebig im E a u m e gelegene, projekt ive 
Strahlenbüschel dagegen würden zunächst kein neues 
Gebilde „erzeugen", weil zwei im Baum gelegene Gerade 
kein neues Element festlegen. 

H a t man aber zwei projektive P u n k t r e i h e n , so 
kann man jeden P u n k t mit seinem entsprechenden 
durch eine Gerade verbinden und erhäl t so als E r -
zeugnis ein System von unendlich vielen Geraden. 
Dies ist möglich, gleichgiltig, ob die Punk t r e ihen in 
einer Ebene liegen oder beliebig im Baume. D a s E r -
zeugnis ist freilich in beiden Fäl len ein ganz ver-
schiedenes. Denn im ersten Falle liegen alle erzeugten 
Geraden in der gleichen Ebene, im zweiten sind sie 
im Baume angeordnet. Auf diese Weise kann man 
neue geometrische Gebilde erzeugen und dies sind ge-
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rade die einfachsten und wichtigsten der Geometr ie 
und die nämlichen, zu denen man auch durch die 
andern mathematischen Untersuchungsmethoden ge führ t 
wird. W i r betrachten zunächst das Erzeugnis zweier 
pro jek t iver Strahlenbüschel in der gleichen Ebene. Dies 
ist, wie bereits erwähnt, eine Kurve . Dahe r müssen 
wir einige, auf diesen Gegenstand sich beziehende Be-
merkungen vorausschicken. 

O r d n u n g u n d K l a s s e e i n e r K u r v e . 

51. Un te r einer „ebenen K u r v e " oder kurz einer 
„ K u r v e " wollen wir einen ununterbrochenen Lin ienzug 
verstehen, dessen einzelne, alle in e i n e r Ebene be-
findliche, P u n k t e sich nach einem mathematischen Ge-
setze bestimmen.*) In der rechnenden (analytischen) 
Geometr ie tei l t man die K u r v e n ein nach der N a t u r 
der Gleichung, durch welche sie, etwa in rechtwink-
ligen Koordina ten x , y, dargestell t werden. Diese 
Gleichung kann durch eine „transcendente" Funk t ion 
der Var iabelngegeben werden — „transcendente K u r v e n " 
oder durch eine „algebraische" Funkt ion — „algebrai-
sche" Kurven . Die Aufgabe , die Schni t tpunkte einer 
beliebigen Gerade mit einer K u r v e zu bestimmen, f ü h r t 
dann auf eine Gleichung, deren Wurze ln , sofern sie 
reell sind, die geometrisch in die Erscheinung treten-
den Schni t tpunkte der Geraden mit der K u r v e l iefern, 
allenfallsigen imaginären Wurze ln dagegen entsprechen 
keine geometrisch sichtbaren Schnit tpunkte. I s t die 
Kurvengle ichung t r a n s c e n d e n t , so erhäl t man auf 

*) Auf die genaueren, zum Teil schwierigen Definitionen, wie 
sie nur die Analysis zu liefern imstande ist, können wir hier nicht 
eingehen. 
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einer beliebigen Geraden im Allgemeinen unendlich 
viele Schni t tpunkte mit der K u r v e , da auch die Gleichung 
f ü r die Schni t tpunktedann transcendent sein wird. Liegt 
eine a l g e b r a i s c h e Kurvengle ichung vor vom Grade n, 
(bei der also die Summe der Exponenten von x und y 
in jedem Term n nicht übersteigt,) so ist auch die 
Gleichung zur Best immung der Schni t tpunkte der 
K u r v e mit einer Geraden algebraisch und vom n. Grad . 
Diese Zahl n nennen wir die „Ordnung" der K u r v e 
o h n e B ü c k s i c h t d a r a u f , ob die Wurze ln der 
letzteren Gleichung reell oder (paarweise) complex 
sind. Natürl ich kann dann auch die Zahl der r e e l l e n 
Schni t tpunkte einer beliebigen Geraden mit einer solchen 
K u r v e n. Ordnung nie grösser, sondern höchstens = n 
sein. Doch braucht die Zahl von n reellen Schni t t -
punkten mit einer Geraden nicht erreicht zu werden. 
E s kann vielmehr vorkommen, dass eine beliebige Ge-
rade immer nur n—2 oder n — 4 u. s. f. r e e l l e Schnit t-
punkte mit der Kurve n. Ordnung liefert. 

TJm zu dem Begriff der Tangente einer K u r v e zu 
gelangen, sei P ein P u n k t einer Kurve , P 1 ein anderer 
P u n k t derselben. D e r P u n k t P 1 rückt auf der K u r v e 
gegen P hin. Dann kann man immer die Verbindungs-
linie P P 1 zeichnen. J e mehr sich nun P 1 dem P u n k t e 
P nähert , um so mehr nimmt die Verbindungsl in ie 
P P 1 eine bestimmte Grenzlage, die der T a n g e n t e i n 
P , an, die erreicht wird, wenn P 1 mit P zusammen-
fäll t . Dies beweist die Different ialrechnung. E i n e 
K u r v e bestimmt also auch eine unendliche Anzahl von 
geraden Linien, ihre Tangenten . J e d e Tangente be-
rühr t im „Berührungspunkt" die K u r v e . 
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I s t umgekehrt eine Reihe von unendlich vielen Ge-
raden gegeben, die ununterbrochen (stetig) aufe inander 
folgen, so ist auch dadurch eine K u r v e bestimmt, die 
von diesen Geraden als Tangenten „umhül l t" w i rd 

(F ig . 25). Hal ten wir eine der Geraden, etwa t festy 

und wählen eine zweite, etwa t l t näher und näher an 
t, so näher t sich der Schni t tpunkt von t und tL mehr 
und mehr einem bestimmten P u n k t auf t, den er er-
re icht , wenn t j mit t zusammenfäll t . D iese r P u n k t 
ist der Berührungspunk t T von t mit der umhüll ten 
K u r v e . Von den durch T an die K u r v e gehenden 
Tangenten haben sich also zwei in der Tangente t 
vereinigt . 

Die Aufgabe, die Tangenten einer algebraischen 
K u r v e zu bestimmen, die durch einen beliebigen P u n k t 
in der Ebene der K u r v e gehen, f ü h r t rechnerisch auf 
eine gewisse Gleichung. D e n Grad dieser Gle ichung 
bezeichnet man als die „Klasse" der K u r v e und zwar 
in rein analytischem Sinne, also ohne Rücksicht auf 
die Real i tä t . Diese Zahl ist dann auch wieder eine 
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o b e r e Grenze für die Anzahl der reellen Tangenten7 

die durch einen P u n k t an eine K u r v e gehen können. 
A n eine Kurve v. Klasse können also auch von keinem 
P u n k t e aus mehr als v reelle Tangenten gezogen werden. 

D i e K u r v e 2. O r d n u n g . 

52. Betrachten wir je tzt das Erzeugnis zweier pro-
jek t ive r Strahlenbüschel S und S1 in der gleichen 
Ebene. Die projekt ive Beziehung derselben sei fest-
gelegt durch die drei P a a r e entsprechender Strahlen a,ax ; 
b,bx ; C1C1, welche sich bezüglich in A7 B, C schneiden 
{Fig. 26).*) TJm weitere P u n k t e der von den Büscheln 
erzeugten K u r v e zu erhalten, konst ruieren wir noch 
weitere entsprechende Strahlen der beiden Büschel 
nach der in 32) Fig . 17 gegebenen Methode. AVir 

*) Man lege sich, wie immer, die Figur selbst an. 
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wählen zwei Gerade g und gL beliebig durch A, br ingen 
g mit a, b, c in A, B, C, g t mit ax, b1? C 1 . i n A 1 , B 1 , 
C1 zum S c h n i t t ; dann l iefern BB 1 und CC1 in ihrem 
Schn i t t punk t das Centrum P der Perspekt iv i tä t f ü r 
die P u n k t r e i h e n auf g und gr 

Z u einem beliebigen S t rah l d des Büschels S fin 
den wir dann den entsprechenden dj im Büschel S1 

gemäss der Vorschr i f t , dass der Schni t tpunkt D von 
d und g mit dem Schni t tpunkt D 1 von dx und g t auf 
einer Geraden durch P liegen muss. Die St rahlen d 
und dx schneiden sich dann in einem weitern P u n k t 
1) der erzeugten K u r v e , die wir kurz mit k2 bezeichnen 
wollen und von der wir auf diese Weise beliebig viel 
P u n k t e zeichnen können. 

W i r behaupten nun, dass auch die Büschelmit tel-
punk te S und S1 auf der k2 l iegen. Denn be t rachten 
wir den Verbindungss t rahl SS1 als einen S t rah l des 
Büschels S, weswegen er mit e bezeichnet werden möge, 
so entspricht ihm der in der F igu r gezeichnete S t rah l 
ex und es erscheint S1 als Schni t t der entsprechenden 
Strahlen e und ex, also liegt S1 auf der erzeugten 
Kurve . Ebenso kann SS1 aber auch als S t rah l des 
Büschels S1 , also als ein Strahl fx betrachtet werden, 
wonach ihm dann der in der F i g u r kons t ru ier te S t rah l 
f entspricht. S ist je tzt Schni t tpunkt der entsprechen-
den Strahlen f und f l 5 also ebenfalls ein P u n k t von k 2 . 

D ie K u r v e k2 ist f e rner von der 2. Ordnung d. h . 
eine beliebige Gerade 1 schneidet sie im Allgemeinen 
in zwei Punkten . Um dies zu beweisen, kons t ru ieren 
wir in einer e i g e n e n , n e u e n F i g u r die Schnit t -
punkte A , B , C von 1 mit den Strahlen a, b, c und 
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die Schni t tpunkte A1 , B 1 , C1 von 1 mit a n b t , c . 
Denken wir uns die beiden projekt iven Büschel S und 
S1 mit 1 geschnitten, so sind die auf 1 entstehenden 
Punkt re ihen A , B, C . . . und A 1 , B1 , C1 . . . ebenfalls 
projektiv. Is t M ein Doppe lpunk t dieser beiden P u n k t -
reihen, so schneiden sich in ihm entsprechende St rahlen 
SM und S 1 M der beiden Büschel, also liegt ein solcher 
Doppe lpunk t auf der k2 . Anderersei ts muss ein Schni t t -
punkt von > mit k 2 notwendig einen Doppe lpunk t der 
projektiven Punkt re ihen liefern. Folglich liegen auf 
der Geraden 1 soviel Schn i t tpunk te mit der K u r v e k2 

als Doppelpunkte der beiden projekt iven P u n k t r e i h e n 
vorhanden sind d. h. zwei, die natürl ich reell oder 
nicht vorhanden (imaginär) oder in einem vereinigt 
sein können. D i e K u r v e k2 ist also von der 2. Ord-
nung. W i r nennen sie wol auch eine „Punk t re ihe 2. 
Ordnung" . D ie wirkliche D u r c h f ü h r u n g der Kon-
struktion der Schni t tpunkte auf 1 folgt später als A u f -
gabe 20). 

Kehren wir nun wieder zu der F i g u r 26 zurück. 
J e d e durch S gehende Gerade wie z. B. d ha t also 
mit der k2 a u s s e r S noch e i n e n P u n k t gemein und 
zwar ist dies d e r P u n k t ] ) , wo d von dem entsprech-
enden St rahl d t getroffen wird. Betrachten wir nun 
aber den St rahl f , so wird d i e s e r Strahl von dem 
entsprechenden Strahl f j wieder in S getroffen: es 
fallen mithin f ü r den St rah l f die b e i d e n Schni t tpunkte 
mit der k 2 nach S, also ist f die Tangente in S an 
die K u r v e k2 . Ebenso folgert man, dass der S t rah l 
e t die K u r v e k2 in S1 be rühr t . 
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Zusammenfassend gelangen wir zu folgendem 
Satz 22 : „Das Erzeugnis zweier projekt iver , in der 

gleichen Ebene befindlicher Strahlenbüschel ist eine 
K u r v e 2. Ordnung, welche auch durch die Büschel-
Mi t t e lpunk te hindurchgeht und in diesen diejenigen 
St rahlen zu Tangenten hat, welche dem Verbindungs-
s t rahl der Mit te lpunkte bezüglich entsprechen". 

W e i t e r e S ä t z e ü b e r d i e K u r v e 2. O r d n u n g . 

53. D ie Punk te S und S1 nahmen bis je tzt eine aus-
gezeichnete Stel lung ein gegenüber den andern P u n k t e n 
der k2 . Tro tzdem spielen sie auf dieser K u r v e gar 
keine besondere Bolle, vielmehr können, wie wir je tz t 
zeigen wollen, i r g e n d zwei beliebige P u n k t e von k2 als 
Mi t te lpunkte projekt iver Büschel genommen werden, 
welche die K u r v e k2 erzeugen. 

Es seien wieder (Fig. 27) die beiden projekt iven 
Strahlenbüschel S und S1 gegeben durch die Strahlen-
paare a,a l5 b ,bj , CjC1, welche die P u n k t e A, Ii, C l iefern, 
ferner seien durch A die Hi l fsgeraden g und g t ge-
zeichnet und das Centrum P der perspekt iven P u n k t -
reihen auf g und g t konst ru ier t . W e n n wir dann S P 
ziehen, so ist der Schni t tpunkt T von S P mit g t ein 
P u n k t der erzeugten K u r v e k2 und ebenso der P u n k t 
R, in welchem g von S 1 P getroffen wird . D ie Richt ig-
kei t dieser Behauptungen ergibt sich d i rek t durch die 
Bemerkung, dass ST und S1T, ebenso SR und S 1 R 
gemäss unserer Kons t ruk t ion entsprechende St rahlen 
t , t j bezw. r , T1 sind. — Man erhäl t dann die nämliche 
projektive Beziehung der Büschel S und S1 , also auch 
d ie g l e i c h e Kurve k 2 , wenn man s ta t t von den 
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Strahlenpaaren a,a1, b,b1, C,C1 ausgeht von den drei 
Strahlenpaaren b,b1' r,r1 , t , t1 . 

Fig. 27. 

Wir denken uns nun, wir hä t ten die K u r v e k2 , 
ausgehend von den projekt iven Büscheln S und S 1 , 
konstruiert . Darauf greifen wir auf ihr drei P u n k t e 
b e l i e b i g heraus, die wir B, T, R nennen, während die 
nach ihnen laufenden S t rah len der Büschel S und S1 

bezw. b,b1 , t , t1 . r , r1 heissen mögen, und stellen uns j e t z t 
die Aufgabe , die F igu r 27 zu rekonstruieren, also zwei 
Gerade g und g1 zu finden, welche die Kons t ruk t ion 
der projektiven Beziehung vermitteln. 

Ziehen wir ST und S1R, so l iefer t ihr Schni t t -
punkt einen P u n k t P . D u r c h P wollen wir je tz t ir-
gend eine Gerade ziehen, welche die Strahlen b und 
b t bezüglich in B ' und B 1 ' t r i f f t . W i r zeichnen den 
Schni t tpunkt A' von R B ' und TB1 ' . Bezeichnen wir 
die Geraden RA' und TA' bezw. mit g ' und g / , so 
können wir unter Benutzung von P als Perspekt iv i tä t s -
Centrum die Büschel S und S1 j e tz t pro jekt iv auf-
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e inander beziehen und diese projekt ive Beziehung muss 
notwendig die gleiche Sein7 wie die ursprünglich ge-
gebene, da sie in drei P a a r e n entsprechender Strahlen 
b,b1 , t , t1 , r , r 1 mit ihr übereinst immt. D a n n schneiden 
sich aber in A' entsprechende Strahlen der gegebenen pro-
jekt iven Büschel d. h. A' liegt auch auf der K u r v e k 2 . 

Nun war aber die Gerade durch P , welche B a 

und B 1 ' auf b und b1 ausschnitt , noch ganz beliebig. 
Lassen wir sie den Büschel P durchlaufen, so beschrei-
ben B ' und B 1 ' auf b und b1 zu einander perspekt ive 
Punk t r e ihen . D i e S t rah len RB ' und TB1 ' , welche 
diese Punk t re ihen je aus It und T projizieren, werden 
also projekt ive Strahlenbüschel durchlaufen und ent-
sprechende Strahlen dieser Büschel schneiden sich 
immer in P u n k t e n A' der K u r v e k2 . Folglich werden d ie 
P u n k t e A' aus R und T durch projekt ive Büschel 
proj iz ier t . 

D i e Rechnung zeigt nun ferner , dass die durch 
projektive Strahlenbüschel erzeugte K u r v e die allge-
meinste K u r v e 2. Ordnung ist. W i r haben also den 
Satz 23 : „Die P u n k t e einer K u r v e 2. Ordnung werden 

aus zweien beliebigen ihrer P u n k t e durch pro jek t ive 
Strahlenbüschel proj iz ier t . " 

Zusatz 1. D a wir in den Büschelmit telpunkten S und 
S1 nach 52) die Tangenten an die K u r v e 2. Ord-
nung konstruieren konnten, so ist es uns je tz t auch 
möglich, in einem b e l i e b i g e n P u n k t der K u r v e 
die Tangente zu zeichnen, in dem wir den Mit te l -
punkt des einen erzeugenden Büschels in diesen 
P u n k t verlegen. 
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Zusatz 2. D e r Kreis ist a u c h eine K u r v e 2. Ord-
nung und besitzt die in Satz 23) zum Ausdruck 
gebrachte Eigenschaft (42), die wir übrigens bei 
der Steinor'schen Construktion berei ts benutzten 
(43). D a aber diese Kons t ruk t ion bloss diese Eigen-
schaf t voraussetzte, so könnten wir dazu s ta t t des Kre i -
ses auch eine beliebige K u r v e 2. Ordnung benützen. 

B e s t i m m u n g e i n e r K u r v e 2. O r d n u n g . 
54. A u s der Erzeugung der K u r v e 2. Ordnung durch 

projekt ive Büschel, folgt auch leicht, das3 es eine und 
nur e i n e solche K u r v e gibt , welche fünf beliebig in 
einer Ebene gelegene P u n k t e 1, 2, 3, 4, 5 enthält. 
Denn wählen wir z. B. die P u n k t e 1 und 2 als Büschel-
Mit te lpunkte , so müssen den Strahlen 13, 14, 15 der 
Beihe nach entsprechen die Strahlen 23, 24, 25, wo-
durch die projekt ive Beziehung der Büschel gerade fest-
gelegt ist. D ie Büschel 1 und 2 erzeugen dann die 
durch die fünf P u n k t e gehende K u r v e 2. Ordnung. Es 
kann keine zweite solche K u r v e geben. Denn auch 
eine solche zweite K u r v e würde aus 1 und 2 durch 
projektive Büschel projiziert und diese projekt ive Be-
ziehung muss mit der eben best immten notwendig zu-
sammenfallen, da sie drei Paa re entsprechender Strahlen 
mit ihr gemein hat. Also f o l g t : 

Satz 2 4 : „Durch fünf b e l i e b i g e P u n k t e einer Ebene 
geht e i n e und s t e t s eine K u r v e 2. Ordnung." 

W ü r d e n von den fünf gegebenen Punk ten drei, etwa 
die Punk te 3, 4, 5 in einer Geraden p liegen, so wären 
die Strahlenbüschel aus 1 und 2 perspekt iv und die 
G e r a d e p wäre die Achse der Perspekt iv i tä t . Das 
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Erzeugnis dieser perspektiven Strahlenbüschel 1 und 
2 bestünde zunächst in der Geraden p, da sich ja ent-
sprechende St rahlen stets auf p begegnen. Wei te r ge-
hör t aber auch die Verbindungsl inie 12 der Büschel-
mit te lpunkte diesem Erzeugnis an. Denn in ih r fallen 
zwei entsprechende Strahlen der perspektiven Büschel 
ihrer ganzen Ausdehnung nach zusammen, so dass 
j e d e r P u n k t dieser Linie als Schni t tpunkt dieser 
beiden entsprechenden Strahlen der perspektiven Büschel 
bet rachte t werden kann. Bei perspekt iven Büscheln 
besteht also das Erzeugnis in zwei Geraden, die K u r v e 

D o e h l e m a n n , Projektive Geometrie. 7 

http://rcin.org.pl



98 Die Kegelschnitte. 

2. Ordnung ist, wie man sich ausdrückt, „zerfal len" 
und zwar in zwei Gerade, d . h . zwei K u r v e n 1. Ordnung. 
Aufg. 20. Eine K u r v e 2. Ordnung ist gegeben durch 

fünf P u n k t e 1, 2, 3, 4, 5 ; die Schni t tpunkte mit 
einer Geraden 1 zu kons t ru ie ren . 

Lösung. "Wir führen den in 52) angegebenen Gedanken-
gang durch. Die P u n k t e 1 und 2 werden als 
Mit te lpunkte der die K u r v e erzeugenden Büschel 
genommen (Fig. 28); die Punk t re ihen , welche die 
gegebene Gerade 1 auf diesen Büscheln ausschneidet, 
proj izieren wir aus S auf den gezeichnet vorliegen-
den Hi l f s -Kre i s . Die Steiner 'sche Kons t ruk t ion 
l iefer t dann die ver langten Schni t tpunkte M und N. 

Aufg. 21. I n den Punk ten 1 und 4 die Tangenten an 
die K u r v e 2. Ordnung zu konst ruieren. 

Lösung. Siehe Zusatz 1) von 53). 

§ 20. Der Satz von Pasca l . 

G e g e n s e i t e n e i n e s S e c h s e c k s . 

55. A u s irgend sechs P u n k t e n in einer Ebene kann 
man in sehr verschiedener Weise Sechsecke bi lden. V e r -
teil t man die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 in i rgend einer A n -
ordnung auf die sechs Punk te , so ist dadurch das Sechs-
eck 1 2 3 4 5 6 festgelegt, dessen Ecken in der Reihen-
folge der Ziffern durchlaufen werden. I n einem solchen 
Sechseck, dessen Seiten im TJebrigen noch ganz be-
liebig sich schneiden können, kann man dreimal je zwei 
Seiten einander zuordnen, nämlich die Seiten 12 und 
45, dann 23 und 56, endlich 34 und 61. W i r nennen 
die zwei Seiten eines solchen Paares , zwischen denen 
immer vier Seiten des Sechseckes gelegen sind, „Gegen-

http://rcin.org.pl



Der Satz von Pascal. IOi 

Seiten". Schneiden sich 12 und 45 in X, 23 und 56 
in Y , 34 und 61 in Z7 so sind also X , Y, Z die Schni t t -
punkte der Gegenseiten und f ü r j e d e Numer ie rung 
kann man diese drei P u n k t e konstruieren. 
D a s e i n e r K u r v e 2. O r d n u n g e i n g e s c h r i e b e n e 

S e c h s e c k . 

56. Betrachten wir je tz t in F ig . 27 das Sechseck der 
auf der K u r v e k2 gelegenen P u n k t e ATSBS1R7 das 
wir in dieser Eeihenfolge mit 1 2 3 4 5 6 numerieren. 
D a n n sind in ihm Gegen-Seiten AT und RS17 fe rner 
TS und S, R, endlich SB und RA. Die Schni t tpunkte 
dieser Gegenseiten sind der Reihe nach B1 , P , B und 
nach der F i g u r liegen diese drei Punk te auf e i n e r 
Geraden. Vermöge dieser Eigenschaf t fanden wir j a 
immer andere Punk te A' . . . der Kurve k2. Die sechs 
P u n k t e A,T . . . . It können aber als sechs beliebige P u n k t e 
auf der K u r v e 2. Ordnung betrachtet werden. "Würde 
man sie in i rgend einer andern Weise numerieren, so 
könnte man auch wieder d i e Punkte , auf welche die 
Zahlen 3 und 5 fallen, als Mit te lpunkt der die K u r v e 
erzeugenden Strahlenbüschel nehmen, die P u n k t e mit 
den Ziffern 2 und 6 Hessen wir die Rolle der P u n k t e 
R und T spielen u. s. f. Wi r erhalten dann ein n e u e s 
Sechseck, aber auch in diesem müssen wiederum die 
Schni t tpunkte der Gegenseiten auf einer Geraden liegen, 
demnach ergibt sich der 
Satz 25: „Sind irgend sechs P u n k t e auf einer K u r v e 

2. Ordnung gegeben und numerier t man sie in ir-
gend einer Weise zu einem Sechseck, so liegen die 
drei Schni t tpunkte der Gegenseiten dieses Sechs-
ecks auf einer Geraden." 
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Dies ist der wichtige Lehrsa tz von Pascal, den 
dieser, 16 J a h r e alt, im J a h r e 1640 veröffentlichte. 
E in Sechseck, in dem die Gegensei ten-Schni t tpunkte 
auf einer Geraden l i egen , heisst auch ein P a s -
cal'sches Sechseck und diese Gerade die Pascal-Linie 
(P. L.) 

Wenn ferner bei der in 52) gegebenen K o n s t r u k -
tion die P u n k t e A' . . . die man f ü r verschiedene 
durch P gehende Gerade erhielt, stets auf der K u r v e 
2. Ordnung k2 lagen, so l iefert dieses offenbar den 
Satz 26: „Liegen in einem Sechseck, das i rgendwie 

numerier t i s t , die Schni t tpunkte der Gegenseiten 
auf einer Geraden, so liegen die sechs Ecken des 
Sechsecks auf e i n e r K u r v e 2. Ordnung." 

Es geht also die durch fünf der Ecken des Sechs-
eckes bestimmte K u r v e 2. Ordnung dann von selbst 
auch durch die letzte Ecke des Sechsecks. E i n Pas-
cal'sches Sechseck ist mithin stets einer K u r v e 2. Ordnung 
eingeschrieben. Wenn ferner bei i r g e n d einer Nu-
merierung in einem Sechseck die Schni t tpunkte der 
Gegenseiten auf einer Geraden liegen, so hat das Sechs-
eck diese Eigenschaf t bei j e d e r m ö g l i c h e n Nu-
merierung. 

S p e z i a l i s i e r u n g e n d e s P a s c a 1 - S a t z e s . 

57. A u s dem Pascal-Satz können wir noch andere, 
speziellere Sätze ableiten. Lassen wir von den E c k e n des 
der Kurve eingeschriebenen Sechseckes die Ecke 2 der 
Ecke 1 auf der K u r v e näher und näher rücken, so 
fäll t schliesslich 2 mit 1 zusammen, so dass man bloss 
noch ein Fünfeck ha t , als Yerbindungssei te 12 aber 
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müssen wir die Tangente in 1 betrachten. AVie sich 
der Pascal-Satz dann modifiziert , dür f te aus F ig . 29 a 

zu entnehmen sein. 
Ebenso können wir zweimal zwei Ecken des Sechs-

eckes zusammenrücken lassen und erhalten dadurch zwei 
in den Fig. 29 b und 29° dargestellte Sätze. 

AVenn endlich dreimal zwei Ecken zusammenfallen, 
so ergibt sich der in F ig . 29d zur Anschauung ge-
brachte 

Satz 27 : „ H a t man ein einer K u r v e 2. Ordnung ein-
geschriebenes Dreieck, so liegen die Schni t tpunkte 
jeder Dreiecks-Seite mit der Tangente in der gegen-
überl iegenden Ecke in einer Geraden." 
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A n w e n d u n g e n d e s P a s c a l - S a t z e s . 

58. Der Pascal-Satz war, seiner Able i tung nach, nu r 
ein anderer, bequemerer Ausdruck f ü r die Kons t ruk t ion , 
vermittels welcher man entsprechende Strahlen in den 
projektiven Büscheln fand, die die K u r v e 2. Ordnung 
erzeugten. E r kann daher auch benutzt werden, um 
von einer K u r v e 2. Ordnung, welche irgendwie, z. B . 
durch fünf Punk te , bestimmt ist, weitere P u n k t e zu 
konstruieren. W i r lassen die beiden Aufgaben 1. 
Grades folgen, deren Lösung der Pascal-Satz leistet. 

Anfg. 22. Fünf P u n k t e einer K u r v e 2. Ordnung sind 
gegeben, sowie durch einen dieser P u n k t e eine 
Gerade. Man konstruiere den zweiten Schni t tpunkt 
dieser Geraden mit der K u r v e 2. Ordnung. 

Lösung. Der Punk t , durch den die gegebene Gerade 
1 geht, sei mit 1 bezeichnet (Fig. 30), der zweite, 
gesuchte Schni t tpunkt auf 1 sei 2, sodass also die 
Seite 12 jedenfalls mit der Geraden 1 zusammen-
fä l l t ; die übrigen gegebenen P u n k t e seien 3, 4, 5, 6. 
Das Sechseck, welches der gesuchte P u n k t 2 mi t 
den gegebenen Punk ten bildet, ist ein Pascal'sches. 

Die Pascal-Linie (P. L.) kön-
nen wir konstruieren als 
Verbindungsl inie der P u n k t e 
X und Z, wobei X Schnit t -
punk t von 12 und 45, Z 
Schni t tpunkt von 34 und 
61. Auf ih r müssen sich 
auch schneiden 23 und 56. 

D ie letztere Linie l iefert also auf der P . L . den 
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P u n k t Y und 3Y schneidet den gesuchten P u n k t 2 
auf 1 aus. 

Aufg. 23. Yon einer K u r v e 2. Ordnung sind fünf 
P u n k t e gegeben; in einem derselben die Tangente 
an die K u r v e zu konstruieren. 

Lösung. I n der Absicht , uns ein Pascal 'sches Sechseck 
bezw. Fün feck zu numerieren, bezeichnen wir den 
P u n k t , in dem die Tangen te konst ru ier t werden 
soll, mit 1, 2 (Fig. 31) ; 
die andern gegebenen 
P u n k t e mit 3, 4, 5, 6. 
Dann kann man wieder 
die P u n k t e Y und Z der 
Pascal -Linie , also diese 
selbst konst ru ieren. Auf 
ihr schneidet 45 den 
P u n k t X aus, durch den 
nach den Erö r t e rungen 
von 57) die Tangente 12 
im P u n k t e 1 geht. 

E ine andere Lösung der vorstehenden Aufgabe 
war in A u f g a b e 21 angedeutet . 

Granz in ähnlicher Weise behandelt man d ie beiden 
folgenden Aufgaben . 
Au fg . 24 . Von einer K u r v e 2. Ordnung sind vier P u n k t e 

gegeben und in einem derselben die Tangente . I n 
einem der übr igen P u n k t e die Tangente an die 
K u r v e zu konst ruieren. 

Aufg. 25. Yon einer K u r v e 2. Ordnung sind drei 
P u n k t e gegeben und in zweien derselben die Tan-
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genten an die K u r v e ; im dr i t ten P u n k t e die Tan-
gente zu konstruieren. 

§ 21. Das Erzeugnis zweier p ro jek t iver , in der gleichen 
Ebene gelegener P u n k t r e i h e n . 

D i e K u r v e 2. K l a s s e . 
59. Zwei in einer Ebene befindliche, projekt iv auf 

einander bezogene Punkt re ihen g und gj l iefern ein 
Erzeugnis , sofern wir je zwei entsprechende P u n k t e 
derselben durch eine Gerade verbinden. W i r erhal ten 
zunächst ein Polygon, dessen Seiten von solchen Ver -
b indungs -Geraden gebildet werden und schliesslich, 
nach A u s f ü h r u n g des Grenzübergangs, als Umhüllungs-
gebilde der co vielen Verbindungss t rahlen eine K u r v e , 
deren Tangenten eben alle diese Strahlen sind. 
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U m diese K u r v e näher zu untersuchen, sei (F ig . 
32) die pro jekt ive Beziehung von g und g t durch drei 
P a a r e entsprechender Punk te gegeben, A j A 1 , B j B 1 , CjC1, 
welche verbunden drei Tangenten a, b, c der erzeugten 
K u r v e l iefern. Wei te re Tangenten derselben finden 
wir un te r Benu tzung der in 31) F ig . 16 angegebenen 
Methode zur Kons t ruk t ion entsprechender P u n k t e der 
pro jekt iven Punk t re ihen . E s werden also auf a die 
P u n k t e S und S1 beliebig angenommen, sodann aus 
ihnen g und g1 durch perspektive Strahlenbüschel pro-
jiziert , welche als perspektiven Schnit t die Gerade p 
l iefern. 

Zu einem beliebigen P u n k t e D auf g finden wir 
nun den entsprechenden D 1 auf gf mit Rücksicht 
darauf , dass sich S D und S 1 D 1 wieder in einem P u n k t e 
D von p schneiden müssen. D D 1 ist dann eine weitere 
Tangen te der erzeugten K u r v e . 

Unte r Anwendung der gleichen Konstrukt ion fin-
den wir j e tz t auch die P u n k t e E 1 und F , welche dem 
Schn i t tpuuk t von g und g t entsprechen, wenn wir ihn 
als E und F 1 bezeichnen. Es treten dabei die Hilfs-
punkte E und F auf. D a n n ist aber g die Verbin-
dungslinie der entsprechenden P u n k t e F und F 1 , wäh-
rend g t die entsprechenden P u n k t e E und E 1 verbin-
det. Also sind auch g und g t Tangenten der erzeug-
ten Kurve , die wir x2 nennen wollen. 

Diese K u r v e ist von der 2. Klasse , d. h. durch 
einen beliebigen P u n k t P gehen, algebraisch gespro-
chen, zwei ihrer Tangenten. Dies erkennen wir an 
einer e i g e n e n F igur in folgender Weise. U m die 
durch P gehenden Tangenten der zu findeii, haben 
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wir bloss zuzusehen, wie oft es vorkommen kann, dass 
eine Verbindungsl inie entsprechender P u n k t e von g 
und g t durch P läuft . Pro j iz ie ren wir nun aber die 
Punk t re ihen g und g t aus P j e durch einen Strahlen-
büschel , so haben die Doppels t rahlen dieser projek-
tiven Büschel die Eigenschaft , Tangenten durch P an 
die K u r v e x2 zu l iefern und n u r f ü r diese Doppel-
strahlen t r i t t dies ein. D ie K u r v e x2 ist also in der 
Tha t von der 2. Klasse. 

Wählen wir einen P u n k t D auf g, so gehen durch 
ihn auch zwei Tangenten an x2, die eine ist die Tangente 
g, die andere ist die Verbindungsl in ie d von D mit 
dem entsprechenden P u n k t D 1 . Diese zwei Tangenten 
sind immer verschieden, nur f ü r den P u n k t F fä l l t 
diese zweite Tangente auch mit g zusammen. Durch 
F gehen also zwei unendlich benachbar te Tangenten der 

also ist nach 51) F der Berührungspunk t von g 
mit der K u r v e x2. Ebenso ist natürl ich E 1 der Be-
rührungspunk t der Tangente g t . W i r haben also 
Satz 2 8 : „Das Erzeugnis zweier p ro jek t iven , in der 

gleichen Ebene gelegenen Punkt re ihen ist eine 
K u r v e 2. Klasse, welche auch die Träger der P u n k t -
reihen zu Tangenten hat. D ie Berührungspunkte 
dieser beiden Tangenten sind die P u n k t e , welche 
den im Schni t tpunkte der Träge r vereinigten be-
züglich entsprechen." 

A V e i t e r e E i g e n s c h a f t e n d e r K u r v e 2. K l a s s e . 

60. I n den soeben durchgeführ ten Betrachtungen 
waren die Tangenten g und g t , die Träge r der projekt iven 
Punk t re ihen , vor den übrigen Tangenten wie a, b, c, 
i . . ausgezeichnet. W i r wollen nun zeigen, dass i r g e n d 
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zwei Tangen ten der K u r v e x2 die Rolle von g und g r 

übernehmen können, in dem die ü b r i g e n Tangenten 
auch auf ihnen projekt ive Punk t re ihen ausschneiden. 

Kons t ru ie ren wir wieder (Fig. 33), ausgehend von 
drei Paa ren A , A 1 , B,B1 , C,C l entsprechender Punkte , den 
Perspektiven Schni t t p. D i e s e r treffe g und gj in zwei 
Punk ten , die als Hi l fspunkte Q und R be t rachte t wer-
den mögen. D a n n erkennt man, dass S1Q eine Tangen te 
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q der erzeugten K u r v e (Q fällt mit Q zusammen, wäh-
rend Q1 der Schni t t von S1U und g t ist) und ebenso 
ist SR eine Tangente r von x2. 

S ta t t nun von g, g t , a, b, c als Tangenten der 
erzeugten K u r v e x2 auszugehen, können wir auch von 
g, g , b, r , q ausgehen, da ja r und q auch ent-
sprechende P u n k t e der gegebenen projektiven P u n k t -
reihen g und gl ausschneiden. 

Denken wir uns je tz t die K u r v e x2 tangenten-
weise kons t ru ie r t , in dem wir von g, g,, a, b, c aus-
gehen. D a n n seien drei beliebige ihrer Tangenten 
herausgegriffen, die wir mit b, r , q bezeichnen. W i r 
wollen nun die vorige F i g u r rekonstruieren mit diesen 
Elementen. Die Tangente r t r i f f t g t in R , die Tan-
gente q den Träger g in x die Tangente b schneidet 
auf g und g t zwei P u n k t e B und B1 aus, die Verb in -
dungslinie QR sei p. 

Wäh len wir dann auf p irgend einen P u n k t B' 
beliebig, so möge BB' mit r den Schni t tpunkt S', B 1 B' 
mit q den Schni t tpunkt S 1 ' l iefern. D a n n können wir 
mit S ' und S 1 ' als Büschelmittelpunkten und p als 
perspekt ivem Schnitt dieser Büschel eine projekt ive 
Beziehung auf g und ĝ1 hers te l len , die aber mit der 
gegebenen identisch sein muss, da sie mit ihr die drei 
P u n k t p a a r e BB 1 , R R 1 , QQ1 gemein hat . Es muss also 
auch die Verbindungsl inie S 'S ' 1 oder a' entsprechende 
P u n k t e der projektiven Punkt re ihen g und g1 aus-
schneiden, also ist diese Lin ie a' auch eine Tangente 
von x2. 

N u n war B' noch beliebig auf p anzunehmen. 
Lassen wir B' auf p wandern, so beschreiben die St rah-
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Jen aus B und B1 nach B' perspektive Strahlenbüschel 
und diese Strahlenbüschel schneiden auf r und q be-
züglich die Punk te S ' und S u aus. Es müssen also 
auch die Punk t r e ihen S ' und S 1 ' als Schnit te mit per-
spektiven Büscheln projekt iv sein oder mit andern 
W o r t e n : die Geraden a', die sämtlich Tangenten d e r 
K u r v e x2, schneiden auf den Tangenten r und q pro-
jekt ive Punkt re ihen aus. 

Die Analysis ergänzt diese Betrachtungen, indem 
sie zeigt, dass j e d e K u r v e zweiter Klasse als Erzeugnis 
projekt iver Punk t re ihen dargestell t werden kann. Dem-
nach ergiebt sich 
Satz 29: „Auf i rgend zwei Tangenten einer K u r v e 

zweiter Klasse schneiden die übrigen Tangenten 
dieser K u r v e projektive Punk t re ihen aus" . 
B e s t i m m u n g e i n e r K u r v e 2. K l a s s e . 
61. Aus der eben nachgewiesenen Erzeugung der 

Kurven zweiter Klasse ergiebt sich unmi t te lbar , dass 
man sich fünf Tangenten einer solchen K u r v e beliebig 
geben darf, dass es also stets eine und nur eine solche 
K u r v e giebt, welche fünf vorgegebene Gerade be rühr t . 

Denn sind I , I I , I I I , I V , V diese G e r a d e n , so 
wählen wir etwa I und I I aus und ordnen die P u n k t e 
einander zu, welche I I I , I V und V je auf ihnen aus-
schneiden. Dadurch ist die projekt ive Beziehung de r 
Punkt re ihen auf I und I I gerade festgelegt. Die durch 
diese Punkt re ihen erzeugte K u r v e ist die verlangte. 
E s giebt nur e i n e solche K u r v e , wie man ebenso 
zeigt wie in 54), also 
Satz 30 : „Es giebt e i n e und n u r eine K u r v e zwei-

ter Klasse, welche fünf beliebige Gerade be rüh r t " . 
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Gehen von den fünf gegebenen Geraden drei, 
etwa I I I , I Y und Y durch einen P u n k t S, so werden 
d ie Punk t r e ihen auf I und I I perspektiv. D i e Ver-
bindungsl inien entsprechender P u n k t e bilden also den 
Strahlenbüschel S. Ausserdem fallen aber in dem 
Schni t tpunkt von I und I I entsprechende P u n k t e E 
und E 1 der perspektiven Punkt re ihen auf I und I I 
zusammen. J e d e durch E gebende Lin ie kann mi th in 
a ls eine Gerade gel ten, welche entsprechende Punk te , 

Fig. 31. 
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nämlich E und E 1 , verbindet . Es gehört also auch 
der Strahlenbüschel E dem Erzeugnis der perspektiven 
Punk t r e ihen auf I und I I an. Das Erzeugnis per-
spekt iver Punkt re ihen besteht folglich in zwei Strahlen-
büscheln , deren Strahlen je den Büschelmit te lpunkt 
umhüllen. D ie K u r v e zweiter Klasse ist in zwei 
K u r v e n erster Klasse zerfallen. 
Aufg. 26 : „Von einer K u r v e zweiter Klasse sind fünf 

Tangenten gegeben, man zeichne die durch einen 
P u n k t S an die K u r v e gehenden Tangenten" . 

Lösung. I n Verfo lgung des in 59) bereits erör ter ten 
Gedankengangs greifen wir zwei der gegebenen Tan-
genten, etwa I und I I heraus (Fig. 34), markieren 
die Punkt re ihen , welche die drei übrigen Tangenten 
auf ihnen ausschneiden und projizieren diese auf 
den Hilfskreis , von dem wir annehmen, dass er 
durch den gegebenen P u n k t S gehe. D ie Doppel-
s t rahlen der dadurch entstehenden Strahlenbüschel , 
die nach 43) zu konstruieren sind, l iefern die ge-
suchten Tangenten. 

§ 22. Der Satz von Br ianchon. 

G e g e n e c k e n e i n e s S e c h s s e i t s . 

62. I rgend sechs Gerade in einer Ebene lassen sich 
in verschiedenster Weise zu einem Sechsseit zusammen-
fassen. Verteilen wir auf die sechs Gerade irgendwie 
die Numern I , I I , I I I , I V , V , V I und durchlaufen 
die Seiten in der Reihenfolge der Nummern, so sind als 
Schni t tpunkte a u f e i n a n d e r f o l g e n d e r Seiten auch 
sechs Ecken bestimmt, nämlich der Schni t tpunkt von I 
und I I , den wir als P u n k t (I I I ) bezeichnen, der P u n k t 
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( I I , I I I ) u. s. f., endlich der P u n k t (VI , I). Es fo lgt 
also auf V I wieder I . (Cyclische Vertauschung.) A u s 
diesen sechs Ecken eines numerierten Seehsseits lassen 
sich drei Paa re von „Gegenecken" bilden, nämlich die 
Ecke (I, I I ) und ( IV, V) , dann (II , I I I ) und (V, VI) , 
endlich ( I I I , IV) und (VI, 1). J e zwei solche Gegen-
ecken können wir durch eine Gerade verbinden und 
erhalten so drei Verbindungsl inien von Gegenecken, 
die wir in der angegebenen Reihenfolge x, y, z nennen. 
D a s e i n e r K u r v e 2. K l a s s e u m s c h r i e b e n e 

S e c h s s e i t. 

63. Betrachten wir je tzt in F ig . 33 das Sechsseit 
a cL g b gi r u n c^ numerieren es in dieser Reihenfolge 
mit I I I I I I I V V V I , so sind die Verbindungsl inien 
der Gegenecken die drei Geraden S 1 B 1 , (J R, B S , 
welche nach der F i g u r durch e i n e n P u n k t B gehen. 
Die sechs Seiten des Sechsseits dürfen als sechs be-
liebige Tangenten der K u r v e zweiter Klasse angesehen 
werden. W ü r d e man sie in irgend einer andern Weise 
numerieren, so könnte man doch wieder d i e Tangen-
ten, welche dann die Nummern I I I und V tragen, als 
erzeugende Punkt re ihen f ü r die K u r v e zweiter Klasse 
benutzen , ferner könnte man die Tangente mit der 
Nummer I die Ro l l ede r Tangente a spielen lassen u. s. f., 
kurz man erhielte f ü r das neue Sechsseit, das der an-
dern Numer ierung en tspr ich t , auch wieder einen (an-
dern) P u n k t B, durch den die drei Verbindungsl in ien 
der Gegenecken hindurchgehen müssten. E s ist also 
bewiesen: 
Satz 31; „Irgend sechs Tangenten einer K u r v e zwei-

ter Klasse l ie fern , auf irgend eine Weise nume-
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r i e r t , ein der K u r v e umschriebenes Sechsseit , in 
dem sich die Verbindungsl in ien der Gegenecken in 
e i n e m P u n k t schneiden". 

D a s ist der Lehrsa tz von Brianchon, den dieser 
f ranzösische Gelehrte 1806 veröffentlichte. Den P u n k t 
B, in dem sich die Verbindungsl inien der Gegenecken 
schneiden, nennen wir den Brianchon'schen P u n k t , 
(B. P.). 

A b e r auch eine Umkehrung dieses Satzes folgt 
unmit te lbar aus der F ig . 33. D o r t fanden wir ja wei-
tere Tangenten a' der K u r v e zweiter Klasse , indem 
wir immer Sechsseite kons t ru ie r ten , fü r welche sich 
S ' B und S 1 'B 1 in P u n k t e n B' von QR begegneten. 
W i r können also auch behaup ten : 
Satz 32 : „Wenn in einem irgendwie numerier ten 

Sechsseit die Verbindungsl inien der Gegenecken 
sich in e i n e m P u n k t e schneiden, so ist das Sechs-
seit einer K u r v e zweiter Klasse umschrieben, d. h. 
die K u r v e zweiter Klasse , welche fünf dieser Sei-
ten b e r ü h r t , be rühr t von selbst auch die sechste 
Sei te des Sechsseits". 

E s braucht wohl kaum erwähnt zu w e r d e n , dass 
sich die Sätze von Pascal und Brianchon nach dem 
Gesetz der Dual i tä t entsprechen. 

S p e z i a l i s i e r u n g e n d e s B r i a n c h o n ' s c h e n 
S a t z e s . 

64. Denken wir uns ein einer Kurve zweiter Klasse 
umschriebenes Sechsseit gegeben und halten wir fünf 
seiner Seiten, etwa I , I I I , I V , V, V I fes t , während 
wir die Seite I I sich so ändern lassen, dass sie sich 
der Seite I mehr und mehr nähert . I s t dann im 
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Grenzfa l l I I mit I zusammgefallen, so haben wir s tat t 
des Sechsseits ein Fünfse i t . Dagegen haben wir noch 
sechs Ecken. Denn als Schni t tpunkt von I und I I 
müssen wir den Berührungspunk t der Tangente I mit 
der K u r v e nehmen. D e r Brianchon'sche Satz lässt 
sich dann in entsprechender Weise f ü r dies Eünfse i t 
formulieren: es mag genügen, auf E ig . 35 a zu verwei-
sen, die den Satz veranschaulicht. Fe rne r können wir 
in dem Sechsseit zweimal zwei Tangenten zusammen-
fallen lassen, wodurch wir aus dem Brianchon-Satze 
Sätze über das Y i e r s e i t e rhal ten , das einer K u r v e 
zweiter Klasse umschrieben ist. Die F iguren 35b und 
35 c werden hinreichen, um auch den Wor t l au t derselben 

F i g . 35 a . F i g . 35 b. 

F i g . 3 5 C. F i g . 35 d. 
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zu l iefern. Fal len endlich dreimal zwei Tangenten zu-
sammen, so erhalten wir (Fig. 35d) den 
Satz 33: „ H a t man ein einer K u r v e zweiter Klasse 

umschriebenes Dreieck, so gehen die Verbindungs-
linien der Ecken mit den Berührungspunk ten der 
gegenüberl iegenden Seiten durch e i n e n P u n k t " . 

A n w e n d u n g e n d e s B r i a n c h o n ' s c h e n S a t z e s . 

65. Nach Satz 32) können wir das Brianchon'sche 
Sechsseit benutzen, um von einer K u r v e zweiter Klasse 
weitere Tangenten zu konstruieren und die beiden fol-
genden A u f g a b e n zu behandeln. 
Aufg . 27: Von einer K u r v e zweiter 

Klasse sind fünf Tangenten ge-
geben und auf einer derselben 
ein P u n k t P . Man soll die zweite, 
durch diesen P u n k t gehende 
Tangente der K u r v e zeichnen. 

Lösung. W i r numerieren uns ein Brianchon'sches 
Sechsseit. Die T a n g e n t e , auf der P l iegt , sei I 
(Fig. 36), die gesuchte Tangente sei I I , die übrigen 
gegebenen Tangenten erhalten die Nummern I I I , I V , 
V, V I . D a n n ist P der^Schnittpunkt (I, I I ) . D i e 
Linien x und z können wir zeichnen und sie lie-
fern den Brianchon'schen P u n k t (B. P.). Durch ihn 
und (V, V I ) geht y und diese L in ie schneidet auf 
I I I einen P u n k t aus, der mit P verbunden die ge-
suchte Tangente giebt. 

Au fg. 2 8 : E i n e K u r v e zweiter Klasse ist gegeben 
durch fünf Tangenten, den Berührungspunk t einer 
derselben zu bestimmen. 
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Lösung. Die Tangente , deren Berührungspunkt be-
stimmt werden soll, bezeichnen wir mit I und I I 
(Fig. 37), die übrigen mit I I I . . . Y I . Dann kann 

man zwei der Verbindungsl inien 
der Gegenecken, nämlich z und y 
zeichnen, deren Schni t t der Brian-
chon'sche P u n k t ist. D u r c h die-
sen und (IV, V) geht x und diese 
Lin ie schneidet auf I den Be-

Fig. 37. rührungspunkt T aus. 
Ganz in ähnlicher "Weise sind folgende Aufgaben 

zu behandeln : 
Aufg. 2 9 : Von einer K u r v e zweiter Klasse sind fünf 

Tangenten gegeben; eine Tangente an die K u r v e 
zu zeichnen, die parallel einer der gegebenen ist. 
Lösung wie Aufgabe 27), nur liegt P in unend-
licher Ferne . 

Aufg. 30: Von einer K u r v e zweiter Klasse sind vier 
Tangenten gegeben und auf einer derselben ihr 
B e r ü h r u n g s p u n k t ; man konst ruiere die Be rührungs -
punk te der anderen Tangenten. 

Lösung. Brianchon'scher Satz f ü r ein Viersei t . 
Aufg. 31 : Von einer K u r v e zweiter Klasse sind zwei 

Tangenten gegeben und ihre Berührungspunk te , so-
wie eine dri t te Tangente ; man zeichne deren Be-
rührungspunkt . 

§ 23. Ident i tä t der Kurven zwei ter Ordnung und 
zweiter Klasse. 

D i e M a c - L a u r i n ' s c h e K o n f i g u r a t i o n . 
66. Ha t t en wir eine K u r v e zweiter Ordnung durch 

projekt ive Büschel erzeugt , so konnten wir in jedem 
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ih re r P u n k t e die Tangente bestimmen. Von welcher 
Klasse ist nun die erzeugte K u r v e zweiter O r d n u n g ? 

L a g anderersei ts eine K u r v e zweiter Klasse vor 
als E rzeugn i s projekt iver Punkt re ihen , so war auf je-
der T a n g e n t e ein P u n k t , der Berührungspunkt , festge-
legt. Yon welcher Ordnung ist die von den Berüh-
rungspunkten gebildete K u r v e ? 

TJm diese nahe l iegenden Fragen zu beantworten, 
gehen wir aus von einer K u r v e zweiter Klasse , die 
durch vier Tangenten a, b, c, d und den Berührungs-
p u n k t A von a bestimmt sein möge (Fig. 38). D ie 
Berührungspunkte B, C, D von b, c, d, die damit dann 
schon gegeben s ind , wollen wir nun nicht wie in 
A u f g . 30 mittels des Brianchon'schen Satzes bestimmen, 
sondern unter Benützung des Satzes 14) in 35). F ü r 
den vorl iegenden Fa l l haben wir nun zu berücksich-
t igen , dass auf i rgend zwei Tangenten einer K u r v e 
zweiter Klasse die übr igen Tangenten projekt ive P u n k t -
re ihen ausschneiden und ferner , dass die auf Grund des 
angezogenen Satzes zu konstruierende Lin ie p0 die Be-
rührungspunkte der beiden Tangenten ausschneidet 
(59). Die Tangenten a, b, c, d bilden nun ein voll-
ständiges Yiersei t . E s sei der Schni t tpunkt von a und 
b mit M bezeichnet , also kurz (ab) = M , ebenso 
(cd) = M1 , fe rner (ac) = N , (bd) = N1 , endlich 
(ad) = P und (bc) = ' P 1 , so dass N j N 1 , M jM1 , P 1 P 1 die 
drei Paa re von Gegenecken des Yierseites. Wei te r 
bezeichnen wir die Yerbindungsl inie NN 1 mit x, MM1 

mit y, P P 1 mit z. 
Grei fen wir je tzt zunächst die beiden Tangenten 

a und b he raus , so schneiden die übrigen Tangenten 
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c, d u. s. f. auf a und b projektive Punkt re ihen aus 
und zwar entsprechen den P u n k t e n N, P bezüglich 
die Punk te P 1 , N1 . Die Linie p0 des Satzes 14) geht 

mithin durch den Schni t tpunkt Y der Verbindungs-
linien P P 1 und NN1 und ausserdem durch A . E s 
schneidet also die Verbindungsl inie A Y auf b den Be-
rührungspunkt B aus. 

Betrachten wir in gleicher Weise a und c als 
Träger projektiver Punk t re ihen , so haben wir M und 
M1 sowie P und P 1 zu verbinden und deren Schnit t-
punk t X liefert mit A verbunden die Perspekt iv i tä t s -
Achse, welche auf c den Berührungspunk t C ausschnei-
det. D ie analogen Be t rach tungen , durchgeführ t f ü r 
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die P a a r e a und d, b und c, b und d ; endlich c und 
d , l iefern dann folgendes R e s u l t a t : W i r d noch der 
Schni t tpunkt von NN 1 und MM1 mi t Z bezeichnet, so 
gehen A C und B D durch X , A B und C D durch Y , 
A D und B C durch Z. W i r haben also 
Satz 34 : „ I rgend vier Tangen ten a, b, c, d einer 

K u r v e zweiter Klasse bestimmen ein vollständiges 
Yiersei t mit den drei Verbindungsl inien x, y, z der 
Gegenecken. D ie Berührungspunk te A , B, C, D der 
vier Tangenten l iefern ein vollständiges Viereck, 
in dem X , Y , Z die Schni t tpunkte der Gegenseiten. 
D i e Dreiecke X Y Z und x y z fallen dann zu-
sammen". 

Das System der P u n k t e und Geraden dieser F i g u r 
ist bekannt als die Mac-Laur in ' sche Konfiguration.*) 

D i e K u r v e z w e i t e r K l a s s e i s t v o n d e r 
z w e i t e n O r d n u n g . 

67. Lassen wir jetzt Bewegung in unsere F igu r kom-
men , indem wir a , b, c festhal ten, dagegen der Tan-
gente d andere und andere Lagen geben , jedoch so, 
dass sie immer die K u r v e zweiter Klasse berühr t . 
Dabe i ist A C eine feste L in ie und bei jeder W a h l von 
d ergiebt sich auf ihr ein P u n k t X . 

W i r können aber auch umgekehrt X beliebig auf 
A C wählen und erhalten dann dazu eine Lin ie d, 
wenn wir uns der F ü h r u n g der F igur anver t rauen. 
Liegen nämlich a, b, c, A , B , C, X und also auch 
M, N, P1 gezeichnet v o r , so schneidet die Verbin-

*) Mac-Laurin: De linearum geometricarum proprietatibus ge-
neralibus. (London 1748.) 
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dungslinie M X die Tangente c in M1 und die Ver-
bindungslinie P 1 X tr iff t a in P . Dann ist leicht zu 
beweisen, dass M P eine Tangente d der K u r v e zwei-
te r Klasse und dass B X deren Berührungspunkt D 
ausschneidet. I n der Tha t numerieren wir uns ein 
Brianchon'sches Sechsseit , von dem I und I I auf b, 
I I I auf c, I V und V auf M 1 P und V I auf a fallen, 
so schneiden sich B D , P 1 P und M 1 M im Brianchon-
schen P u n k t X , also ist (Satz 32) M 1 P eine Tangente 
d der Kurve zweiter Klasse und D deren Berührungs -
punkt . (Fig. 35 c.) 

Dann muss sich aber auch die ganze F i g u r wie 
oben herstellen lassen. Bringen wir also B C mit M X 
in Z zum Schnitt und zieheu N Z , so liefert A B auf 
N Z den P u n k t Y . Durch Y geht je tz t auch C D oder 
anders ausgedrückt : man kann D auch erhalten als 
Schni t tpunkt der S t rahlen B X und CY. 

Lassen wir je tz t X auf A C for t rücken , so be-
schreibt der Strahl B X einen zur Punk t r e ihe X per-
spektiven Strahlenbüschel und ebenso M X ; der P u n k t 
Z wandert auf der Geraden BC wei te r , Y auf A B 
und der Strahl CY beschreibt einen Büschel um C. 

Man hat mithin folgende Reihe von perspek-
tiven Grundgebilden • 

Str . Büschel B X 

Also ist auch 
Str . Büschel B X X St r . Büschel CY. 

Folglich ist aber der Ort der P u n k t e D dargestell t 
als Erzeugnis projekt iver Strahlenbüschel , also liegen 
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alle Be rührungspunk te D der Tangenten der K u r v e 
zweiter Klasse auf einer K u r v e zweiter Ordnung, 
welche natürl ich auch durch die P u n k t e A , B, C, D 
geht, da ja die bewegliche Tangente d auch mit a, b r 

c, d zusammenfal len kann. 
Die entsprechende duale Betrachtung, deren D u r c h -

f ü h r u n g dem Leser angeraten w i r d , zeigt, dass die 
Tangenten einer K u r v e zweiter Ordnung eine K u r v e 
zweiter Klasse bilden. W i r haben demnach 
Satz 35 : „Die Berührungspunkte der Tangenten einer 

K u r v e zweiter Klasse liegen auf einer K u r v e zwei-
ter Ordnung und die Tangenten einer K u r v e zwei-
te r Ordnung bilden eine K u r v e zweiter Klasse" . 

Ob man also von projekt iven Punk t re ihen oder 
projekt iven Strahlenbüschel ausgeht , man erhält die 
gleiche K u r v e , nur das einemal tangentenweise } das 
anderemal punktweise erzeugt. Die K u r v e n zweiter 
Klasse sind auch von der zweiten Ordnung und umge-
kehr t . W i r wollen diese Kurven zweiter Ordnung 
und zweiter Klasse „ K e g e l s c h n i t t e " nennen. D i e 
Berecht igung dieser Bezeichnung wird in einem spä-
teren Abschni t t e dargethan werden. 

§ 24. Die verschiedenen Arten der Kegelschni t te . 
U n e n d l i c h f e r n e P u n k t e . A s y m p t o t e n . 

68. W i r wollen je tz t sehen, welche verschiedene 
Formen die Kegelschni t te annehmen können. Man 
teilt die Kegelschnit te ein nach ihrem Verhal ten 
gegenüber der unendlich fe rnen Geraden der Ebene, 
in welcher der Kegelschnit t liegt. D e r Kegelschni t t 
kann diese unendlich ferne Gerade nämlich entweder 
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in zwei reellen P u n k t e n schneiden oder sie gar nicht 
schneiden (d. h. in zwei imaginären Punk ten) oder er 
kann sie berühren. Um f ü r diese abs t rakten Möglich-
keiten geometrisch brauchbare Unterscheidungen zu 
•erhalten, sei ein Kegelschnit t durch projekt ive Büschel 
S und S1 e rzeugt , deren projekt ive Beziehung durch 
d re i Paare entsprechender Strahlen a, b, c, und ax , 
bj , C1 festgelegt sein möge. Um nun die Schni t tpunkte 
des Kegelschnit tes mit der u n e n d l i c h f e r n e n Ge-
raden zu best immen, haben wir nur das Verfahren , 
auf Grund dessen wir in 52) und Aufg . 20 die Schnitt-
punkte einer endlichen Geraden 1 mit dem Kegelschnit t 
bestimmten, entsprechend umzuändern. D a sich in je-
dem Punk te des Kegelschnit tes entsprechende Strahlen 
der projektiven Büschel S und S1 begegnen, so sind 
•etwaige unendlich ferne P u n k t e des Kegelschni t tes da-
durch ausgezeichnet, dass nach ihnen e n t s p r e c h e n d e 
S t rah len der Büschel S und S1 l au fen , die überdies 
noch p a r a l l e l sind. Um solche Strahlen zu finden, 
verschieben wir den Büschel S1 parallel zu sich selbst, 
bis S1 nach S fällt . D ies führen wir aus, in dem wir 
durch S folgende Strahlen ziehen: 

Dann i s t , wie leicht zu sehen , auch der 
Büschel (a, b, c) projekt iv zum Büschel (a, ' , b^ , C1') 

wobei dem Strahl a der Strahl a t ' entspricht u. s. f. 
D i e Doppels t rahlen dieser Büschel aber l iefern ent-
sprechende Strahlen der Büschel S und S1 ' , die paral-
lel laufen. Denn wenn n = n , ' ein solcher Doppe l -
s t r ah l , so ist : 
nannten Doppelstrahlen, die sich nach der Steiner 'schen 
Kons t rukt ion ermitteln lassen, geben folglich die B i c h -

also auch Die ge-
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t u n g e n , in denen unendlich ferne P u n k t e des Kegel-
schnit tes gelegen sind. J e d e Paral lele zu einer solchen 
Rich tung geht auch durch diesen unendlich fernen 
P u n k t der K u r v e hindurch. Dies entspricht dem Um-
stand, dass durch irgend einen, im Endlichen gelegenen, 
P u n k t einer K u r v e ein Büschel von Strahlen hindurch-
geht. W i e nun in diesem, eben genannten Strahlen-
büschel die Tangente an die K u r v e enthalten i s t , so 
ist auch in dem Paral lels trahlenbüschel durch einen 
unendlich fernen P u n k t einer K u r v e e i n St rahl vor-
handen, der die K u r v e in dem unendlich fe rnen P u n k t 
b e r ü h r t , also die Tangente in diesem Punk te . W i r 
nennen ganz allgemein die Tangente in einem unend-
lich fernen P u n k t einer K u r v e eine „Asymptote" der 
K u r v e . Ih re Kons t ruk t ion bleibt ganz die gleiche wie 
die der Tangente, nur t r i t t an Stelle des im Endl ichen 
gelegenen Punk tes der durch eine R ich tung gegebene 
unendlich fe rne P u n k t . 

E l l i p s e , H y p e r b e l , P a r a b e l . 
69. Zurückkehrend zur Einte i lung der Kegel-

schnitte müssen wir mithin folgende Fäl le unterscheiden: 
a) D ie beiden projekt iven Strahlenbüschel (a, b, c) 

und (aL', bx ' , C1') haben k e i n e 
Doppels t rahlen. Dann hat der 
erzeugte Kegelschnit t keine un-
endlich fernen P u n k t e , l iegt 
also ganz im Endl ichen. Man 
nennt ihn „Ellipse" 
(F ig . 39.) Sie kann speziell in den Kre i s übergehen.*.) 

*) Es gibt Kurven h ö h e r e r Ordnung, die infolge ihrer ova-
len Form sich ä u s s e r l i c h nur wenig von einer Ellipse unter-
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b) Die Doppelstrahlen der beiden projekt iven 
Büschel sind reell. D e r Kegelschnit t hat also zwei 
reel le , unendlich ferne Punk te . E r heisst Hyperbe l 
[İñèçßòǺŕļ) (Fig. 40). D ie Asymptoten sind a und b. 
Die K u r v e besteht aus zwei Teilen, die sich den Asymp-
toten mehr und mehr nähern. D i e K u r v e hat nur 

Fig. 40. 

s c h e i d e n . W ä h l t m a n a u f e i n e r s o l c h e n K u r v e z w e i P u n k t e S u n d 
Si b e l i e b i g , s o k a n n m a n d i e S t r a h l e n b ü s c h e l S u n d Si d u r c h d i e 
K u r v e e i n d e u t i g a u f e i n a n d e r b e z i e h e n , i n d e m m a n s o l c h e S t r a h -
l e n e i n a n d e r z u w e i s t , d i e s i c h a u f d e r K u r v e b e g e g n e n . T r o t z d e m 
s i n d d i e s e B ü s c h e l d a n n n i c h t p r o j e k t i v u n d e s i s t d a s D o p p e l v e r -
h ä l t n i s v o n v i e r S t r a h l e n d e s e i n e n n i c h t g l e i c h d e m d e r e n t -
s p r e c h e n d e n S t r a h l e n d e s a n d e r n . D e n n a n a l y t i s c h b e t r a c h t e t , s c h n e i -
d e t i r g e n d e i n S t r a h l d u r c h S d i e K u r v e a u s s e r i n d e n z w e i r e e l -
l e n P u n k t e n n o c h i n i m a g i n ä r e n P u n k t e n , d i e f ü r d i e R e c h n u n g 
e b e n s o z u b e r ü c k s i c h t i g e n s i n d w i e d i e g e o m e t r i s c h s i c h t b a r e n 
P u n k t e . Y e r g l . d i e D e f i n i t i o n p r o j e k t i v e r G r u n d g e b i l d e i n 30). 
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z w e i unendlich ferne P u n k t e , nämlich die unendlich 
fernen Berührungspunkte A und B von a und b. Geht 
man auf der K u r v e von o aus gegen 1 ins Unendliche, 
so kehr t man daraus über B zurück nach 2 ; geht man 
in der Richtung nach 3 ins Unendl iche, so keh r t 
man auf der andern Sei te der Asympto te über A nach 
4 zurück. Die K u r v e schliesst sich also durch das 
Unendliche hindurch. 

c) D ie beiden projekt iven Strahlenbüschel haben 
einen Doppels t rahl . D i e K u r v e hat e i n e n unendlich 
fernen (doppelt zäh-
lenden) P u n k t , be-
r ü h r t also die unend-
lich ferne Gerade. 
Sie heisst Pa rabe l 

(Fig. 41). 
D i e Asymptote der-
selben ist die unend-
lich ferne Gerade, auf 
ihr liegt der unend-
lich ferne Berührungs-
punk t P . 

Diese Bezeich-
nungender drei Kegel-
schnitte stammen schon 
von den Griechen her. 
Sie beziehen sich Fig. ü . 
auf die eigentümliche A r t und "Weise, wie diese die 
Gleichungen dieser K u r v e n als Beziehungen zwischen 
Flächeninhalten deuteten. 
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T a n g e n t e n w e i s e K o n s t r u k t i o n d e r P a r a b e l . 
70. Erzeugen wir einen Kegelschnit t durch pro-

jekt ive P u n k t r e i h e n , so können wir ebenfalls , wenn 
auch weniger einfach, die drei A r t e n von Kegelschnit-
ten unterscheiden. Wann die P a r a b e l en ts teht , ist 
sofort einzusehen: nämlich immer und nur dann, wenn 
die unendlich fernen P u n k t e der erzeugenden P u n k t -
reihen g und gx in der projekt iven Beziehung einan-
der entsprechen. Denn dann ist die Verbindungsl in ie 
dieser beiden unendlich fernen P u n k t e , also die u n -
e n d l i c h f e r n e Gerade der Ebene, eine Tangente der 
erzeugten K u r v e , diese muss also eine Pa rabe l sein. 
Pro jek t ive Punk t r e ihen , in denen sich die unendlich 
fernen P u n k t e en tsprachen , nannten wir aber (39) 
ä h n l i c h e ; folglich schneiden die Tangenten einer P a r a -
bel auf irgend zwei festen Tangenten derselben solche 
ähnliche Punkt re ihen aus. Daraus ergibt sich eine 
einfache Kons t ruk t ion der Tangenten einer Pa rabe l . 
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Sind g und gx die gegebenen Tangenten (Fig. 42) und 
bezeichnen wi r deren Berührungspunkte mit 5 und Or 

so teilen wir die Strecken von ihnen aus bis zum 
Schn i t tpunk t von g und gt je in fünf gleiche Tei le . 
D a n n l iefern entsprechende Tei lpunkte verbunden s tets 
eine Tangente der Parabel . Durch For t se tzung der Teil-
ung erhält man, wie aus der F i g u r zu ersehen, wei te re 
Tangenten derselben. 

A u f g a b e n ü b e r d i e H y p e r b e l u n d P a r a b e l . 

71. W i r fügen hier noch einige Aufgaben bei, aus 
denen hervorgehen mag, wie unendlich ferne E lemen te 
(Asymptoten , unendlich ferne Gerade) ganz ebenso 
kons t rukt iv verweodet werden können wie im E n d -
lichen gelegene Best immungsstücke. 
Aufg. 32. Von einer Hyperbe l sind gegeben die Bich-

tungeu der Asymptoten und drei Punk te . Wei t e re 
Punk te der K u r v e , sowie die Asymptoten selbst zu 
konstruieren. 

Lösung. Sind s und S1' die Richtungen der Asymp-
toten (Fig. 43), so sind also die unendlich fernen 
Punk te S und S1 dieser Geraden P u n k t e der Hy-
perbel. W i r wählen sie als Mit te lpunkte von die 
Kurve erzeugenden Strahlenbüscheln, die in diesem 
Falle in Parallelstrahlenbüschel übergehen. D u r c h 
die weiter gegebenen P u n k t e A, B , C sind 
dann den drei Strahlen a, b, c des Büschels S als 
entsprechende im Büschel S1 die Strahlen a i ; bj , C1 

zugewiesen. W i r konstruieren die projekt ive Be-
ziehung der beiden Büschel nach 32), lassen aber 
zur Vereinfachung g mit und g1 mit a zusammen-
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fallen. Dann erhalten wir in bekannter "Weise das 
Centrum P der Perspekt ivi tä t (als Schni t t von BB 1 

und CC1) und zu irgend einem Strahle d den ent-
sprechenden d^ dessen Schn i t tpunk t D mit d der 
Hyperbe l als P u n k t angehört . 

TJm die Asymptoten, also die Tangenten in den 
P u n k t e n S und S1 zu finden, haben wir nach Satz 22) 
d ie "Verbindungslinie SS1 als S t rah l des einen und des 
andern Büschels zu nehmen und immer den entsprech-
enden S t rah l im andern Büschel zu suchen. Diese 
Verbindungs l in ie SS1 ist hier die unendlich ferne 
Gerade und sie t r i ff t g und g1 in den unendlich fernen 
P u n k t e n dieser Geraden. Man findet dann durch kon-
sequente D u r c h f ü h r u n g der Kons t ruk t ion , dass die 
Asymptoten die Linien S0 und s0 ' sind, die durch P 
parallel zu s und s ' laufen. — In der F i g u r stehen 
die Richtungen der Asymptoten aufeinander senkrecht . 
E i n e solche Hyperbe l heisst eine „ g l e i c h s e i t i g e " . 

F i g . 43. 
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Auf'g. 33. Von einem Kegelschnit t sind gegeben ein un-
endlich f e rne r P u n k t , sowie zwei Tangenten mit 
ihren Berührungspunk ten . Man zeichne die Asymp-
tote in dem gegebenen unendlich fernen Punk te . 

Lösung. Sind a und b die 
Tangen ten mit den Be-
rüh rungspunk ten A und 
B , während S der gege-
bene unendlich fe rne 
P u n k t (Fig. 44), so sei 
die gesuchte Asymptote 
die Yerbindungs l in ie 12, 
A sei 3,4 und 5,6 falle 
mit B zusammen. D a n n 
erhal ten wir in dem 
Pascal-Sechseck 1 2 3 
4 5 6 die P u n k t e Y und Z der Pascal-Linie (Satz 
27) auf der sich auch 12 und 45 schneiden müssen. 
Es geht also durch diesen Schni t tpunkt X die 
Asympto te s0. 

Man zeichne auch die zweite Asymptote . 

Aufg. 34. Man löse die vorletzte 
Aufgabe 32 unter Anwendung 
des Pascal-Satzes. 

Aufg. 35. Yon einer Pa rabe l sind 
vier Tangenten gegeben. D e n 
Berührungspunk t einer der-
selben zu konstruieren. 

Fig. 45. 

Lösung. D a der Kegelschnit t eine Pa rabe l sein soll, 
so berühr t er die unendlich ferne Gerade der E b e n e ; 
D o e h l e m a n n , Projektive Geometrie. 9 

Fig. 4t. 
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diese unendlich ferne Gerade ist aber mit der Ebene 
gleichzeitig gegeben als f ü n f t e Tangente. Um die 
Aufgabe zu lösen, bezeichnen wir d i e j e n i g e Tan-
gente, deren Berührungspunkt wir finden wollen, 
mit I und I I , die unendlich ferne Gerade mit I I I , 
mit I V , Y, Y I die drei andern Tangenten (Fig. 45). 
D a n n ist (II , I I I ) der unendlich ferne P u n k t der 
mit I I bezeichneten Tangente , ( I I I , I Y ) der unend-
lich ferne P u n k t von I V . Durch den Brianchon-
schen Satz finden wir nun leicht den Berührungs-
punkt T auf der Tangente I . 

Aufg. 36. Paral le l einer gegebenen Richtung an eine 
Pa rabe l die Tangente zu konstruieren. 

aber der Kegelschnit t die unendlich ferne Gerade, wie 
dies bei der Parabel der Fall ist, so ist die unendlich 
ferne Gerade selbst eine der Tangenten durch diesen 
Punk t , es bleibt also bloss noch e i n e im Endl ichen 
gelegene Tangente , parallel der Geraden 1, die A u f -
gabe wird eine lineare. 

Fig. 46. 

Lösung. Ver langt man, 
parallel einer gegebenen Ge-
raden 1 die Tangenten an 
einen beliebigen Kegelschnitt 
zu finden, so gibt es deren 
zwei. Denn die A u f g a b e 
kommt darauf hinaus, durch 
den Schni t tpunkt von 1 mit 
der unendlich fernen Geraden 
die Tangenten an den Kegel-
schnitt zu legen. B e r ü h r t 
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I s t nun die Parabel etwa gegeben durch zwei 
Tangenten a und b mit ihren Berührungspunkten A 
und B (Fig . 46), so numerieren wir uns ein Br ianchon-
sches Sechsseit. I , I I fallen auf a, I I I und I V auf b, 
V sei die gesuchte, zur gegebenen Geraden 1 parallele, 
Tangente , V I sei die unendlich ferne Gerade. D a n n 
ergibt sich V wieder durch Kons t ruk t ion des Br ianchon-
schen Punk tes , wobei noch zu beachten, dass der Schnit t-
punk t (V, V I ) natürlich der unendlich ferne P u n k t 
von 1 ist. 
Aufg. 37. E ine Pa rabe l ist gegeben durch vier Tan-

genten. Ih ren unendlich fernen P u n k t (die Bich-
tung der Achse) zu bestimmen. 

Lösung. Bezeichnen wir (Fig. 47) 
die vier gegebenen Tangenten 
mit I , I I , I I I , I V , die unend-
lich ferne Gerade mit V und 
VI , so g ib t die Linie y, welche 
in dem Brianchon 'schen Sechs-
seit nach dem Berührungs-
punkt (V, VI ) läuft , die Bich- Fig. 47. 
tung, in welcher der unendlich ferne P u n k t der 
Parabel liegt. 
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VI. A b s c h n i t t . 

Die Polarentheorio der Kegelschnitte. 
§ 25. Pol und Polare . 

K o n j u g i e r t e P u n k t e u n d k o n j u g i e r t e G e r a d e . 

72. Liegt ein Kegelschnitt k2 gegeben vor und 
ist g eine Gerade, welche ihn in den Punkten A und 
B trifft (Fig. 48), so kann man zu irgend einem Punkte 
X von g den vierten harmonischen X ' bezüglich A 
und B konstruieren, so dass also ( X X ' A B ) = — 1. 
W i r nennen dann zwei solche Punkte X und X ' „kon-
jugiert" in Bezug auf den Kegelschnitt. 

Würde die Gerade g den Kegelschnitt berühren, 
so vereinigen sich A und B in einen Punkt , etwa C. 
Der vierte harmonische zu einem Punk t X fiele dann, 

Fig. 48. 
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wo auch X auf der Tangen te liegen mag, wieder mi t 
C zusammen. Z u jedem P u n k t e einer Tangente ist 
also der Berührungspunkt konjugier t . 

Gehen andererseits von einem P u n k t e G aus zwei 
Tangenten a und b an den Kegelschnit t , so kann man 
zu i rgend einer Geraden x durch G den vierten har-
monischen Strahl x ' best immen in Bezug auf a, b . 
E s ist also dann (x x' a b ) = — 1. W i r nennen zwei 
solche Strahlen x, x ' „konjugier te Gerade" in Bezug 
auf den Kegelschnitt . Fä l l t G auf den Kegelschnit t 
nach G0 , so fallen die beiden Tangenten in eine zu-
sammen, nämlich in die Tangente c in G0 an den Kegel-
schnit t . Zu i r g e n d einer Geraden durch den P u n k t 
G0 des Kegelschnittes ist dann c stets die konjugier te 
Gerade. — I n der rechnenden Geometrie kann man 
diese Definition kon jug ie r te r P u n k t e und Geraden for-
mal übertragen auf den Fa l l , wo die Gerade g den 
Kegelschnit t n i c h t schneidet oder wo von dem P u n k t e 
G aus k e i n e reellen Tangen ten an den Kegelschnit t 
möglich sind. 

W i r stellen uns je tz t die F r a g e n : W o liegen über-
haup t a l l e Punkte , die zu e i n e m gegebenen P u n k t e 
X konjugier t sind in bezug auf einen Kegelschni t t? 
F e r n e r : Was fü r eine K u r v e umhüllen alle Geraden, 
die zu einer gegebenen Geraden x konjugier t sind in 
Bezug auf einen Kege l schn i t t ? 

P o l a r e e i n e s P u n k t e s . 

73. AVir gehen aus von der Mac-Laur in ' schen 
Konfigurat ion, wie sie in F ig . 38 erör ter t worden. 
Bringen wir dort noch A C in X ' , B D in X " zum 
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Schnit t mit NN1 , so folgt aus dem Viereck ' A B C D , 
dass sowol ( X X ' A C ) = — 1 als auch ( X X " B D ) = — 1. 

Es sei nun der Kegelschnit t gegeben, sowie der 
P u n k t X ; durch X ziehen wir eine Sehne A C beliebig. 
Br ingen wir dann die Tangenten a und c in A und 
C in N zum Schni t t und konstruieren ferner X ' als 
den vierten harmonischen zu X bezüglich A und C, 
so ist durch N und X ' die Linie NN1 oder x festge-
legt. W i e man also auch eine Sehne B D durch X 
zieht, der vierte harmonische X " zu X bezüglich B 
und D muss stets auf dieser L in ie x gelegen sein. 
Diese Gerade x ist demnach der Ort a l l e r zum P u n k t e 
X konjugier ter P u n k t e . W i r nennen sie die „ P o l a r e 
des Punk tes X " in Bezug auf den Kegelschni t t . Auf 
ih r müssen sich dann auch die Tangenten b und d in 
B und D begegnen. Ebenso ist X Z oder y die Po la re 
von Y und X Y oder z die Polare von Z. 

W i r haben also folgende Eigenschaften der Polaren 
eines Punk te s , die wir durch die Eig. 49 zur An-
schauung bringen, e rha l ten : 

Satz 36: „Hat man einen P u n k t X und einen Kegel-
schnitt und zieht durch ihn alle möglichen L in ien , 
welche in A , B ; C ,D; E , F u. s. f. den Kegelschni t t 
t reffen, und konst ru ier t man 

1) Z u A,B; C,D; E , E u. s. f. den vierten harmoni-
schen in Bezug auf X, 

2) die zwei andern Nebenecken der vollständigen 
Vierecke A B C D , A B E P u. s. f. 

3) die Schni t tpunkte der Tangenten in A und B , 
in C und D u. s. f. 
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4) die Berührungspunk te der allenfalls von X aus 
an den Kegelschni t t gehenden Tangenten, 

so liegen alle diese P u n k t e auf einer Geraden x, der 
Po la r en des P u n k t e s X' ' .*) 

74. Ganz in ähnlicher "Weise zeigen wir, dass alle zu 
einer Geraden x konjugier ten Geraden durch einen 
P u n k t X gehen, den wir den „Pol" von x nennen. I n 
der Tha t denken wir uns in Fig . 38 noch die L in ien 
N X und N 1 X gezogen, die mit x' bezw. x" bezeichnet 
werden mögen, so ist sowol (xx'ac) = — 1 als auch 
(xx"bd) = — 1. Haben wir nun X o d e r N N 1 beliebig 
angenommen, ferner von einem P u n k t e N aus die Tan-
genten a und c an den Kegelschni t t gezogen, welche 
in A und C berühren, so können wir X schon be-
stimmen als Schni t tpunkt von A C und dem Strahle x', 

*) In dieser Figur, sowie in den folgenden, ist der B e q u e m -
l i c h k e i t wegen als Kegelschnitt eine Ellipse gewählt. Selbstver-
ständlich gelten die Sätze für jeden Kegelschnitt, sofern nicht aus-
drücklich Etwas Anderes bemerkt ist. 

Fig. 49. 

P o l e i n e r G e r a d e n . 
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der zu x harmonisch ist bezüglich a und c. AVo dann 
auch auf x ein P u n k t N1 weiter angenommen wird, i m-
m e r muss die Berührungssehne B D der durch N1 gehen-
den Tangenten b und d durch den bereits festgelegten 
P u n k t X gehen und i m m e r muss auch der Strahl x" , 
der zu x harmonisch in Bezug auf b und d, ebenfalls 
durch X laufen. Dami t ergibt sich (Fig. 38). 
Satz 3 7 : „Legt man von den P u n k t e n einer Geraden 

x aus die Tangentenpaare an einen Kegelschni t t 
und kons t ru ie r t : 

1) zu x den vierten harmonischen St rah l bezüglich 
eines solchen Tangentenpaares , 

2) in dem von zwei solchen Tangentenpaaren ge-
bildeten vollständigen Yierseit die zwei andern 
Verbindungsl inien der Paa re von Gegen-Ecken, 

3) die zu einem Tangentenpaar gehörige B e r ü h r -
ungssehne (Verbindungslinie der Berührungs-
punkte) , 

4) in den (etwaigen) Schni t tpunkten von x mit 
dem Kegelschnitt die Tangenten, 

so gehen alle diese Linien durch einen P u n k t X , 
den Pol von x.u 

Natürl ich gehört zu X wieder x als P o l a r e . 
Fe rne r folgt aus 3) in den beiden letzten Sätzen noch: 
Zusa tz ; , ,Liegt der P u n k t X auf dem Kegelschni t t , 

so wird seine Polare die Tangente und ebenso wird 
der P o l einer Tangente der Be rüh rungspunk t 
derselben' 

Aufg. 38. Zerfä l l t der Kegelschnit t (die K u r v e 2. 
Ordnung) in zwei Gerade, so ergibt sich aus Satz 
36 der f rühe r in 28) erwähnte Satz. Welcher Satz 
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ergibt sich, wenn der Kegelschni t t (als K u r v e 2. 
Klasse) in zwei P u n k t e zer fä l l t? 

§ 26. Das Po la rd re ieck . 

75. Wählen wir einen P u n k t X in der E b e n e 
eines Kegelschnit tes beliebig und zeichnen seine Po la re 
x ; auf x sei der P u n k t Y beliebig angenommen. D a n n 
muss die Po la re y von Y jedenfalls durch X gehen, 
da X und Y konjugier te Punk te . D e r Schni t tpunkt 
von x und y sei Z . Dieser P u n k t Z ist konjugie r t 
zu X und Z ist auch konjugier t zu Y , also ist X Y 
oder z die Po la re des Punk tes Z. I n X Y Z haben 
wir folglich ein Dreieck erhal ten von der E i g e n s c h a f t 
dass jede seiner Ecken die gegenüberliegende Seite z u r 
Po la ren ha t . W i r nennen ein solches Dre ieck ein 
„Polardreieck" des Kegelschnittes. 

W i r haben schon in Fig . 38 in X Y Z ein P o l a r -
dreieck e rha l ten ; aus dieser F i g u r können wir ent -
nehmen, wie man sich in anderer Weise ein solches 
Polardreieck verschaffen kann. Sind nämlich A , B, C, 
D irgend vier P u n k t e auf dem Kegelschnitt , so kon-
struieren wir in dem vollständigen Viereck derselben 
die drei Nebenecken: diese bilden dann ein Po la rd re i -
eck. — I s t umgekehr t in F ig . 50 ein Polardreieck 
X Y Z konstruier t , so finden wir in folgender Weise 
eine Gruppe von P u n k t e n A , B, C, D, die zu ihm in 
der gleichen Beziehung steht. W i r wählen A beliebig 
irgendwo auf dem Kegelschnit t , ziehen A Z , welche 
Linie zum zweitenmal in B den Kegelschnitt t r i f f t ; 
dann verbinden wir X mit A und B, wodurch wir die 
Schni t tpunkte C und D auf diesen Verbindungsl inien 
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erhalten. D a n n muss der Schni t tpunkt von CD und 
A B auf der Po la r en x von X liegen, also muss C D 
durch Z gehen. Ebenso müssen A D und BC durch 

Y laufen. — Lassen wir je tz t den P u n k t X auf z fort-
rücken und konstruieren f ü r jede Lage seine Polare . 
U m also die P o l a r e für X ' zu finden, ziehen wir A X ' , 
welche Linie den Kegelschni t t nochmals in C' t r i f f t . 
D a n n liefert BC ' auf z den P u n k t Y ' , sodass Z Y ' oder 
x ' die Polare von X ' ist. E s ist folglich 

S t r . Büschel A ( X , X ' . . . ) 

Also ist auch die P u n k t r e i h e X , X ' . . . projektiv zum 
Büschel x ; x ' . . . der Polaren und wir erhal ten 
Satz 38: „Bückt ein P u n k t X auf einer Geraden z 

fort , so beschreibt seine Po la re x in Bezug auf einen 
Kegelschnit t einen Strahlenbüschel um den P o l Z 
von z und dieser Strahlenbüschel ist pro jekt iv zu 
der von dem P u n k t e beschriebenen Punk t re ihe . " 

Fig. 50. 

Str . Büschel B (C,C . . .) 
P . Reihe ( Y , Y ' . . . ) 
Str . Büschel Z ( Y , Y ' . . . ) 

P . Reihe ( X , X ' . . . ) 
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D r e h t sich eine Gerade um einen P u n k t Z, so be-
wegt sich ebenso der Pol dieser Geraden auf der 
Po la ren z dieses Punktes . 

W i r erhal ten also in der F ig . 50 ein System von 
Polardreiecken X Y Z , X ' Y ' Z ' u. s. f., die alle die Ecke 
Z gemeinsam haben, während die gegenüberliegenden 
Seiten auf der Geraden z liegen. 
Aufg. 39. Man beweise den Sa t z : D ie sechs Ecken 

zweier Polardreiecke eines Kegelschnit tes liegen 
auf einem Kegelschnit t , ihre sechs Seiten berühren 
einen zweiten Kegelschnit t . 

D i e z u e i n e r G e r a d e n u n d z u e i n e m P u n k t e 
i n B e z u g a u f e i n e n K e g e l s c h n i t t g e h ö r i g e 

I n v o l u t i o n . 

76. Die Punkt re ihe X , X ' . . . ist nicht bloss pro-
jekt iv zur Punk t re ihe Y , Y ' . . . , sondern sie liegt zu 
ihr involutorisch, da ja die Po la re y von Y durch 
X geht. D ie Paa re X , Y , X ' , Y ' . . . bi lden eine P u n k t -
involution, eben die Involut ion konjugier ter P u n k t e 
auf z. Ebenso bilden die Strahlenpaare x,y, x' ,y' . . . 
eine Involution, die Involution konjugier ter Geraden 
durch Z. Schneidet z den Kegelschni t t in reellen 
Punk ten , so sind dies die Doppe lpunkte der P u n k t i n -
volution (z. B. X0 ,Y0) . Gehen von Z aus reelle Tan-
genten an den Kegelschnit t , so liefern diese die Doppel-
s t rahlen der Strahleninvolution (z. B . x0,y0). A b e r 
auch wenn z den Kegelschni t t n i c h t in reellen P u n k t e n 
tr i ff t , so kann man trotzdem die Punkt involu t ion nach 
dem eben Bemerkten festlegen. Sie wird dann natür-
lich eine elliptische und kann dazu dienen, die ima-
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ginären Schni t tpunkte der Geraden mit dem Kegel-
schnitt in geometrisch brauchbarer AVeise zu ersetzen. 
AVenn ferner von Z aus k e i n e Tangenten an den 
Kegelschnit t gezogen werden können, so wird die In -
volution der konjugier ten Geraden durch Z , die immer 
noch bestimmt werden kann , eine elliptische. S ta t t 
der imaginären Tangenten von Z aus f ü h r t man dann 
diese Involut ion in die Be t rach tung ein. Berühr t z 
den Kegelschnitt , oder fäll t Z auf denselben, so wird 
die zu z oder Z gehörige Involut ion eine parabolische. 

D a s D u a l i t ä t s - G e s e t z i n d e r E b e n e . 
77. I s t in einer Ebene ein Kegelschnit t k2, spe-

ziell etwa auch ein Kreis , gegeben und irgend eine 
F igur , so kann man zu jedem P u n k t e die Polare , zu 
jeder Geraden den Pol in Bezug auf k2 zeichnen. Den 
P u n k t e n einer Geraden entsprechen dann nach Satz 38) 
Gerade, die alle durch den Po l dieser Geraden gehen. 
Vier P u n k t e n einer Geraden entsprechen also vier 
Strahlen durch einen P u n k t und es ist überdies das 
Doppelverhältnis der vier Strahlen = dem der vier 
P u n k t e . Dem Schni t tpunkt zweier Geraden entspricht 
die Verbindungsl in ie der Pole der beiden Geraden 
u. s. f . AVir erhalten dann aus der ersten F i g u r eine 
zweite, die ihr genau nach dem Duali täts-Gesetz der 
Ebene 7) a entspricht . J e t z t ist aber zwischen den 
beiden F igu ren auch ein direkter , geometrischer Zu-
sammenhang hergestellt, sie sind „reciprok" zueinander 
in Bezug auf den Kegelschni t t . I r gend einer K u r v e 
als Ort von P u n k t e n entspricht eine Kurve , eingehüllt 
von den entsprechenden Geraden. D i e Klasse dieser 
letztern ist = der Ordnung der ersten K u r v e . D i e 
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P u n k t e des Kegelschnittes k2 sind dadurch ausgezeich-
net, dass die ihnen entsprechenden Geraden, nämlich 
die Tangen ten von k2, durch sie hindurchgehen. 

§ 27. Mit telpunkt , Durchmesser . 

D e r M i t t e l p u n k t . 

78. A u s den allgemeinen Sätzen der Polarentheor ie 
erhal ten wir wieder spezielle, metrische, wenn wir das 
"Unendlich-Ferne hereinziehen. W i r haben die An-
nahme als zulässig und notwendig erkannt , dass alle 
unendlich fe rnen Punk te einer Ebene auf einer Geraden 
liegen. A u c h zu dieser unendlich fernen Geraden 
können wir dann den Pol zeichnen in Bezug auf einen 
Kegelschni t t und wir erhalten ihn, indem wir von den 
P u n k t e n der unendlich fernen Geraden aus Tangenten-
paare an den Kegelschnitt legen. D i e zugehörigen 
Berührungssehnen gehen alle durch diesen Po l . W i r 
nennen den P o l der unendlich fernen Geraden den 
„Mi t te lpunkt ' ' des Kegelschnit tes, jede durch ihn 
gehende Sehne einen „Durchmesser" . D i e beiden 
Schni t tpunkte eines Durchmessers mit dem Kegelschni t t 
müssen harmonisch getrennt werden durch den Mit tel-
punkt und durch den Schni t tpunkt des Durchmessers 
mit der unendlich fernen Geraden , also muss jeder 
Durchmesser im Mit te lpunkt halbier t werden (Satz 3 6 , J . 

F ü r die Ellipse und Hyperbel liegt der Mittel-
punk t im Endl ichen, bei der letzteren ist er (Satz 3 7 , J 
der Schni t tpunkt der Asympto ten ; f ü r die Parabe l , 
welche die unendlich ferne Gerade be rühr t , fäll t der 
Mi t te lpunkt in den Berührungspunkt der unendlich 
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F i g . 5 1 a 

fernen Geraden, also in den unendlich fernen P u n k t 
der Parabel . Al le Durchmesser der Parabe l sind folglich 
parallel. 

E s hat sich mithin e rgeben: 
Satz 39: „Die Verbindungsl inien der Be rührungspunk te 
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paral le ler Tangenten eines Kegelschnit tes (Ellipse 
oder Hyperbel ) gehen alle durch den Mit te lpunkt 
u n d heissen Durchmesser . J e d e r Durchmesser wi rd 
im Mit te lpunkt halbier t ." (Fig. 51 a und 5 l b . ) 

K o n j u g i e r t e D u r c h m e s s e r . 

79. Nehmen wir je tz t in F i g u r 50 z als die un-
endlich ferne Gerade. D a n n wird Z der Mi t te lpunkt 
des Kegelschnit tes . (Fig. 5 l a und 51b) D ie L in ien 
xy, x 'y ' werden konjugier te Gerade durch den Mit tel-
p u n k t : wir nennen sie „konjugier te Durchmesser" . 
J e d e r von ihnen ist also die Po la re des unendlich 
fe rnen P u n k t e s des andern. Zieht man zu einem der 
konjugier ten Durchmesser eine parallele Sehne A B , so 
muss die Mit te dieser Sehne auf dem konjugier ten 
Durchmesser liegen, da sie harmonisch liegt zu X be-
züglich A und B. In Bezug auf konjugier te Durch-
messer zeigt also der Kegelschni t t eine ,,schiefe Sym-
metr ie" . Dies l iefert 
Satz 40: „Die konjugier ten Geraden durch den Mittel-

punkt eines Kegelschnit tes l iefern die Involu t ion 
der konjugierten Durchmesser . J e d e r von zwei 
konjugier ten Durchmessern halbier t alle Sehnen, die 
zum andern parallel laufen. Die Tangenten in den 
Endpunk ten eines Durchmessers sind parallel zum 
konjugier ten Durchmesser . J e zwei konjugie r te 
Durchmesser bilden mit der unendlich fernen Geraden 
ein Polardreieck". (Fig . 51 a und 51b .) 

H a t man (Fig. 5 l c ) eine Parabel und sind A B r 

A ' B ' , . . . parallele Sehnen, M,M' . . . deren Mit ten, so 
liegen diese alle auf einem Durchmesser , der durch den 

http://rcin.org.pl



144 Die Polarentheorie der Kegelschnitte. 

unendlich fe rnen P u n k t S der Pa rabe l geht. D e r 
Durchmesser schneidet die Pa rabe l nochmals in T und 
die Tangen te in diesem P u n k t e ist parallel A B . 

Zusatz . Man kann zeigen, dass in der Involut ion der 
konjugier ten Durchmesser ein und nur ein P a a r 
vorhanden ist, dessen Strahlen aufeinander senkrecht 
stehen. (x"y"). Dies l iefert die Richtungen der 
„Achsen" des Kegelschnittes. N u r f ü r den Kre i s 
stehen konjugierte Durchmesser i m m e r auf einander 
senkrecht. 

F ü r die Hyperbel besitzt die Involut ion der kon-
jug ie r t en Durchmesser reelle Doppels t rah len ; dies sind 
die Asymptoten. J e d e Asymptote ist also zu sich 
selbst konjugier t . I rgend zwei konjugier te Durchmesser 
der Hyperbe l t rennen die Asympto ten harmonisch. 
(Yergl . 75). 

Da raus folgt sofort, dass der Be rüh rungspunk t T 

Fig. 51c. 

http://rcin.org.pl



Ueber Flächen im Allgemeinen. 145 

einer Tangente (Fig. 51 a) in der Mitte des Abschnit tes 
R S liegt, den die Asymptoten auf der Tangente er-
zeugen. 
Aufg. 40. Schneidet eine beliebige Gerade eine Hy-

perbel in den P u n k t e n A und B und die Asymp-
toten in C und D, so ist CA = B D . Beweis durch 
A n w e n d u n g des soeben bewiesenen Satzes über die 
Tangente . 

Aufg. 41. E in Kegelschnit t ist durch fünf P u n k t e 
oder fünf Tangenten gegeben. Seinen Mit te lpunkt 
zu konstruieren. 

Lösung. Man verschaffe sich parallele Tangenten und 
damit einen Durchmesser . 

Aufg. 42. Man betrachte die Mac Laurin 'sche Kon-
figuration (Fig. 38) f ü r den Fal l , dass z die un-
endlich ferne Gerade ist und leite auf diese Weise 
den Satz a b : I n i rgend einem, einem Kegelschnitt 
umschriebenen Paral lelogramm sind die Diagonalen 
konjugier te Durchmesser. 

V I I . A b s c h n i t t . 

Die Kegel- und Regel-Flächen 2. Ordnung als 
Erzeugnisse projektiver Grundgebilde. 

§ 28. Ueber Flächen im Allgemeinen. 
R e g e l f l ä c h e n . 

80. Unter einer Fläche (z. B. einer Ebene, einer 
Kugel , einem Kegel) verstehen wir den Inbegriff von 
zweifach unendlich vielen (oo 2) Punkten , die durch ein 
mathematisches Gesetz best immt werden können. I n 
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der rechnenden Greoraetrie wird eine Fläche definiert 
durch e i n e Gleichung, der die Koordinaten (x, y, z) 
eines jeden ihrer P u n k t e genügen müssen. 

E ine Fläche kann in Sonderhei t die Eigenschaft 
haben, dass sie erzeugt werden kann durch Bewegung 
einer festen Kurve , die wir uns etwa aus D r a h t her-
gestellt denken. Im einfachsten Fal le wird diese 
K u r v e eine Gerade sein. D ie F l ä c h e n , die auf 
diese Weise durch Bewegung einer Geraden entstehen, 
heissen allgemein „Regelflächen". Sie enthalten, ge-
mäss ihrer Erzeugung, ein einfach unendliches System 
von geraden Linien, die wir die „Erzeugenden" der 
Fläche nennen. Solche „geradlinige" Flächen t re ten 
uns entgegen, sobald wir die Erzeugnisse projekt iver 
Grundgebi lde erster Stufe betrachten, die b e l i e b i g im 
Räume liegen, wie ja z. B . zwei beliebig im Räume 
gelegene projektive Punk t r e ihen nach 50) als Erzeug-
nis ein solches System von einfach unendlich vielen, 
im Räume angeordneten Geraden lieferten. 

W i r können nun zwei durchaus verschiedene Typen 
von Regelflächen unterscheiden je nach dem Verhal ten 
unendlich benachbarter Erzeugenden der Fläche. Fol-
gende Fäl le sind nämlich zu t r ennen : 

a) I r gend zwei u n e n d l i c h b e n a c h b a r t e Er -
zeugende der Fläche schneiden sich stets. D a n n be-
stimmen dieselben eine Ebene und der zwischen den 
Erzeugenden gelegene Teil der Ebene ist ein Element 
der Fläche. Es sind also die Elemente der F läche 
sämtlich eben. (Fig. 52). E ine solche Fläche (die auch 
durch Bewegung einer Ebene erzeugt werden kann) 
heisst eine „ a b w i c k e l b a r e " (developpable.) I rgend 
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zwei e inander n i c h t unendlich benachbarte Erzeugende 
der F läche brauchen sich natürl ich nicht zu schneiden. 

D i e einfachste abwickelbare Fläche ist der „ K e g e l " . 
E r entsteht , wenn eine Gerade sich i rgendwie bewegt, 
während einer ihrer P u n k t e festgehalten wird. Dieser 
fixierte Punk t heisst die „ S p i t z e " des Kegels. Liegt 
die Spi tze im Unendlichen, bewegt sich also eine Ge-
rade irgendwie, aber stets p a r a l l e l z u s i c h s e l b s t , 
so entsteht aus dem Kegel der „ C y I i n d e r " . 

b) J e zwei unendlich benachbarte Gerade der 
Flächen schneiden sich nicht . D ie einzelnen Elemente 
der Fläche sind nicht eben, sondern gekrümmt, da zwei 
Nachbargerade auf der Fläche, so nahe aneinander man 
sie auch wählen mag, sich nicht schneiden, sondern 
windschief zu einander verlaufen. Solche Flächen 
heissen „windschiefe" Regelflächen. W i r werden ein 
Beispiel einer solchen Fläche weiter unten kennen lernen. 

T a n g e n t i a l e b e n e e i n e r F l ä c h e . 
81. I s t auf einer Fläche ein P u n k t P gegeben, 

so können wir durch P a u f der Fläche unendlich viele 
Kurven zeichnen, etwa die Schni t tkurven mit den Ebenen 

Fig. 52. 
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eines Büschels, dessen Achse durch P geht. J e d e dieser 
Kurven besi tz t in P eine Tangente und diese Tangente 
hat mit der betreffenden Kurve , also a u c h m i t d e r 
F l ä c h e , zwei Nachbarpunkte in P gemein, ist also 
auch eine Tangente der Fläche. Nun zeigt die Ana-
lysis, dass alle diese Tangenten in einem P u n k t e P an 
eine Fläche in einer Ebene liegen, der T a n g e n t i a l -
E b e n e i n P a n d i e F l ä c h e . P heisst der Berüh-
rungspunk t der Tangentialebene. J e d e durch P in 
dieser Ebene gezogene Gerade hat in P zwei, benach-
bar te Punk te mit der Fläche gemein. 

Liegt eine Gerade h ganz auf einer Fläche, so geht 
also die Tangentialebene in jedem P u n k t e von h jeden-
falls durch diese Gerade hindurch. 

Liegen auf einer Fläche z w e i gerade Linien, die 
sich schneiden, so ist die Tangentialebene in ihrem 
Schni t tpunkt bestimmt als die Ebene dieser beiden 
Geraden, gleichgiltig ob die beiden Geraden unendlich 
benachbart sind oder ob sie einen endlichen "Winkel 
einscliliessen. • \ 

I s t P ein P u n k t einer Kegelfläche, so geht die 
Tangentialebene in P jedenfalls durch die Erzeugende 
hindurch, welche durch P läuf t . . Dies ist die Ver-
bindungslinie von P mit der Spi tze S des Kegels. 
Durch S gibt es eine zu dieser Erzeugenden benach-
bar te Erzeugende und die durch beide bestimmte Ebene 
muss die Tangentialebene in P sein. E s ist also f ü r 
a l l e P u n k t e einer Erzeugenden einer Kegelfläche (und 
allgemeiner einer abwickelbaren Fläche) die Tangent ia l -
ebene die gleiche. E s berühr t folglich die Tangent ia l -
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ebene einer Kegelfläche oder abwickelbären Fläche 
l ä n g s einer Erzeugenden die Fläche (Beispiel: der 
Kreiskegel . ) 

O r d n u n g u n d K l a s s e e i n e r F l ä c h e . 

82. Un te r der Ordnung einer Fläche versteht man 
die A n z a h l der Schni t tpunkte , welche eine beliebige 
Gerade mit der Fläche l iefert und zwar im algebraischen 
Sinne, also ohne Rücksicht auf Real i tä t , (vergl. 51) 
Diese Ordnung gibt dann auch die Maximalzahl der 
r e e l l e n Schnit tpunkte, welche eine Gerade mit der 
F läche gemein haben kann. 

H a t man eine Kegelfläche, z. B. eine von der 2. 
Ordnung, so wird sie von irgend einer Geraden in zwei 
P u n k t e n geschnitten. Nach diesen zwei Punk ten laufen 
nun zwei Erzeugende der. Kegelfläche, nämlich die Ver-
bindungsl inien derselben mit der Spitze. Die durch 
die Gerade und die Spi tze gehende Ebene hat mit der 
Kegelfläche dann gerade die genannten beiden Erzeu-
genden gemein. Bei einer Kegelfläche gibt also die 
Ordnung auch die Zahl der Erzeugenden, weltthe eine 
beliebige, durch die Spi tze gehende, Ebene aus dem 
Kegel ausschneidet. 

D e r Schnit t irgend einer Ebene mit einer Fläche 
n. Ordnung ist eine K u r v e n. Ordnung, da jede Gerade 
in dieser Ebene n P u n k t e mit der Fläche, folglich eben 
soviele mit der Schni t tkurve gemein hat. 

Un te r der Klasse einer Fläche verstehen wir die 
Anzahl der Tangentialebenen, die durch eine beliebige 

iGerade an die Fläche gelegt werden können, auch 
wieder im Sinne der Analysis . •: 
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Eine Kegelfläche, überhaupt jede abwickelbare 
Fläche besitzt nur einfach unendlich viele (oo1) Tan -
gentialebenen. Bei diesen Flächen definiert man die 
Klasse als die Zahl ihrer Tangentialebenen, die durch 
einen beliebigen P u n k t hindurchgehen. 

B e i s p i e l e i n e r w i n d s c h i e f e n R e g e l f l ä c h e . 

83. Gegeben sind drei Gerade h, Ii1, h2, von denen 
keine zwei in einer Ebene liegen. E ine Gerade be-
wegt sich so, dass sie beständig jede dieser drei Ge-
raden schneidet. Man beweise 

1) Die bewegte Gerade schneidet auf den drei 
festen Geraden projekt ive Punk t re ihen aus ; 

2) Schneidet i rgend eine Gerade die bewegte Ge-
rade in d r e i ihrer Lagen , so schneidet sie die-
selbe in j e d e r Lage . 

Zunächst ist zu zeigen, wie man sich Gerade ver-
schaffen kann, welche h, Ii1 und h2 begegnen. Wählen 
wir auf h einen P u n k t A willkürlich (Fig. 53), so 
können wir durch A und Ii1 eine Ebene (Ah 1 ) , sowie 
durch A und h2 eine Ebene (Ah2) legen. Diese bei-
den Ebenen schneiden sich dann in einer Geraden a, 
welche Ii1 in A 1 , sowie h2 in A 2 t r i f f t , also die ver-
langte Eigenschaft hat . Auf diese Weise können wir 
unendlich viele solche Gerade b, c, d u. s. f. finden, 
indem wir auf h P u n k t e B, C, D . . . wählen. E s ist 
k l a r , dass i rgend zwei solche Gerade z. B . a und b 
sich nicht schneiden. Denn wenn sie sich schneiden 
würden, lägen sie in einer Ebene und in der gleichen 
Ebene müssten auch h, L1, h2 liegen, was gegen unsere 
Voraussetzung ist. Also beschreibt die Gerade eine 
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windschiefe Regelfläche. E s ist aber dann nach 22) 
Satz 4 

( A B C D ) = [(Ah1) (Bh1) (Ch1) (Dh1)] = (A2 B2 C2 D2) 
und (ABCD) = [(Ah2) (Bh2) (Ch2) (Dh2)] = (A1 B1 C1 D 1 ) 
folglich 

(ABCD) = (A1 B1 C1 D 1 ) = (A2 B2 C2 D2) 

D a m i t ist der erste Teil unserer Behaup tung bewiesen. 
Es sei ferner eine Gerade h x gefunden, welche a, 

b und c schneidet. Proj iz ieren wir nun die projek-
t iven Punkt re ihen A , B, C . . . auf h und A 1 , B1 , C1 . . . 
auf h1 je aus h x durch einen Ebenenbüschel , so sind 
diese Ebenenbüschel projektiv. Dann sind aber fol-
gende Ebenen identisch: 

(Ahx) = (A1Iix) ≡ (hxa) 
(Bhx) (B1Iix) = (hxb) 
(Chx) ≡ (C lLx) ≡ (hxc) 

Es fallen also in den projekt iven Büscheln drei Ebenen 
mit ihren entsprechenden zusammen, folglich muss über-
haupt j e d e Ebene mit ihrer entsprechenden identisch 
sein. Es ist demnach auch (Dh x ) = (D1Iix ) d. h. die 
Gerade d und überhaupt j e d e solche Gerade schneidet h x . 
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§ 29 Die Kegelfläche 2. Ordnung. 
84. Betrachten wir jetzt zwei projekt ive Ebenen-

biischel mit den Achsen s und S1, die sich in 8 schnei-
den mögen (Fig. 54). Dann liefern je zwei entsprechende 
Ebenen eine Schnittlinie, die auch durch S geht. Das 
Erzeugnis der projektiven Ebenenbüschel ist demnach 
eine Kegelfläche mit der Spitze S. W i r f ragen zunächst 
nach der Ordnung derselben. Zählen wir also ab, in 
wie viel P u n k t e n eine beliebige Gerade g dieser Kegel-
fläche begegnet. W i r legen zu dem Zwecke durch g 
irgend eine Ebene. Dann werden die projekt iven 

Ebenenbüschel s und S1 in zwei projekt iven Strahlen-
büschel S und S1 geschnitten und die Schni t tkurve der 
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Ebene mit der Kegelfläche stellt sich dar als das E r -
zeugnis dieser projektiven Strahlenbüschel. Also i s td iese 
Schni t tkurve der Ebene mit dem Kegel ganz allgemein 
ein Kegelschnit t . Die Gerade g aber t r i f f t diesen in 
zwei P u n k t e n und das sind zugleich ihre Schni t tpunkte 
mit der Kegelfläche. Es ist mithin die Kegelfläche von 
der 2. Ordnung. Die analytische Geometrie zeigt über-
dies, dass sich j e d e Kegelfläche 2. Ordnung in dieser 
Weise durch projektive Ebenenbüschel erzeugen lässt. 
Es ist also die hier betrachtete Kegelfläche die allge-
meine 2. Ordnung. Fügen wir noch die Bemerkung 
hinzu, dass eine Tangent ia lebene des Kegels die ge-
wählte Ebene in einer L in ie schneidet, welche Tangeute 
des Schnittkegelschnittes in dieser Ebene sein muss, so 
ergibt sich ganz ebenso wie in 52). 
Satz 41 : „Zwei projekt ive Ebenenbüschel mit sich 

schneidenden Achsen s und S1 erzeugen durch die 
Schni t t l in ienentsprechenderEbeneneinenal lgemeinen 
Kegel 2. Ordnung, der auch die Achsen s und S1 

als Erzeugende enthäl t . Die Tangentialebenen längs 
dieser beiden Erzeugenden sind die Ebenen, welche 
der Yerbindungsebene (s S1) bezüglich entsprechen. 
D e r Schnitt des Kegels mit einer beliebigen Ebene 
ist ein Kegelschnitt . De r Kegel ist auch von der 
2. K l a s s e . " 

D a jede Erzeugende des Kegels in ihrer ganzen 
Ausdehnung zu beiden Seiten der Spitze zu nehmen 
ist, so besteht der Kegel aus z w e i in der Spitze zu-
sammenhängenden Mänteln. W a s den Schnitt des Kegels 
mit einer Ebene e betrifft , so ergeben sich die drei 
möglichen Fälle folcrendermassen: L e s e n wir durch ,die 
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Spitze S des Kegels eine Ebene 
reelle Erzeugende mit dem Kegel gemeinsam haben. 
D a n n ist der Schnit t von e mit dem Kegel eine H y -
p e r b e l , deren A s y m p t o t e n r i c h t u n g e n durch diese 
beiden Erzeugenden gegeben sind. Oder s0 ha t keine 
reelle Erzeugende mit dem Kegel gemein, in diesem Ealle 
ist der Schnitt von e mit dem Kegel eine E l l i p s e . "Wenn 
endlich eQ den Kegel berühr t , so wird man in e als Schnit t 
eine P a r a b e l erhalten. Dami t ist die Bezeichnung 
dieser Kurven als „Kegelschnitte"" gerechtfert igt . Sie 
stammt schon von den Griechen her.*) 

85. Legt man von einem P u n k t e S im Räume 
die projizierenden Strahlen nach den P u n k t e n eines 
Kreises, so erhält man eine Kegelfläche. Wäh l t man 
zwei ihrer Erzeugenden aus, so kann man mit diesen 
als Achsen die Kegelfläche durch projektive Ebenen-
büschel erzeugen, ausgehend von der Erzeugung des 
Kreises durch projektive Strahlenbüschel. Die Kegel-
fläche ist also von der 2. Ordnung — sie ist, wie man 
zeigen kann, identisch mit der allgemeinen Kegelfläche 
2. Ordnung — und wird also von einer beliebigen Ebene 
in einem Kegelschnit t geschnitten. Dies l iefer t den 
Satz 4 2 : „Pro j iz ie r t man einen Kreis aus i rgend einem 

P u n k t e auf eine Ebene, so ist die Pro jek t ion ein 
Kegelschni t t . " 

W i r d der P u n k t S speziell auf der Senkrechten 
angenommen, die man im Mit te lpunkte M des Kreises 
auf der Ebene desselben errichten kann, so erhäl t man 
einen speziellen Kegel 2. Ordnung, der auch erzeugt 

*) Apollonius von Pergae : „Cornea" (250 v. Chr.) 

so kann zwei 
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werden kann durch D r e h u n g eines rechtwinkligen Dre i -
eckes um die K a t h e t e SM. Dieser Kegel heisst „ge-
rader Kre iskege l" , „Umdrehungskegel" , „Rota t ions-
kegel" . D e r Schni t t desselben mit einer beliebigen 
Ebene ist aber auch wieder ein Kegelschnit t . Nimmt 
man die Achsen s und S1 der projektiven Ebenenbüschel 
parallel an, so rückt der P u n k t S ins Unendliche und 
man erhäl t als Erzeugnis den allgemeinen „Cylinder 
2. Ordnung" . Dieser kann wieder speziell in den ge-
raden „ K r e i s " oder , ,Umdrehungs u -Cylinder (Rotations-
Cylinder) übergehen. 

§ 30. Die geradl in ige Fläche 2. Ordnung. 

86. Be t rach ten wir jetzt zwei projektive Ebenen-
büschel in allgemeiner Lage, deren Achsen s und S1 

sich also n i c h t schneiden. J e zwei entsprechende 
Ebenen der Büschel wie etwa a und a i 7 werden sich 
in einer Geraden h schneiden, die sowol s in P als S1 

in P 1 t reffen muss (Fig. 55). W i r erhalten auf diese 
Weise unendlich viele Gerade Ii1 Ii1, h2 etc., die offen-
bar eine windschiefe Begelfläche bilden (Beweis da für 
wie in 83). W i r nennen das System dieser Geraden 
auch eine „Begelschaar" und bezeichnen es kurz 
mit [h]. D i e dadurch gegebene Begelfläche ist von 
der zweiten Ordnung . Denn schneiden wir sie mit irgend 
einer Ebene, so werden die projektiven Ebenenbüschel 
s und S1 in projekt iven Strahlenbüscheln S und S1 ge-
troffen, deren Erzeugnis den Schnitt mit der Ebene 
l iefert . Es schneidet also die beliebige Ebene die Begel-
fläche nach einem Kegelschnit t , mithin ist die Fläche von 
der zweiten Ordnung. D ieRechnungze ig twiede r , dass die 
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a l l g e m e i n e Fläche zweiter Ordnung, wie sie durch eine 
beliebige Gleichung zweiten Grades gegeben wird, in dieser 
Weise erzeugt werden kann. Diese geradlinige Fläche 
zweiter Ordnung heisst auch „einschaliges Hyperboloid" . 

Fig. 55, 

Es ergibt sich sofort auch eine zweite Erzeugung 
unserer Fläche. Triff t die Erzeugende Ii1 in P und P 1 , 
ferner h2 in R und R1 die Achsen s und S1 u. s. f., so 
ist die Reihe der Punk te P 1 , Q1, R1 . . . perspektiv zu 
den Ebenen a, ß, y des Büschels s, durch die sie aus-
geschnitten wird. Ebenso ist die Punk t re ihe P , Q, R . . . 
auf s zum Ebenenbüschel O1, ß t , . . . perspektiv. D a 
aber die beiden Ebenenbüschel projektiv, so ist auch 
die Punk t re ihe P , Q, R . . . projekt iv zur Punk t r e ihe 
P 1 , Q1, R1 . . . D ie Regelschaar [h] kann also auch da-
durch erhalten werden, dass man in zwei projekt iven 
Punkt re ihen im Räume entsprechende P u n k t e durch 
Gerade verbindet. 

Daraus folgt aber noch eine weitere merkwürdige 
Eigenschaft . I s t nämlich s2 i r g e n d e i n e Gerade, 
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welche die drei Geraden h, Ii1, h2 schneidet, so sind 
alle Voraussetzungen erfüllt , um den in 82,2 ausge-
sprochenen Satz anwenden zu können. Dennoch muss 
s2 j e d e Ge rade h der Regelschaar [h] schneiden und 
jede Gerade, welche h, Ii1, h2 t r i ff t , ha t diese Eigen-
schaft . Alle diese Geraden bilden aber wieder eine 
Regelschaar [s], die auch von der zweiten Ordnung und 
a l l e E r z e u g e n d e dieser zweiten Regelschaar müssen 
ebenfalls auf unserer Fläche zweiter Ordnung gelegen 
sein, da durch j e d e n P u n k t einer Geraden von [s] ja 
eine Gerade von [h] geht. Die Achsen s und S1 gehören 
auch zu dieser Regelschaar [s]. W i r haben demnach: 
Satz 43; , ,Das Erzeugnis zweier projekt iver Ebenen-

büschel in allgemeiner Lage ist eine Regelschaar [h] 
oder eine geradlinige Fläche zweiter Ordnung. Die-
selbe Fläche kann auch dadurch erzeugt werden, dass 
man in zwei projektiven Punkt re ihen im Räume 
entsprechende P u n k t e durch Gerade verbindet. Auf 
der Fläche liegt noch eine zweite Regelschaar [s]. 
Alle Geraden h sind untere inander windschief , 
ebenso alle Geraden s, aber j e d e Gerade h schneidet 
j e d e G e r a d e s . I rgend zwei Gerade e i n e r Regel-
schaar werden von den Geraden der a n d e r n Schaar 
in projekt iven Punkt re ihen geschnit ten". 

Die Fläche ist dieselbe, wie die in 83) erwähnte 
und sie lässt sich in doppel ter Weise durch Bewegung 
einer Geraden erzeugen. Denn greif t man irgend drei 
Gerade der e i n e n Regelschaar heraus und lässt eine 
Gerade sich so bewegen, dass sie stets diese drei Ge-
raden schneidet, so beschreibt die bewegte Gerade die 
a n d e r e Regelschaar. H a t man überhaupt zwei Systeme 
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[h] und [s] von unendlich vielen Geraden derar t , dass 
alle Geraden e i n e s Systems untere inander windschief 
sind, während jede Gerade des einen Systems jede des 
andern schneidet, so bilden dieselben die beiden Eegel -
schaaren einer solchen geradlinigen Fläche zweiter Or-
dnung (Monge 1795). 

87. Leg t man durch eine Gerade h x der Regel-
schaar [h] irgend eine Ebene, so muss diese noch eine 
Gerade aus der Fläche ausschneiden, da die Schnitt-
kurve im ganzen von der zweiten Ordnung sein muss. 
Diese Gerade kann dann, da sie h x schneidet, nur der 
Eegelschaar [s] angehören und heisse s x . F ü r den 
Schni t tpunkt von h x und sx ist die Ebene also (81) 
die Tangentialebene. Es ist folglich jede E b e n e , die 
durch eine Gerade der Fläche zweiter Ordnung hindurch-
geht, eine Tangentialebene der Fläche. I n j e d e m P u n k t e 
der Fläche ist die Tangentialebene best immt als die 
Ebene der beiden durch diesen P u n k t gehenden Er -
zeugenden. 

Die verschiedenen Typen der geradl inigen Fläche 
zweiter Ordnung erhalten wir, wenn wir uns die Fläche 
durch projekt ive Punkt re ihen s und S1 erzeugt denken. 
Es sind dann folgende zwei Fäl le mögl ich: 

a) Die unendlich fernen P u n k t e von s und S1 ent-
sprechen einander n i c h t in der projekt iven Beziehung 
dieser beiden Punkt re ihen . Es entspricht also z. B . 
dem unendlich fernen P u n k t von s ein best immter end-
licher P u n k t auf S1. Die Paral lele durch diesen 
P u n k t zu s ist eine Erzeugende h s , der Eegelschaar 
[h]. I n gleicher Weise gibt es zu jeder Erzeugenden 
e i n e parallele Erzeugende der andern Schaar . D ie 
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dadurch erzeugte Fläche lag unsern bisherigen Be-
t rach tungen zu Grunde und wir nannten sie bereits 
das einschalige Hyperboloid (Fig. 56). Die unendlich 
ferne E b e n e schneidet die Fläche in einem Kegelschnitt . 

b) Tr i t t der speziellere Fa l l ein, dass die unend-
lich fernen Punk te von s und S1 e i n a n d e r e n t -
s p r e c h e n , so sind diese Punk t re ihen also ähnlich. 
Die Verbindungsl inie dieser beiden unendlich fernen 
P u n k t e ist eine ganz im Unendlichen gelegene Gerade 
I i 0 0 . die bestimmt ist durch die Stellung der Ebene, 
welche parallel zu s und S1 läuf t . Alle Geraden der 
Regelschaar [s] müssen aber Ii30 schneiden, also sind 
sie alle parallel zu dieser Ebene . 

Die unendlich fe rne Ebene enthält nun von unserer 
Fläche die Gerade I i c o , sie muss mithin noch eine Ge-

Fig. 56. 
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rade S00 der a n d e r n Schaar enthalten. Alle Gera-
den h müssen S00 schneiden, also sind auch alle Ge-
raden der Regelschaar [h] parallel einer bestimmten 
Ebene. Die dadurch entstehende Fläche heisst „wind-
schiefes" oder „hyperbolisches Parabo lo id" (Fig. 57). 
D ie Geraden einer jeden der beiden Regelschaaren 
auf der Fläche sind je parallel einer Ebene. Diese 
beiden Ebenen heissen die Lei tebenen. Die Fläche 
b e r ü h r t die unendlich ferne Ebene. 

Fig. 57. 

Man erhält die Fläche auch , wenn man eine Ge-
rade sich so bewegen lässt, dass sie beständig zwei 
feste Gerade schneidet und dabei parallel bleibt zu 
einer gegebenen, festen Ebene. 

E ine einfache Erzeugung dieser Fläche besteht darin, 
dass man (Fig. 57) in einem Tet raeder zwei Paa re von 
Gegenkanten (AB und CD, B C und A D ) in gleichviel 
Teile teil t und entsprechende Tei lpunkte verbindet . 
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I. Preise auf allen beschickten Ausstellungen. 

Gegründet 1835. 

Neue illustrierte JPreisbticher gratis. 
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