Zarys teorji réwnan catkowych.

Cztery wykiady na kursie uzupetniajacym dla nauczy-
cieli szkot srednich, wygtoszone na Uniwersytecie we Lwo-
wie w dniach 13 i 14 marca 1913 r.

Teorja rownan catkowych, ktéremi mamy sie tu w zarysie zajg¢, stata
sie w krdtkim czasie klasycznym narzedziem badania w matematyce czystej
i stosowanej.

Studjum tych rownan doprowadzito w wielu razach do $cistego rozstrzyg-
niecia, czy dane zadanie nie posiada rozwigzania, czy posiada rozwigzanie
jednoznaczne lub wieloznaczne. Sa one w tych razach analogjg rownan linjo-
wych jednorodnych lub niejednorodnych o skonczonej ilosci niewiadomych.
Jak te ostatnie dajg bardzo typowe rozstrzygniecia (przez znikanie lub nie-
znikanie pewnych wyznacznikéw) o nieistnieniu rozwigzania, albo o jedno-
znacznym lub wieloznacznym rozwiagzaniu, tak i réwnania catkowe stosowane
do poszczegblnych zagadnien daja w uderzajacej analogji rozstrzygniecia
w typach przypominajacych kryterja roéwnan linjowych. Znajdzie to swoje
uzasadnienie w teorji, ktOrg sie zajmujemy.

Z drugiej strony stala sie ta teorja zrodiem naturalnym rozwijania do-
wolnych funkcyj podiug systemu pewnych dobrze okre$lonych funkcyj. Ro-
zwijania te odbywajg sie na wzOr szeregdw Fouriera. Te ostatnie okazaty sie
szczeg6lnym wypadkiem bardzo ogolnych wynikéw, do jakich teorja réwnan
catkowych ze zwigzania jej z réwnaniami rézniczkowemi doprowadzita (teorja
sprezystosci, przewodnictwo ciepta, teorja potencjatu).
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1912) z licznemi notatkami z literatury.

Réwnania przedstawiajace sie w formach

nazywamy réwnaniami catkowemi, albo réwnaniami Fredholma.

Typ (A) zwie sie rownaniem niejednorodnym (rodzaju drugiego); typ
(B) jest réwnaniem jednorodnym (rodzaju pierwszego).

W réwnaniach (A), (B) sa a b wielkosci rzeczywiste; zakladamy
a<b przyczym K(s, t) jest dang, ciagla i skonczong Junkcjg dwuch od sie-
bie niezaleznych rzeczywistych zmiennych s,t w obszarze (s, t)=(a...b) i na-
zwang jadrem roéwnania (A) lub (B).

f(s) (funkcja wolna) jest dana, ciagtg i skonczong funkcjg w obszarze
s=(a... b).

State Spotczynniki zawarte w K(s, t) i w f(s) sg rzeczywiste.

Funkcja ¢(s) jest niewiadoma. Przez jej oznaczenie rozwigzujemy row-
nanie (A) lub (B).

Parametr A odgrywa w teorji réwnan Fredholma bardzo wazng role.
Jest on nieograniczony i przybiera¢ moze kazdag wartos¢ rzeczywistg lub uro-
jona.

Jego znaczenie bardzo donioste poznajemy juz w najelementarniejszych
réwnaniach typu (A), ktérych rozwigzanie nie daje najmniejszej trudnosci.

Przyjmijmy np., ze w (A) mamy

*) Badania w wypadkach nieciggtosci funkcji K(s, t) wykluczamy z naszych
poszukiwan.
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a wiec jadro jest iloczynem dwuch funkcji, z ktérych pierwsza zalezy od sa-
mego  druga od samego t.
Mamy wtedy réwnanie

Potdzmy

to dostajemy z (2)

Wstawmy (b) w (3), to dostaniemy

i potozmy

to, zaktadajac dostajemy z (4)

Wostawiajac tak obliczone (C) w (a), mamy

Widocznie, gdy réwnanie (2) nie posiada rozwigzania skon-

czonbego. Z nieograniczonego obszaru wartosci X, te jedna warto$¢ wykluczy¢
trzeba.

Ale, gdy , to wihasnie—i to tylko przy tej wartoSci—réw-
nanie jednorodne
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posiadaé bedzie rozwigzanie.- Uwazajmy w (5) A jeszcze za catkiem dowolne
i wprowadzmy stalg C. Mamy wtedy

Po wstawieniu b) w (3) dostajemy

a to — po skréceniu przez C — daje

czyli

Przy takiej, jedynej wartosci parametru X istnieje rozwigzanie réwnania
(5), a jest ono postaci

albo—wskutek dowolnej statej C—postaci

C' jest statg dowolna.

Uwagi godnym jest, ze wyjeta wartos¢ X, przy ktérej nie mamy rozwig-
zania réwnania niejednorodnego (2), nie zalezy wecale od tego, jaka jest funk-
cja f(s), ale zalezng jest tylko od jadra i od granic catkowania a, b.

Przejdzmy do réwnan niejednorodnych o ogolniejszym jadrze

n=2, 3, 4, .. ale skonczone.

Réwnanie catkowe ma teraz postaé
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Potozmy

to mamy z (7)

Stale Co trzeba teraz tak oznaczy¢, aby sie réwnanie (7) spetnito. Te-
mu stanie sie zados¢, gdy zwigzki (8) utrzymajg sie po wstawieniu w nie

Z takich podstawien dostajemy

Potézmy

to zwigzki (10) napiszg sie teraz w takich postaciach:

Aby z tych réwnan wynikly Ca skonczone i niezalezne od siebie, trze-
ba spetni¢ warunek
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Przyjmijmy, ze X rdzne jest od wszystkich pierwiastkéw
réwnania

to Ca obliczone z réwnan (11) majg postacie

w ktorych sg wymiernemi, catkowitemi funkcjami wartosci parame-

tru A
Po wstawieniu tak obliczonych Ca w (10) dostajemy

Ze za$

wiec mozemy napisaé

gdzie

albo
(14)

jezeli licznik w K(s,t,A) krotko przez A(s, t, A) naznaczymy.
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Wyraz K(s, t, A) nazywa sie jgdrem rozwigzujgcym. Jak z formy jego
wynika, nie zalezy ono od wolnej funkcji f(s), bo tak jego mianownik D(A),
jak i jego licznik zawierajg elementy, ktére jedynie w danym jadrze (6)
i w granicach a, b swdj poczatek biorg. Wszystkie zatem rdéwnania niejedno-
rodne z jednym jadrem (6) i z temi samemi granicami catkowania a, b beda
mialy to samo jadro rozwigzujace.

Funkcje przedstawiong formg (13) wstawmy w dane rownanie

w ktorym K(s, t) ma posta¢ (6), to mie¢ bedziemy

albo

W drugim wyrazie pozmieniajmy zmienne catkowania t, T ze ¥oba
Wtedy pod pierwsza i druga catkg zawieraé sie bedzie czynnik f(t). dt,
a réwnanie napisa¢ bedzie mozna w ten sposob

Ze za$ to ma sie ostawaé przy wszelkich s=(a .. b), przeto by¢ musi

Gdybysmy przeciwnie f(s) przedstawione formg (13) wstawili w (12),
dostalibySmy —postepujac analogicznie, jak przed chwilg

*)  Jest oczxwmtym ze zmienng catki o statych granicach mozna dowolnie
nazwac W catkach wielokrotnych zmienne odnoszace sie do réznych catkowan od-
rézni¢ trzeba od siebie r6znemi literami.
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Miedzy jadrem danym, a jadrem rozwigzujagcym zachodzg tu zawsze iden-

tyczne relacje (P), (Q).
Napiszmy (12) krétko w postaci

i wstawmy w dane réwnanie (15). Dostaniemy wtedy

albo

Przyjmijmy, ze réwnanie D(A)=0 ma same niepowtarzajagce sie pier-
wiastki Aa. Wtedy wszystkie (s, Aa) sg rézne od zera, a z (16) —gdy A da-

zy do granicy Ao—wynika

Sg to réwnania typu (B), a wiec jednorodne z obliczonemi juz niewia-
domemi funkcjami @(s) = y(s, Aa), a=I1,2, ..., n.

Z tego widzimy: Wartosci (pierwiastki niepowtarzajgce sie réwnania
D(\) =0), za ktorych uzyciem réwnanie niejednorodne nie posiadato rozwigzania
skorczonego, sg takie, ze wiasnie uzyte w réwnaniu jednorodnym daja rozwigzania
skoriczone, (a tozsamosciowo nieznikajace w zmiennej s).

Z drugiej strony zauwazmy, ze réwnanie niejednorodne przechodzi na
jednorodne, gdy sie zatozy, ze w nim wolna funkcja f(s) staja sie identycz-
nie zerem.

Witedy w réwnaniach (11) sg wszystkie (Ba, f) =0, a=1 2, .. , n
Réwnania stajg sie jednorodne linjowe, a warunkiem, aby Ca z nich wynika-

jace byly rozne od zera, jest

Niechze A' bedzie pierwiastkiem niepowtarzajacym sie tego réwnania.
Z (11) dostajemy w tym razie rozwigzanie postaci

a wracajgc do (9), gdzie uwzgledniamy, mamy
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stata dowolna.

Przyjmijmy, ze A" jest dwukrotnym pierwiastkiem roéwnania D(A)=O0.
Wtedy w D(A)=0 znikajg wszystkie pierwsze podwyznaczniki, a rownania 11—
z uwzglednieniem f(s)=0—daja

gdzie L1, L2 .. Ln-2 sg linjowe jednorodne funkcje dowolnych Cn-1, Cn.
Wracajac do (9), gdzie juz naprzod f(s)=0 uwzgledniono, dostajemy

albo
(18)

przy dowolnych
W szczeg6lnosci, gdy Cn-1=1, Cn=0 mamy

a gdy Cn-1=0, Cn=1, mamy

Stad wnosimy: Do dwukrotnego pierwiastka X' nalezg dwa szczeg6lne roz-
wigzania réwnania jednorodnego. Ogdlne rozwigzanie jest jednorodng linjowg funk-
cja (18) tych rozwigzan.

Do analogicznych wnioskéw dojdziemy przy zatozeniu, ze uzyty pier-
wiastek A' powtarza sie w réwnaniu D(A)=0 razy 3, 4, ..

Wszystkie pierwiastki rownania D(A)=0 nazywajg sie wartosciami pod-
stawowemu. Miedzy niemi niema wartosci X=0, gdyz D(A), ma wolny wy-
raz=1. Kazdg powtarzajacg sie wartos¢ podstawowa liczymy za tyle warto-
§ci podstawowych (miedzy soba réwnych), ile razy ona powtarza sie jako
pierwiastek réwnania D(A) =0. Kazda podstawowa warto$¢ A' uzyta w réwnaniu
jednorodnym daje jedno rozwigzanie skoAczone tego réwnania. Kazde takie rozwia-
zanie nazywa sie podstawowg funkcjg nalezacg do tej wartosci A

Podstawowe wartosci i podstawowe funkcje zalezg tylko od jadra.

Stad tez méwimy o podstawowych wartosciach i podstawowych funk-
cjach nalezacych do danego jadra.
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Opuszczajac szczeg6lne formy jadra, przyjmijmy, ze majac réwnanie

udato sie nam wyznaczy¢ funkcje K(s, t, A) spetniajaca z jadrem K(s, t) zwiag-
zek (P) lub (Q) — art. I
Z (1) dostajemy

Zmieniajac tu s na t, a t na tl, mamy

Pomnézmy obie strony przez K(s, t, A)dt i catkujmy w granicach od
a do b; mie¢ bedziemy

ZmieAmy zmienng catkowania t po pierwszej stronie na tl, to bedzie moz-
na ostatni zwigzek w ten sposéb napisac

Lecz podiug zwigzku (Q) — art. I—wyraz w hawiasie, jaki mamy pod
catka na pierwszej stronie jest=K(s, tl).
Wskutek tego jest

Uwzglednijmy to w (2), zmieniwszy tam zmienng catkowania t na tl,
to ostatecznie dostajemy
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Z tego wynika: Jakiekolwiek jest jadro K(s, t), jezeliznamy funkcje K(s, t, M),
ktora z K(s, t) daje zwigzek (P), lub (Q) —art. 1 — to kazde rownanie catkowe
niejednorodne o jadrze K(s, t) ma rozwigzanie formy (3). K(s, t, A) nazywa sie
i w tym najogdlniejszym wypadku jadrem rozwigzujgcym.

To twierdzenie ma donioste zastosowanie w rozwazaniach z fizyki teore-
tycznej. Rdwnania catkowe pozostajg tam w Scistym zwigzku z réwnaniami
rézniczkowemi, a ten wzglad dozwala znalez¢ funkcje spetniajgcg z danym
jadrem zwigzek (P) lub Przez to w krétkiej drodze przez zastosowanie
formy (3) rozwigzuje sie dane rdwnanie catkowe.

Jadrem w tych zadaniach jest tak zwana funkcja Greena.

Lecz opuszczajgc ten pomysiny wypadek, postarajmy sie naprzod roz-
wigza¢ réwnanie (1) przynajmniej w pewnym ograniczonym zakresie wartosci
parametru X

W tym celu zatézmy, ze

gdzie M, N sg skonczone, dodatnie wielkosci.
Wartosci parametru X ograniczmy w ten sposéb, ze ma by¢

i wprowadZzmy dowolng zresztg, ale ciagla i skoniczong funkcje ¢0(s) w za-
kresie s=(a .. b) przyjmujac, ze w tym zakresie mamy

P jest znowu skonczong i dodatnia wielkoscia.
Majac te zatozenia, zdefiniujmy funkcje @l(s) w ten sposob:

Dalej—uzywajac funkcji ¢1(s), jak przed chwilg funkcji ¢0(s) — zdefi-

niujmy

Uwzgledniajac tu (8), mamy

Podobnie dostaniemy
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a dalej przy og6lnym n

~ Mamy tu po porzadku catki: jednokrotng, dwukrotng i t. d. Nazwij-
my je

to wskutek zatozen (4), (5), (7) mamy

Poniewaz za$ zatozyliSmy wiec w granicy

mamy

% Sg one wszystkie funkcjami zmiennej
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Stad wynika, ze szereg (9) jest absolutnie, a wiec i jednostajnie zbiez-
ny, gdy s, t ograniczone sa na wnetrze obszaru (a .. b), a X na obszar dany
warunkiem (6).

Kazda funkcja zwigzana jest z poprzedzajgcg réwnaniem

PrzejdZmy do n=co. Poniewaz

wiec mie¢ bedziemy

Z tego wynika, ze szereg (s, \) w obszarze (6) parametru X i przy
(s, t)=(a ... b) jest rozwigzaniem danego réwnania Fredholma.

W kazdej z catek Jn, n=2, 3, 4, .. naznaczmy zmienng tn-1 Kktora
w i w tn-1) sie znajduje, przez t; zmienne za$

T 1, 12, ... 12-1. Wtedy — pozostawiajac catkowanie podiug nowo nazwanej
zmiennej t na koniec — mamy
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Nazwijmy

Mozemy (10) napisa¢ w takiej formie

gdzie szereg

w obszarze danym nieréwnoscig (6) bedzie réwniez w ten sam sposob zbiez-
ny jak szereg ¢(s, A). Rozwigzanie ma teraz posta¢

a szereg (11) jest widocznie, podtug definicji art. I, jadrem rozwigzujacym
W réwnaniu definiujgcym

zmienna , (r<n), nazwijmy T i catkowanie podiug niej pozostawimy na
sam koniec. Wtedy (12) mozna bedzie w ten sposéb napisaé

Z tej uwagi godnej formy skorzystamy, aby okaza¢, ze i tu jadro roz-
wigzujace zwigzane jest z jagdrem danym réwnaniami (P) i (Q) art. I.

Z réwnania (11) mamy
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a wiec podtug (13) albo

albo tez

Stad mamy

Uwzgledniajac, ze wyrazy w nawiasach sa odpowiednio réwne

dostajemy roéwnania

a to sg wihasnie zwigzki (Q), (P) art. I-go.
Uwaga. Przyjmijmy, ze oprécz rozwigzania ¢(s, A), mamy jeszcze w ob-

szarze (6) i przy s=(a .. h) drugie ciagte rozwigzanie A) rézne od (s, A).
Wezmy owo (s, A) za funkcje ¢0(s), to ¢L(s), @2(s), ... bedg wcigz =
=U(s, A).

Funkcja (s, A) bedzie zatym zdefinjowana znowu takim szeregiem (10),
jak funkcja ¢(s, A), a stad wynika identycznos¢

To znaczy: Réwnanie (T) ma tylko jedno rozwigzanie, przedstawiajgce sie
szeregiem potegowym w parametrze X, (gdy s=(a .. b), a zbiezne w zakresie

(Cigg dalszy nastapi). Prof. J6zef Puzyna.
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