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Wprowadzenie

Optymalizacja dyskretna stala sie samodzielng dziedzing badawczg od po-
lowy lat pietdziesigtych dwudziestego wieku. Powstata ona na styku zastoso-
wan praktycznych w dziedzinach takich jak ekonomia, zarzgdzanie, technika
1 wiele innych oraz matematyki ze szczegdlnym uwzglednieniem kombinato-
ryki, teorii graféw i logiki matematycznej. W pewnym uproszczeniu mo-
zna powiedziec, ze podstawowym celem optymalizacji dyskretnej jest wybdr
optymalnego wariantu ze skoficzonego lub przeliczalnego ich zbioru. Opty-
malnos¢ jest rozumiana jako wyznaczenie maksimum lub minimum pewnej
funkcji. Uzyskanie rozwigzania zadania optymalizacji dyskretne] umozliwia
podejmowanie trafnych decyzji w odniesieniu do wielu aspektéw dzialalnosci
ludzkiej. Przykladami kryteriéw optymializacyjnych nioze by¢ maksymaliza-
¢ja zyskéw, minimalizacja kosztéw lub strat 1 wiele innych.

Mozna powiedziet, ze w zaawansowanych zastosowaniach praktycznych
pojawilo sie wiele waznych, zlozonych 1 trudnych do rozwigzania problemdéw
o powyzszym charakterze. Do ich sformalizowania w najbardziej odpowiedni
sposéb bardzo przydatny okazal sie aparat i metodologia matematyki.

W momencie gdy zagadnienie praktyczne zostalo sformalizowane jako
optymalizacyjny problem matematyczny, powstaje potrzeba jego cfektyw-
nego rozwigzania. Oznacza to konieczno$t opracowania algorytmoéw i wy-
konania ich komputerowej implementacji. Niestety, okazalo sie, ze w przy-
padku wielu zadan optymalizacji dyskretnej oraz algorytmdéw opracowanych
do ich rozwigzywania pojawia si¢ zasadnicza trudnos$¢. Dla nawet niezbyt du-
zych przykladéw tych zadan obliczenia numeryczne wymagaja niemozliwego
do zaakceptowania naktadu obliczen, na przykiad iierzonego w stulcciach
pracy obecnych superkomputeréw. Co wiecej, nawet drastyczne zwickszenie
wydajnosci komputeréw nie jest w stanie zasaduniczo poprawié sytuacji. Dla
ustalenia uwagi, 100-krotne przy$pieszenie obliczen zmniejsza naktad obliczen
ze 100 lat do jednego roku, co weigz jest wielkodcig abstrakeyjng, niemozliwg
do zaakceptowania w praktyce obliczeniowej. Efektem tej sytuaci byl rozwaj
teoril 1 praktycznego zastosowania algorytméw przyblizonych, ktérych celem
Jjest wyznaczenie przyblizonego rozwiazania zadaiia o akceptowalnej jakosci,
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przy "niewielkim” nakladzie obliczen.

Praktyczna niemozliwos¢ uzyskania rozwiazah optymaluveh dla licznych
przykladéw zadan optymalizacji dyskretnej spowodowata koniccznosé anali-
zowania nakladu obliczen wymaganego przez algorytmy, dla zadan o okreslo-
nej wielkosci.

W efekcie powstala dziedzina badawcza zwana zlozonoécia obliczeniowa.
Jej podstawowym zadaniem jest analizowanie zadan 1 algorytmoéw optyma-
lizacji dyskretnej z punktu widzenia oceny nakladun obliczen niezbednego do
uzyskania rozwigzania optymalnego jako funkcji rozimiaru, wiclkoécl zada-
nia. Zadania optymalizacji dyskretnej zostaly umownie podzielone na latwe
1 trudne do rozwiazywania.

Nalezy zwrécic uwage na fakt, ze uzyskane w ten sposdb oceny noszy
charakter absolutnej gwarancji, to znaczy, ze sq one prawdziwe dla wszystkich
realizacji danych analizowanego zadania. Analiza taka nosi nazwe analizy
przypadku najgorszego, gdyz oparta jest ouna na najbardziej niekorzystnym
zachowaniu sie zadan i algorytmow optymalizacji dyskretnej.

Praktyka rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretnej wykazala jednak
szybko, ze uzyskane w ten sposdb oceny sa bardzo czgsto nadinicrnie pe-
symistyczne. Oceny uzyskane w oparciu o podejécie przypadku najgorszego
nie charakteryzuja w sposéb wiasciwy przecietnego, Sredniego zachowania sie
zadan 1 algorytméw optymalizacji dyskretnej.

Ta sytuacja spowodowala powstanie dziedziny nazywanej analiz:y przy-
padku éredniego lub inaczej analiza probabilistyczug zadan 1 algorytiméw
optymalizacji dyskretnej. Przeprowadzenie analizy przypadku Sredniego wy-
maga zdefniowania losowego modclu rozwazanego zadania. Uzyskane w efek-
cie przeprowadzenia analizy przypadku Sredniego wyniki odnosza sie tylko do
rozwazanego losowego modelu zadania optymalizacji dyskretnej. Natomiast
ich olbrzymig zalety jest mozliwost uzyskania alternatywnych, w stosunku
do zlozonosci obliczeniowej w przypadku najgorszym, ocen zachowania sig
zadail 1 algorytméw optymalizacji dyskretnej.

Wazna 1 oryginalng wilasciwoscig analizy przypadku $redniego jest mozli-
wos¢ analizowania innych chiarakterystyk zadania niz zlozonosé obliczeniowa.
Dobrym przykiadem jest asymptotyczna ocena zachowania si¢ wartosci roz-
wigzania optymalnego jako funkcji pewnych parametréw zadania. Wyniki
tego typu znacznie poszerzaja wiedze na temat zadan optymalizacji dyskret-
nej i w efekcie umozliwiajg ich rozwigzywanie w znacznie bardziej efektywny
sposdb.

Zasadniczyin celem tej monografii jest wykazanie, na przyktadzie wybra-
nych, waznych zadan optymalizacji dyskretuej, Ze przy zastosowauiu prostego
aparatu rachunku prawdopodobicnistwa mozna uzyska¢ wartosciowe wyniki
analizy przypadku $redniego.
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W celu wilasciwego osadzenia uzyskanych wynikéw w teorii 1 praktyce
optymalizacji dyskretnej pierwsze rozdzialy monografii po$wiecone zostaly
prezentacji wybranych zadan optymalizacji dyskretnej, metod ich rozwigzy-
wania, ztozonoéci obliczeniowej oraz analizy przypadku Sredniego. Nalezy
jednak podkresli¢, ze zamiarem autora byla pogladowa, a nic bardzo szcze-
golowa i wyczerpujaca prezentacja tych zagadnien. Szczegdlowy plan mono-
grafii jest nastepujacy.

W rozdziale 1 zaprezentowano dziedzing optymalizacji dyskretnej ze szcze-
golnym uwzglednieniem programowania catkowitoliczbowego i liniowego, za-
dan binarnych, zadan teorii grafow oraz zadan harmonogramowania.

W rozdziale 2 zostaly przedstawione znane metody rozwigzywania zadan
optymalizacji dyskretnej, takie jak metoda podzialu i oszacowan, progra-
mowanie dynamiczne, algorytmy zachlanne, metody lokalnej poprawy oraz
algorytiy programowania linowego.

W rozdziale 3 rozwazono podejécie przypadku najgorszego do oceny zlo-
zonoscl obliczeniowej zadan i algorytméw optymalizacji dyskretnej. Zdefinio-
wano niezbedne elementy oceny rozmiaru wielkoéci danych zadania i naktadu
obliczeni, wprowadzono klasy ztozonoéci obliczeniowe;j.

Podejécie przypadku Sredniego zastalo przedstawione w rozdziale 4. Szcze-
gblng uwage podwiecono aparatowi probablistycznemu niezbednemu w dal-
szej czedci monografii oraz prezentacji wybranych wynikéw analizy przy-
padku Sredniego znanych z literatury.

W rozdzialach 5 oraz 6 zaprezentowano wielowyiniarowe zadanie zala-
dunku oraz zadanie szeregowania prac z terminami zakonczenia. Na przykla-
dzie tych waznych zadan optymalizacji dyskretnej dokonatio doglebnej ana-
lizy zagadnief bedacych przedmiotem zainteresowania niniejszej monografii,
takich jak metody rozwiazy wania, analiza zlozonosci obliczeniowej oraz ana-
liza przypadku sredniego. Przedstawione zostaly oryginalne wyniki opisujace
asymptotyczne zachowanie si¢ rozwigzan optymalnych jako funkeji parame-
trow zadan w przypadku srednim. Wykazano réwniez, ze proste algorytiny
przyblizone moga by¢ asymptotycznie optymalne w sensie aunalizy przypadku
érednicgo.

Zamiarem autora bylo uzywanie mozliwie najprostszej notacji mateina-
tycznej dla zachowania maksymalnej przejrzystoSci wywodu. W monografii
stosowane sa powszechnie przyjete oznaczenia matematyczite. Dla przykladu:

e {a1,as,...,a,} oznacza zbiér n - elementowy.

e [11,T2,...,2,) oznacza wektor o m skladowych przyjimujacych wartodcd
liczbowe.
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e lim, ., f(z) lub lim,_,, g, 0znacza granice funkcji lub ciaggu liczhowego,
co jednoznacznie wynika z kontekstu.

e {X} oznacza jednoznacznie zdefiniowane zdarzenie, na przykiad © < b,
gdzie x jest zmienng, b pewna stala.

e |a| oznacza warto$¢ bezwzgledng liczby a, natomiast |A} oznacza moc
(liczbe elementéw) zbioru A.

Kolejne oznaczenia sg definiowane w tekécie monografii w miare potrzeb.
W przypadku mozliwoéci wystapienia niejednoznacznosci w trakcie przepro-
wadzania wywoddéw, odpowiednie pojecia sg przytaczane na biezyco.

Oryginalna terminologia opisujgca pojecia i obiekty rozwazanc w mono-
grafii w przytlaczajacej wiekszosci pochodzi z jezyka angielskiego. W niono-
grafii wykorzystywana jest polska terminolagia, ktéra zdaniem autora, z jed-
nej strony wlasciwie oddaje sens oryginalu angielskiego, z drugiej za$ strony
jest dobrze osadzona w jezyku polskim. Poza przypadkami oczywistymi, w
momencie pierwszego zastosowania nowego, specjalistycznego pojecia w na-
wiasach przytoczono jego angielski odpowiediik.

Niniejsza monografia jest efektem wieloletniego zainteresowania autora
tematyky analizy przypadku éredniego wybranych zadan optymalizacji dys-
kretnej. Prace naukows nad tymi zagadnieniami autor prowadzil w Instytucie
Badan Systemowych Polskiej Akademii Nauk kolejno w Zakladzie Progra-
mowania Matematycznego, Pionie Metod Modelowania Matematycznego i
Optymalizacji oraz w Pracowni Metod Obliczeniowych Optymalizacji.

Pragne serdecznie podzigckowat wszystkim kolezankon i kolegom z 1BS
PAN za wieloletnia wspdlprace. Przez caly okres mojej pracy naukowej szcze-
gélne znaczenie miala dla mnie wspéipraca z doc. dr hab. Markiem Libura,
na ktérego pomoc i cenne rady mogten: zawsze liczyc.

Swojej rodzinie skladam wyrazy wdzigcznosci za cierpliwo$t, wyrozuinia-
loé¢ i wsparcie podczas catego okresu mojej pracy naukowej. Szczegdlnie
goraco pragne podzickowaé mojej Zonie i Mamie.
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c’iaa’ji>0 aizlw'-"n’aj:]-’"'vm' (52)

Z (5.2) wynika, ze jest sens rozwazaé jedynie
bi(n) >0,5=1,...,m.
Bez utraty ogdlnosci rozwazah mozna przyjaé zalozenie, ze:

bi(n) <bs(n) < ... < b, (n). (5.3)

Nastepnie przyjmujemy zatozenie, ze prawe strony ograniczen spemiajg
ponizsze warunki:

0 <bj(n) < Zaﬁ dla wszystkich 7 =1,..., m. (5.4)
i=1

W przypadku niespelnienia (5.4) zachodzi jedna z ponizszych sytuacji:
1. 2; =0,i=1,...,n gdy istnieje chocia y jedna wartoé¢ b; = 0.

2. Jezeli dla wszystkich j = 1, ..., m sg spelione ponizsze nierdwnoéci:

b;(n) > Zaﬁ (5.5)

to wtedy zadanie ma rozwigzanie optymalne w ponizszej postaci:

=1, 1=1,...,n
3. Jez tnieja ograniczenia takie, ze (5.5) jest spelnione dla pewnych
j=1...,m, tot e ograniczenia mozna wy minowac oraz odpo-

wiednio zmniejszy¢ liczbe ograniczen, gdyz usuniete ograniczenia bedy
zawsze spelnione.

Powyzej opisane dwa pierwsze przypadki dotyczg zadan majacych tylko
trywialne rozwigzania i dlatego niezbyt interesujacych z punktu widzenia teo-
riio  /malizacji dyskretnej. Spelienie zalozenia (5  jest pozadane dlatego,
aby zadanie (5., bylo dobrze postawione, to znaczy:

e Bylo niesprzeczne.

e Nie posiadalo ograniczen w sposéb oczywisty redundantnych (nadn -
rov h, z definicji spehionych) .

e Nie mialo w sposéb oczywisty tryv Inego rozwiazania optym: iego.
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Z uwagi na przeliczalnoéé zbioru rozwiazan dopuszczalnych wielowymia-
rowe binarne zadanie zaladunku nalezy do probleméw optymalizacji dyskret-
nej. Bardziej szczegdlowo mozna je réwniez zaliczyt do zadal programo-
wania calkowitoliczbowego, a jeszcze konkretniej do zadaf binarngo progra-
mowania calkowitoliczbowego, patrz podrozdziat 1.2. Nalezy w tym miejscu
nadmieni¢, ze we wczesnych pracach poswieconych wielowymiarowemu bi-
narnemu zadaniu zaladunku (5.1) bylo ono rozpatrywane wladnie jako ogélna
posta¢ zadania binarngo programowania calkowitoliczbowego z nieujeinnyii
wspolezynnikami, patrz Hiller [66], Kochenberger i inni [87], Senju i Toyoda
[123] oraz Zanakis {150].

Gdy m =1, to wtedy mamy do czynicnia z klasycznym zadanizen zala-
dunku z jednym ograniczeniem. Zadaniu tenm oraz metodom jego rozwiazy-
wania po$wiecona jest bardzo obszerna bibliografia, ktérej dobry przeglad
zawarty jest w monografii Martello i Toth [105]. Wybrane aspekty binar-
nego zadania zaladunku z jednym ograniczeniem zostang rowniez rozwazone
w podrozdziale 5.6.

echg wyrézniajaca zadania zaladuuku spodréd innych klas zadan pro-
gramowania matematycznego, optynializacji dyskretnej lub programowania
calkowitoliczbowego jest nieujemnoét wspdélezynuikéw funkeji celu i lewych
stron ograniczen, patrz (5.2). Innymi charaktervstyczuymi cechami rozwa-
zanej klasy zadan jest wymoég binarnosci zmiennych decyzyjych

z;=0lub 1,i=1,...,n, (5.9)
Ty
oraz lintowos¢ funkcji celu: Z Cit T
i=1
n
1 ograniczen: Z aji-a; <bi(n). j=1,...,m.
i=1

Innymi spotykanymi w literaturze wariantami zadania zalachinku sy cal-
kowitoliczbowe zadania zaladunku, gdzie warunek binarnoéci zmiennych decy-
zyjnych (5.9) zostal zastapiony przez: ;> 0, a-calkowite, i = 1,.. ., 0
lub ograniczone cathowitoliczbowe zadania zaladunku, gdzie:

0 < z; <d;, ag-calkowite, gdzie d; > 1 stale, 7 =1,... n.

W powyzszych przypadkach wiclowymiarowe zadanic zaladuuku moze byc
rozpatrywane ko ogdélua postaé zadania programowania calkowitoliczbo-
wego z nieujemnymi wspétezynnikami, patrz Garfinkel 1 Nemhauser [49], Ne-
mhauser i Wolsey [110], Systo i inni [131] oraz Walukiewicz [146]. Praby je-
szeze dokladniejszego modelowania realnych zagacnienn zwigzane sq 2 wpro-
wadzaniem elementéw nieliniowosci do sformutowania zadania zaladunku,
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Oczywicie
Ci(A) =C;- l'.i(A), a]‘,'(A) =a; CCL(A)

Zadanie dualne do wielowymiarowego binarnego zadania zatadunku (5.1)
moze zostaé sformulowane w nastepujacej postaci:

7, = mind,(4). (5.11)
Dla kazdego A >  zachodzi

zopr(n) < @) < ¢, (A).

Przyjmijmy nastept ce oznaczenia:

z(A) = Zci czi(A) = Zci(A) Zaﬂ a \)= Zaw
i=1 i=1 i=1
Sunld) = 3%y, Buld) = 3N byln)
j=1 =1
Z konstrukeji wynika, patrz (5.10) i kolejne definicje ¢;(A) 1 a;i(A), 2e
a(A) =D N - au(A)
7=1
i dlatego

Zn<A) > Snm(A)' (5

Dla pewnych A, 2 \) wyznaczone przez (5.10) moze dawat rozwiaz e
dopuszczalne (5. co oznacza, ze:

sj(A) <bj(n) dla wszystkich j=1,...,m. (5.1:
Wtedy:
2n(A) < zopr(n) € O < @ (A) = 20(A) + Br(A) = Sam(A).
Jezeli zachodzi (5.13), to réwniez zachodzi ponizsza nier6wnosc:
B(A) = Spn(A) 2 0.
Wykorzystujge (5.12) uzyskujemy:

8.0 2(8)  Bu(A)—
2 T mm) T

nm( < + Bm(A> - Snm(A) .
o Snwt(A>












116 ROZDZIAL 5. WIELOWYMIAROWE ZADANIE ZALADUNKU

przedstawiono nogdélnienie pojecia efektywnosci zmiennych decyzyjuych sto-
sowanych w przypadku jednowymiarowego zadania zaladunku (5.47) jako
i/ u;, gdzie u; jest funkcjg wektora [ay;, g, . .., i)

Balas i Martin, patrz [7], sprowadzili wielowymiarowe zadanie zatacdlunku
(5.1) do zadania programowania liniowego poprzez pominiecie wartunku bi-
narnoéci zmiennych decyzyjnych. Po rozwigzaniu relaksacji zadania pierwot-
nego - zadania programowania liniowego, zastosowano heurystyczna proce-
dure dla uzyskania binarnoéci wszystkich wartoscl zmiennych decyzyviny
wyznaczonego rozwigzania.

Magazine i Oguz w pracy [103] przedstawili hewrystyczny algorytin, ktéry
laczy podejécie heurystyki dualnej Senju i Toyody, patrz [123], oraz uog
nionych mnoznikéw Lagrange’a zaproporiowanych przez Everetta 37].

Pirkul [113], zaproponowal algorytm wykorzystujacy ograniczenie zastep-
cze. Wielowymiarowe zadanie zatadunku (5.1) zostalo sprowadzone do je
nowymiarowego zadania zala mku (5.47), gdzie a; = ) 7L w; -aji, a w; bylo
pewnym mnoznikiem. Nastepnie rozwigzywano uzyskane jednowyiniarowe
zadanie zaladunku z efektywnosciami zmiennych decyzyjnych zdefiniowanymi
jako ¢i/ 300, wjai.

Lee i Guignard [93], przedstawili algorytm bedacy polaczeniem heury-
styki Toyody [144] z metodami opartymi na wykorzystanin programowania
liniowego Balasa i Martina |

W pracy Volgenanta i Zoona [145] przedstawiono modyfikacje algorytmu
zaproponowanego przez Magazine 1 Oguza [103] poprzez réwnoczesne ol
czanie wartosci mnoznikéw Lagrange'a w wiecej niz jednym kroku algorytimu
oraz poprzez poprawienie wartoSci oszacowa: 1 od gdry rozwigzania optyn
nego uzywarnego w ostatniej fazie pracy algorytmu.

Freville i Plateau w pracy [43] zaproponowali efektywny algorytim wstepny,
oparty na ich wczeéniejszych wynikach zawartych w pracy [41]. Istota za-
proponowanej wstepnej rocedury rozwigzywalia wiclowyiniarowego zada-
nia zatadunku (5.1) jest uzyskanie ostrycl oszacowail warto$cl rozwiazania
optymalnego od gdéry i od dotu oraz zredukowanic rozmiaru rozwigzywalego
zadania poprzez wyeliminowanie czesci ograticzen oraz zmiennycl decyz;
nych. Ci sami autorzy w pracy [4- zaproponowali wyspecjalizowany algo-
rytm do rozwigzywania dwuwymiarowego zadania zaladunku, to znaczyv (5.1),
gdzie m = 2.

Fox 1 Scudder [40], zaproponowali algorytm heurystyczny, w ktérym naj-
pierw przyjmuje sie, ze wszystkie z; = 1 (lub 2; = 0), a nast¢gpniec  a pew-
nych zmienych decyzyjnych ustala si¢ x; = 0 (lub 2; = 1). Zaproponowaua
metoda wydaje si¢ szczegéhlie przydatna dla klasy wiclowymiarowych zaclai
zatadunku (5.1), gdzie ¢; = 1, natomiast aj; = 0 lub 1.

Glover [57], przedstawil algorytm oparty na teclmice ”ghost image” z
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Dla uproszczenia notacji odpowiednie zmienne losowe bedziemy oznaczaé
tak samo jak ich realizar . Na przyklad ¢;, i = 1,..,n, bedzie oznaczalo
zmiennyg losowg ktérej realizacjami sg wspdétezynniki funkcji celu zadania za-
ladunku (5.1). Rozréznienie pomiedzy zmiennymi losowymi a ich realiza-
cjami bedzie wynikalo z kontekstu.

W odniesieniu do losowych realizacji wielowymiarowego binarnego zada-
nia zaladunku (5.1) mozna wyrézni¢ dwa modele: niezalezny i inkrementalny,
patrz Weide [147], Meanti i inni [107], Steele [128] oraz podrozdzi: 4.4. W
przypadku modelu niezaleinego dla losowych wielowymiarowych binarnych
zadan zaladunku (5.1) mamy do czynienia z pro kowaniem serii realizacji
zadania (5.1) o rosngcych rozmiarach. Dlatego tez kazda kolejna realizacja
zadania (5. jest niezalezna od pozostalych. Natomiast w przypadku modelu
inkrementalnego realizacja zadania (5.1) o rozmiarze n jest rozszerzeniem
klasy zadan o rozmmiarze n. — 1 i mniejszych poprzez uzupelnienie wspoélezyn-
nikéw zadania o ¢,,Q1n, .- ., G, bedacy  realizacjami zmiennych sowych
niezaleznych wzajemnie od siebie oraz od zmiennych losowych opisujycych
zadania o 1 miarze n — 1 1 mniejszym. W dalszej czebcl monografii hedzie
uzywany model niezalezny dla losowych wielowymiarowych binarnych zadan
zatadunku (5.1). W rozprawie [147] rozwazono wzajemne relacje tych mo-
deli. W szczegdlnoéei w azano, ze wyniki zbicznoscl uzyskane dla modelu
niez: znego oznacz: ,réwniez zbieznost w przypadku modelu inkremental-
nego, co oznacza, ze model niezalezny jest w tym zakresie bardziej ogéluy od
modelu inkrementalnego.

W ovracach Frieze i Clarke {45], Mamer i Schilling [ 4] oraz Schilling
[121] 1 22] rozwazano losowe wielowymiarowe binarne zadanie zatadunku
dla podobnego do zaproponawanego powyzej modelu, ale przy zalozer 1,
ze bj(n) =1, j = ...,m. W ogdlnym przypac u, z uwagi na prayjete
wzgledem aj; zatozenia, zachodzg nastepujace zaleznosci

L

" - n
0<bd 1)< Zaji < n, Zaﬂ ~ 3 j=1,..,m. (5.16)
i=1 i=1

Oszacowanie to jest wzinocnione poprzez zaobserwowanic, ze y 1, @ = 1/2,
co wynika z mocnego prawa wielkich liczb, patrz Feller [38], gdzie:

n

1
Zaﬁ =n- Eaj), Elaj) = 5
i==1
Z (5.4) wynika, ze zalozenie b;(n) = 1, j = 1,...,m, bardzo ogranicza

ogdlnose rozwazanej klasy losowych wiclowyimiarowych binarnych zadan za-
tadunku (5.1). Przy tym zalozeniu trudno jest na przyklad mowi¢ o w niare
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m (%) K
L k
TN g ml <$)’E+k§(—1) Z:l: (:c— ;Az(r,k,/\))

W ponizszych wyrazeniach wykorzystano calke Lebesgue’a-Stieltiesa dla
obliczenia prawdopodobienistw wystapienia zdarzen losowych oraz wartodci
oczekiwanych zmiennych losowych, patrz Feller [38] lub Loéve [96] oraz roz-
dziat 4. Wzory dystrybuant oraz wartosci oczekiwanych aj;(A), ¢;(A) maja
nastepujacg postal:

Gylz,4) = Plau(A) <z} =

= P {au<z J{ajizx}m{Z/\k'(likZCi}}z

1

1 1
1—/ /Fm_l(r—)\j-t, A\, )drdt (5.18)
: 0

Hi(z,A) = P{c(A)<a}=

= P{{ci <$}U{ci Zf}ﬂ{Z/\k - Qg Zci}} =

1
= 1—/Fm(t,A)dt, (5. )

xr

1

Elaz(A)) = /deij(:U, A) = /1 x/l Fa(r = Xy - 2, A\ )drda =
0

™m ("k‘) c m—-2
1 k
%A A (m 12 1*;(‘” 2. (1“§Az(ﬁk,A)>+ ~
m—l (ml:l) k m—+1
DI CDY <1—Aj—zkt(r7k,/\\%)> Nem+2 | 5 )

1
A Az A (m+2)

E(ci(A))=/:cdHi(x,A):/‘x-Fm(x,A)dmz

0 0
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=1,...,miwtedy X\;(n) > 0;

J
~bj(n), \j(n) > 0, oraz E(sk(A)) < b(n), M(n) =0, gdzie

stepnie, dla wyznaczonych wedlug powyzszych zasad mnoznikéw a-
grange’a nalezy udowodni¢ asymptotyczng dopuszczalnodé, zgodnie z (5.13),
rozwigzan wyznaczonych przez (5.10) oraz zastosowaé (5.14) i (5.15) tak, aby
uzy i€ oszacowanie rozwiazania optymalnego wielowymiarowego binarnego
zadania zaladunku w postaci (5.1).

- lezy zwrécit uwage, ze przy zastosowaniu powyzszego podejécia dla
kazdego konkretnego, deterministycznego wektora prawych stron ograniczeni
klasy losowych binarnych wielowymiarowych zadaf zaladunku (5.1),

bi(n), j=1,...,m,
zostanie wyznaczony deterministyczny wektor mnoznikéw Lagrange’a
Aln) = [Mi(n),. . An(n)],

ktéry bedzie stosowany do wszystkich realizacji zmiennych losowych opisu-
jacych wspdtezynniki funkeji celu ¢; oraz wspdlezynniki lewych stron ogra-

niczeh aj;, 1 = 1,...,m, j = 1,...,m, to znaczy do calej klasy losowycli
binarnych wielowymiarowych zadan zaladunku zdeterminowan przez wek-
tor prawych stron ograniczen b;(n), j=1,...,m.

5.5 Analiza przypadku sredniego

Jest int1 yjnie oczywiste, ze na wartost rozwigzania optymalnego losowego
wielowymiarowego binarnego zadania zaladunku (5.1} maja wplyw para-
metry zadania takie jak: wspdlczynniki funkcji celu ¢;, wspdtezynuiki le-
wych stron ograniczen aj;, wartoéci prawych stron ograniczen b;(n). ¢ ie
1=1,...,n, 7= ...,m. Zgrubne oszacowanie wartoéci rozwiazania opty-
malnego dla rozwazanego losowego modelu (5.1) jest dane przez:

n
0< ZopT('n) < ZCL' < n, ZC,‘ ~ *2— (522)

Oszacowanie to jest wzmocnione poprzez zaobserwowanie, ze » " ¢; = n/2,
co wynika z mocnego prawa wielkich liczb, patiz Feller [38], gdzie:

n

1
Zci ~n-Elc), Fla)= 5

i=1
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nia zatadunku 5.1, Wyniki te w zblizonej postaci zostaly opublikowane w pra-
cach Szkatula {131 oraz [138]. Uzyskane wyniki opisuja zbieznoé¢ rozwigzan
optymalnych losowej klasy zadah w sensie asymptotycznej réwnoséci = do
deterministycznych funkcji rozmiaru zadania n, liczby ograniczeh m, oraz
bj(n), 7 = 1,...,m, wartoéci prawych stron ograniczefi wielowymiarowego
binarnego zadania zaladunku (5.1).

Ponizej zostang przedstawione dwa twierdzenia opisujace pozostale przy-
padki wartoéci prawych stron ograniczen, przy czym Twierdzenie 4 jest réw-
niez syntetycznym podsumowaniem wszystkich uzyskanych wynikéw. Przed-
stawiono opis wzrostu wartoéci rozwiazan optymalnych losowe] klasy zadan w
sensie asymptotycznych relacji <, > oraz = jako deterministycznych funkeji
rozmiaru zadania n, liczby ograniczeh m, oraz b;(n), j = 1,...,m, wartoéci
prawych stron ograniczen wielowymiarowego zadania zatadunku (5.1).

Nalezy nadmieni¢, iz asymptotyczna relacja & oznacza asyptotyczng row-
no&¢ z doktadnoécig do stalego mnoznika, a wiec jest nieco stabszym osza-
cowaniem niz asymptotyczna relacja =. Tym niemniej uzyskanie wynikéw
tego typu tez stanowi warto$ciowe oszacowanie wzrostu wartodci rozwigzan
o] mualny w przypadku asymptotycznym.

Twierdze 3 Zeliciay, 1 =1,...,n, 7 =1,...,m sq realizacjami

wzajemnie aleznych zmiennych losowych o rozkladzie réwnomiernym w

zo tale 7 bi(n) sq funkcjami deterministycznymi, § < by(n) < ba(n) <
m b1 (n)-ba(n)-..-b s (n

. < bw(n) < +</“ Ll () bor ) < y(n) < S b(n) < %o

( ) <bsn 1), dia wsaystkich n > ng; gdzie m > 1, m = o(ln(n - by(n) -

i
bn(n)), 1<m' <m,n— oo;ng > 1, 6>0-5ta£e to wtedy:

il bi(n) - ba(n) - b (n)
(m—+2)!

< (1) m,+i/n,-b1(77,) -(bg(n)-...-bm/(n).

(m+1)

‘< ZOPT( ) '_<_ (532)

m' + 2)!

Dowdéd. Rozwazmy na pujace relaksacje wielowymiarowego binarnego za-
dania zaladunku (5.1):

zopr(n) = machi L T

o (5.33)
przy ograniczeniach Zaﬁ - x; < bj(n)
i=1
J=1,...m 1<m <m,z;= 0lubl,i=1,..n,
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na ogol nie przynosi dobrych efektéw, patrz Steele [128]. Ponizej zjawisko
to zostanie oméwione na przykladzie wielowymiarowego zadania zaladunku
(5.1).

W rozwazanym modelu losowym wartosci oczekiwane wspdélezynnikéw
funkeji celu i lewych stron ograniczeh zadania maja nastepujaca postac:

1
E(Ci) = E(aﬁ) =§, i=1,...,77,, jz 1,...,m.

Tak wigc "uérednione” wielowymiarowe zadanie zaladunku (5.1) przyj-

muje postac:

EOPT(TL) = max Z .’Z,‘i/?
i=1

przy ograniczeniach ) z; < 2 b;(n) (5.46)
i=1
gdzie j=1,..,m, z;=0lubl,i=1,..n.
Uwzgledniajac (5.3) latwo jest zauwazy¢, ze (5.46) jest tozsame z jednowy-
miarowym zadaniem zaladunku o postaci

Zopr(n) =max ) z;/2
i=1

przy ograniczeniu > z; < 2-by(n)
i=1
gdzie z;=0lub 1,i=1,..n.

Wartost jego rozwigzania optymalnego wynosi:
Zopr(n) = [hi(n)].
L: wo jest zauwazy¢, ze wynik ten w bardzo razacy sposdb odbiega od
oszacowafi danych przez (5.23), (5.29), (5.32) oraz (5.38). Na wartost zopr(n)
wplyw ma tylko warto$¢ prawej strony pierwszego ograniczenia by(n). Uzy-

skana warto$¢ oszacowania rozwigzania optymalnego w ogdlnym przypadku
jest istotnie rézna od oszacowan uzyskanych w podrozdziale 5.5. Relacja

Zopr(n) = z20p7(N)

zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, kiedy
1
bi(n) = ba(n) = ... = by(n) = 5"

a wiec w przypadku zadan o maksymalne] wartosci rozwiazania optymalnego,
poréwnaj (5.3), (5.5), (5.16) oraz (5.22).

W pozostale] czesci tego podrozdzialu zostanie przeprowadzona analiza
1 interpretacja uzyskanych wynikéw w odniesieniu do mozliwosci ich zasto-
sowania w pr tyce obliczeniowej. W podrozdziale 5.6 rozwazone zostanie
jednowymiarowe zadanie zaladunku jako samodzielne zadanie badawcze.
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Dowéd. Dowéd wynika wprost z dowodéw Twierdzenn 11 2 poprzez zauwa-
zenie, Ze

Z‘ jezeli 0<¥(n)<2

An)={ VEv@ ) <¥m <3 (5.49)
%— §—b,§ﬂ jezeli § <V(n) <3

jest zgodne z postacig A;(n), j =1,...,m, rozwazanych w dowodach Twier-

dzetr 1 i 2, gdzie

Y(n) = arg{s(A) =b(n)}, e(n)=(b(n))**/max{1,¢(n)"*},
V(n) = b(n) - e(n), oraz ¥'(n) = b(n) wtedy, kiedy b(n) = oo,

co koficzy dowéd Lematu. W

Wynik ten zostal zaprezentowany w pracy Szkatula [138]. Zauwazmy, ze
dla losowej klasy jednowymiarowych zadan zaladunku (5.47) w przypadku
asymptotycznym doé¢ oczywistg konsekwencja (5.48) jest stwierdzenie funk-
cjonalnej zalezno§ci warto$ci rozwigzania optymalnego od rozmiaru zadania
n oraz wartoSci prawej strony ograniczenia b(n).

Zgodnie z (5.16) relacja zppr = £ - n, gdzie £ < % - stala, oznacza, ze
mamy do czynienia z ”duzymi” warto§ i rozwigzai optymalnych (5.47),
zas relacja b(n) = ¢ -n, gdzie¢ < %, - ila oznacza, ze mamy do czynienia
z "duzymi” warto$cie 1 prawych stron ograniczen (5.47).

Zgodnie z zalozeniem § < b(n)r «jab(r = p, gdzie p > 0- stala, ozna-
cza, ze mamy do czynienia z " malymi” prawymi stronami ograniczen. Lemat
1 pozwala na sformulowanie waznych z  znosci, przedstawionych ponizej.

Whniosek 3
zopr(n) 2§ n

gdzie £ < % - stala, wtedy 1 tylko wtedy kiv 1b(n) = ¢-n, gdzie¢ < 3 - stala.

Jeseli b(n) = 6, gdzie 6 > 0 - stala, to wtedy

1
2

R
)-6-m

zopr(n) = 3

Whiosek 4 Dla rozwatanego modely losowego jednowymiarowego zadania
zaladunkv 5.47) prawdziwa jest nastepujgea ocena wartodci rozwigzania opty-
malnego

—_—
2-6mn

< zopr(n) 2 n/2, gdzie § >0 stala.
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progowy nalezy do klasy metod zachlannych, ale wyeliminowana jest ko-
niecznoé¢ sortowania zmiennych decyzyjnych jednowymiarowego zadania za-
fadunku (5.47) tak, aby byly spelnione nieréwnosci (5.50). Zauwazmy, ze
rozwigzanie heurystyczne wielowymiarowego zadania zaladunku (5.1) dane
przez (5.1( moze by¢ uwazane za uogdlnienie idei rozwigzania progowego.

Zastosowanie poréwnania z wartoScig progu zamiast sortowania zmien-
nych decyzyjnych zadania ma bardzo istotng zalete w przypadku analizy
przypadku éredniego. Mianowicie, spelnienie warunku (5.50) wymaga zasto-
sowania statystyk pozycyjnych, patrz Feller [38], co powc ije wystapienie
zaleznoSci pomiedzy zmiennymi losowymi opisujacymi charakterysyki mo-
delu zadas . i praktycznie uniemozliwia przeprowadzenie dalszych krokéw
analizy przypadku éredniego.

Réznorodne aspekty algorytmu rogowego dla dnowyniiarowego zada-
nia zaladunku 1.47) zostaly przedyskutowane w pracy Szkatula i Libura
[142]. Dla potrzeb naszych rozwazai istotne s nastepujace fakty:

e Algorytm progowy ma bardzo niskg zlozonoéé obliczeniowsg O(n) oraz
jest on bardzo prosty, wrecz trywialny, w implementacji.

o Wartos¢ uzyskiwanego przez algorytm progowy rozwigzania przybli-
zonego jednowymiarowego zadania zale wnku (5.47) z,(A) oraz jego
dopuszczalnost, zgodnie z (5.53), zaleza od wartoéci progowej A. Ogol-
nie mozna stwierdzit, ze jezeli wartos¢ progowa A jest zbyt mala, to
uzyskiwane rozwigzanie moze nie by¢ dopuszczalne, tzn. nie bedzie
spelione (5.53), natomiast zbyt duza warto$¢ progowa A moze dawag
rozwigzania przyblizone o bardzo matych, w poréwnaniu do wartosci
rozwigzania optymalnego zopr(n), wartoéciach z,(\).

e Jeze spelnione jest (5.53), to wtedy
2n(N) < zgre(n) < 20pr(n) (5.54)
przy czym nieréwnosc
zgre(n) < zopr(n)

zachodzi zawsze, ze wzgledu na dopuszczalnosé rozwigzan uzyskiwa-
nych przez algorytm zachlanny.

Dlarozwazanej klasy losowych jednowymiarowych zadan zaladunku (5.47)
prawdziwe sa nastepujace wyniki.
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zmiennych decyzyjnych algorytmy zachlanne powinny dawaé dobrej jakosci
rozwigzania przyblizone.

Powstaje dos¢ naturalne pytanie: jaki jest wplyw "zachlannoéci” (maksy-
malizacji efektywnoéci zmiennych decyzyjnych) prezentowanych algorytmoéw
na jakoé¢ rozwigzan uzyskiwanych przez algorytm zachlanny i algorytm pro-
gowy? Uzyskane wyniki pozwalajg na przedstawienie pewnego przyktadu
ilustrujgcego te sytuacje. Rozwazmy nastepujacy szczegélny przypadek jed-
nowymiarowych zadaf zatadunku (5.47):

n

zopr(n) =max ) ¢ -
i=1

przy ograniczeniu Y a;-z; <1 (5.56)
=1
gdzie z; =0lub 1,e=1,... n.
W pracy Szkatuta i Libura rozwazono algorytin najprostszy dla rozwig-

zywania zadania (5.47).
Algorytm najprostszy

Krok 0% Ustalamy wartoéci poczatkowe i < 0, z,,,,(n) + 0, sszr(n) < 0.
Krok 1°: i « i+ 1, Jezeli

sgrm(n) +a; <1

to wtedy:

zi(n) — zspp 1) — 2z g(n)+ci ssim(n) — ssiu(n) +a;

w przeciwnym przypadku z;(n) « 0.

Krok 2% Jezeli i < n, to wracamy do kroku 1°.

Krok 3% Jezeli i = n, to algorytm koficzy pracg. zsas(n) jest wartoécia
uzykanego przez algorytm najprostszy rozwigzania przyblizonego. Natomiast
ssru(n) przedstawia wykorzystanie przez algorytm zachlanny zasobu b(n) =
1, gdzie sgrp(n) < 1, to znaczy, ze uzyskiwane przez algorytm najprostszy
rozwigzania jest zawsze dopuszczalne.

Zauwazmy, ze algorytm najprostszy rézui si¢ od algorytmu zachlannego
brakiem posortowania efektywnosci zmiennych decyzyjnych, patrz (5.50). Z
wynikéw zaprezentowanych w pracy Szkatula i Libura [141] wynika, ze dla
rozwazanej klasy losowych zs i (5.56) zachodzi:

-In(n)

ol =

ZSIM (T}) ~
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Natomiast z Twierdzenia 5, (5.55) uzyskujemy dla tej samej klasy losowych
zadan (5.56):

2o(A(n)) = 2gpe(n) = zopr(n) = QTW
Z przedstawionych powyzej wzordw widat wigc wyraZnie, ze nie uwzglednie-
nie elementu zachlanno§ci ma bardzo negatywny wplyw na wyniki dzialania
algorytmu najprostszego i na jako§¢ uzyskiwanych przez niego rozwigzan w
sensie asymptotycznego wzrostu wartosci rozwigzan przyblizonych w §rednim
przypadku.

‘Whniosek 5 Niech ¢;, a;, 7 = 1,...,n, 5 = 1,...,m bedq realizacjami
wzajemnie niezaleznych zmiennych losowych o rozkiadzie réwnomiernym w
przedziale (0,1] oraz niech b(n) = 1, gdzie A(n) dane jest przez (5.49). Wtedy:

>

zspa(n)  zsim(n) _ zsim(n) _ V3-ln(n)

zn(A(n)) - zgre(n) - zopr(n) - 8-n

~

Aby zakonczyt rozwazania dotyczace analizy w sensie przypadku ére-
dniego jednowymiarowego zadania zaladunku zauwazmy, ze zgodnie z podej-
dciem przypadku najgorszego algorytiny progowy i najprostszy nie dajg zad-
nych gwarancji jakoéci uzyskiwanych rozwigzain. Natomiast Twierdzenie 5
oraz Wniosek 5 przedstawiajg zupelnie inny obraz sytuacji w sensie ana-
lizy przypadku éredniego: algorytmy zachlanny i progowy sa asymptotycznie
suboptymalne, natomiast algorytm najprostszy uzyskuje rozwigzania przy-
blizone o niskiej jakoéci. Wyniki te sg potwierdzeniem wysokiej praktycznej
uzytecznosci metod zachlannych.

Na zakonczenie omoéwienia zagadnien zwiazanych z metodami rozwiazy-
wania jednowymiarowego zadania zaladunku (5.47) nalezy podkresli¢, ze
omowione zostaly tylko wybrane aspekty zagadnien dotyczacych metod za-
chiannych. Celem przeprowadzonych rozwazan bylo przedstawienie mozliwo-
4ci, jakie daje analiza przypadku $redniego. Ponadto jednowymiarowe zada-
nie zaladunku (5.47) bylo rozwazane jako szczegdlny, wspomagajacy przy-
padek wielowymiarowego zadania zaladunku (5.1), a nie jako samodziclne
zadanie badawcze.

Istnieje bardzo bogaty dorobek w dziedzinie dokladnych i przyblizonych
metod rozwigzywania jednowymiarowego zadania zatadunku (5.47), ktéry nie
byt przedmiotem zainteresowania w niniejszej monografii, patrz monografia
Martello i Toth [103].









Uwagi koncowe

W monografii rozwazono podejécie przypadku éredniego do analizy zadan
oraz algorytméw optymalizacji dyskretnej. Celem monografii bylo wykaza-
nie, na przykladzie binarnego wielowymiarowego zadania zatadunku, zadania
szeregowania prac z terminami zakonczenia oraz wynikéw znanych z litera-
tury, ze podejécie przypadku éredniego jest bardzo uzytecznym narzedziem
analizy zadan i algorytméw optymalizacji dyskretnej.

W monografii dokonano przegladu dziedziny optymalizacji dyskretnej z
zaprezentowaniem najbardziej charakterystycznych zadan, takich jak: pro-
gramowanie catkowitoliczbwe i liniowe, programowanie binarne, zadania po-
krycia, pakowania i rozbicia zbioréw, wybrane zadania teorii graféw oraz
zadania harmonogramowania.

Nastepnie zaprezentowano popularne i powszechnie stosowane techniki
rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretnej, takie jak: metoda pelnego
przegladu, metoda podzialu i oszacowarni, programowanie dynamiczne, algo-
rytmy zachlanne, metody programowania liniowego 1 inne.

Zdefinowane zostaly sposoby oceny dokladnoéci pracy algorytmoéw opty-
malizacji dyskretnej. Do oceny zlozonosci obliczeniowej zadan i algorytmow
optymalizacji dyskretnej wprowadzono metodologie przypadku najgorszego.
Dokonano podzialu zadan optymalizacji na umowne kategorie zadan latwych
(nalezacych do klasy P), trudnych (nalezacych do klasy zadan A/P-trudnych)
oraz szczegélnie trudnych (zadan silnie A/P-trudnych). Z pewnym upro-
szczeniem mozna powiedzieé, ze o latwosci rozwigzywania wybranych zadah
optymalizacji dyskretnej decyduje istnienie dla nich algorytméw dokladnych
o wielomianowej zlozonoéci obliczeniowe;j.

Jako dopelnienie oraz poszerzenie mozliwosci poznawczych podejscia przy-
padku najgorszego zaprezentowano podej$cie przypadku éredniego. Zdefi-
niowano niezbedne podstawy teoretyczne analizy przypadku éredniego oraz
dokonano prezentacji wybranych wynikéw znanych z literatury.

Ogdlne rozwazania dotyczace zadan optymalizacji dyskretnej, metod ich
rozwiazywania, podejécia analizy przypadku najgorszego i éredniego do oceny
zada i algorytméw optymalizacji dyskretne) szczegdlowo oméwiono na przy-
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kladzie wielowymiarowego binarnego zadania zatadunku, z odrebnym rozpa-
trzeniem przypadku jednowymiarowego oraz zadania szeregowania prac z
terminami zakoficzenia.

Dla rozwazanych modeli losowych zadan, ktére uzy ano przyjmujac zato-
zenie, ze wspélczynniki funkcji celu i lewych stron ograniczen sa realizacjami
zmiennych losowych o rozktadzie réwnomiernym w przedziale (0, 1], uzyskano
szereg ciekawych wynikéw analizy przypadku éredniego. Najwazniejszym z
nich byto wykazanie, ze wartosci rozwiazan optymalnych dla catych losowych
klas zadaf dgzg do swoich wartosci oczekiwanych - deterministycznych funk-
cji: rozmiaru zadania n (liczby zmiennych decyzyjnych), liczby ograniczen m
(w przypadku binarnego wielowymiarowego zadania zatadunku), oraz warto-
sci prawych stron ograniczen. Z przeprowadzonych rozwazan wynika istotny
wplyw wartoécii wz: mnych uwarunkowan wektoréw prawych stron ograni-
czen na asympt /czny wzrost wartoSci rozwigzan optymalnych jako funkceji
rozmiaru zadania n.

W przypadku binarnego wielowymiarowego zadania zaladunku mozna za-
uwazyt, ze liczba ograniczen m ma bardzo duzy wplyw na asymptotyczny
wzrost wartoéci rozwigz  optymalnych jako funkeji rozimiaru zadania n,
szczegdlnie w przypadku funkeyjnej zaleznosci wartoéei prawych stron ogra-
niczen od m oraz malych wartosci prawych stron ograniczen b;(n), j =
1,...,m. Dla duzych wartosci b;(n), 7 = 1....,m, zalezno$¢ od m ulega
znacznemu ostabieniu, a przy b;(n) ~ n /2 pr: tycznie zanika.

Powszechnie stosowana w pr  tyce obliczeniowej metoda  1zaca do oceny
algorytmoéw przyblizonych jest testows ei na zadaniach generowanych lo-
sowo. Uzyskane wyniki sa nastepnie poddawane analizie statystycznej. La-
two jest zauwazy¢, Zze powszechnie stosowane generatory zadan losowych sg
praktycznie tozsame z rozwazanymi w mv - ografii losowymi modelami zadaf.
Wyniki analizy przypadku redniego sa wiec w v :lu przypadkach potwier-

eniem 1 teoretycznym uzasad) niem wynikéw eksperymentalnych.

Co wiecej, w uzasadnionych przypadka wyniki analizy przypas u ére-
dniego moga wyeliminowa¢ koniecznoé¢ przeprowadzania eksperymentu obli-
czeniowego ujacego algorytmy dla zadan optymalizacji dyskretnej. W
takim przy W w oczywisty sposdb jest oszczedzany czas badaczy oraz
zmniejszane wykorzystanie zasobéw kompr rowych.

W monografii wykazano, ze bardzo proste algorytiny heurystyczne, o li-
niowej zlozonosei obliczeniowej, nie majace nawet gwarancji uzyskania rozwia~
zan dopuszczalnych zadan, sa asymptotycznie optymalne w srednim przy-
pa wm. Wyniki tego typu sa w oczywisty sposéb odmienne od wynikdw
analizy przypadku najgorszego i dlatego stanowig ich warto$ciowe uzupelnie-
nie.

Poglad, ze analiza przypac u ére iego moze zastapi¢ analize przypadku
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najgorszego jest w odczuciu autora bledny. Zaréwno analiza przypadku naj-
gorszego, jak réwniez analiza przypadku $redniego maja swoja specyfike oraz
uzyskuja wartosciowe wyniki i oceny. Dopiero zapoznanie sie z wynikami ana-
liz réznego rodzaju pozwala wyrobié sobie mozliwie najbardziej obiektywny
poglad na rézne aspekty analizowanego zadania lub algorytmu optymalizacji
dyskretne;j.

Nalezy réwniez podkre§li¢c, ze wyniki analizy przypadku $éredniego sg
prawdziwe tylko dla rozwazanych losowych klas zadan. Nalezy wiec zacho-
wat szczegdlng ostroznosé przy prébach uogdlniania uzyskanych wynikéw na
inne klasy zadan, gdyz moze to prowadzié do falszywych i nieuzasadnionych
wnioskéw.

Istotnym wyzwaniem badawczym pozostaje nadal przeprowadzenie ana-
lizy przypadku éredniego dla szczegdlnie trudnych zadan optymalizacji dys-
kretnej. Dobrym przykladem jest zadanie programowania catkowitoliczbo-
wego, patrz podrozdzial 1.2 oraz wzdr (1.2). W przypadku zadania programo-
wania catkowitoliczbowego postac funkcji Lagrange’a oraz zadania dualuego
nie sprzyja zastosowaniu technik 1 oszacowah wykorzystanych w podrozdzia-
tach 5.2 oraz 6.2.

Inniym waznym celem przyszlych prac badawczych wydaje sie rozwaze-
nie bardziej realistycznych modeli zadan, co w szczegdlnosci moze wyma-
gal zastosowania zlozonych rozkladéw prawdopodobiehstwa zmiennych lo-
sowych opisujacych charakterystyki analizowanych zadan. Réwniez w tym
przypadku oczekiwane jest uzyskanie analitycznych wynikéw o podobnym
charakterze jak wyniki zawarte w podrozdzialach 5.5 oraz 6.3 niniejszej mo-
nografii.
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