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Wprowadzenie 

Optymalizacja dyskretna stała się samodzielną dziedziną badawczą od po­
lowy lat pięćdziesiątych dwudziestego wieku. Powstała ona na styku zastoso­
wa11 praktycznych w dziedzinach takich jak ekonomia, zarządzanie, technika 
i wiele innych oraz matematyki ze szczególnym uwzględnieniem kombinato­
ryki, teorii grafów i logiki matematycznej. W pewnym uproszczeniu mo­
żna powiedzieć, że podstawowym celem optymalizacji dyskretnej jest wybór 
optymalnego wariantu ze skończonego lub przeliczalnego ich zbioru. Opty­
malność jest rozumiana jako wyznaczenie maksimum lub minimum pewnej 
funkcji. Uzyskanie rozwiązania zadania optymalizacji dyskretnej umożliwia 
podejmowanie trafnych decyzji w odniesieniu do wielu aspektów działalności 
ludzkiej. Przykładami kryteriów optymalizacyjnych może być maksymaliza­
cja zysków, minimalizacja kosztów lu~ strat i wiele innych. 

Można powiedzieć, że w zaawansowanych zastosowaniach praktycznych 
pojawiło się wiele ważnych, złożonych i trudnych do rozwiązania problemów 
o powyższym charakterze. Do ich sformalizowania w najbardziej odpowiedni 
sposób bardzo przydatny okazał się aparat i metodologia matematyki. 

W momencie gdy zagadnienie praktyczne zostało sformalizowane jako 
optymalizacyjny problem matematyczny, powstaje potrzeba jego efektyw­
nego rozwiązania. Oznacza to konieczność opracowania algorytmów i wy­
konania ich komputerowej implementacji. Niestety, okazało się, że w przy­
padku wielu zada11 optymalizacji dyskretnej oraz algorytmów opracowanych 
do ich rozwiązywania pojawia się zasadnicza trudność. Dla nawet niezbyt du­
żych przykładów tych zada11 obliczenia numeryczne wymagają niemożliwego 
do zaakceptowania nakładu oblicze11, na przykład mierzonego w stuleciach 
pracy obecnych superkomputerów. Co więcej, nawet drastyczne zwiększenie 
wydajności komputerów nie jest w stanie zasadniczo poprawić sytuacji. Dla 
ustalenia uwagi, 100-krotne przyśpieszenie oblicze11 zmniejsza nakład oblicze11 
ze 100 lat do jednego roku, co wciąż jest wielkością abstrakcyjną, niemożliwą 
do zaakceptowania w praktyce obliczeniowej. Efektem tej sytuacji był rozwój 
teorii i praktycznego zastosowania algorytmów przybliżonych , których celem 
jest wyznaczenie przybliżonego rozwiązania zadania o akceptowalnej jakości , 
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przy "niewielkim" nakładzie obliczeń. 
Praktyczna niemożliwość uzyskania rozwiązań optymalnych dla licznych 

przykładów zadań optymalizacji dyskretnej spowodowała konieczność anali­
zowania nakładu oblicze11 wymaganego przez algorytmy, dla zadań o określo­
nej wielkości. 

W efekcie powstała dziedzina badawcza zwana złożonością obliczeniową. 
Jej podstawowym zadaniem jest analizowanie zadaf1 i algorytmów optyma­
lizacji dyskretnej z punktu widzenia oceny nakładu obliczeń niezbędnego do 
uzyskania rozwiązania optymalnego jako funkcji rozmiaru, wielkości zada­
nia. Zadania optymalizacji dyskretnej zostały umownie podzielone na łatwe 
i trudne do rozwiązywania. 

Należy zwrócić uwagę na fakt, że uzyskane w ten sposób oceny noszą 
charakter absolutnej gwarancji, to znaczy, że są one prawdziwe dla wszystkich 
realizacji danych analizowanego zadania. Analiza taka nosi nazwę analizy 
przypadku najgorszego, gdyż oparta jest ona na najbardziej niekorzystnym 
zachowaniu się zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej. 

Praktyka rozwiązywania zadań optymalizacji dyskretnej wykazała jednak 
szybko, że uzyskane w ten sposób oceny są bardzo często nadmiernie pe­
symistyczne. Oceny uzyskane w oparciu o podejście przypadku najgorszego 
nie charakteryzują w sposób właściwy przeciętnego, średniego zachowania się 
zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej. 

Ta sytuacja spowodowała powstanie dziedziny nazywanej analizą przy­
padku średniego lub inaczej analizą probabilistyczną zada11 i algorytmów 
optymalizacji dyskretnej. Przeprowadzenie analizy przypadku średniego wy­
maga zdefniowania losowego modelu rozważanego zadania. Uzyskane w efek­
cie przeprowadzenia analizy przypadku średniego wyniki odnoszą się tylko do 
rozważanego losowego modelu zadania optymalizacji dyskretnej. Natomiast 
ich olbrzymią zaletą jest możliwość uzyskania alternatywnych, w stosunku 
do złożoności obliczeniowej w przypadku najgorszym, ocen zachowania się 
zada11 i algorytmów optymalizacji dyskretnej. 

Ważną i oryginalną właściwością analizy przypadku średniego jest możli­
wość analizowania innych charakterystyk zadania niż złożoność obliczeniowa. 
Dobrym przykładem jest asymptotyczna ocena zachowania się wartości roz­
wiązania optymalnego jako funkcji pewnych parametrów zadania. Wyniki 
tego typu znacznie poszerzają wiedzę na temat zada11 optymalizacji dyskret­
nej i w efekcie umożliwiają ich rozwiązywanie w znacznie bardziej efektywny 
sposób. 

Zasadniczym celem tej monografii jest wykazanie, na przykładzie wybra­
nych, ważnych zada11 optymalizacji dyskretnej, że przy zastosowaniu prostego 
aparatu rachunku prawdopodobieństwa można uzyskać wartościowe wyniki 
analizy przypadku średniego. 
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W celu właściwego osadzenia uzyskanych wyników w teorii i praktyce 
optymalizacji dyskretnej pierwsze rozdziały monografii poświęcone zostały 
prezentacji wybranych zada11 optymalizacji dyskretnej, metod ich rozwiązy­
wania, złożoności obliczeniowej oraz analizy przypadku średniego. Należy 

jednak podkreślić, że zamiarem autora była poglądowa, a nie bardzo szcze­
gółowa i wyczerpująca prezentacja tych zagadnie11. Szczegółowy plan mono­
grafii jest następujący. 

\V rozdziale 1 zaprezentowano dziedzinę optymalizacji dyskretnej ze szcze­
gólnym uwzględnieniem programowania całkowitoliczbowego i liniowego, za­
da11 binarnych, zada11 teorii grafów oraz zada11 harmonogramowania. 

VV rozdziale 2 zostały przedstawione znane metody rozwiązywania zada11 
optymalizacji dyskretnej, takie jak metoda podziału i oszacowa11, progra­
mowanie dynamiczne, algorytmy zachłanne, metody lokalnej poprawy oraz 
algorytmy programowania linowego. 

W rozdziale 3 rozważono podejście przypadku najgorszego do oceny zło­
żoności obliczeniowej zada11 i algorytmów optymalizacji dyskretnej. Zdefinio­
wano niezbędne elementy oceny rozmiaru wielkości danych zadania i nakładu 
oblicze11, wprowadzono klasy złożoności obliczeniowej. 

Podejście przypadku średniego zastało przedstawione w rozdziale 4. Szcze­
gólną uwagę poświęcono aparatowi probablistycznemu niezbędnemu w dal­
szej części monografii oraz prezentacji wybranych wyników analizy przy­
padku średniego znanych z literatury. 

W rozdziałach 5 oraz 6 zaprezentowano wielowymiarowe zadanie zała­
dunku oraz zadanie szeregowania prac z terminami zako11czenia. Na przykła­
dzie tych ważnych zada11 optymalizacji dyskretnej dokonano dogłębnej ana­
lizy zagadnie11 będących przedmiotem zainteresowania niniejszej monografii, 
takich jak metody rozwiązywania, analiza złożoności obliczeniowej oraz ana­
liza przypadku średniego. Przedstawione zostały oryginalne wyniki opisujące 
asymptotyczne zachowanie się rozwiąza11 optymalnych jako funkcji parame­
trów zada11 w przypadku średnim. Wykazano również, że proste algorytmy 
przybliżone mogą być asymptotycznie optymalne w sensie analizy przypadku 
średniego. 

Zamiarem autora było używanie możliwie najprostszej notacji matema­
tycznej dla zachowania maksymalnej przejrzystości wywodu. W monografii 
stosowane są powszechnie przyjęte oznaczenia matematyczne. Dla przykładu: 

• { a1, a2, ... , an} oznacza zbiór n - elementowy. 

• [x 1 , x2 , ... , xm] oznacza wektorom składowych przyjmujących wartości 
liczbowe. 
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• limx_,a J(x) lub limn---->a9n oznacza granicę funkcji lub ciągu liczbowego, 
co jednoznacznie wynika z kontekstu. 

• { X} oznacza jednoznacznie zdefiniowane zdarzenie, na przykład x < b, 
gdzie x jest zmienną, b pewną stałą. 

• lal oznacza wartość bezwzględną liczby a, natomiast IAI oznacza moc 
(liczbę elementów) zbioru A. 

Kolejne oznaczenia są definiowane w tekście monografii w miarę potrzeb. 
W przypadku możliwości wystąpienia niejednoznaczności w trakcie przepro­
wadzania wywodów, odpowiednie pojęcia są przytaczane na bieżąco. 

Oryginalna terminologia opisująca pojęcia i obiekty rozważane w mono­
grafii w przytłaczającej większości pochodzi z języka angielskiego. W mono­
grafii wykorzystywana jest polska terminolagia, która zdaniem autora, zjed­
nej strony właściwie oddaje sens oryginału angielskiego, z drugiej zaś strony 
jest dobrze osadzona w języku polskim. Poza przypadkami oczywistymi, w 
momencie pierwszego zastosowania nowego, specjalistycznego pojęcia w na­
wiasach przytoczono jego angielski odpowiednik. 

Niniejsza monografia jest efektem wieloletniego zainteresowania autora 
tematyką analizy przypadku średniego wybranych zada11 optymalizacji dys­
kretnej. Pracę naukową nad tymi zagadnieniami autor prowadził w Instytucie 
Bada11 Systemowych Polskiej Akademii Nauk kolejno w Zakładzie Progra­
mowania Matematycznego, Pionie Metod Modelowania Matematycznego i 
Optymalizacji oraz w Pracowni Metod Obliczeniowych Optymalizacji. 

Pragnę serdecznie podziękować wszystkim koleżankom i kolegom z IBS 
PAN za wieloletnią współpracę. Przez cały okres mojej pracy naukowej szcze­
gólne znaczenie miała dla mnie współpraca z doc. dr hab. Markiem Liburą, 
na którego pomoc i cenne rady mogłem zawsze liczyć. 

Swojej rodzinie składam wyrazy wdzięczności za cierpliwość, wyrozumia­
łość i wsparcie podczas całego okresu mojej pracy naukowej. Szczególnie 
gorąco pragnę podziękować mojej Żonie i Mamie. 



Rozdział 5 

Wielowymiarowe zadanie 
załadunku 

5. 1 Wprowadzenie 

Rozważmy wielowymiarowe binarne zadanie załadunku, w postaci: 

n 

zopr(n) = max L ei· Xi 

i=l 
n 

przy ograniczeniach L a1i · Xi :'.S b1 ( n) 
i=l 

gdzie j = 1, ... ,m, xi = O lub 1, i= 1, ... ,n. 

(5.1) 

Najczęściej używaną nazwą angielską jest multi-dimensional binary kna­
psack problem. W literaturze stosowane są również nazwy multi-knapsack 
problem, multi-constraint knapsack problem, m- constraint knapsack problem, 
m-dimensional knapsack problem, multiple knapsack problem i inne. 

Potraktowanie wartości rozwiązania optymalnego zopr(n) oraz prawych 
stron ograniczeń b1(n), j = l, ... ,m, jako funkcji rozmiaru zadania n zwią­
zanej est z rozważaniem asymptotycznej, przy n -+ oo, klasy losowych zada11 
w dalszej części monografii. Zagadnienia te zostaną bardziej szczegółowo 
omówione w dalszej części tego rozdziału. 

Cechą wyróżniającą wszystkie postacie zadania załadunku spośród in­
nych zadań programowania całkowitoliczbowego, patrz podrozdział 1.2, oraz 
zadań binarnych, patrz podrozdział 1.3, jest przyjęcie założenia o nieujemno­
ści współczynników funkcji celu i lewych stron ograniczeń. Biorąc pod uwagę 
fakt niejednoznacznej interpretacji zerowych wartości tych współczynników 
przyjmiemy dla potrzeb niniejszej monografii następujące założenia: 
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ci, aji > O , i= 1, ... , n , j = 1, . . . , m. (5.2) 

Z (5.2) wynika, że jest sens rozważać jedynie 

bj(n) 2': O, j = 1, ... ,m. 

Bez utraty ogólności rozważań można przyjąć założenie, że: 

(5.3) 

Następnie przyjmujemy założenie, że prawe strony ograniczeń spełniają 
poniższe warunki: 

n 

O< bj(n) :S L aji dla wszystkich j = 1, ... , m. (5.4) 
i=l 

W przypadku niespełnienia (5.4) zachodzi jedna z poniższych sytuacji: 

1. X; = O, i= l, ... , n gdy istnieje chociażby jedna wartość bj = O. 

2. Jeżeli dla wszystkich j = 1, . . . , m są spełnione poniższe nierówności: 

n 

bj(n) > L aji (5.5) 
i=l 

to wtedy zadanie ma rozwiązanie optymalne w poniższej postaci: 

X; = 1, i = 1, ... , n. 

3. Jeżeli istnieją ograniczenia takie, że ( 5.5) jest spełnione dla pewnych 
j = 1, ... , m, to takie ograniczenia można wyeliminować oraz odpo­
wiednio zmniejszyć liczbę ogranicze1\ gdyż usunięte ograniczenia będą 
zawsze spełnione. 

Powyżej opisane dwa pierwsze przypadki dotyczą zadań mających tylko 
trywialne rozwiązania i dlatego niezbyt interesujących z punktu widzenia teo­
rii optymalizacji dyskretnej. Spełnienie założenia (5.4) jest pożądane dlatego, 
aby zadanie (5.1) było dobrze postawione, to znaczy: 

• Było niesprzeczne. 

• Nie posiadało ograniczeń w sposób oczywisty redundantnych (nadmia­
rowych, z definicji spełnionych) . 

• Nie miało w sposób oczywisty trywialnego rozwiązania optymalnego. 
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Przez wielu autorów rozważane było również wielowymiarowe binarne 
zadanie załadunku z kryterium minimalizacyjnym w postaci: 

n 

zMrn(n) = min L ci· Yi 
i=l 

n 

przy ograniczeniach L aji · Yi 2: d1(n) 
i=l 

gdzie j=l, ... ,m, Yi=Olubl, i=l, ... ,n. 

(5.6) 

W odniesieniu do współczynników zadania (5.6), analogicznie do zadania 
(5.1), należy przyjąć następujące założenia: 

n 

c;, a1i > O oraz O :S d1(n) < L a1i, i= 1, ... , n, j = 1, ... , m. 
i=l 

Dokonajmy następującej zamiany zmiennych dcyzyjnych 

Yi = l - xi, i= 1, ... , n . 

Wtedy zadanie (5.6) przyjmuje postać: 

n n 

ZMJN(n) = L ci - max L ci· Xi 

i=l 
n 

i= l 
n 

przy ograniczeniach L aji · Xi :S L aji - d1 ( n) 

i=l i=l 

gdzie j = 1, . .. , m, Xi = O lub 1 i = 1, ... , n. 

Rozważmy zadanie (5.1), gdzie: 

n 

bj(n) = L aji - dj(n), j = l, ... , m. 

i=l 

(5.7) 

Przy spełnieniu (5. 7) uzyskujemy następującą relację pomiędzy wielowymia­
rowymi zadaniami załadunku (5.1) oraz (5.6): 

n 

ZM1N(n) = L ci - zoPT(n). (5.8) 
i=l 

Z powyższych wywodów wynika, że rozpatrywanie wielowymiarowego bi­
narnego zadania załadunku w postaci (5.1) nie ogranicza ogólności rozważań. 
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Z uwagi na przeliczalność: zbioru rozwiąza11 dopuszczalnych wielowymia­
rowe binarne zadanie załadunku należy do problemów optymalizacji dyskret­
nej. Bardziej szczegółowo można je również zaliczyć do zadaf1 programo­
wania całkowitoliczbowego, a jeszcze konkretniej do zada11 binarngo progra­
mowania całkowitoliczbowego, patrz podrozdział 1.2. Należy w tym miejscu 
nadmienić, że we wczesnych pracach poświęconych wielowymiarowemu bi­
narnemu zadaniu załadunku (5.1) było ono rozpatrywane właśnie jako ogólna 
postać zadania binarngo programowania całkowitoliczbowego z nieujemnymi 
współczynnikami, patrz Hiller [66], Kochenberger i inni [87], Senju i Toyoda 
[123] oraz Zanakis [150]. 

Gdy m = l, to wtedy mamy do czynienia z klasycznym zadaniem zała­
dunku z jednym ograniczeniem. Zadaniu temu oraz metodom jego rozwiązy­
wania poświęcona jest bardzo obszerna bibliografia, której dobry przegląd 
zawarty jest w monografii Martello i Toth [1 05]. Wybrane aspekty binar­
nego zadania załadunku z jednym ograniczeniem zostaną również rozważone 
w podrozdziale 5.6. 

Cechą wyróżniającą zadania załadunku spośród innych klas zada11 pro­
gramowania matematycznego, optymalizacji dyskretnej lub programowania 
całkowitoliczbowego jest nieujemność współczynników funkcji celu i lewych 
stron ogranicze11, patrz (5.2). Innymi charakterystycznymi cecham.i rozwa­
żanej klasy zadań jest wymóg binarności zmiennych decyzyjnych 

xi=Olub 1, i= l , ... ,n, 

n 

oraz liniowość funkcji celu: ~c-x · L....,; i 'l) 

i=l 
n 

i ogranicze11: L aji · X; :S bj (n), j = 1, ... , m. 
i=l 

(5.9) 

Innymi spotykanymi w literaturze wariantami zadania załadunku są cał-
kowitoliczbowe zadania załadunku, gdzie warunek binarności zmiennych decy­
zyjnych (5.9) został zastąpiony przez: x; 2: O, x;-calkowite, i = 1, ... , n; 
lub ograniczone całkowitoliczbowe zadania, zaladv,nku, gdzie: 

O S Xi s; d;, Xi-całkowite, gdzie d; 2: 1 stale, i= 1, ... , n. 

W powyższych przypadkach wielowymiarowe zadanie załadunku może być 
rozpatrywane jako ogólna postać zadania programowania całkowitoliczbo­
wego z nieujemnymi współczynnikami, patrz Garfinkel i Nernhauser [49], Ne­
mhauser i Wolsey [110], Sysło i inni [131] oraz Walukiewicz [146]. Próby je­
szcze dokładniejszego modelowania realnych zagadnie11 związane są z wpro­
wadzaniem elementów nieliniowości do sfonnułowania zadania załadunku, 
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głównie do funkcji celu, często w postaci funkcji kwadratowych, patrz Hoch­
baurn [67]. Wtedy rozpatrywane jest nieliniowe wielowymiarowe zadanie 
załadunku. Rozważano również matroidalne wielowymiarowe zadanie zała­
dunku, patrz Camerini i inni [18]. 

Binarne liniowe wielowymiarowe zadanie załadunku w sformułowaniu da­
nym przez (5. l) może być uważane za podstawową, "klasyczną" postać wielo­
wymiarowego zadania załadunku. W dalszej części tego rozdziału będziemy 
rozpatrywać binarne liniowe wielowymiarowe zadanie załadunku w postaci 
(5.1) i wszelkie odwołania do zadania załadunku, wielowymiarowego zadania 
załadunku bądź binarnego wielowymiarowego zadania załadunku powinny 
być rozumiane jako odwołania do zadania (5.1) chyba, że z kontekstu wynika 
inaczej. 

Wielowymiarowe zadanie załadunku jest znacznie bardziej skomplikowane 
niż jego pierwowzór z pojedynczym ograniczeniem. Może być ono używane do 
modelowania wielu ważnych zagadnie11 praktycznych. Na szczególną uwagę 
zasługuje tutaj zadanie alokacji kapitału lub portfela inwestycji, patrz Lo­
rie i Savage [100], gdzie projekt i przynosi zysk c; oraz zużywa aj; zasobu 
j, i = l, ... , n, j = 1, ... , m. Zasoby mogą przedstawiać koszty realizacji 
projektu, ograniczenia wynikające z dostępnych zasobów surowców, energii, 
siły roboczej i wielu innych. Celem zadania optymalizacyjnego jest zdefinio­
wanie takiego podzbioru z n możliwych do wyboru projektów, aby łączny 
zysk z realizacji wskazanych projektów był maksymalny, a ograniczenia na 
wykorzystanie zasobów b1(n), j = 1, ... ,m, nie zostały przekroczone. 

Innymi ciekawymi przykładami zada11, do modelowania których może być 
zastosowane binarne wielowymiarowe zadanie załadunku (5.1) są: zadanie 
podziału i optymalizacji procesorów oraz zasobów danych w rozproszonych 
systemach komputerowych, patrz Gavish i Pirkul [51], zagadnienia wyboru 
projektów oraz ładowania palet do kontenerów, wagonów, ciężarówek itp., 
patrz Shih [124], zagadnienie optymalizacji wykrojów, patrz Gilmore i Go­
mory [54], wspomagania głosowa11 aprobujących, patrz Straszak i inni [130] 
oraz wiele innych. 

Binarne wielowymiarowe zadanie załadunku (5.1) może być również za­
stosowane do modelowania różnorodnych zadafr szeregowania. W rozdziale 
6 zostanie rozpatrzone zadanie szeregowania prac z terminami zakofrczenia 
(sequencing jobs with deadliness), które może być rozważane jako binarne 
wielowymiarowe zadanie załadunku o bardzo szczególnej postaci. 

Zadania załadunku należą do NP-trudnych zadafr optymalizacji dyskret­
nej, co więcej dla m 2: 2 binarne wielowymiarowe zadanie załadunku (5.1) 
jest zadaniem silnie NP-trudnym, patrz Garey i Johnson [48] oraz rozdział 3. 
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Dla wielowymiarowych zadań załadunku znanych jest wiele wyników ana­
lizy przypadku średniego. Duża ich część dotyczy asymptotycznego wzrostu 
wartości rozwiązań optymalnych. 

W pracach Frieze i Clarke [45], Mamer i Schilling [104], Schilling [121], 
[122] oraz Szkatuła [134], [135], [137], [136], [138] i [139] rozważano problema­
tykę asymptotycznego, gdy n -t oo, wzrostu wartości rozwiązań optymalnych 
dla klasy losowych wielowymiarowych binarnych zadań załadunku (5.1). 

W pracach Van de Geer i Stougie [53] , Meanti i innych [107] oraz Lee 
i Oh [94] przeprowadzono analizę probabilistyczną wartości rozwiązań opty­
malnych (5.1). Udowodniono zależność rozwiązania optymalnego (5.1) od 
wartości prawych stron bj(n) zadania oraz oszacowano szybkość zbieżności. 
Tylko dla przypadku m = 1 lub 2 autorzy byli w stanie uzyskać aproksymację 
funkcyjną zależności wartości rozwiązania optymalnego od wartości prawych 
stron ograniczeń i rozmiaru zadania. 

W pracy Szkatuła [133] rozważono przypadek ograniczonych całkowito­
liczbowych wielowymiarowych zadań załadunku. 

W pracy Averbakh [5] przeanalizowano probabilistyczne właściwości za­
dania dualnego do (5.1). 

Natomiast w pracy Fontanari [39] przeprowadzono analizę stochastyczną 
wielowymiarowych binarnych zadań załadunku (5.1). 

W pracach Frieze i Clarke [45], Mamer i Schilling [104], Schilling [121] i 
[122] przeprowadzono analizę asymptotycznego wzrostu wartości rozwiązań 
optymalnych (5.1) w średnim przypadku przy założeniu, że bj(n) = 1, j = 
1, ... , m, co w istotny sposób zawęża klasę rozpatrywanych zadań. 

W pracach Szkatuła [136], [138] i [139] przeprowadzono analizę przypadku 
średniego asymptotycznego wzrostu wartości rozwiązań optymalnych dla róż­
norodnych przypadków prawych stron ograniczeń bj( n), j = l, . . . , m. 

Celem tego rozdziału jest przedstawienie wyników opisujących asymp­
totyczny wzrost wartości rozwiązań optymalnych dla klasy losowych wie­
lowymiarowych binarnych zadań załadunku z pełnym zakresem zmienności 
prawych stron ograniczeń bj( n), j = l, ... , m. 

Pozostała część tego rozdziału monografii jest zorganizowana w następu­
jący sposób. Podrozdział 5.2 przedstawia oszacowania wartości rozwiąza11 
optymalnych i przybliżonych wielowymiarowego binarnego zadania załadunku 
uzyskane przy wykorzystani u funkcji Lagrange' a i zadania dualnego do ( 5. l). 
W podrozdziale 5.3 przedyskutowano wybrane aspekty algorytmiczne wielo­
wymiarowego binarnego zadania załadunku. Podrozdział 5.4 zawiera defi­
nicje przyjętych i wykorzystywanych w dalszej części monografii oznaczeń 
oraz losowego modelu wielowymiarowego binarnego zadania załadunku. W 
podrozdziale 5.5 przedstawiono wyniki opisujące asymptotyczne zachowanie 
się rozwiązania optymalnego dla rozważanego losowego modelu wielowymia-
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rowego binarnego zadania załadunku jako funkcję n,m,bj(n) , j = 1, ... ,m. 
Są to zasadnicze i oryginalne wyniki teoretyczne tego rozdziału monografii. 
W podrozdziale 5.6 rozważono klasyczne, jednowymiarowe binarne zadanie 
załadunku jako przypadek szczególny. Na zakończenie tego rozdziału prze­
prowadzono ocenę uzyskanych wyników. 

5.2 Oszacowania rozwiązania optymalnego 

Rozważmy funkcję Lagrange 'a dla wielowymiarowego binarnego zadania za­
ładunku (5.1 ). Ma ona postać: 

t,A; · bj(n) + t, ( e; - t, A;· a;,) · x; 

gdzie x = [x1 , . .. ,xn] oraz A= [.>.. 1, . . . , Arn] - wektor mnożników Lagrange'a. 
Ponadto, niech dla każdego A, Aj 2: O, j = 1, ... , m: 

</Jn(A) = max Ln(x, A)= max {f Ajbj(n) + t (ci -f Ajaji) x;}. 
xE{O,l}n xE{O,l}n . . . 

J=l t=l J=l 

Przyjmując poniższe oznaczenia 

Xi(A) = { 0
1 

ci(A) {: 

m 

jeżeli C; - E Aj · aji > O 
j=l 

w przeciwnym przypadku. 
rn 

jeżeli Ci - I:: Aj · aji > O 
j=l 

w przeciwnym przypadku. 
m 

jeżeli C; - L Aj · aji > O 
j=l a;,(A) ~ { a;, 

O w przeciwnym przypadku. 

otrzymujemy dla każdego A, Aj 2: O, j = 1, ... , m: 

f.(A) = t, A; · b;(n) + t, ( e; - t, A;· a;.) · x,(A) = 

t, A; · b;(n) + t, ( e;(A) - t, A;· a;,(A)) 

( 5.10) 
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Oczywiście 

e;(A) = e; · x.;(A), aj;(A) =aj;· x;(A) . 

Zadanie dualne do wielowymiarowego binarnego zadania załadunku (5.1) 
może zostać sformułowane w następującej postaci: 

(5.11) 

Dla każdego A 2: O zachodzi 

Przyjmijmy następujące oznaczenia: 

n n n n 

Zn(A) L C; · xi(A) = L c;(A), sj(A) = L aji · x;(A) = I:>1;(A), 
i=l i=l i=l ·i=l 
m m 

Snm(A) = LAj · sj(A), Bm(A) = LAj · bj(n). 
j=l j=l 

Z konstrukcji wynika, patrz (5.10) i kolejne definicje c;(A) i aj;(A), że 

m 

c;(A) 2: L Aj · aji(A) 
j=l 

i dlatego 

(5.12) 

Dla pewnych A, x;(A) wyznaczone przez (5.10) może dawać rozwiązanie 
dopuszczalne (5.1), co oznacza, że: 

Sj(A) :S bj(n) dla wszystkich j = l, .. . , m. (5.13) 

Wtedy: 

Jeżeli zachodzi (5.13) , to również zachodzi poniższa nierówność: 

Wykorzystując (5.12) uzyskujemy: 
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Dlatego, jeżeli spełnione jest (5.13), to prawdziwa jest następująca nierów­
ność: 

Zopr(n) <I>~ <l>n(A) Bm(A) 
1 < --- < -- < -- < ---. 

- Zn(A) - Zn(J\) - Zn(A) - Snm(A) 
(5.14) 

Oszacowanie ( 5.14) pokazuje, że jeżeli potrafimy wskazać taką rodzinę wekto­
rów mnożników Lagrange'a A(n) , że dla rozważanej klasy zadań załadunku 
spełniona jest nierówność: (5.13) oraz jeśli zachodzi: 

lim Bm(A(n)) = 1 
n->= Snm(A(n)) 

(5.15) 

to wtedy xi(A(n)), i = 1, ... , n, dane przez (5.10), jest asymptotycznie 
suboptymalnym rozwiązaniem przybliżonym wielowymiarowego zadania za­
ładunku (5.1), patrz podrozdział 2.1 oraz (2.1), (2.3) i (2.6). Równocześnie, 
wartość Zn(A( n)) jest asymptotycznym przybliżeniem wartości rozwiązania 
optymalnego ( 5.1). Dalsze rozważania w tym rozdziale, a w szczególności w 
podrozdziale 5.5, będą w istotny sposób oparte na tych spostrzeżeniach. 

5. 3 Algorytmy dokładne i przybliżone 

Wielowymiarowe zadanie załadunku (5.1) dla m 2'. 2 jest zadaniem silnie 
NP-trudnym, patrz Garey i Johnson [47] i [48] oraz podrozdział 3.4. Na­
tomiast jednowymiarowe zadanie załadunku (5.47) lub (5.1), gdzie m = 1, 
nie jest zadaniem silnie NP-trudnym i istnieje dla niego wiele efektywnych 
algorytmów dokładnych i przybliżonych. 

Poniżej przedstawiony zostanie krótki przegląd znanych z literatury do­
kładnych i przybliżonych algorytmów dla wielowymiarowego zadania zała­
dunku (5.1), gdzie m 2'. 2. Algorytmy uzyskuj ące zawsze rozwiązania opty­
malne oparte są głównie na metodzie podziału i oszacowa11, programowaniu 
dynamicznym lub wykorzystują programowanie liniowe, patrz rozdział 2. Al­
gorytmy przybliżone mogą zostać umownie zakwalifikowane do następujących 
grup: wczesne algorytmy heurystyczne, algorytmy wykorzystujące oszacowa­
nie rozwiązania optymalnego, metody przeszukiwania z zakazami, algorytmy 
genetyczne, metody zachłanne i inne. W przypadku bardzo niewielu algoryt­
mów przybliżonych dla wielowymiarowego zadania załadunku (m 2'. 2) znane 
są oszacowania dokładności ich działania w sensie najgorszego lub średniego 
przypadku. 
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Algorytmy dokładne 

Z uwagi na fakt, że wielowymiarowe zadanie załadunku (5.1), gdzie m 2: 2, 
jest zadaniem silnie NP-trudnym, nie należy oczekiwać istnienia efektyw­
nych algorytmów dokładnych rozwiązujących zadania o większych rozmia­
rach przy akceptowalnym nakładzie obliczeń. Znane z literatury i przedsta­
wione poniżej algorytmy dokładne mogą być przy praktycznie dopuszczalnym 
nakładzie obliczeń stosowane do realizacji danych zadań mających kilka ogra­
niczeń (m) i nie więcej niż 200 zmiennych decyzyjnych (n). 

Intuicyjną metodą dokładną dla wielowymiarowego zadania załadunku 
(5.1) jest algorytm pełnego przeglądu. Idea jego działania jest następująca. 

• Generowane są wszystkie możliwe wektory [x 1 , x2, ... , xnl, gdzie x; = O 
lub 1, i = 1, . .. , n. Wektorów takich istnieje 2n. 

• Dla każdego z kolejnych wektorów sprawdzamy, czy jest on rozwią­
zaniem dopuszczalnym wielowymiarowego zadania załadunku (5.1) to 
znaczy, czy zachodzi I::7=1 aji · X; ::::; bi (n), dla wszystkich j = 1, ... , m. 

• Spośród wszystkich dopuszczalnych wektorów [x1, x2 , . .. , xn] rozwiąza­
niami optymalnymi wielowymiarowego zadania załadunku ( 5.1) są te 
wektory, dla których uzyskana wartość funkcji celu L:i ci· x ; jest ma­
ksymalna. 

Złożoność obliczeniowa algorytmu pełnego przeglądu jest wykładnicza i 
wynosi 0(2n). Oznacza to, że metody tej można efektywnie używać do 
rozwiązywania bardzo niewielkich realizacji danych zadań, maksymalnie do 
kilkudziesięciu zmiennych decyzyjnych (n). 

Jednym z pierwszych algorytmów dokładnych stosowanych do rozwiązy­
wania wielowymiarowego zadania załadunku ( 5.1) był addytywny algorytm 
Balasa [6] zaproponowany dla rozwiązywania ogólnych zadań programowania 
liniowego z binarnymi zmiennymi decyzyjnymi. 

Shih, patrz [124], zaproponował dla wielowymiarowego zadania załadunku 
(5.1) algorytm podziału i oszacowań. Jako oszacowania wartości rozwiąza­
nia optymalnego użyto najmniejszej spośród wartości funkcji celu uzyskanej 
przez algorytm zaproponowany w pracy Dantzig [30] dla m jednowymiaro­
wych zadań załadunku. Każde z nich miało taką samą postać funkcji celu, z 
oryginalnego zadania (5.1), natomiast pojedyncze ograniczenia każdego z m 
zadań jednowymiarowych były kolejnymi ograniczeniami oryginalnego wielo­
wymiarowego zadania załadunku (5.1). 

W pracy Gavish i Pirkul [52] zostało zaprezentowanych kilka wariantów 
metody podziału i oszacowań z wykorzystaniem różnych oszacowań wartoś­
ci rozwiązania optymalnego uzyskanych z wykorzystaniem, między innymi, 
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relaksacji Lagrange'a, ograniczeń zastępczych oraz innych relaksacji, na przy­
kład z wykorzystaniem algorytmów subgradientowych dla uzyskania wartości 
mnożników. 

W pracach Gilmore i Gomory [54], Nemhauser i Ullman [109], Wein­
gartner [148] oraz Weingartner i Ness [149] zaprezentowano szereg algoryt­
mów dokładnych dla rozwiązywania wielowymiarowego zadania załadunku 
(5.1) opartych na ogólnej idei programowania dynamicznego, patrz również 
podrozdział 2. 3. 

W pracy Cabot [17] został przedstawiony algorytm przeglądu z wykorzy­
staniem procedury eliminacji Fouriera-Motzkina. 

W pracy Soyster i inni [126] została zaprezentowana iteracyjna metoda 
wykorzystująca zadania programowania liniowego dla generowania podprob­
lemów, które są rozwią.zywane przy użyciu procedury pełnego przeglądu. 

Większość znanych metod dokładnego rozwiązywania wielowymiarowego 
zadania załadunku (5.1) wykorzystuje oszacowania rozwiązania optymalnego 
uzyskane przy pomocy różnorodnych technik. Są to między innymi: progra­
mowanie liniowe, relaksacja Lagrange'a, ograniczenia zastępcze i inne rela­
ksacje. Powszechnie uważano oszacowania uzyskiwane przez programowanie 
liniowe za najsłabsze. W pracy Crama i Mazzola [28] wykazano, że wy­
mienione techniki oszacowania wartości rozwiązania optymalnego wielowy­
miarowego zadania załadunku ( 5.1) uzyskują dokładniejsze oszacowania niż 
programowanie liniowe, ale uzyskana poprawa oszacowań jest ograniczona. 

Generalnie, w przypadku algorytmów dokładnych można mówić o możli­
wości efektywnego rozwiązywania tylko niewielkich zadań. W przypadku ko­
nieczności rozwiązywania wielowymiarowych zadań załadunku (5.1) o więk­
szych rozmiarach należy liczyć się z koniecznością zastosowania algorytmów 
przybliżonych, w tym heurystycznych, bez żadnych gwarancji jakości uzyski­
wanych rozwiązań. 

Algorytmy przybliżone 

Pierwsze istotne dla praktyki obliczeniowej propozycje algorytmów przybli­
żonych dla wielowymiarowych zadań załadunku (5.1) pojawiły się w latach 
sześćdziesiątych i siedemdziesiątych, patrz Hillier [66], Kochenberger i inni 
[87], Senju i Toyoda [123] oraz Zanakis [150]. Następnie pojawiło się wiele 
propozycji kolejnych algorytmów przybliżonych dla wielowymiarowych zada11 
załadunku. Duża część zaproponowanych algorytmów związana była z adap­
tacją. ogólnych metod proponowanych do rozwiązywania zadań optymalizacji 
dyskretnej. 

Loulou i Michaelides w pracy [101] zaproponowali algorytm typu "za­
chłannego" oparty na prymarnym algorytmmie Toyody, patrz [144]. W pracy 
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przedstawiono uogólnienie pojęcia efektywności zmiennych decyzyjnych sto­
sowanych w przypadku jednowymiarowego zadania załadunku (5.47) jako 
e;,/ui, gdzie ui jest funkcją wektora [a1i,a2i, ... ,am;]. 

Balas i Martin, patrz [7], sprowadzili wielowymiarowe zadanie załadunku 
(5.1) do zadania programowania liniowego poprzez pominięcie warunku bi­
narności zmiennych decyzyjnych. Po rozwiązaniu relaksacji zadania pierwot­
nego - zadania programowania liniowego, zastosowano heurystyczną proce­
durę dla uzyskania binarności wszystkich wartości zmiennych decyzyjnych 
wyznaczonego rozwiązania. 

Magazine i Oguz w pracy [103] przedstawili heurystyczny algorytr:n, który 
łączy podejście heurystyki dualnej Senju i Toyody, patrz [123], oraz uogól­
nionych mnożników Lagrange 'a zaproponowanych przez Everetta [37]. 

Pirkul [113], zaproponował algorytm wykorzystujący ograniczenie zastęp­
cze. Wielowymiarowe zadanie załadunku (5.1) zostało sprowadzone do jed­
nowymiarowego zadania załadunku (5.47), gdzie a; = -Z7=i Wj· aji, a Wj było 
pewnym mnożnikiem. Następnie rozwiązywano uzyskane jednowymiarowe 
zadanie załadunku z efektywnościami zmiennych decyzyjnych zdefiniowanymi 
jako c;/ E~1 Wjaji· 

Lee i Guignard [93], przedstawili algorytm będący połączeniem heury­
styki Toyody [144] z metodami opartym.i na wykorzystaniu programowania 
liniowego Balasa i Martina [7] . 

W pracy Volgenanta i Zoona [145] przedstawiono modyfikację algorytmu 
zaproponowanego przez Magazine i Oguza [103] poprzez równoczesne obli­
czanie wartości mnożników Lagrange'a w więcej niż jednym kroku algorytmu 
oraz poprzez poprawienie wartości oszacowania od góry rozwiązania optymal­
nego używanego w ostatniej fazie pracy algorytmu. 

Freville i Plateau w pracy [43] zaproponowali efektywny algorytm wstępny, 
oparty na ich wcześniejszych wynikach zawartych w pracy [41]. Istotą za­
proponowanej wstępnej procedury rozwiązywania wielowymiarowego zada­
nia załadunku (5.1) jest uzyskanie ostrych oszacowaó wartości rozwiązania 
optymalnego od góry i od dołu oraz zredukowanie rozmiaru rozwiązywanego 
zadania poprzez wyeliminowanie części ograniczeń oraz zmiennych decyzyj­
nych. Ci sami autorzy w pracy [44] zaproponowali wyspecjalizowany algo­
rytm do rozwiązywania dwuwymiarowego zadania załadunku, to znaczy (5.1), 
gdziem= 2. 

Fox i Scudder [40], zaproponowali algorytm heurystyczny, w którym naj­
pierw przyjmuje się, że wszystkie xi = 1 (lub X; = O), a następnie dla pew­
nych zmienych decyzyjnych ustala się xi = O (lub x; = 1). Zaproponowana 
metoda wydaje się szczegóhi.ie przydatna dla klasy wielowymiarowych zadań 
załadunku (5.1), gdzie c; = 1, natomiast aji = O lub 1. 

Glover [57], przedstawił algorytm oparty na technice "ghost irnage" z 
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wykorzystaniem sieci neuronowych. 
Przy konstruowaniu algorytmów przybliżonych do rozwiązywania wielo­

wymiarowych zadań załadunku (5.1) używano również idei stosowanych w 
metodach przybliżonych programowania liniowego, całkowitoliczbowego, uo­
gólnienia metod dla jednowymiarowego zadania załadunku (5.4 7) oraz wiele 
innych podejść stosowanych w algorytmach optymalizacji dyskretnej, takich 
jak na przykład symulowane wychładzanie, przeszukiwanie z zakazami czy 
algorytmy genetyczne. 

Zgodnie z ogólnymi trendami w rozwiązywaniu zadań optymalizacji dys­
kretnej pojawiły się również próby skonstruowania algorytmów przybliżo­
nych, gdzie podejście lokalnego poprawiania bieżącego rozwiązania wzboga­
cono o techniki losowe. Celem zastosowania elementów losowych w algoryt­
mach jest umożliwienie ominięcia optimum lokalnego, które często w istotny 
sposób odbiega od rozwiązania optymalnego zadania, zaś metody determi­
nistyczne często kończą w nim pracę. Metody losowe są stosowane również 
do zastąpienia wybranych procedur determinstycznych, których zastosowanie 
wymaga bardzo wysokiego nakładu obliczeń, zaś procedura losowa uzyskuje 
z wysokim prawdopodobie11stwem zbliżone wyniki, przy znacznie mniejszym 
koszcie obliczeniowym. 

Przykładem takich technik może być symulowane wychładzanie, patrz 
Cerny [19], Kirkpatrick i inni [85] oraz podrozdział 2.5, gdzie zadanie opty­
malizacji dyskretnej porównywane jest do procesu schładzania materii. In­
nymi przy kładami są technika akceptacji progu ( threshold acceptance), patrz 
Dueck [34] oraz Dueck i Schuer [35] lub metoda szumów ( noising method), 
patrz Charon i Hudry [21]. 

Drexel [32] zaproponawał metodę symulowanego wychładzania do przy­
bliżonego rozwiązywania wielowymiarowego zadania załadunku (5.1). 

Bertochi, Słomiński i Sobczy11ska [12] przedstawili warianty algorytmu 
przeszukiwania lokalnego, oparte na wykorzystaniu różnych procedur (za­
chłannych, akceptacji progu, symulowanego wychładzania). 

Hanafi, Freville i Abedellaoui [64] zaproponowali wielostopniowy algo­
rytm heurystyczny wykorzystujący różnorodne procedury lokalnego przeszu­
kiwania (zachłanne, akceptacji progu, symulowaengo wychładzania oraz me­
todę szumów). 

Vv ostatnich latach do rozwiązywania wielu zada11 optymalizacji dys­
kretnej stosowano technikę przeszukiwania z zakazami oraz algorytmy ge­
netyczne. Trendy te znalazły również szerokie odzwierciedlenie w metodach 
przybliżonego rozwiązywania wielowymiarowego zadania załadunku (5.1). W 
pracach Aboudi i Jornstern [1], Battiti i Tecchioli [9], Dammeyer i Voss [29], 
Glover i Kochenberger [58], Hanafi i Freville [63], L0kketangen i inni [97], L0k­
ketangen i Glover [98] oraz [99] zaproponowano różnorodne warianty techniki 
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przeszukiwania z zakazami w algorytmach przybliżonych dla wielowymiaro­
wego zadania załadunku (5.1). W pracach Chu i Beasley [22], Hoff i inni [68], 
Khuri i inni [84], Rudolph oraz Sprave [118] i [119] oraz Thiel i Voss [143] 
przedstawiono różne warianty algorytmów genetycznych dla wielowymiaro­
wego zadania załadunku (5.1). 

Wyżej wspomniane algorytmy przybliżone były testowane na danych ge­
nerowanych losowo albo na znanych z literatury tak zwanych trudnych, wie­
lowymiarowych zadaniach załadunku (5.1), patrz Freville i Plateau [42], o 
znanych rozwiązaniach optymalnych. Rozważane zadania testowe miały od 
kilku do kilkudziesięciu ograniczeń (m) oraz od kilkudziesięciu do kilkuset 
zmiennych decyzyjnych (n). 

W literaturze znanych jest bardzo niewiele algorytmów przybliżonych dla 
wielowymiarowego zadania załadunku (5.1), które posiadają pewne gwaran­
cje dokładności działania. Dotyczy to zarówno podejścia przypadku najgor­
szego, jak również przypadku średniego. 

Frieze i Clarke w pracy [45] zaproponowali wielomianowy schemat apro­
ksymujący dla wielowymiarowego zadania załadunku (5.1). 

Rinnoy Kan, Stougie i Vercellis w pracy [11 7] przedstawili klasę uogól­
nionych algorytmów zachłannych, gdzie efektywności zmiennych decyzyjnych 
miały postać c;/ ~;':1 Ójaji, a o konkretnej postaci algorytmu decydował wy­
bór wartości współczynników Dj. W pracy przeprowadzono również analizę 
przypadków najgorszego i średniego złożoności obliczeniowej uzyskania naj­
lepszego rozwiązania zachłannego . 

Averbakh, patrz [5], zaproponował przybliżony algorytm o liniowej złożo­
ności obliczeniowej, którego suboptymalność została dowiedziona w średnim 
przypadku. 

5.4 Klasa zadań losowych i inne definicje 

W dalszej części monografii wykorzystywane będą następujące oznaczenia. 

Zapis J ( n) = o(g(n)) oznacza: lirnn----+oo J( n)/ g (n) = O, gdzie J( n), g(n) > O. 

Zapis Vn ~ Yn, n --* oo oznacza: 

lub 

• Yn · (1 - o(l)) ś Vn ś Yn · (1 + o(l)), jeżeli Vn oraz Yn są wyrazami 
ciągów liczbowych; 

• limn_,00 P{Yn · (1 - o(l)) Ś Vn ::; Yn · (1 + o(l))} = 1, jeżeli Vn są wy­
razami ciągów zmiennych losowych, natomiast Yn są wyrazami ciągów 
liczbowych lub ciągów zmiennych losowych. 



5.4. KLASA ZADAŃ LOSOWYCH I INNE DEFINICJE 119 

Zapis Y,. :::ś Wn oraz Yn t: Vn, n-+ ro oznacza: 

lub 

• Yn= O(Wn) oraz Yn= D(Vn) jeżeli Vn, Wn oraz Yn są wyrazami ciągów 
liczbowych; 

• li111n_,00 P{Yn= O(Wn)} = 1 oraz limn---->oo P{Yn= O(Vn)}, jeżeli Yn są 
wyrazami ciągów zmiennych losowych, natomiast Vn oraz Wn są wyra­
zami ciągów liczbowych lub ciągów zmiennych losowych. 

Vn ~ Yn, n-+ ro oznacza: 

Niech ponadto 

jeżeli x 2 O 
w przeciwnym przypadku 

• lx J oznacza największą liczbę całkowitą nie większą od x; Lx J ś x. 

Zdefiniowane powyżej realacje asymptotyczne :::ś, t: oraz~ są dla ciągów 
zmienych losowych odpowiednikami relacji O (-), n ( ·) oraz 8 ( ·) dla funkcji 
deterministycznych, patrz podrozdział 3.2. Relacje asymptotyczne ;::;;, :::ś, 

c::: oraz ~ dla ciągów zmiennych losowych oznaczają zbieżność z prawdopo­
dobieństwem odpowiednich zmiennych losowych, patrz podrozdział 4.4 oraz 
(4.15). 

W dalszej części monografii będzie rozważany następujący losowy model 
wielowymiarowego binarnego zadania załadunku ( 5.1): 

• m jest zawsze dodatnią liczbą całkowitą, n - całkowite; n-+ oo. 

• ci, aji, i= l, .. , n, j = l, .. ,m, są realizacjami wzajemnie niezależnych 
zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym w przedziale (O, 1]. 

• O < 8 :::; bi(n) :S · b2 (n) ś · · · ś bn(n) ś ~' przy czym b1(n) są deter­
ministycznymi funkcjami n, b - stała, b1 (n) ś b1 ( n + l) dla wszystkich 
j = 1, .. , m oraz n 2 1. 

• Również mnożniki Lagrange'a A = [>.. 1 , ... , >-m] są wielkościami deter­
ministycznymi. 
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Dla uproszczenia notacji odpowiednie zmienne losowe będziemy oznaczać 
tak samo jak ich realizacje. Na przykład c;, i = 1, .. , n, będzie oznaczało 
zmienną losową której realizacjami są współczynniki funkcji celu zadania za­
ładunku (5.1). Rozróżnienie pomiędzy zmiennymi losowymi a ich realiza­
cjami będzie wynikało z kontekstu. 

W odniesieniu do losowych realizacji wielowymiarowego binarnego zada­
nia załadunku (5.1) można wyróżnić dwa modele: niezależny i inkrementalny, 
patrz Weide [147], Meanti i inni [107], Steele [128] oraz podrozdział 4.4. W 
przypadku modelu niezależnego dla losowych wielowymiarowych binarnych 
zadań załadunku (5.1) mamy do czynienia z próbkowaniem serii realizacji 
zadania (5.1) o rosnących rozmiarach. Dlatego też każda kolejna realizacja 
zadania (5.1) jest niezależna od pozostałych. Natomiast w przypadku modelu 
inkrementalnego realizacja zadania ( 5. 1) o rozmiarze n jest rozszerzeniem 
klasy zadań o rozmiarze n - 1 i mniejszych poprzez uzupełnienie współczyn­
ników zadania o Cn, a1n, .. . , amn, będących realizacjami zmiennych losowych 
niezależnych wzajemnie od siebie oraz od zmiennych losowych opisujących 
zadania o rozmiarze n - 1 i mniejszym. W dalszej części monografii będzie 
używany model niezależny dla losowych wielowymiarowych binarnych zada11 
załadunku (5.1). W rozprawie [147] rozważono wzajemne relacje tych mo­
deli. W szczególności wykazano, że wyniki zbieżności uzyskane dla modelu 
niezależnego oznaczają również zbieżność w przypadku modelu inkremental­
nego, co oznacza, że model niezależny jest w tym zakresie bardziej ogólny od 
modelu inkrementalnego. 

W pracach Frieze i Clarke [45], Mamer i Schilling [104] oraz Schilling 
[121] i [122] rozważano losowe wielowymiarowe binarne zadanie załadunku 
dla podobnego do zaproponawanego powyżej modelu, ale przy założeniu, 
że bi ( n) = 1, j = 1, ... , m. W ogólnym przypadku, z uwagi na przyjęte 
względem aj; założenia, zachodzą następujące zależności 

n n 

O< bj(n) :S Laji :Sn, I:aji ~ %, j = l, ... ,m. (5.16) 
i=l i=l 

Oszacowanie to jest wzmocnione poprzez zaobserwowanie, że L~=l aj; ~ n/2, 
co wynika z mocnego prawa wielkich liczb, patrz Feller [38], gdzie: 

n 1 L aji ~n· E(a11), E(aj1) = 2. 
i=l 

Z (5.4) wynika, że założenie b1(n) = 1, j = 1, ... ,m, bardzo ogranicza 
ogólność rozważanej klasy losowych wielowymiarowych binarnych zadań za­
ładunku (5.1). Przy tym założeniu trudno jest na przykład mówić o w miarę 
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sensownym modelowaniu jakichkolwiek zagadnień praktycznych. W porów­
naniu do klasy zadań rozważanych w niniejszej monografii jest to po prostu 
bardzo szczególny i nie reprezentatywny przypadek, natomiast istotną zaletą 
uzyskanych wyników, patrz Schilling [122], jest szybkość zbieżności, która w 
niniejszej monografii nie jest przedmiotem analizy. 

Założenie bj(n) ::; bi(n + 1) wynika z faktu, że L~=l aji ~ n/2. Trudno 
wyobrazić sobie rzeczywistą sytuację, zgodnie z (5.4), kiedy liczba zmiennych 
decyzyjnych n, na przykład decyzji o realizacji projektów do podjęcia, rośnie, 
natomiast ograniczenia na wykorzystanie zasobów bj(n), j = l, ... , m, ma­
leją. Przyjęte założenie bj(n) ::; bj(n + 1) oznacza tylko nie malenie bj(n) 
wraz ze wzrostem n oraz L;=l aji, co jest dość naturalnym założeniem przy 
rozważaniu asymptotycznie narastającej klasy losowych zadań, jak ma to 
miejsce w niniejszej monografii. 

Celem dalszych rozważań w tym rozdziale jest przeanalizowanie asympto­
tycznego wzrostu wartości rozwiązania optymalnego (5.1) dla zdefiniowanej 
klasy losowych wielowymiarowych binarnych zadań załadunku jako funkcji 
n, mi bi (n), j = l, ... , m, oraz (w sposób niejawny) dystrybuant zmien­
nych losowych ci, aji· W związku z tym, dalsze rozważania będą oparte 
na rozważaniu aj;(A), ci(A), zn(A), sj(-1\) jako funkcji argumentów n, m 
oraz A w przypadku asymptotycznym, przy n --+ oo. Aby móc operować 
tymi wielkościami jako zmiennymi losowymi w rozważanej klasie losowych 
wielowymiarowych binarnych zadań załadunku (5.1) , należy rozpatrzyć dys­
trybuantę następującej zmiennej losowej: 

rn 
L\ -aji· 

j=l 

Zauważmy, że istnieje (';) różnych podzbiorów o mocy k wektora A 
[>-1, ... , A.,,,]. Niech >1(r, k, A) oznacza Z-ty element w r-tym podzbiorze o 
mocy k wektora A. Niech A \>,i oznacza [>-1, ... , Aj-1, ,\+1, . .. , >-m]- Dystry­
buantą zmiennej losowej 

jest 

Dystrybuantę zmiennej losowej L';:i Aj · aji można rekurencyjnie wypro­
wadzić w następującej postaci 

Frn(x,J\) = P {f Aj· aji < x} = 
J=l 

(5.17) 
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l ( m (';;) ( k ) m) 
=>-1·A2···Am•m!. (x)'.;_'+~?-1/-~ x-8>-z(r,k,A) + 

W poniższych wyrażeniach wykorzystano całkę Lebesgue'a-Stieltiesa dla 
obliczenia prawdopodobieństw wystąpienia zdarze11 losowych oraz wartości 
oczekiwanych zmiennych losowych, patrz Feller [38] lub Loeve [96] oraz roz­
dział 4. Wzory dystrybuant oraz wartości oczekiwanych aji (A), c; (A) mają 
następującą postać: 

Giix, A) = P { aji(A) < x} = 

~ p { { a;, < X} u { a;; 2 X) n { ~?• · a;, 2 C; }} ~ 
1 1 

1-// Fm-1(r - Aj· t, A \,\j)drdt (5.18) 

X 0 

H;(x,A) P{ci(J\) < x} = 

p { {e; < x)LJ{e; 2 x}n {t)., ·G.;Jc 2 C;}} ~ 
1 

1- / Fm(t,J\)dt, (5.19) 

X 

1 1 1 

E(aj;(A)) = f xdG;j(x, A)=/ x J Fm-i(r - >.i· x,A\>,j)drdx = 
o o o 

>-· · >-1 ..... ~m. (m + 2)! (1 + E(-l)k~ (1 - t>-z(r, k, A)) m+2 + 
J k=l r=l ł=l + 

- ~( -1)" (~) ( I - A; - t A,(r, k, A\>.;)):+• ·.A;· (m + 2)) (5.20) 

1 1 

E(c;(A))=JxdHi(x,J\)=j·x·Fm(x,A)dx= >- .). . -~ ·( )'. 
1 2 ... m m+2. 

o o 
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( m (';) ( k ) m+l ( k ) ) 
m+l+~(-l)k~ l-~>-j(r,k,A) + m+l+~>-j(r,k,A) 

Zauważmy, że człony o postaci 

redukują się do zera wtedy, kiedy 

k 

L ,\(r,k,A) 2: 1. 
j=l 

(5.21) 

Fakt ten powoduje, że powyższe wzory są bardzo trudne do efektywnego wy­
korzystania w ogólnym przypadku. Natomiast dwa ważne przypadki szcze­
gólne są znacznie prostsze do rozważenia: 

l. Aj 2: 1 dla wszystkich j = 1, ... ,m. Wtedy sj(A) i co z tego pośrednio 
wynika, E(sj (A)), Zn(A) oraz E(zn(A)) są niezbyt duże. Z obliczenio­
wego punktu widzenia w tym przypadku mamy zawsze 

( 
k )m+l 

1 - L >.Ar, k, A) = O dla wszystkich j, k = l, ... , m, 
J=l + 

co w zdecydowany sposób upraszcza przedstawione powyżej wzory. 

rn 

2. I: Aj :S l; w tym przypadku mamy 
j=l 

( 
k ) m+l 

1- L-\(r,k,A) > O 
J=l + 

dla wszystkich j, k = l, ... , m, 

żaden z tych członów nie zostaje wyeliminowany, następuje pełne roz­
winięcie i znaczne uproszczenie powyższych wzorów. 

Podstawowym celem dalszych rozważań jest wyznaczenie takich wartości 
mnożników Lagrange'a A(n) = [>.i(n), ... , >-m(n)], aby zaszła jedna z przed­
stawionych poniżej sytuacji: 
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• E(sj(A)) ;:::;J bj(n), j = 1, ... , mi wtedy Aj(n) 2: O; 

• E(sj(A)) ;:::;J bj(n), Aj(n) 2: O, oraz E(sk(A)) S bk(n), >.k(n) = O, gdzie 
1 :S j :S m' S k S m. 

Następnie, dla wyznaczonych według powyższych zasad mnożników La­
grange' a należy udowodnić asymptotyczną dopuszczalność, zgodnie z (5.13), 
rozwiązań wyznaczonych przez (5.10) oraz zastosować (5.14) i (5.15) tak, aby 
uzyskać oszacowanie rozwiązania optymalnego wielowymiarowego binarnego 
zadania załadunku w postaci (5.1). 

Należy zwrócić uwagę, że przy zastosowaniu powyższego podejścia dla 
każdego konkretnego, deterministycznego wektora prawych stron ograniczeó 
klasy losowych binarnych wielowymiarowych zadań załadunku (5.1), 

bi(n), j = 1, .. . ,m, 

zostanie wyznaczony deterministyczny wektor mnożników Lagrange' a 

A(n) = [>-.1(n), ... ,>-m(n)], 

który będzie stosowany do wszystkich realizacji zmiennych losowych opisu­
jących współczynniki funkcji celu c.; oraz współczynniki lewych stron ogra­
niczeń aji, i = 1, ... , n, j = 1, ... , m, to znaczy do całej klasy losowych 
binarnych wielowymiarowych zadań załadunku zdeterminowanej przez wek­
tor prawych stron ograniczeń bi (n), j = 1, ... , m. 

5.5 Analiza przypadku średniego 

Jest intuicyjnie oczywiste, że na wartość rozwiązania optymalnego losowego 
wielowymiarowego binarnego zadania załadunku (5.1) mają wpływ para­
metry zadania takie jak: współczynniki funkcji celu c; , współczynniki le­
wych stron ograniczeń aji, wartości prawych stron ograniczeń bj ( n) , gdzie 
i= 1, ... , n, j = 1, ... , m. Zgrubne oszacowanie wartości rozwiązania opty­
malnego dla rozważanego losowego modelu (5.1) jest dane przez: 

n n 

O :S zon(n) :S Lei :Sn, Le; ;:::;J ~ (5.22) 
i=l i=l 

Oszacowanie to jest wzmocnione poprzez zaobserwowanie, że I:~=l c; ~ n/2, 
co wynika z mocnego prawa wielkich liczb, patrz Feller [38], gdzie: 
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Powyższe rozważania mogą być z łatwościa zilustrowane graficznie. Na ry­
sunku 5.1 w obszarze zaciemnionym przedstawiono zakres zmienności warto­
ści rozwiązania optymalnego zopr(n) jako funkcji n, gdzie n-+ oo. 

ZOPT (n) 

5000 

4000 

3000 

2000 

1000 

o o 2000 4000 6000 8000 10000 
n 

Rysunek 5.1: Zakres zmienności zopr(n) dla zadania załadunku 

W przypadku przeprowadzanej asymptotycznej analizy przypadku śre­
dniego "uśrednieniu" ulegają wartości ci oraz aji, zaś istotnego znaczenia 
nabierają przede wszystkim liczba zmiennych decyzyjnych (n), zwana rów­
nież rozmiarem zadania (5.1) oraz liczba ograniczeń (m). 

Szczególnie istotną rolę odgrywają wartości prawych stron ograniczeń 

bj(n), j = 1, ... ,m, 

zwłaszcza zaś ich współzależności. Im większa jest wartość b1 (n), a więc zgo­
dnie z (5.3) wartości wszystkich bj(n), j = l, ... , m, tym większa powinna 
być wartość rozwiązania optymalnego. Duże wzajemne zróżnicowanie warto­
ści prawych stron ograniczeń powoduje szereg bardzo istotnych konsekwencji 
w odniesieniu do wzrostu wartości rozwiązań optymalnych (5.1): 

1. "Negatywny" wpływ ograniczeń o mniejszych wartościach jest znacznie 
większy niż "pozytywny" tych o dużych wartościach. 

2. Może się okazać, że część ograniczeń z dużymi, w stosunku do po­
zostałych, prawymi stronami ograniczeń jest w praktyce redundantna 
(nieaktywna, zbędna), to znaczy, że są one spełnione przez pozostałe 
ograniczenia, o mniejszych wartościach prawych stron ograniczeń i w 
związku z tym nie wywierają one żadnego wpływu na wartość rozwią­
zania optymalnego. 
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Wartości mnożników Lagrange'a A = [>1J, .. . , >-ml, realizujące wartość 
optymalną rozwiązania zadania dualnego do wielowymiarowego binarnego 
zadania załadunku (5 .1), patrz (5.11), bardzo dobrze ilustrują te rozważania. 
Mianowicie im większa jest wartość Aj, tym mniejsza jest wartość prawej 
strony odpowiedniego ograniczenia bj (n), j = 1, ... , m, i co jest z tym ściśle 
związane, tym większy ma ono "negatywny" wpływ na wartość rozwiązania 
optymalnego zadania. Przy tym Aj = O oz11acza, że odpowiadające mu ogra­
niczenie jest redundantne, to znaczy, że może być ono pominięte, a wartość 
rozwiązania optymalnego zadania nie ulegnie zmianie. 

Dla dalszych rozważań zagadnieniem o zasadniczym znaczeniu jest wy­
znaczenie takich wartości składowych wektora mnożników Lagrange'a A( n) = 
[>-.1(n), . .. , >.1 (n)], n - CXJ, aby asymptotycznie były spełnione (5.13 ) oraz 
(5.15). Wykorzystując (5.14) możemy wtedy uzyskać: dokładne oszacowanie 
wzrostu wartości optymalnych dla klasy losowych wielowymiarowych binar­
nych zadań. załadunku (5.1). 

N a takich założeniach oparte są dalsze rozważania przeprowadzone w tym 
rozdziale monografii. Rozważone zostaną 4 przypadki: 

1. Umiarkowanych wartości prawych stro11 ograniczefr bln). Wtedy 
Aj( n) 2 1, j = 1, .. . , m . 

2. Bardzo dużych wartości prawych stron ograniczeń b;(n). Wtedy mamy 
m rnl 

L Aj(n) ś 1, L bJ(n) 2: { 3mr+I u ( ) n (3m,-l )n } d · max - 3 - ·urn' n - 6 , 12 , g z1e 
j=l j=l 

1 Sm' ś m, bj(n) ~ bin). 

3. Zróżnicowanych (umiarkowanych i większych) wartości prawych stron 
ograniczeń bj(n). Wtedy zachodzi \ 1(n ) 2:: ... 2: >m,(n) 2::: 1 > 
> Am1+i(n) 2: ... 2 >-m(n). 

4. Dużych wartości prawych stron ograniczeh bj(n) . Wtedy >/n) < 1, 
j=l , . .. ,m. 

Przypadek pierwszy i drugi dotyczy wzmiankowanych powyżej sytuacji, 
kiedy znacznemu uproszczeniu podlegają wzory na dystrybuanty oraz warto­
ści oczekiwane zmiennych losowych aji(A) , c;(A). W pierwszym przypadku 
następuje wyzerowanie wszystkich składowych o postaci 

( 
k )m+l 

1 - L Aj (r, k, A) , 
J=l + 
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natomiast w drugim przypadku żadna z tych składowych nie zostaje wyze­
rowana, następuje ich pełne rozwinięcie i uproszczenie. Pozwala to na ope­
rowanie wprost wielkościami opisanymi poprzez (5.17), (5.18), (5.19), (5.20) 
oraz (5.21) czego efektem jest uzyskanie dokładniejszych oszacowań wartości 
rozwią,zania optymalnego losowego wielowymiarowego binarnego zadania za­
ładunku (5.1). Przypadki trzeci i czwarty związane są z sytuacją częściowego 

wyzerowania składowych ( 1 - LJ= 1 >.j(r, k, A)) :+1
, co w praktyce oznacza 

konieczność rozważania ogólnej postaci wzorów na dystrybuanty i warto­
ści oczekiwane zmiennych losowych aji(A), ci(A). Konsekwencją tego faktu 
jest konieczność operowania relaksacjami oryginalnego zadania (5.1), co po­
woduje u zyskanie w tych przypadkach nieco mniej dokładnych oszacowań 
wartości rozwiązania optymalnego losowego wielowymiarowego binarnego za­
dania załadunku (5.1). 

W Twierdzeniu 1 rozważony został przypadek pierwszy, Twierdzenie 2 
dotyczy przypadku drugiego, Twierdzenie 3 poświęcone jest przypadkowi 
trzeciemu, zaś Twierdzenie 4 zawiera uogólnienie uzyskanych wyników dla 
całej rozpatrywanej klasy zadań, jest w nim również rozpatrzony przypadek 
czwarty. 

Twierdzenie 1 Jeżeli ci, a1i, i = 1, ... , n, j = 1, . .. , m są realizacjami 
wzajemnie niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym w 
przedziale {0,1}; bi(n) są funkcjami deterministycznymi, 8 :S b1(n) :S b2(n) :S 

< b ( ) < mfn-b1(n)-b2(n)· ... ·bm 1(n) b ( ) < /2 b ( ) < b ( + 1) dl 
· · · _ m n _ V {rn+2)! , j n _ n , 1 n _ 1 n , a 

wszystkich n 2 no; gdziem 2 1, m = o(ln(n • b1(n) · ... · bm(n))), n_, oo; 
no 2 1, 15 > O - stałe, to wtedy: 

( ) ~ ( ) ,.,,+1 n · b1 (n) · b2 (n) · .. . · bm (n) 
zon n~ m+l · (m+ 2)! (5.23) 

Dowód. Jak już zasugerowano wcześniej, dowód będzie oparty na wykazaniu 
istnienia A (n) takiego, że 

ZoPT(n) ~ Zn(A(n)) (5.24) 

oraz 
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Niech, dla j = 1, ... , m: 

m+l n - bi(n)• b2(n)· ... ·bm(n) 1 
(m + 2)! · bi(n)' 

(bj(n)) 2/3 

(1/Jj(n))l/3 ' bj(n) = bj(n) - Ej(n); 

m+i n-b~(n)• b~(n)· ... ·b:n(n) 1 

(m + 2)! · bj(n)' 
m 

cx(n) = L,\j(n) • Ej(n). 
j=l 

Powyżej zdefiniowane wielkości są skonstruowane w taki sposób, że: 

Z powyższych zależności wynika, że 

Mamy 

n 

Sj (A( n)) = L aji (A( n)), gdzie aj 1 (J\(n)), aj2( A(n) ), ... , ajn(A(n)), 
i=l 

jest zgodnie z konstrukcją dla każdego j = 1, ... , m wektorem wzajemnie 
niezależnych zmiennych losowych. Z (4.14) i (5.20) otrzymujemy: 

n n 

Var(sj(A(n))) = I:var(aj;(A(n))) ~ LE(a;i(A(n)))::::; 
i=l i=l 

Z (5.14) wynika, że jeżeli są spełnione (5.13) oraz (5.15), to wtedy również 
zachodzi (5.24). Tak więc aby udowodnić (5.24), wystarczy wykazać, że 

zachodzi poniższa zależność: 



5.5. ANALIZA PRZYPADKU ŚREDNIEGO 129 

!~~ p { {D {s,(A(n)) :S b;(n)}} n {Bm(A(n)) "'S"m(A(n))}} ~ I. 
(5.28) 

Jeżeli spełnione jest 

m n {lsj(A(n))-E(sj(A(n)))I :S Ej(n)} 
j=l 

to wtedy zgodnie z konstrukcją, patrz (5.26) i (5.27), zachodzą nierówności 

m 

gdzie Snm(A(n)) = I:::;1 ,\(n)· s1 (A(n)), Bm(A(n)) = I: Aj(n) · bj(n) i 
j=l 

o:,(n)/ Brn(A(n)) = o(l). Dlatego, aby udowodnić (5.28), rozważymy: 

P {,Q {ls,(A(n)) - E(s;(A(n)))I :S <;(n))} -

~ I - P {Q { ls;(A(n)) - E(s;(A(n) ))I > <;(n))} > 

m 

2'. 1- LP{js1 (A(n)) - E(s1(A(n)))I 2: E1(n)} > 
j=l 

(z nierówności Czebyszewa dla zmiennych losowych, patrz Feller [38] lub 
Loeve [96] oraz ( 4.12)) 

> 1 _ f Var(s1 (A(n))) > 1 _ t 1 . 
- j=l EJ(n) - j=l {!>.j(n). bj(n) 

Zauważmy, że zgodnie z przyjętymi założeniami 

co dowodzi prawdziwości (5.28) a więc również (5.24). 
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Aby zakończyć dowód Twierdzenia 1 wystarczy wykazać prawdziwość (5.25). 
Mamy: 

n 

Zn(J\(n)) = I:c;(A(n)), gdzie c1(A(n)), ... ,cn(A(n)) 
i=l 

jest zgodnie z konstrukcją wektorem wzajemnie niezależnych zmiennych lo­
sowych. Z (4.14) otrzymujemy: 

n n 

Var(zn(A(n))) = :z:=var(ci(A(n))) s; LE(ci(J\(n))) = E(zn(A(n))). 
i=l i=l 

Z (5.12) otrzymujemy 

m 

E(zn(A(n) )) 2 L-\(n) · (bj (n) - E1(n)), 
j=l 

co oznacza, że 
E(zn(A(n) )) ~ ro. 

Niech 

_ 2/3 _ ry(n.) 1 
'Y(n)- (E(zn(J\(n)))) , (3(n) - E(zn(J\(n))) 

{IE(z,..(J\(n))) 

Tak więc 
,(n) ~ ro, /J(n) = o(l), o(l) ~ O. 

Z nierówności Czebyszewa dla ciągów zmiennych losowych, patrz Feller [38] 
lub Loeve [96] oraz ( 4.12), uzyskujemy: 

{ I Zn(A(n)) I } 
P E(zn(A(n))) - 1 2 /J(n) 

W tym przypadku mamy: 

P{lzn(A(n)) - E(zn(A(n.)))I 2 1(n)} :S 

< /J(n) = o(l). 

n-(m+l) 
E(zn(A(n))) = ~ 

(m + 2) ! · A1 (n)· >-2(n) · ... · Arn(n) 

( ) 
m+I n· b1 (n)· b2 (n)· ... · bm(n) 

:::;; m+l . (m+2)! 

co kończy dowód Twierdzenia 1. • 
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Wyniki Twierdzenia 1 mogą zostać poddane bardzo pouczającej interpre­
tacji graficznej. Poniżej zostały zaprezentowane wybrane przykłady losowych 
wielowymiarowych binarnych zadań załadunku spełniające założenia Twier­
dzenia 1. 

Przykład 2 Rozważmy dwie różne rodziny wartości prawych stron ograni­
czeń bj(n) = 1 oraz bj(n) = n/(m+2)!, j = 1,2, ... ,m, oraz dwie różne 
wartości liczby prawych stron ograniczeń m = 2 oraz m = 5. 

Na rysunku 5.2 przedstawiono zachowanie się wartości rozwiązań opty­
malnych Zopr(n). Dla m = 2 rozważono następujące prawe strony ogra­
niczeń bj(n) = n/(m + 2)! (linia wykropkowana) i bi(n) = 1 (linia ciągła 
niewytłuszczona). Dla m = 5 rozważono następujące prawe strony ogra­
niczeń bln) = n/(m + 2)! (linia przerywana-wykropkowana) i bi(n) = 1 
(linia przerywana). Linie ciągłe wytłuszczone określają dopuszczalny zakres 
zmienności wartości Zopr(n). 

Zo•r (n) 
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50 

o o 100 200 300 400 500 
n 

Rysunek 5.2: Wykres wartości zoPT(n) dla m = 2 im= 5 

Zauważmy, że wartości funkcji celu zopr( n) przy m = 5 są tak bardzo 
bliskie zeru, że praktycznie przestają być widoczne nawet dla niezbyt dużych 
wartości n. Aby zaobserwować zachowanie się wartości zopr(n) dla m = 5 
oraz prawych stron ograniczeń bj(n) = 1 (linia ciągła niewytłuszczona) i 
bj(n) = n/(m+2)! (linia wykropkowana), na rysunku 5.3 dokonano zmiany 
skali wykresu, n zmienia się od O do 100.000, natomiast zoPT(n) od O do 150. 

Na rysunkach 5.2 oraz 5.3 wyraźnie widać, że przypadek bj(n) = 1, 
j = 1,2, ... ,m, rozważany w pracach Frieze i Clarke [45], Mamer i Schil-
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Rysunek 5.3: Wykres wartości ZQPT(n) dla m = 5 na zmodyfikowanej skali 

ling [104] oraz Schilling [121] i [122] jest nawet dla małych wartości m bardzo 
szczególnym przykładem nie pozwalającym zbudować ogólniejszych modeli. 

Powyższe rozważania wykazują również do bitnie, jak wielki wpływ na 
asymptotyczny wzrost ZoPT( n) ma liczba ogranicze11 m , szczególnie jeżeli 
wartości bj (n) są niezbyt duże lub jeżeli ich wzrost jest w istotny sposób uza­
leżniony od m. Dla większych wartości m ten wpływ jest znacznie silniejszy. 

Twierdzenie 2 Jeżeli ci , aji, i = 1, . .. , n , j = l , ... , m są realizacjami 
wzajemnie niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym w 
przedziale (0,1}; bi(n) sqfunkcjami deterministycznymi, O :S b1(n) :S b2 (n) ::; 
. . . :S bm(n) :S n/2, bj(n) ::; bj(n + 1), Ej(n) = b~13(n), bi(n) = bin)- Ej(n), 
j = 1, ... , m, i= 1, ... ,n, n-, oo, m =o(~), m' = max1 :śk:śm~(k) , m' 2: 1 
oraz b1 (n) ~ oo, gdzie 

{ 
k ··z· ~b'() {3k+ l b'() n (3k-l)n} ~(k) = Jeze i j"Si_ j n ?: max - 3- · k n - 6 , - 1-2 -

O w przeciwnym przypadku, 
to wtedy 

zon(n) ~ l -(~+6·(~b-(n)+ 
3m' + 1 2 6 1 

j=l 

(5.29) 

6 m' m' 3m' - 2 m' ) ) +-·I: L bj(n)-bk(n)---•LbJ(n) 
n n 

j=l k=j+l j=l 
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Dowód. Analogicznie do dowodu Twierdzenia 1 wykażemy, że istnieje A( n) 
takie, że spełnione są poniższe zależności: 

ZoPT(n) ~ Zn(A(n)) (5.30) 

oraz 

Zn(A(n)) ~ E(zn(A(n))) ~ 1 · (!2'.+6· (~bj(n) + (5.31) 
3m' + 1 2 6 

j=l 

+ - · L L bj(n) · bk(n) - m - • L bJ(n) . 
6 m' m' 3 I 2 m' ) ) 

n n 
j=l k=j+l j=l 

Niech A(n), a(n), oraz 1/J(n) będą dane przez następujące wzory: 

12 1 3m' + 1 I 3 I . I 
( 

m' ) 
, - - -- · bj(n) + - L bk(n) , J = 1, ... m, 

3m + 1 2 n n 
k=l 

>.j(n) = O, j = m' + 1, ... , m, oraz 

"'m 1 
a(n) = L-j=l Aj• Ej(n), 7/J(n) = ijE(z(A(n))) . 

Z uwagi na definicję bi (n), Ej(n), bj(n), m' oraz A(n) poniższe wzory są 
prawdziwe: 

Aj(n) 

E(Snm(A(n))) 

E(sj(A(n))) 

E(z(A(n))) 

Mamy 

> O, j = l, ... , m, L~=l Aj(n) S 1; 

Bm(A(n)) - a(n), Bm(A(n)) = Bm,(A(n)); 

1 ( ) ( ) Ej(n) 1 < bin) = bj n - Ej n , -b ( ) = 3 ~ = o(l); 
j n ybj(n) 

a(n) 
~ oo, bi(n) ~ bj(n), Bm,(A(n)) = o(l), 'I/J(n) = o(l). 

n n 

sj(A(n)) = Laji(A(n)), Zn(A(n)) = Le;(A(n)). 
i=l i=l 

Zgodnie z konstrukcją aj1 (A(n)), .. ,,ajn(A(n)) dla każdego j = l, ... ,m, 
oraz c1(A( n)), ... , cn(A(n)) są wektorami wzajemnie niezależnych zmiennych 
losowych. Z (4.14) otrzymujemy: 
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n n 

Var (sj(A(n))) = L Var(aji(A(n))) ś 1:E(a~JA(n))) ś b;(n) < bj(n); 
i=l i=l 

n n 

Var (z(A(n))) = L Var(c;(A(n))) :SL E(c.;(A(n))) = E (z(A(n))). 
i=l i=l 

Z (5.14) wynika, że jeżeli są, spełnione (5.13) oraz (5.15) to wtedy również 
zachodzi (5.30). Tak więc, aby udowodnić (5.30) wystarczy wykazać, że 
zachodzi (5.2'8). Jeżeli zachodzi 

m n {isj(A(n)) - E(sj(A(n)))I ::; Ej(n)} 
j=l 

to wtedy zgodnie z konstrukcją spełnione są, również 

m 

gdzie Snm(A(n)) = Lm=l Aj(n) · sj(J\(n)), Bm(A(n)) = L Aj(n) · bj(n) i 
J j=l 

n(n)/ Bm(A(n)) = o(l). 

Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 1, aby udowodnić (5.28), roz­
ważymy 

P{D {ls;(A(n))-E(s,(A(n)))l '5 ,,(n)}} 

- I - P {Q {ls;(A(n)) - E(s,(A(n)))I >,,(n))} > 

m 

2: 1 - LP{lsj(J\(n))-E(sj(A(n)))l 2'. tin)} > 
j=l 

(z nierówności Czebyszewa dla zmiennych losowych, patrz Feller [38] lub 
Loeve [96], oraz ( 4.12)) 

~ Var(sj(A(n))) ..;::-.._ 1 
> 1 - L..,, ---- > 1 - L..,, ---==. 
- j=l EJ(n) - j=l {/bJn) 
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Z założeń Twierdzenia wynika że, 

m 1 L 3 = o(l). 
j=l y'bJn) 

135 

Więc (5.28) i, co z tego wynika, również (5.30) są spełnione. Aby zakończyć 
dowód Twierdzenia, należy udowodnić (5.31). 

P { lz(A(n)) - E (z(A(n)))I 2 (E (z(A(n)))) 213 } 

= P {IE ~~11~~~)) -li 2 1P(n)} < y0(n) = o(l). 

W tym przypadku mamy 

E(zn(A(n))) 
m' m' m' 

n n~ 2 n~~ 
2 - 6 · L.., \(n) - 4 · L.., L.., Aj(n) · Ak(n) 

j=l j=l k=j+l 

~ l · ('.'.: + 6 · (~ b + 
3m' + 1 2 L.., 1 

j=l 

+ 
6 m' m' 3m' - 2 m' ) ) 

:;;, · ~ k~l bj · bk - n · ~ b~ 

co kończy dowód Twierdzenia 2. • 
Również w przypadku Twierdzenia 2 jego wyniki mogą zostać poddane 

interesującej interpretacji graficznej. 

Przykład 3 Rozważmy dwie różne rodziny wartości prawych stron ograni­
czeń bJ(n) = n/4 oraz bj(n) = n/2, j = 1, 2, ... , m oraz dwie różne wartości 
liczby prawych stron ograniczeń m = 2 oraz m = 1000. 

Zauważmy, że bj (n)= n/2, j = l , 2, ... , m, jest wartością graniczną bj(n) 
oraz, że w tym przypadku zawsze zopr( n) = n/2, niezależnie od wartości m, 
co jest wartością graniczną rozwiązania optymalnego, zgodnie z (5.22). 

Na rysunku 5.4 przedstawiono zachowanie się wartości rozwiązań opty­
malnych zoPT( n) odpowiednio dla m = 2 i m = 1000. Dla każdej z wartości 
m oraz bj(n) = n/2, j = 1, 2, . . . , m, mamy zopr(n) = n/2, co zaznaczono li­
nią ciągłą wytłuszczoną, natomiast dla bj(n) = n/4 im= 2 wartość zopr(n) 
zaznaczono linią wykropkowaną, zaś dla bj(n) = n/4 i m = 1000 wartość 
zoPT( n) zaznaczono linią ciągłą niewytłuszczoną. 
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Rysunek 5.4: Wykres wartości ZoPT(n) dla różnych wartości m oraz bj(n) 

Wyraźnie widać zupełnie odmienną intrepretację Przykładu 3 dla Twier­
dzenia 2 niż w przypadku Przykładu 2 dla Twierdzenia 1. Jest oczywiste, że 
wartość zopr(n) jest w przypadku Przykładu 3 w bardzo niewielkim stopniu 
zależna od liczby ograniczeń m, zmiana m z wartości bardzo malej np. 2 
na wartość dużą np. 1000 w znikomym stopniu wpływa na asymptotyczne 
zachowanie się wartości zopr(n). 

Inną ciekawą obserwacją jest fakt , że dwukrotna różnica wartości prawych 
stron ograniczeń nie znajduje proporcjonalnego odzwierciedlenia w zmianie 
wartości rozwiązania optymalnego zopy(n). Wytłumaczeniem tych cieka­
wych zjawisk jest fakt, że Twierdzenie 2 opisuje przypadek dużych wartości 
prawych stron bi (n), j = 1, 2, ... , m, które mają zdecydowanie niewielki 
asymptotyczny wpływ na wartość rozwiązania optymalnego zopr(n). Roz­
ważania dotyczące interpretacji wyników Twierdzeń 1 oraz 2 pozwalają sfor­
mułować nastepujący intuicyjny wniosek. 

Wniosek 1 Jeżeli wartość b1(n) jest "bliska" n/2, to wtedy wpływ warto­
ści parametru m na asymptotyczny wzrost wartości rozwiązania optymalnego 
Zopr(n) jest "niewielki" . 

Jeżeli natomiast b1(n) rośnie "istotnie wolniej" niż n/2, na przykład w "zau­
ważalny" sposób ubywając ze wzrostem m, to wtedy wpływ zwiększenia wartoś­
ci parametru m na asymptotyczny wzrost wartości rozwiązania optymalnego 
Zopr(n) jest "znaczny" i "negatywny". 

Twiedzenia 1 oraz 2 opisują przypadki umiarkowanych oraz bardzo du­
żych wartości prawych stron ograniczeń wielowymiarowego binarnego zada-
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nia załadunku 5.1. Wyniki te w zbliżonej postaci zostały opublikowane w pra­
cach Szkatuła [136] oraz [138]. Uzyskane wyniki opisują zbieżność rozwiąza11 
optymalnych losowej klasy zadań w sensie asymptotycznej równości :::::: do 
deterministycznych funkcji rozmiaru zadania n , liczby ograniczeń m, oraz 
bj (n), j = 1, . . . , m, wartości prawych stron ograniczeń wielowymiarowego 
binarnego zadania załadunku (5.1). 

Poniżej zostaną przedstawione dwa twierdzenia opisujące pozostałe przy­
padki wartości prawych stron ograniczeń, przy czym Twierdzenie 4 jest rów­
nież syntetycznym podsumowaniem wszystkich uzyskanych wyników. Przed­
stawiono opis wzrostu wartości rozwiązań optymalnych losowej klasy zadań w 
sensie asymptotycznych relacji ::::ś, t oraz~ jako deterministycznych funkcji 
rozmiaru zadania n, liczby ograniczeń m , oraz bj(n) , j = 1, ... ,m, wartości 

prawych stron ograniczeń wielowymiarowego zadania załadunku (5.1). 
Należy nadmienić, iż asymptotyczna relacja ~ oznacza asyptotyczną rów­

ność z dokładnością do stałego mnożnika, a więc jest nieco słabszym osza­
cowaniem niż asymptotyczna relacja ::::::. Tym niemniej uzyskanie wyników 
tego typu też stanowi wartościowe oszacowanie wzrostu wartości rozwiązań 
optymalnych w przypadku asymptotycznym. 

Twierdzenie 3 Jeżeli ci, aii, i = 1, . .. , n, j = 1, . . . , m są realizacjami 
wzajemnie niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym w 
przedziale (0,1}; bi(n) są funkcjami deterministycznymi, ó ~ b1(n) ~ b2(n) ~ 

< b ( ) < "'' +1 n·bi(n)·b2(n)• ... ·bm1(n) b ( ) < < b ( ) < 1 
... - m' n - (m+2)! < m'+l n - ... - m n - 2 . n, 
bi(n) ~ bAn + 1), dla wszystkich n 2: no; gdziem 2: 1, m = o(ln(n · b1 (n) · 
... · bm(n))), 1 ~ m' < m, n-, oo; no 2: 1, t5 > O - stale, to wtedy: 

(m+ 1) 
n • b1(n) · b2(n) · . . . · bm,(n) ( ) ----------- -< ZQPT n -< 

(m+2)! - -

(m' + l). m' +i n· b1(n) · b2(n) · ... · bm,(n) 
(m' + 2)! 

(5.32) 

Dowód. Rozważmy następujące relaksacje wielowymiarowego binarnego za­
dania załadunku (5.1): 

n 

z~pr(n) = max Ze;· Xi 

i=l 
n 

przy ograniczeniach L aii · X; ~ bj ( n) 
i=l 

j = 1, ... , m', 1 ~ m' < m , x; = O lub 1, i= 1, ... n , 

(5.33) 
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n 

z~pr( n) = max L ci · xi 
i=l 

n 

przy ograniczeniach L aji · Xi ~ b'J ( n) 
i=l 

b'J(n) = bj(n), j = l, ... , m', 
b"( ) _ m'+1 n·b1(n)·b2(n)· ... ·bw,(n) · _ t + 1 

j n - (m+2)! , J - m , ... , m, 
gdzie Xi= O lub 1, i= l, ... n. 

(5.34) 

Zauważmy, że każdy wektor x = [x1, x2, . .. ,xn] będący rozwiązaniem 
dopuszczalnym zadania (5.1) jest również rozwiązaniem dopuszczalnym za­
dania (5.33). Z uwagi na pominięcie w zadaniu (5.33) części ograniczeń wy­
stępujących w zadaniu (5.1), może istnieć wektor x' = [x~, x;, ... , x~] będący 
rozwiązaniem dopuszczalnym zadania (5.33), natomiast nie będący rozwiąza­
niem dopuszczalnym zadania (5.1). Co więcej , może się zdarzyć, że 

n 

L Ci· x: > Zopr(n). 
i=l 

Dalej zauważmy, że prawdziwe są nierówności: 

b'J(n) ~ bi(n), dla wszystkich j = 1, ... ,m. 

Każdy wektor x" = [x1, x~, . .. , x~] będący rozwiązaniem dopuszczalnym 
zadania (5.34) jest również rozwiązaniem dopuszczalnym zadania (5.1). Na­
tomiast może istnieć wektor x = [x1 , x 2, ... , Xn] będący rozwiązaniem dopu­
szczalnym zadania (5.1), ale nie będący rozwiązaniem dopuszczalnym zada­
nia (5.34). Co więcej, jest możliwe, że 

n 

L ci· Xi> z;pr(n). 
i=l 

Tak więc wykorzystując relaksacje (5.33) i (5.34) uzyskujemy następujące 
oszacowanie rozwiązania optymalnego wielowymiarowego binarnego zadania 
załadunku (5.1): 

(5.35) 
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Zauważmy, że dla każdego z wielowymiarowych binarnych zadań zała­
dunku (5.33) oraz (5.34) można zastosować Twierdzenie 1 uzyskując następu­
jące oszacowania ich wartości optymalnych: 

, ( ) ~ ( , l) m'+i n· b1(n) · b2(n) · ... · bm,(n) 
zoPT n ~ m + . 

(m' + 2)! 

11 ( ) ~ ( l) m'+i n• b1(n) · b2(n) · ... · bm{n) 
zoPT n ~ m+ . (m+2)! 

(5.36) 

( 5.37) 

Prawdziwość (5.32) wynika z (5.35), (5.36) oraz (5.37), co kończy dowód 
Twierdzenia 3. • 

Wyniki przedstawione w Twierdzeniu 3 dotyczą przypadku zróżnicowa­
nych ( umiarkowanych i większych) wartości prawych stron ograniczeń bj ( n) 
wielowymiarowego binarnego zadania załadunku (5.1). Interpretacja gra­
ficzna tych wyników jest zbliżona do przypadku Twierdzenia 1, patrz Przy­
kład 2, z zamianą m nam'. Istotny sens Twierdzenia 3 jest taki, że w praktyce 
ograniczenia m' + 1, .. . ,m są nadmiarowe i mogą nie być brane pod uwagę. 
Wyniki te zostały zawarte w pracy Szkatuła [139] w nieco zmodyfikowanej 
postaci. 

Twierdzenie 4 Niech c;, aji, i = 1, ... , n, j = l, ... , m będą realizacjami 
wzajemnie niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym w 
przedziale (0,1/; bj(n) funkcjami deterministycznymi, b ś b1(n) ś b2(n) ś 
... ś bm(n) ś n/2, bj(n) ś bj(n + 1), dla wszystkich n 2 no; gdziem 2 1, 
m = o(ln(n · b1 (n)· ... · brn(n)) ), n ---+ oo; no 2 1, b > O - stałe. 
Jeżelib1 (n)śn/(m+2)!, towtedyistniejem', l :Sm':Sm takie, że: 

( ) ~ ( , ) m.' + i n· bi(n) · b2(n) · ... · bm1 (n) 
zoPT n ~ m +l · (m'+ 2)! . (5.38) 

Jeżeli b1(n) > n/(m+2)!, to wtedy: 

m+l 1 
zopr(n) ~ 71 • n, gdzie - 71 stała, (m + 2)! ś 7/ ś 2. (5.39) 

Dowód. Jeżeli b1(n) ś n/(m + 2)!, to ze względu na montoniczność bj(n) 
istnieje m', 1 ś m' ś m, takie, że 

n· b1(n) · b2(n) · . .. · bm1 (n) ----------< 
(m + 2)! 

1 
< bm1+1(n) Ś ... Ś bm(n) Ś 2 · n . 
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Powyższe oznacza, że jeżeli m' < m, to spełnione są założenia Twierdzenia 3, 
natomiast jeżeli m' = m, to spełnione są założenia Twierdzenia 1, co dowodzi 
prawdziwości (5.38). 

W przypadku gdy 
n 

b1(n) > (m + 2)! 

mamy 
n ( 1 + 2)! < b1(n) ś b2(n) S . .. :S bm n) S 2 · n. 

Rozważmy następujące relaksacje wielowymiarowego binarnego zadania 
załadunku (5. 1): 

n 

ZoPT(n) = max L C;. Xi 
i=l 

n 
przy ograniczeniach E aii · X; :S b1 (n) 

i=l 

bi(n) = n/(m+2)!, j = 1, ... ,m, 
gdzie Xi= O lub 1, i= l , ... n , 

n 

ZoPT(n) = max L Ci. Xi 
i=l 

n 

przy ograniczeniach L aji · x; ś b'J (n) 
i=l 

b'J(n) =n/2, j = 1, ... ,m, 
gdzie X; = O lub 1, i = 1, ... n. 

(5.40) 

(5.41) 

Zauważmy, że każdy wektor x' = [x~, x~, . .. , x~] będący rozwiązaniem 
dopuszczalnym zadania (5.40) jest również rozwiązaniem dopuszczalnym za­
dania (5.1). Z uwagi na spełnienie nierówności bi(n) S bj(n), j = 1, ... , m, 
może istnieć wektor x = [x1 , x2 , • .. , xn] będący rozwiązaniem dopuszczalnym 
zadania ( 5. 1), natomiast nie będący rozwiązaniem dopuszczalnym zadania 
(5.40). Co więcej, może się zdażyć, że 

n 

I>i ·Xi> z~PT(n). 
i=l 

Dalej zauważmy, żezewzględunaprawdziwośćnierówności b'j(n) 2'. bj(n),j = 
1, ... , m każdy wektor x = [x1 , x2, ... , Xn] będący rozwiązaniem dopuszczal­
nym zadania (5. 1) jest również rozwiązaniem dopuszczalnym zadania (5.41). 
Natomiast może istnieć wektor x" = [x1 , x~, . .. , x~] będący rozwiązaniem 
dopuszczalnym zadania (5.41), ale nie będący rozwiązaniem dopuszczalnym 
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zadania (5.1). Co więcej, jest możliwe, że 

n 

Lei· x~ > zoPT(n). 
i=l 

Tak więc wykorzystując relaksacje (5.40) i (5.41) uzyskujemy następujące 
oszacowanie rozwiązania optymalnego wielowymiarowego binarnego zadania 
załadunku (5.1): 

(5.42) 

Dla zadania (5.40) możemy zastosować Twierdzenie 1 i uzyskać następu­
jące oszacowanie: 

, (m+l)·n 
zopr(n) ~ ( )' . m+2. 

(5.43) 

Natomiast dla zadania (5.41) zastosowanie Twierdzenia 2 daje poniższe 
oszacowanie: 

,, ( ) 1 Zopr n ::::; 2 . n. (5.44) 

Aby zakończyć dowód Twierdzenia, wystarczy zauważyć, że (5.42), (5.43) 
oraz (5.44) dowodzą prawdziwości (5.39). • 

Uzyskane w Twierdzeniach 1 - 4 wyniki mają istotną wartość poznawczą 
oraz mogą być wykorzystywane do efektywnego analizowania i rozwiązywania 
wielowymiarowych liniowych binarnych zadań załadunku ( 5 .1). 

Uwaga 1 Założenia Twierdzeń 1 - 4 dopuszczają sytuację 

m --+ oo wraz z n ---. oo, 

przy czym dopuszczalny asymptotyczny wzrost m jest znacznie wolniejszy niż 
n. W znanych z literatury i zacytowanych wcześniej pracach powszechnie 
przyjmuje się, że m jest stalą. Szczególnie w przypadku wystąpienia funk­
cyjnej zależności pomiędzy m oraz bi( n), j = l, ... , m oraz przy spełnieniu 
warunków typu 

n· bi(n) · b2(n) · . .. · bm,('n) , 
---'--"----.;.....;.----~, gdzie l ~ m ::; m, 

(m+2)! 

rozważenie m --* oo może prowadzić do niezbyt jasnych sytuacji. Tak więc 
założenie, że m --* oo, należy traktować jako cenne rozszerzenie ogólności 
rozważań, ale przy zachowaniu dużej ostrożności. 
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Wniosek 2 Dla rozważanego modelu losowego wielowymiarowego zadania 
załadunku (patrz podrozdział 5.4) prawdziwa jest następująca ocena warto­
ści rozwiązania optymalnego 

(5.45) 

Spełnienie (5.45) wynika wprost z wyników Twierdzeń 1 - 4, poprzez 
rozważenie dwóch zadań pomocniczych b5(n) = ó oraz b'j(n) = n/2, dla 
j = 1, .. . ,m. 

Uwaga 2 Dla wielowymiarowego zadania załadunku z kryterium minimal·i­
zacyjnym (5. 6), gdzie 

dj(n) = ~ - bj(n), j = 1, ... ,m, 

mamy 
n 

ZMIN (n);:.:::: 2 - Zopr(n). 

Dowód Uwagi 2 wynika wprost z (5.7), (5.8) , gdzie zgodnie z (5.16) oraz 
(5.22) mamy dla n -+ oo: 

n n 

I:aji;:.::::~, j=l, ... ,m, oraz Le;;:::::~. 
i=l i=l 

Uzyskane w Twierdzeniach 1 - 4 wyniki mogą więc być z łatwością za­
stosowane do przypadku wielowymiarowego zadania załadunku z kryterium 
minimalizacyjnym (5.6). 

Dość powszechnym zjawiskiem podczas przeprowadzania analizy przy­
padku średniego zadań optymalizacji dyskretnej jest uzyskanie wyników do­
wodzących, że dla rozważanych klas losowych zadań wartość rozwiązania 
optymalnego dąży do swojej wartości oczekiwanej, będącej funkcją determi­
nistyczną rozmiaru zadania i ewentualnie innych jego parametrów. Funkcja 
ta jest często jednoznacznie zdefiniowana dla całej klasy zadań, patrz Steele 
[128]. Oznacza to, że następuje swoiste "uśrednienie" wartości rozwiązania 
optymalnego dla całych klas zadań. Dokładnie taka sama sytuacja występuje 
w przypadku klasy losowych wielowymiarowych zadań załadunku (5.1) roz­
ważanych w tym rozdziale, patrz Twierdzenia 1, 2, 3 i 4 oraz w przypadku 
jednowymiarowego zadania załadunku (5.47) rozważanego w podrozdziale 
5.6, patrz Lemat 1, Wnioski 3 i 4 oraz Twierdzenie 5. Natomiast próba za­
stąpienia klasy zadań losowych jednym "uśrednionym" zadaniem (z wykorzy­
staniem wartości oczekiwanych zamiast odpowiednich zmiennych losowych) 
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na ogól nie przynosi dobrych efektów, patrz Steele [128]. Poniżej zjawisko 
to zostanie omówione na przykładzie wielowymiarowego zadania załadunku 
(5.1). 

W rozważanym modelu losowym wartości oczekiwane współczynników 
funkcji celu i lewych stron ograniczeń zadania mają następującą postać: 

1 
E(ci) = E(aj;) = 2, i= 1, ... ,n, j = 1, ... ,m. 

Tak więc "uśrednione" wielowymiarowe zadanie załadunku (5.1) przyj­
muje postać: 

n 

zoPT(n) = max I: x;/2 
i=l 

n 

przy ograniczeniach I: X; :S 2 · bj(n) 
i=l 

gdzie j = 1, ... ,m, x; = O lub 1, i= 1, ... n. 

( 5.46) 

Uwzględniając (5.3) łatwo jest zauważyć, że (5.46) jest tożsame z jednowy­
miarowym zadaniem załadunku o postaci 

n 

Zopr(n) = max I: x;/2 
i=l 
n 

przy ograniczeni u I: X; :S 2 · b1 ( n) 
i=l 

gdzie Xi= O lub 1, i = 1, ... n. 

Wartość jego rozwiązania optymalnego wynosi: 

zopr(n) = lb1(n)J. 

Łatwo jest zauważyć, że wynik ten w bardzo rażący sposób odbiega od 
oszacowań danych przez (5.23), (5.29), (5.32) oraz (5.38). Na wartość zoPT(n) 
wpływ ma tylko wartość prawej strony pierwszego ograniczenia b1(n). Uzy­
skana wartość oszacowania rozwiązania optymalnego w ogólnym przypadku 
jest istotnie różna od oszacowań uzyskanych w podrozdziale 5.5. Relacja 

zoPT(n) ~ zoPT(n) 

zachodzi wtedy i tylko wtedy, kiedy 

1 
b1 (n) ~ b2(n),:::; .... ~ bm(n) ~ 2 · n 

a więc w przypadku zadań o maksymalnej wartości rozwiazania optymalnego, 
porównaj (5.3), (5.5), (5.16) oraz (5.22) . 

W pozostałej części tego podrozdziału zostanie przeprowadzona analiza 
i interpretacja uzyskanych wyników w odniesieniu do możliwości ich zasto­
sowania w praktyce obliczeniowej. W podrozdziale 5.6 rozważone zostanie 
jednowymiarowe zadanie załadunku jako samodzielne zadanie badawcze. 
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Aspekty algorytmiczne 

Należy zauważyć, że (5.10) daje nam pewne heurystyczne rozwiązanie wie­
lowymiarowego zadania załadunku (5.1). Jest ono dopuszczalne, jeżeli jest 
spełnione (5.13). Oszacowanie współzależności rozwiązania optymalnego i 
przybliżonego dane jest przez (5.14). Jeżeli zachodzą równocześnie (5.13) 
oraz (5.15), to wtedy możemy mówić o suboptymalności rozwiązania danego 
przez (5.10). Powyżej w niniejszym rozdziale skonstruowana została rodzina 
wektorów A(n) = [.\ 1(n), ... , >-m(n)], która spełnia (5.13) oraz (5.15) dla ca­
łej rozważanej klasy losowych wielowymiarowych zadań załadunku (5.1), co 
jest zagwarantowane przez (5.28). 

Przy okazji dowodów Twierdzeń 1 i 2 została również udowodniona asymp­
totyczna suboptymalnść heurystycznego rozwiązania wielowymiarowego za­
dania załadunku (5.1) danego przez (5.10) w średnim przypadku: Natomiast 
w przypadku Twierdzeń 3 i 4 możemy mówić, że rozwiązanie dane przez 
(5.10) jest w średnim przypadku rozwiązaniem przybliżonym wielowymiaro­
wego zadania załadunku z gwarantowaną dokładnością, zgodnie z (2 .3). 

Pomijając nakład obliczeń niezbędny dla przeformułowania zadania oraz 
wyznaczenia wektora A(n) = [>.. 1(n), ... , >-m(n)], złożoność obliczeniowa me­
tody jest liniowa, a więc wynosi O(n). Rozwiązania dane przez (5.10) oraz 
zdeterminowane przez postać wektorów A(n) = [>.. 1( n) , ... , Am(n)] są efek­
tywne tylko dla rozważanej klasy losowych wielowymiarowych zada11 zała­
dunku (5.1). 

Wyniki przedstawione w tym rozdziale mają więc znaczenie zarówno dla 
teorii wielowymiarowego zadania załadunku (5.1) jak również dla metod jego 
rozwiązywania. 

Należy zwrócić szczególną uwagę na fakt, że bardzo często algorytmy 
przybliżone dla rozwiązywania binarnego wielowymiarowego zadania zała­
dunku (5.1) są testowane na zadaniach losowych, które są praktycznie toż­
same z rozważanym losowym modelem zadania. 

W wielu algorytmach przybliżonych dla wielowymiarowego zadania za­
ładunku (5.1) przytoczonych w podrozdziale 5.3 ma miejsce agregacja m 
ogranicze11 zadania (5.1) [aj1 , aj2, . .. , ajn], j = 1, ... , m do postaci wektora 
[a1, a2 , ... , anl, przy czym a; są funkcją, odpowiedniej kolumny macierzy ogra­
nicze11, to znaczy a; = f;(a 1;,a2i, .. -,am;) , gdzie f;(·) - pewna funkcja. W 
większości przypadków a; przyjmuje następującą postać: ai = L:;'=1 ój · aji· 

W zależności od konkretnego rozważanego algorytmu wektor [81, Ó2, .. . , Óm] 
może być na przykład: 

• wektorem mnożników Lagrange' a, patrz Everett [37], Magazine i O guz 
[103] oraz Volgenant i Zoon [145]; 
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• wektorem mnożników dualnych, patrz Averkbah [5] oraz Senju i Toyoda 
[123]; 

• wektorem mnożników ograniczenia zastępczego, patrz Pirkul [113]; 

• wektorem mnożników zachłannych, patrz Loulou i Michaelides [101] 
oraz Rinnooy Kan i inni [117], lub wektorem innych mnożników. 

W świetle podejścia prezentowanego w podrozdziałach 5.2 oraz 5.5 wektor 
mnożników A(n) = [>.i(n), .. . ,>..m(n)] ma w licznych przypadkach interpreta­
cję praktycznie tożsamą z wektorem [ó1 , 82, ... ,8m]-

Umiejętne wykorzystanie wyników podrozdziałów 5.2 oraz 5.5 może być 
bardzo pomocne w przypadku podejścia przypadku średniego, dla poprawie­
nia jakości stosowanych oszacowań rozwiązania optymalnego oraz, co z tego 
wynika, wartości różnych mnożników używanych przez algorytmy przybli­
żone. Przeprowadzenie tego typu operacji może w znacznym stopniu przy­
czynić się do poprawy pracy algorytmów przybliżonych w sensie wyników 
analizy przypadku średniego. 

Unikalną właściwością uzyskanych w podrozdziale 5.5 wyników jest asymp­
totyczna aproksymacja wartości rozwiązania optymalnego dla rozważanej 
klasy losowych wielowymiarowych zadań załadunku (5.1) uzyskana w Twier­
dzeniach 1 - 4. 

Zakładając, że rozważany losowy model wielowymiarowego zadania za­
ładunku (5.1) dobrze opisuje realną sytuację, można zastosować uzyskane 
wyniki do określenia celowości dalszego rozważania wielowymiarowego zada­
nia załadunku (5.1) i uzyskiwania rozwiązań przybliżonych. 

Na przykład, rozważając zadanie alokacji kapitału, patrz strona 109, po­
tencjalny inwestor znając istniejące ograniczenia na zasoby może od razu, 
w przybliżony sposób, wyrobić sobie opinię, czy przy istniejących uwarun­
kowaniach warto inwestować, czy nie. Oczywiście, w przypadku pozytywnej 
odpowiedzi należy rozwiązywać odpowiednie wielowymiarowe zadania zała­
dunku (5.1), aby zdefiniować konkretną strategię inwestowania. 

5.6 Jednowymiarowe zadanie załadunku 

Jak już wspomniano, liniowe binarne zadanie załadunku z jednym ogranicze­
niem jest klasycznym zadaniem programowania całkowitoliczbowego i szerzej 
- optymalizacji dyskretnej. Poświęcono mu wiele prac, które na ogół dotyczą 
aspektów algorytmicznych. Dobry przegląd literatury przedmiotu znajduje 
się w monografii Martello i Toth, patrz [105]. W tym rozdziale termin jedno­
wymiarowe zadanie załadunku, lub krócej zadanie załadunku, będzie używany 



146 ROZDZIAŁ 5. WIELOWYMIAROWE ZADANIE ZAŁADUNKU 

w odniesieniu do liniowego binarnego zadania załadunku z jednym ogranicze­
niem, to znaczy (5.1) przym= l. 

Angielska nazwa zadania załadunku knapsack problem wzięła się z inter­
pretacji zadania załadunku (5.1) przym= 1, jako zagadnienia, które ma do 
rozwiązania podróżnik przy pakowaniu swojego plecaka. Należy dobrać taki 
zestaw przedmiotów, każdy o wadze lub objętości ai i użyteczności lub war­
tości ci, których waga lub objętość sumaryczna nie przekracza pojemności 
plecaka b(n), zaś łączna użyteczność lub wartość zapakowanych przedmiotów 
jest maksymalna. Zadanie to może być wykorzystywane do modelowania licz­
nych zagadnień praktycznych, takich jak na przykład zagadnienie optymal­
nej alokacji kapitału lub portfela inwestycji, omówione na stronie 109, ale z 
uwzględnieniem tylko jednego rodzaju zasobów, na przykład kosztu realizacji 
projektu. Innym przykładem jest optymalizacja załadunku palet z towarami 
do samochodów, wagonów, konterów itp. 

Zauważmy, że na przykład w odniesieniu do zagadnienia alokacji kapitału 
model uzyskany poprzez zastosowanie zadania załadunku z jednym ogranicze­
niem będzie znacznie uboższy i przez to mniej realistyczny w odniesieniu do 
rzeczywistości, niż mógłby być uzyskany z zastosowaniem wielowymiarowego 
zadania załadunku. W tym konkretnym przypadku zamiast m ograniczeń na 
różnorodne zasoby, takie jak: koszt realizacji projektu, dostępność surowców, 
energia, siła robocza i inne, możemy użyć tylko jednego, dla ustalenia uwagi 
np. kosztu realizacji projektów. 

Natomiast niewątpliwą zaletą zadania załadunku z jednym ograniczeniem 
jest prostota jego sformułowania i względna łatwość rozwiązywania w prak­
tyce, patrz Goldberg i Marchetti-Spaccamela [60]. Zauważmy, że zgodnie z 
ogólną postacią zadania (5.1) jednowymiarowe zadanie załadunku może być 
przedstawione w poniższej postaci: 

n 

zopr(n) = max L ci · x; 
i=l 

n 

przy ograniczeniu L ai · Xi ::; b( n) 
i=l 

gdzie Xi = O lub 1, i = 1, ... , n. 

(5.47) 

Jednowymiarowe zadanie załadunku należy do NP-trudnych zada11 opty­
malizacji dyskretnej, patrz Carey i Johnson [48], ale nie jest zadaniem silnie 
NP-trudnym. Istnieje wiele efektywnych algorytmów przybliżonych do jego 
rozwiązywania, patrz na przykład Balas i Zemel [8], Goldberg i Marchetti­
Spaccamela [60], Martello i Toth [105] oraz Hausmann i inni [65]. 

Do analizy jednowymiarowego zadania załadunku ( 5.47) będzie stosowany 
losowy model zadania analogiczny do modelu używanego dla wielowymiaro­
wego zadania załadunku, patrz podrozdział 5.4. Biorąc pod uwagę fakt, że 
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m = 1, możemy wyeliminować z zapisu charakterystyk indeks j, j = 1, ... , m. 
W związku z tym bj (n), aji zapiszemy odpowiednio jako b( n), ai, i = 1, ... , n. 

Dla wartości rozwiązania optymalnego jednowymiarowego zadania zała­
dunku (5.47) w rozważanym modelu losowym zadania prawdziwa jest ocena 
(5.22) dla zadania wielowymiarowego (5.1). W związku z tym zakres zmien­
ności wartości zoPT(n) przedstawiony został na rysunku 5.1. 

Różnorodne aspekty związane z analizą przypadku średniego jednowymia­
rowego zadania załadunku oraz metod jego rozwiązywania zostały omówione 
w pracach d'Atri [3], Ausiello i inni [4], Lee i Oh [94], Lueker [102], Szkatuła 
i Libura [141] i [142] oraz innych. 

W żadnej z powyżej zacytowanej pozycji literatury nie uzyskano dla roz­
ważanego modelu losowego zadania wyniku, który opisywałby asymptotyczny 
wzrost zopr(n) dla pełnego zakresu zmienności prawej strony ograniczenia, 
8 :S b(n) :S n/2, gdzie 8 - stała. 

Zauważmy, że w przypadku jednowymiarowego zadania załadunku zało­
żenie Twierdzenia 1: 

przyjmuje postać 
n 

8 :S b(n) :S: 6. 
Natomiast założenie Twierdzenia 2: 

~ , ( ) { 3k + 1 b' ( ) n (3k - l)n} ~ bj n ~ max --3- · k n - 6, 12 
j=l 

przyjmuje postać 

~ < b'(n) < ~-5 - -2 
Oznacza to, że w przypadku jednowymiarowego zadania załadunku (5.47) 
Twierdzenia 1 i 2 pozwalają rozpatrzyć pełen zakres zmienności prawych 
stron 8 :S: b(n) :S ~, gdzie 8 - stała. Wynik ten może zostać przedstawiony w 
poniższej postaci: 

Lemat 1 Niechci,ai, i= 1, ... ,n, j = l, ... ,m będą realizacjami wzajem­
nie niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym w przedziale 
(O, 1} oraz niech 8 :S: b( n) :S: ~, gdzie 8 - stała. Wtedy: 

{M zopr(n):::::: 1 3 b(n) 

4 · ( ~ + 6 · b(n) · ( 1 - -;;- ) ) 

jeżeli 8 :S: b( n) :S: i 
jeżeli 'l :S: b( n) :S: ~ 

(5.48) 
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Dowód. Dowód wynika wprost z dowodów Twierdzeń 1 i 2 poprzez zauwa-
żenie, że 

>.(n)= { ~ jeżeli O :S b'(n) :Si 
.2 - 3-b'(n) J. ezeli !!. < b'(n) < .!! 
2 n 6- -2 

(5.49) 

jest zgodne z postacią Aj(n), j = l, . . . ,m , rozważanych w dowodach Twier­
dzeń 1 i 2, gdzie 

'lf;(n) = arg{s(A) = b(n)}, t::(n) = (b(n))213/ max{l,1j!(n) 113} , 

b'(n) b(n) - .s(n), oraz b'(n) ~ b(n) wtedy, kiedy b(n) ~ oo, 

co kończy dowód Lematu. • 
Wynik ten został zaprezentowany w pracy Szkatuła [138]. Zauważmy, że 

dla losowej klasy jednowymiarowych zadań załadunku (5.4 7) w przypadku 
asymptotycznym dość oczywistą konsekwencją (5.48) jest stwierdzenie funk­
cjonalnej zależności wartości rozwiązania optymalnego od rozmiaru zadania 
n oraz wartości prawej strony ograniczenia b(n). 

Zgodnie z (5.16) relacja zoPT ~ ~ · n, gdzie ~ :S ½ - stała, oznacza, że 
mamy do czynienia z "dużymi" wartościami rozwiązań optymalnych (5.47), 
zaś relacja b( n) ~ c; • n, gdzie c; :S ½, - stała oznacza, że mamy do czynienia 
z "dużymi" wartościami prawych stron ograniczeń (5.47). 

Zgodnie z założeniem 8 :S b( n) relacja b( n) ~ µ , gdzieµ > O - stała, ozna­
cza, że mamy do czynienia z "małymi" prawymi stronami ogranicze11. Lemat 
1 pozwala na sformułowanie ważnych zależności, przedstawionych poniżej. 

Wniosek 3 

zoPT(n) ~~·n 

gdzie~ '.S ½ - stała, wtedy i tylko wtedy kiedy b(n) ~ c; • n, gdzie c; :S ½ - stała. 
Jeżeli b(n) ~ 8, gdzie 15 > O - stała, to wtedy 

~ 
zoPT(n) ~ V~ 

Wniosek 4 Dla rozważanego modelu losowego jednowymiarowego zadania 
załadunku {5.47) prawdziwa jest następująca ocena wartości rozwiązania opty­
malnego 

~ V~ j zopr(n) j n/2, gdzie 8 > O stała. 
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Dowód Wniosku 3 wynika wprost z Lematu 1, natomiast Wniosek 4 wy­
nika z Lematu 1 oraz z W ni osku 3. 

Zauważmy, że uzyskana we Wniosku 4 ocena asymptotyczna zachowania 
zopr(n) dla jednowymiarowego zadania załadunku jest zgodna z oszacowa­
niem (5.45) dla wielowymiarowego zadania załadunku. 

Lemat 1 oraz Wniosek 4 pozwalają zaprezentować syntetyczną interpre­
tację graficzną asymptotycznego wzrostu wartości rozwiązań optymalnych 
zoPT(n) dla całej klasy zadań losowych. 

Przykład 4 Rozważmy trzy przypadki: b(n) 
n/2. 

1, b(n) ../n oraz b(n) 

Na rysunku 5.5 przedstawiono wykresy przebiegu wartości zopr(n) dla 
b(n) = 1 (linia ciągła niewytłuszczona), b(n) = ../n (linia wykropkowana) 
oraz b(n) = n/2 (linia ciągła wytłuszczona). Łatwo jest zauważyć, zgodnie z 
Wnioskiem 4, że pomiędzy wykresami przebiegu wartości zoPT(n) dla b(n) = 
1 oraz b(n) = n/2 (linie ciągłe) zawarte są praktycznie wszystkie wartości 
rozwiązań optymalnych zopr(n) dla całej klasy rozważanych zadań losowych. 

¼T(n) 

500 

400 

300 

200 

100 

200 400 600 800 

Rysunek 5.5: Wykres wartości zoPT(n) dla różnych postaci b(n) 

Należy zauważyć, że dobór ..\(n) może mieć istotny związek z możliwo­
ścią efektywnego, przybliżonego rozwiązywania jednowymiarowego zadania 
załadunku (5.47). Zagadnienia związane z wybranymi aspektami przybliżo­
nych algorytmów dla jednowymiarowego zadania załadunku (5.47) zostaną 
omówione poniżej. 
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Proste algorytmy przybliżone 

Do przybliżonego rozwiązywania wielu zadań optymalizacji dyskretnej często 
używane są algorytmy zachłanne (greedy algorithms ), patrz na przykad Kan­
nan i Korte [77] oraz podrozdział 2.4. Podstawową ideą podejścia zachłan­
nego jest konstruowanie przybliżonego rozwiązania zadania w taki sposób, 
aby na każdym etapie poszerzać aktualnie rozważane rozwiązanie o najbar­
dziej efektywne elementy, to znaczy takie, które lokalnie najbardziej popra­
wiają wartość rozwiązania optymalnego. W poglądowy sposób możemy te 
ogólne rozważania uszczegółowić w przypadku jednowymiarowego zadania 
załadunku (5.47). Algorytm zachłanny dla jednowymiarowego zadania zała­
dunku (5.47), patrz Kannan i Korte [77], Martello i Toth [105] oraz Sysło i 
inni [131], może zostać przedstawiony w poniższej postaci: 

Algorytm zachłanny 

Krok o0 : Definiujemy efektywności zmiennych decyzyjnych jednowymiaro­
wego zadania załadunku (5.47) Xi jako cd a;. Dokonujemy reorientacji (sor­
towania, przenumerowania) zmiennych decyzyjnych zadania, tak aby efek­
tywności zmiennych decyzyjnych spełniały następującą zależność: 

Ustalamy wartości początkowe i.- O, zcRE(n) - O, scRE(n) .- O. 
Krok 1°: i.- i+ 1, Jeżeli 

scRE(n) + ai ~ b(n) 

to wtedy: 

X;(n) .-1; ZGRE(n) .- ZGRE(n) +ci; SGRE(n) .- ScRE(n) + a; 

w przeciwnym przypadku x;(n) .- O. 
Krok 2°: Jeżeli i < n, to wracamy do kroku 1 °. 

(5.50) 

(5.51) 

Krok 3°: Jeżeli i = n, to algorytm kończy pracę. ZcRe(n) jest wartością 
uzykanego przez algorytm zachłanny rozwiązania przybliżonego. Natomiast 
scRE(n) przedstawia wykorzystanie przez algorytm zachłanny zasobu b(n), 
gdzie scRE(n) ~ b(n) zgodnie z (5.51). 

Powstaje pytanie, na czym polega "zachłanność" przedstawionego algo­
rytmu i jaki jest sens "efektywności" zmiennych decyzyjnych. Jeżeli dla 
pewnych zmiennych decyzyjnych j oraz k zachodzi 
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to istnieją podstawy aby sądzić, że zmienna decyzyjna j wnosi więcej do 
funkcji celu ( Cj) w stosunku do zużycia zasobu (aj), niż zmienna decyzyjna 
k. Z tego punktu widzenia zmienna decyzyjna j jest lepszym kandydatem 
do uwzględnienia w rozwiązaniu przybliżonym (na ustalenie Xj(n) +- 1) niż 
zmienna decyzyjna k w danym momencie. 

Idea algorytmu polega na tym, że zmienne decyzyjne o wyższych efek­
tywnościach są rozpatrywane w pierwszej kolejności, natomiast zmienne de­
cyzyjne o niższych efektywnościach są rozważane w dalszej kolejności, a więc 
ich potencjalny wpływ na uzyskiwane rozwiązanie przybliżone jest mniejszy. 

Zachłanność (lokalność, krótkowzroczność) przedstawionego algorytmu 
polega na tym, że w każdym kroku i jego pracy rozpatrywana jest zmienna 
decyzyjna o najwyższej efektywności spośród zmiennych dotychczas nieroz­
ważonych. Jeśli spełnione jest (5.51), a więc dołączenie zmiennej decyzyjnej 
i nie narusza dopuszczalności konstruowanego rozwiązania, to jest ona ak­
ceptowana, xi(n) +- l. 

Złożoność obliczeniowa algorytmu zachłannego wynosi O(n•log(n)) i jest 
ona zdeterminowana przez nakład obliczeń konieczny do posortowania efek­
tywności zmienych decyzyjnych zadania c;/ ai, i = 1, ... , n, w taki sposób, 
aby spełniona była nierówność (5.50). 

Balas i Zemel w pracy [8] zaproponowali algorytm wykorzystujący w 
pierwszym etapie swojego działania efektywności zmiennych decyzyjnych do 
redukcji rozmiaru rozwiązywanego zadania. Zamiast sortowania zmiennych 
decyzyjnych tak, aby spełniona była zależność (5.50), dokonywano porówna­
nia efektywności zmienych decyzyjnych z wartością progową .\. Zauważmy, 
że zgodnie z (5.10) 

{ 1 jeżeli c > .\ • a 
x;(.\) = O w prze~iwnym iprzypadku (5.52) 

daje rozwiązanie przybliżone zadania, o ile spełniona jest nierówność ( 5.13), 
która w przypadku jednowymiarowego zadania załadunku (5.47) przyjmuje 
postać: 

n n 

s(n, >,) =La;(.\)= Lai· xi(>-) S b(n). ( 5.53) 
i=l i=l 

Uzyskane zgodnie z (5.52) oraz przy spełnieniu (5.53) rozwiązanie przy­
bliżone jednowymiarowego zadania załadunku (5.47), którego wartość wynosi 

n n 

Zn(>-) = L ci(.\) = L Ci· xi(.\) 
i=l i=l 

będziemy nazywać rozwiązaniem progowym dla wartości progu.\. Algorytm, 
którego działanie opisuje (5.52) nazwiemy algorytmem progowym. Algorytm 
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progowy należy do klasy metod zachłannych, ale wyeliminowana jest ko­
nieczność sortowania zmiennych decyzyjnych jednowymiarowego zadania za­
ładunku (5.47) tak, aby były spełnione nierówności (5.50). Zauważmy, że 

rozwiązanie heurystyczne wielowymiarowego zadania załadunku ( 5.1) dane 
przez (5.10) może być uważane za uogólnienie idei rozwiązania progowego. 

Zastosowanie porównania z wartością progu zamiast sortowania zmien­
nych decyzyjnych zadania ma bardzo istotną zaletę w przypadku analizy 
przypadku średniego. Mianowicie, spełnienie warunku (5.50) wymaga zasto­
sowania statystyk pozycyjnych, patrz Feller [38], co powoduje wystąpienie 
zależności pomiędzy zmiennymi losowymi opisującymi charakterysyki mo­
delu zadania i praktycznie uniemożliwia przeprowadzenie dalszych kroków 
analizy przypadku średniego. 

Różnorodne aspekty algorytmu progowego dla jednowymiarowego zada­
nia załadunku (5.47) zostały przedyskutowane w pracy Szkatuła i Libura 
[142]. Dla potrzeb naszych rozważań istotne są następujące fakty: 

• Algorytm progowy ma bardzo niską złożoność obliczeniową O( n) oraz 
jest on bardzo prosty, wręcz trywialny, w implementacji. 

• Wartość uzyskiwanego przez algorytm progowy rozwiązania przybli­
żonego jednowymiarowego zadania załadunku (5.47) zn(>-) oraz jego 
dopuszczalność, zgodnie z (5.53), zależą od wartości progowej,\. Ogól­
nie można stwierdzić, że jeżeli wartość progowa .>. jest zbyt mała, to 
uzyskiwane rozwiązanie może nie być dopuszczalne, tzn. nie będzie 
spełnione (5.53), natomiast zbyt duża wartość progowa >. może dawać 
rozwiązania przybliżone o bardzo małych , w porównaniu do wartości 
rozwiązania optymalnego zopr(n), wartościach Zn(>.). 

• Jeżeli spełnione jest (5.53), to wtedy 

Zn(>-) ś ZGRE(n) ś ZoPT(n) (5.54) 

przy czym nierówność 

ZGRE(n) :::; ZoPT(n) 

zachodzi zawsze, ze względu na dopuszczalność rozwiązań uzyskiwa­
nych przez algorytm zachłanny. 

Dla rozważanej klasy losowych jednowymiarowych zadań załadunku (5.47) 
prawdziwe są następujące wyniki. 
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Twierdzenie 5 Niech c;, a;, i = 1, ... , n, j = 1, ... , m będą realizacjami 
wzajemnie niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym w 
przedziale (0,1] oraz niech 8 s; b'(n) :S ~' gdzie 8 - stała, .\(n) dane przez 
(5.49). Wtedy: 

ZGRE(n) ~ ZQPT(n) ~ 

{M 
¼ · (ł + 6 · b(n) · ( 1 - ~)) 

(5.55) 

jeżeli 8 :S b( n) :S i 
jeżeli ~ :S b( n) :S ł 

Dowód. Dla rozważanej klasy losowych jednowymiarowych zadań zała­
dunku (5.47) wartości progowe >-(n) dane są przez (5.49). Zgodnie z ideą 
dowodów Twierdzeń 1 oraz 2 asymptotycznie spełnione są (5.24) oraz (5.53) 
i co z tego wynika, również (5.54). Za..5tosowanie Lematu 1 oraz (5.48) kończy 
dowód Twierdzenia. • 

Zauważmy, że wektor mnożników Lagrange'a A(n) stosowany w dowo­
dach Twierdzeń 1 - 4 dla przypadku wielowymiarowego zadania załadunku 
(5.1) jest naturalnym uogólnieniem wartości progowej ,\(n), patrz (5.49), dla 
jednowymiarowego zadania załadunku (5.47). 

Przedstawione w Twierdzeniu 5 wyniki w dobitny sposób wykazują war­
tość wyników analizy przypadku średniego i ich znaczenie dopełniające wy­
niki analizy przypadku najgorszego. Z punktu widzenia analizy przypadku 
najgorszego algorytm progowy nie ma żadnych gwarancji jakości uzyskiwa­
nych rozwiązań, co więcej, nawet uzyskanie rozwiązania dopuszczalnego nie 
jest zapewnione. Algorytm zachłanny również nie gwarantuje asymptotycz­
nej optymalności w ogólnym przypadku. 

Natomiast zgodnie z (5.55), przy odpowiednim doborze wartości progowej 
.\(n), algorytm progowy jest asymptotycznie optymalny dla całej rozważanej 
klasy losowych jednowymiarowych zadań załadunku (5.47 ). Potwierdzona 
zostaje również intuicyjna ocena wysokiej jakości wyników uzyskiwanych 
przez algorytm zachłanny. 

"Zachłanność" obu omawianych algorytmów wynika z faktu wykorzysta­
nia efektywności zmiennych decyzyjnych. Należy w tym miejscu nadmienić, 
że istnieje kategoria jednowymiarowych zadań załadunku (5.47), która może 
być znacznie trudniejsza dla algorytmów: zachłannego i progowego. 

Wyobraźmy sobie sytuację, kiedy efektywności wszystkich lub bardzo 
wielu zmiennych decyzyjnych c;/ a;, i = 1, ... , n, są sobie bardzo bliskie lub 
wręcz równe. W tym przypadku idea zachłanności (lokalnej maksymalizacji) 
może zawieść. Natomiast w przypadku zróżnicowanych wartości efektywności 
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zmiennych decyzyjnych algorytmy zachłanne powinny dawać dobrej jakości 
rozwiązania przybliżone. 

Powstaje dość naturalne pytanie: jaki jest wpływ "zachłanności" (maksy­
malizacji efektywności zmiennych decyzyjnych) prezentowanych algorytmów 
na jakość rozwiązań uzyskiwanych przez algorytm zachłanny i algorytm pro­
gowy? Uzyskane wyniki pozwalają na przedstawienie pewnego przykładu 
ilustrującego tę sytuację. Rozważmy następujący szczególny przypadek jed­
nowymiarowych zadań załadunku (5.47): 

n 

Zopr(n) = max L ci· X; 
i=l 

n 

przy ograniczeniu I: a;· xi S 1 
i=l 

gdzie X;= O lub 1, i= 1, ... , n. 

(5.56) 

W pracy Szkatuła i Li bura [141] rozważono algorytm najprostszy dla rozwią­
zywania zadania ( 5 .4 7). 

Algorytm najprostszy 

Krok 0°: Ustalamy wartości początkowe i - O, z51M(n) +-- O, ss1M(n) +-- O. 
Krok 1°: i+- i+ 1, Jeżeli 

ssrM(n) + ai::,; 1 

to wtedy: 

x;(n) +-- 1 zs1M(n) +-- zs1M(n) + c;; ss1M(n) +-- ss1M(n) + a; 

w przeciwnym przypadku x;(n) +-- O. 
Krok 2°: Jeżeli i< n, to wracamy do kroku 1°. 
Krok 3°: Jeżeli i = n, to algorytm kończy pracę. zsiM( n) jest wartości,ł 
uzykanego przez algorytm najprostszy rozwiązania przybliżonego. Natomiast 
ssrM(n) przedstawia wykorzystanie przez algorytm zachłanny zasobu b(n) = 
1, gdzie ss1M(n) ~ 1, to znaczy, że uzyskiwane przez algorytm najprostszy 
rozwiązania jest zawsze dopuszczalne. 

Zauważmy, że algorytm najprostszy różni się od algorytmu zachłannego 
brakiem posortowania efektywności zmiennych decyzyjnych, patrz (5.50). Z 
wyników zaprezentowanych w pracy Szkatuła i Libura [141] wynika, że dla 
rozważanej klasy losowych zadań ( 5.56) zachodzi: 

1 
zsrM(n) ~ 2 -ln(n) 
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Natomiast z Twierdzenia 5, (5.55) uzyskujemy dla tej samej klasy losowych 
zadań (5.56): 

~ Zn(>.(n)) :::::: ZcRE(n) :::::: zon(n) :::::: V 3 . 

Z przedstawionych powyżej wzorów widać więc wyraźnie, że nie uwzględnie­
nie elementu zachłanności ma bardzo negatywny wpływ na wyniki działania 
algorytmu najprostszego i na jakość uzyskiwanych przez niego rozwiązań w 
sensie asymptotycznego wzrostu wartości rozwiązań przybliżonych w średnim 
przypadku. 

Wniosek 5 Niech ci, ai, i = 1, ... , n, j = l, ... , m będą realizacjami 
wzajemnie niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym w 
przedziale (0,1} orazniechb(n) = 1, gdzie>..(n) danejestprzez (5.49). Wtedy: 

zs1M(n) ~ ZsJM(n) ~ zs1M(n) ~ v3 · ln(n) 
Zn(>.(n)) ~ ZcRE(n) ~ zopr(n) ~ ~ ~ o. 

Aby zakończyć rozważania dotyczące analizy w sensie przypadku śre­
dniego jednowymiarowego zadania załadunku zauważmy, że zgodnie z podej­
ściem przypadku najgorszego algorytmy progowy i najprostszy nie dają żad­
nych gwarancji jakości uzyskiwanych rozwiązań. Natomiast Twierdzenie 5 
oraz Wniosek 5 przedstawiają zupełnie inny obraz sytuacji w sensie ana­
lizy przypadku średniego: algorytmy zachłanny i progowy są asymptotycznie 
suboptyrnalne, natomiast algorytm najprostszy uzyskuje rozwiązania przy­
bliżone o niskiej jakości. Wyniki te są potwierdzeniem wysokiej praktycznej 
użyteczności metod zachłannych. 

Na zakończenie omówienia zagadnień związanych z metodami rozwiązy­
wania jednowymiarowego zadania załadunku (5.47) należy podkreślić, że 

omówione zostały tylko wybrane aspekty zagadnień dotyczących metod za­
chłannych. Celem przeprowadzonych rozważań było przedstawienie możliwo­
ści , jakie daje analiza przypadku średniego. Ponadto jednowymiarowe zada­
nie załadunku (5.47) było rozważane jako szczególny, wspomagający przy­
padek wielowymiarowego zadania załadunku (5.1), a nie jako samodzielne 
zadanie badawcze. 

Istnieje bardzo bogaty dorobek w dziedzinie dokładnych i przybliżonych 
metod rozwiązywania jednowymiarowego zadania załadunku (5.47), który nie 
był przedmiotem zainteresowania w niniejszej monografii , patrz monografia 
Martello i Toth [105]. 
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5. 7 Podsumowanie 

Binarne wielowymiarowe zadanie załadunku (5.1) jest ważnym zadaniem 
optymalizacji dyskretnej mającym wiele istotnych zastosowań praktycznych. 
Wielowymiarowe zadanie załadunku jest zadaniem NP-trudnym. Jeżeli m 
- liczba ograniczeń jest nie mniejsza niż dwa, m 2: 2, to jest ono zarazem 
zadaniem silnie NP-trudnym. W literaturze znacznie lepiej zbadane zostało 
binarne zadanie załadunku z jednym ograniczeniem (5.47) , które jest bardzo 
szczególnym przypadkiem wielowymiarowego zadania załadunku. W rzeczy­
wistości jest ono od niego znacznie prostsze zarówno w sensie sformułowania, 
jak i wielu właściwości. Dla przykładu, zadanie załadunku z jednym ograni­
czeniem jest zadaniem NP-trudnym, ale nie silnie NP-trudnym. 

Celem tego rozdziału było przeprowadzenie analizy przypadku średniego 
dla binarnego wielowymiarowego zadania załadunku. Rozważono również 

binarne zadanie załadunku z jednym ograniczeniem, dla którego uzyskane 
wyniki analizy przypadku średniego przyjmują znacznie prostszą postać. Zo­
stały również omówione możliwości efektywnego rozwiązywania zada11 zała­
dunku. 

Aby zrealizować wyżej wymienione cele, zastosowano następujący sche­
mat postępowania: 

• Sformułowano binarne liniowe wielowymiarowe zadanie załadunku w 
postaci (5.1) oraz jednowymiarowe zadanie załadunku w postaci (5.4 7). 

• W oparciu o zadanie dualne i funkcję Lagrange'a uzyskano oszacowanie 
wartości rozwiązania optymalnego zadania oraz innych jego charakte­
rystyk. 

• Zdefiniowano model losowy zadania przyjmując założenie, że współczyn­
niki funkcji celu i lewych stron ograniczeń są realizacjami zmiennych 
losowych o rozkładzie równomiernym w przedziale (O, l]. 

• Przeprowadzono analizę przypadku średniego wartości rozwiązania opty­
malnego i przybliżonego uzyskując ich asymptotyczną postać jako de­
terministyczną funkcję parametrów zadania. 

• Omówiono możliwość efektywnego rozwiązywania zada11 załadunku, w 
tym, z wykorzystaniem wyników analizy przypadku średniego. 

Należy podkreślić, że przy zastosowaniu analizy przypadku średniego mo­
żna uzyskać d la wielowymiarowego zadania załadunku wartościowe wyniki 
opisujące asymptotyczne zachowanie się rozwiązań optymalnych zadań w 
średnim przypadku. 
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Dla całej rozważanej klasy zadań losowych został również zdefiniowany 
sposób wyznaczania współczynników Lagrange'a. Mogą one mieć istotne zna­
czenie dla rozwiązywania zadań załadunku w praktyce obliczeniowej. Uzy­
skane wyniki wykazują, że rozwiązania przybliżone uzyskane z pomocą wy­
znaczonych współczynników Lagrange'a są w średnim przypadku asympto­
tycznie sub-optymalne lub mają gwarantowaną jakość rozwiązań. 

Czynnikiem ograniczającym bardziej ogólny wymiar uzyskanych w tym 
rozdziale monografii wyników jest fakt, że są one prawdziwe tylko dla rozwa­
żanej klasy losowych wielowymiarowych zadań załadunku. 



Uwagi końcowe 

W monografii rozważono podejście przypadku średniego do analizy zadań 
oraz algorytmów optymalizacji dyskretnej. Celem monografii było wykaza­
nie, na przykładzie binarnego wielowymiarowego zadania załadunku, zadania 
szeregowania prac z terminami zakończenia oraz wyników znanych z litera­
tury, że podejście przypadku średniego jest bardzo użytecznym narzędziem 
analizy zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej. 

W monografii dokonano przeglądu dziedziny optymalizacji dyskretnej z 
zaprezentowaniem najbardziej charakterystycznych zadań, takich jak: pro­
gramowanie całkowitoliczbwe i liniowe, programowanie binarne, zadania po­
krycia, pakowania i rozbicia zbiorów, wybrane zadania teorii grafów oraz 
zadania harmonogramowania. 

Następnie zaprezentowano popularne i powszechnie stosowane techniki 
rozwi1łZywania zadań optymalizacji dyskretnej, takie jak: metoda pełnego 
przeglądu, metoda podziału i oszacowań, programowanie dynamiczne, algo­
rytmy zachłanne, metody programowania liniowego i inne. 

Zdefinowane zostały sposoby oceny dokładności pracy algorytmów opty­
malizacji dyskretnej. Do oceny złożoności obliczeniowej zadań i algorytmów 
optymalizacji dyskretnej wprowadzono metodologię przypadku najgorszego. 
Dokonano podziału zadań optymalizacji na umowne kategorie zadań łatwych 
(należących do klasy P), trudnych (należących do klasy zadań NP-trudnych) 
oraz szczególnie trudnych (zadań silnie NP-trudnych). Z pewnym upro­
szczeniem można powiedzieć, że o łatwości rozwiązywania wybranych zadań 
optymalizacji dyskretnej decyduje istnienie dla nich algorytmów dokładnych 
o wielomianowej złożoności obliczeniowej. 

Jako dopełnienie oraz poszerzenie możliwości poznawczych podejścia przy­
padku najgorszego zaprezentowano podejście przypadku średniego. Zdefi­
niowano niezbędne podstawy teoretyczne analizy przypadku średniego oraz 
dokonano prezentacji wybranych wyników znanych z literatury. 

Ogólne rozważania dotyczące zadań optymalizacji dyskretnej, metod ich 
rozwiązywania, podejścia analizy przypadku najgorszego i średniego do oceny 
zadań i algorytmów optymalizacji dyskretnej szczegółowo omówiono na przy-
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kładzie wielowymiarowego binarnego zadania załadunku , z odrębnym rozpa­
trzeniem przypadku jednowymiarowego oraz zadania szeregowania prac z 
terminami zakończenia. 

Dla rozważanych modeli losowych zadaf1, które uzyskano przyjmując zało­
żenie, że współczynniki funkcji celu i lewych stron ogranicze11 są, realizacjami 
zmiennych losowych o rozkładzie równomiernym w przedziale (O, 1] , uzyskano 
szereg ciekawych wyników analizy przypadku średniego. Najważniejszym z 
nich było wykazanie, że wartości rozwiąza1\ optymalnych dla całych losowych 
klas zadań dążą do swoich wartości oczekiwanych - deterministycznych funk­
cji: rozmiaru zadania n (liczby zmiennych decyzyjnych), liczby ogranicze11 m 
(w przypadku binarnego wielowymiarowego zadania załadunku), oraz warto­
ści prawych stron ograniczeń. Z przeprowadzonych rozważań wynika istotny 
wpływ wartości i wzajemnych uwarunkowań wektorów prawych stron ograni­
czeń na asymptotyczny wzrost wartości rozwiązań optymalnych jako funkcji 
rozmiaru zadania n. 

W przypadku binarnego wielowymiarowego zadania załadunku można za­
uważyć, że liczba ograniczeń m ma bardzo duży wpływ na asymptotyczny 
wzrost wartości rozwiązań optymalnych jako funkcji rozmiaru zadania n, 
szczególnie w przypadku funkcyjnej zależności wartości prawych stron ogra­
niczeń od m oraz małych wartości prawych stron ograniczeó. bj(n), j = 
1, ... , m. Dla dużych wartości bj (n), j = l, ... , m, zależność od m ulega 
znacznemu osłabieniu, a przy bj( n) ~ n/2 praktycznie zanika. 

Powszechnie stosowaną w praktyce obliczeniowej metodą służącą do oceny 
algorytmów przybliżonych jest testowanie ich na zadaniach generowanych lo­
sowo. Uzyskane wyniki są następnie poddawane analizie statystycznej. Ła­

two jest zauważyć, że powszechnie stosowane generatory zadań losowych są 
praktycznie tożsame z rozważanymi w monografii losowymi modelami zada11. 
Wyniki analizy przypadku średniego są więc w wielu przypadkach potwier­
dzeniem i teoretycznym uzasadnieniem wyników eksperymentalnych. 

Co więcej, w uzasadnionych przypadkach wyniki analizy przypadku śre­
dniego mogą wyeliminować konieczność przeprowadzania eksperymentu obli­
czeniowego testującego algorytmy dla zadań optymalizacji dyskretnej. W 
takim przypadku w oczywisty sposób jest oszczędzany czas badaczy oraz 
zmniejszane wykorzystanie zasobów komputerowych. 

W monografii wykazano, że bardzo proste algorytmy heurystyczne, o li­
niowej złożoności obliczeniowej, nie mające nawet gwarancji uzyskania rozwią­
zań dopuszczalnych zadań, są, asymptotycznie optymalne w średnim przy­
padku. Wyniki tego typu są, w oczywisty sposób odmienne od wyników 
analizy przypadku najgorszego i dlatego stanowią ich wartościowe uzupełnie­
nie. 

Pogląd, że analiza przypadku średniego może zastąpić analizę przypadku 
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najgorszego jest w odczuciu autora błędny. Zarówno analiza przypadku naj­
gorszego, jak również analiza przypadku średniego mają swoją specyfikę oraz 
uzyskują wartościowe wyniki i oceny. Dopiero zapoznanie się z wynikami ana­
liz różnego rodzaju pozwala wyrobić sobie możliwie najbardziej obiektywny 
pogląd na różne aspekty analizowanego zadania lub algorytmu optymalizacji 
dyskretnej. 

Należy również podkreślić, że wyniki analizy przypadku średniego są 
prawdziwe tylko dla rozważanych losowych klas zada11. Należy więc zacho­
wać szczególną ostrożność przy próbach uogólniania uzyskanych wyników na 
inne klasy zadań, gdyż może to prowadzić do fałszywych i nieuzasadnionych 
wniosków. 

Istotnym wyzwaniem badawczym pozostaje nadal przeprowadzenie ana­
lizy przypadku średniego dla szczególnie trudnych zada11 optymalizacji dys­
kretnej. Dobrym przykładem jest zadanie programowania całkowitoliczbo­
wego, patrz podrozdział 1.2 oraz wzór (1.2). W przypadku zadania programo­
wania całkowitoliczbowego postać funkcji Lagrange'a oraz zadania dualnego 
nie sprzyja zastosowaniu technik i oszacowa11 wykorzystanych w podrozdzia­
łach 5.2 oraz 6.2. 

Innym ważnym celem przyszłych prac badawczych wydaje się rozważe­
nie bardziej realistycznych modeli zada11, co w szczególności może wyma­
gać zastosowania złożonych rozkładów prawdopodobieństwa zmiennych lo­
sowych opisujących charakterystyki analizowanych zada11. Również w tym 
przypadku oczekiwane jest uzyskanie analitycznych wyników o podobnym 
charakterze jak wyniki zawarte w podrozdziałach 5.5 oraz 6.3 niniejszej mo­
nografii. 
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