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IDENTYFIKACJA MODELU ROBOTA ZA POMOCĄ 
REKURENCYJNYCH SIECI NEURONOWYCH - SYNTEZA 

UKŁADU STEROWANIA ROBOTA 

Cezary WILDNER, Jerzy E. KUREK 

Politechnika Warszawska, Wydział Mechatroniki, Instytut Automatyki i Robotyki, 
ul. Św. Andrzeja Boboli 8, 02-525 Warszawa, 

e-rnail: c.wildner@rnchtr.pw.edu.pl, j.kurek@rnchtr.pw.edu.pl 

Streszczenie: Matematyczny model robota jest dobrze znany 
np. w postaci równań Lagrange' a-Eulera. Parametry fizyczne 
robota wykorzystywane w modelu matematycznym sąjednak 
trudne do wyznaczenia w sposób analityczny dla rzeczywiste­
go robota (momenty inercyjne, masy, wymiary członów itd.). 
W pracy przedstawiono wyniki otrzymane przy aproksymacji 
nieliniowych funkcji modelu robota za pomocą sieci neuro­
nowych bez demontażu robota. Przedstawiono także wyniki 
uzyskane w czasie syntezy układu sterowania robota zgodnie 
z algorytmem Iteracyjnie Uczącego się Sterowania (IUS) na 
podstawie wyznaczonego neuronowego modelu robota. 

Słowa kluczowe: Model robota Lagrange'a-Eulera, sieci neu­
ronowe, robot Puma 560, iteracyjnie uczące się sterowanie. 

1. MATEMATYCZNYMODELROBOTA 

Równania opisujące własności dynamiczne robota z n 
stopniami swobody mogą być wyznaczone w oparciu 
o równanie Lagrange'a-Eulera [2] w następującej posta­
ci 

M (0)0 + V(0,0) + G(0) = r (1) 

gdzie 0ERn wekior współrzędnych uogólnionych, TERn 
wektor momentów napędowych, M( B)E Rnxn macierz 

momentów bezwładności robota, V(0,0)E Rn wektor 

momentów zależnych od sił odśrodkowych i sił Corioli­
sa, G(B)ERn wektor momentów zależnych od sił grawi­
tacji. 
Dokonując następujących aproksymacji pochodnych: 

0(t) "' _0_(t)_-_0_(_t ----'TP_) 

TP 

.. 0(t + Tp)-0(t) 
0(t)"'---'---­

Tp 

(2) 

(3) 

gdzie TP jest okresem próbkowania, bazując na (1) 
można wyznaczyć model robota z czasem dyskretnym 
w postaci 
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0(k + 1) = 20(k)-0(k -1) + A[0(k),0(k -1)] 

+ B[0(k)] + C[0(k)]r(k) 
(4) 

gdzie k jest czasem dyskretnym, t=kTP oraz A[ ], B[ ] i 
C[ ] są macierzami, których elementy a;(*), b;(*), cu(*) 
są funkcjami nieliniowymi zmiennych fl..k) i fl..k-1) i 
zależą od parametrów robota takich jak momenty iner­
cyjne, masy, wymiary członów: 

A[0(k), 0(k -1)] = -Tff M-1 [0(k)]V[0(k) ,0(k -1)] (5) 

B[0(k)] = -TJM-1[0(k)]G[0(k)] (6) 

(7) 

W pracy przedstawiono wyniki aproksymacji nielinio­
wych funkcji elementów macierzy A, B, C modelu robo­
ta (4) za pomocą rekurencyjnych sieci neuronowych bez 
demontażu robota oraz wyniki uzyskane w czasie synte­
zy układu sterowania robota zgodnie z algorytmem IUS 
[3, 4] na podstawie wyznaczonego modelu (4). 

2. NEURONOWY MODEL ROBOTA 

Do aproksymacji nieliniowych funkcji elementów ma­
cierzy A, B, C modelu robota (4) wykorzystano przed­
stawiony na rys. 1 układ trzech dwuwarstwowych sieci 
neuronowych rekurencyjnych Elmana. 

O(k). <(k ) 

Rys. l. Układ sieci neuronowych. 



Równanie neuronu ma następującą postać: 

(8) 

gdzie w; oznacza wagę, b oznacza przesunięcie, u; jest 
sygnałem wejściowym do neuronu oraz.f{*) jest funkcją 
aktywacji neuronu. Każda z sieci składa się z ukrytej 
warstwy NL zbudowanej z neuronów o nieliniowej 
funkcji aktywacji opisanej równaniem (9) i wyjściowej 
warstwy L, która składa się z neuronów o liniowej funk­
cji aktywacji (10). 

/NL(v .)=tansig(v)= 2 1 /E[-1,1] (9) 
, • l+e- 2v; 

(10) 

Każda z sieci jest kompletnie połączona, tzn. sygnały 
wejściowe do kolejnych warstw połączone są ze 
wszystkimi neuronami w tych warstwach. 
Przyjęto następujący wskaźnik jakości uczenia sieci 
neuronowych 

gdzie d oznacza numer iteracji uczącej , v oznacza ilość 
próbek uczących, 0nnj wektor wyjść z sieci aproksymu­
jący ą. Do nauki sieci wykorzystano metodę wstecznej 
propagacji błędów [7] . 

2.1. Wyniki symulacji komputerowych 

Proponowany sposób aproksymacji nieliniowych funk­
cji modelu robota za pomocą sieci neuronowych wyko­
rzystano do obliczeń parametrów matematycznego mo­
delu robota Puma 560, rys. 2. Na rysunku pokazano 
również osie lokalnych układów współrzędnych wyzna­
czone wg. algorytmu Denavita-Hartenberga (D-H) [2]. 
Parametry robota przedstawiono w tab. 1, 2 i 3. Dane 
uczące i testujące uzyskano z komputerowych symulacji 
robota Puma 560 o n=6 stopniach swobody i przegu­
bach obrotowych. 

Rys. 2. Robot Puma 560 [1]. 

Tab. 1. Parametry lokalnych układów współrzędnych 
D-H robota Puma 560 [1] (a:; - kąt skręcenia, a; - dłu­

gość członu, 0; - kąt konfiguracji, d; - odsunięcie czło­

nów). 
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Przegub a; [o] a; [m] 0; [o] d;[m] 

1 90 o o o 
2 o -0.4318 o o 
3 -90 -0.0203 o 0.15005 

4 90 o o 0.4318 

5 -90 o o o 
6 o o o o 

Tab. 2. Parametry inercyjne robota Puma 560 [1]. 
Uw lyy, lu - masowe momenty bezwładności członów 
względem ich środków mas, lxy, ly, , lx, - masowe mo-

d ł , I d . h ' dk ' ) menty ewiacJ1 cz onow wzgl ę em 1c sro ow mas. 

Przegub l xx lyy lu lxy=ly,=lx, 
[kg m2] [kg m2] [kg m2] [kg m2] 

1 o 0.35 o o 
2 0.13 0.524 0.539 o 
3 0.066 0.086 0.0125 o 
4 0.0018 0.0013 0.0018 o 
5 0.0003 0.0004 0.0003 o 
6 0.00015 0.00015 0.00004 o 

Tab. 3. Parametry inercyjne robota Puma 560 [1]. 
(M - masa członu, r=[rx ry r,f - jednorodny wektor 

'łr d h ' dk ) wspo zę n, c sro a masy. 

Przegub M [kg] rx[m] ry[m] r,[m] 

1 o o o o 
2 17.4 -0.3638 0.006 0.2275 

3 4.8 -0.0203 -0.0141 0.070 

4 0.82 o 0.019 o 
5 0.34 o o o 
6 0.08 o o 0.032 

Do nauki sieci wygenerowano sekwencję v=600 danych 
uczących wykorzystując model (4). Wszystkie przeguby 
robota miały poruszać się po zadanej trajektorii (12) w 
czasie t=6 [sec] z okresem próbkowania Tp=0.05 [sec]. 
Następnie w celu sprawdzenia możliwości nauczonych 
sieci neuronowych przeprowadzono także próby dla in­
nej trajektorii niż trajektoria ucząca. 

0 (t) = sin(t) 
r 3 (12) 

Przykładowe wyniki badań dotyczących wyznaczania 
neuronowego modelu robota przedstawiono na rys. 3, 4, 
5 i 6 oraz w tab. 4 i 5. Na rys. 3 i 4 przedstawiono wy­
niki uzyskane podczas uczenia sieci neuronowych, a na 
rys. 5 i 6 wyniki podczas testowania sieci neuronowych 



przy danych innych niż dane uczące. W tab. 4 przed­
stawiono maksymalny błąd między zadaną trajektorią 
uczącą 0r i wyjściem 0nnj uzyskanym z modelu neuro­
nowego po 500 iteracjach uczących, a w tab. 5 pomię­
dzy trajektorią testową ą (13) dla wszystkich przegu­
bów i wyjściem 0nnj sieci neuronowej, dla której zakoń­
czono proces uczenia. 

(13) 

. . . . 
' ' ' ' . 

~ 10 ----- --·· (·------·(·-- ----:-----------(---------r---------

~ o ---------;------· ----(---------( ---------:-----------:----------

-10 ---------"t---------r----------r----- --j-----------1""------ _ 

2 3 4 5 6 
t [sec] 

Rys. 3. Dane uczące: sygnał wyjściowy robota Puma 
560. 

. ' . ' 
10 _ ----- -~-----------(-- ------(·------r --------·-----
5 - --------:-----------:-----------:----------:-----------:----------

1 i i l l 
o ------- - :-----------ł----------: --------- :-----------ł••·····---

1 l l l l 
: : : : : 

-5 '------''-----'-----'---'---'----' 
o 2 3 4 5 6 

t [HC] 

Rys. 4. Różnica pomiędzy zadaną trajektorią uczącą 0r i 
wyjściem 0nn,5 uzyskanym z modelu neuronowego dla 
piątego przegubu robota. 

Tab. 4. Maksymalny błąd 10, - 0nnj Imax po 500 itera-

cjach uc h zącyc . 

Przegub l0r - 0nnj Imax 

1 0.083 [0 ] 

2 0.069 [0 ] 

3 0.098 [0 ] 

4 0.106 [0 ] 

5 0.014 [0 ] 

6 0.115 [0 ] 

2 3 5 6 
t [sec] 

Rys. 5. Dane testowe: zadana trajektoria ą dla wszyst­
kich przegubów robota. 
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2.---~--~--~--~--~--

---- ----- - --- --- --- ----- -- ----
' ' . ' . ' 

0.5 

~ 
'f,> -0.5 - --------

'i -1 - -------- .•..•..••. ········••! •••••••••• ! •••••••••• :••······· 
' ' 

-1 .5 '----"----"----"----"----"------' 
O 2 3 4 5 6 

t [sec] 

Rys. 6. Różnica pomiędzy zadaną trajektorią testową ą 
i wyjściem 0nn,5 uzyskanym z modelu neuronowego dla 
piątego przegubu. 

Tab. 5. Maksymalny błąd !01 - 0nnj Imax dla danych te­

stowych. 

Przegub l0r - 8nnj Imax 

1 2.067 [0 ] 

2 2.745 [0 ] 

3 1.907 [0 ] 

4 2.003 [0 ] 

5 1.548 [0 ] 

6 3.098 [0 ] 

2.2. Wyniki syntezy układu sterowania robota 

Na podstawie otrzymanego neuronowego modelu doko­
nano syntezy układu sterowania robota zgodnie z algo­
rytmem IUS. Schemat układu sterowania robota przed­
stawiono na rys. 7. Sygnał zadany (14) dla wszystkich 
stopni swobody robota przedstawiony jest na rys 8. Tra­
jektoria (14) jest inna niż trajektorie zastosowane wcze­
śniej jako uczące i testowe sygnały zadane dla sieci neu­
ronowych. 

u(k) 

Robot 

Regulator 

Neuronowy 
model robota 

1-------- f,,k) 

/¾k) 
+ 

Rys. 7. Układ sterowania robota. 

0 (t) = -1 + cos(t) 
T 3 (14) 

-10 ----------i ----------(--------+---------- -----------!-- -------
m : : , : 
~ •20 --------- -~- ----- ---r··· ·······-1- ---------- ------ ---1----------
ci> i : i i 

-3• ----------r---------r- ---------("-------- ----------i""--------
-40 

o 2 3 5 
t [sec] 

6 

Rys. 8. Sygnał zadany 0, dla wszystkich przegubów ro­
bota Puma 560. 



Na rys. 9, 10, 11 i 12 przedstawiono wyniki otrzymane 
po l iteracji IUS dla piątego przegubu robota. Na rys. 9 
pokazano różnicę między zadaną trajektorią 0, i wyj­
ściem 05 robota Puma 560. W przypadku, gdy sterowa­
nie było wyznaczane na podstawie dokładnego modelu 
robota, otrzymany błąd dla wszystkich przegubów był 
rzędu 10-10 [ 0 ], np. rys. 10 (rząd błędu wynikający z do­
kładności obliczeń numerycznych). Sygnały sterujące 
robota po 1 iteracji IUS przedstawiono odpowiednio na 
rys. 11 i 12. Widać, że sygnał sterujący dla przypadku 
aproksymacji nieliniowych funkcji modelu robota za 
pomocą sieci neuronowych różni się od sygnału sterują­
cego dla dokładnego modelu robota po 1 iteracji IUS. W 
tab. 6 przedstawiono maksymalny błąd między zadaną 
trajektorią 0, i wyjściem 0 robota Puma 560 po 1 itera­
cji IUS dla wszystkich przegubów. 

2 ,----------,------,--~--~---r---~ 

1 ·-·-·---:-----------:---------•-:----------·'.·--------··'.···· · -- - --
m : : : : : 
Gł ' • ' ' ~o----------,- --------- :---------- ·:--------- --:-- ---- -----:- - --·---

~ -1 -- ·------·i--·------\--·--- ·----!-- --------·\------ - -+- --------
~ -2 - · ·- -· ---·~------·---·

0 ···--·-·-.!·-·------••i----·--··-!--··------
11 ' ' ' ' ' 

"i -3 ------·--+--·--·---f-···-··--·: --· -+-··-··---+-----· -·· 
' I ł I I 

.4 ~-~---~--~--~--~--~ 
o 2 3 4 5 6 

t [sec) 

Rys. 9. Różnica pomiędzy zadaną trajektorią 0, i wyj­
ściem 05 robota Puma 560 po 1 iteracji IUS dla piątego 
przegubu - aproksymacja nieliniowych funkcji modelu 
robota za pomocą sieci neuronowych. 

3 X 10·10 
' I • I I 

' ' ' ' ' 
2 ---·· ----i--·--------t------····-:---- -- --- -- t------ ---- -:- ··· ··-- -

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
1 ····- ----i- ---·------t-- --·- ·-- ··'.·----- --···t· ··- ---- -- -:········ 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
ą; o .. . -:- : i i : 
i ·1 ----- - 1-----------;---------··(··-------;------ -- -·-(···· 
; -2 ··--- --:--·····----:---------··:--·-------·:- ·-- --- ----:-- -----

-3 -····- --- :---······-·: ·-·--·····-:-------- - ·-: ·--- ----- -·:-- ····· 

.4~-~--~--~--~--~-~ 
O 2 3 4 5 6 

t [sec] 

Rys. 10. Różnica pomiędzy zadaną trajektorią 0, i wyj­
ściem 05 robota Puma 560 po 1 iteracji IUS dla piątego 
przegubu - dokładny model robota. 

Tab. 6. Maksymalny błąd 10, -0jlmax po 1 iteracji IUS 

- aproksymacja nieliniowych funkcji modelu robota za 
pomocą h s1ec1 neuronowyc 

Przegub 1° r - 0 j I max 

l 1.591 [0 ] 

2 2.413 [0 ] 

3 4.890 [0 ] 

4 1.774 [0 ] 

5 3.004 [0 ] 

6 0.711[0 ] 

0.02 ·····-----!---- --···· ·-·--···--·.-···------- -----·-·· . ' 
' ' ' ' ' ' 

, 00: ·------·--r-----··· ····· ·····-r-----···-· --··-----· 
' ' ' ' 

-0.01 ·---------~-----· · ··· · ···· · ·· ···+·· ··-· -- ·· ·- --···· -· 

-0.02 ~-~--~--~--~--~-~ 
O 2 3 4 5 6 

t [sec) 

Rys. 11. Sygnał sterujący T=u robota Puma 560 po 1 
iteracji IUS dla piątego przegubu - aproksymacja nieli­
niowych funkcji modelu robota za pomocą sieci 
neuronowych. 

Q.D3,----------,--~--~--~--~-~ 

' ' ' ' ' ' 
0.02 ··········~···· ······t···········:···········:····-···· ·:·········· 

I I ł I 

I I I ' 

' ' ' ' ' ' E , : : , , 
~ o.o, ... .. .... ~···········;···········:···········:···········:···· ··-·· 
ag : : : : : 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' o ------- :--------- -- r-----··----:----- ------+·----------:----------
, I I I ł 

ł I I I ł 

I I I I I 
I o I o I . ' ' ' ' 
I I I I I 

2 3 4 5 6 
t [sec) 

Rys. 12. Sygnał sterujący T=u robota Puma 560 po l 
iteracji IUS dla piątego przegubu - dokładny model ro­
bota. 
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Na rys. 13, 14, 15 i 16 przedstawiono również wyniki 
po 5 iteracji IUS dla piątego przegubu robota. Na rys. 
13 pokazano różnicę między zadaną trajektorią 0, i wyj­
ściem 05 robota Puma 560. Widać, że błąd został 

zmniejszony, rzędu 10-5 [ 0 ]. W przypadku, gdy sterowa­
nie było wyznaczane na podstawie dokładnego modelu 
robota, otrzymany błąd dla wszystkich przegubów był 
rzędu 10-14 [ 0 ], np. rys. 14. Sygnały sterujące robota 
przedstawiono odpowiednio na rys. 15 i 16. Widać, że 

sygnały sterujące dla obu przypadków są praktycznie 
takie same po 5 iteracji IUS. W tab. 7 przedstawiono 
maksymalny błąd między zadaną trajektorią 0, i wyj­
ściem 0 robota Puma 560 po 5 iteracji IUS dla wszyst­
kich przegubów. 

X 10.5 

5,----------,--~---r---~--~---, 

: -: ·:::::: c::::::::t:::::::::: :::::::::: \::::::::):::::::::: 
' ' 

2 •• ··-:·---·-····· :········· ··~ ········ ··1··· ·-- -· --- 1· ·--······ 

1 ········j--·· ·····i·········· -:-·--· ··•····:··· ········· ....... . 
0 ········1··········-j-···-····-r·········1···········j·····-·-·· 
., ~-~--~--~--~--~-~ 

O 2 3 4 5 6 
t [sec] 

Rys. 13. Różnica pomiędzy zadaną trajektorią 0, i wyj­
ściem 05 robota Puma 560 po 5 iteracji IUS dla piątego 
przegubu - aproksymacja nieliniowych funkcji modelu 
robota za pomocą sieci neuronowych. 
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Rys. 14. Różnica pomiędzy zadaną trajektorią 0, i wyj­
ściem 05 robota Puma 560 po 5 iteracji IUS dla piątego 
przegubu - dokładny model robota. 

Tab. 7. Maksymalny błąd 10, -0jlmax po 5 iteracji IUS 

- aproksymacja nieliniowych funkcji modelu robota za 
pomocą h s1ec1 neuronowyc 

Przegub 1°, -0jlmax 
1 7.3*10-7 [0 ) 

2 4.4*10-7 [o] 

3 2.5*Io-6 [o] 

4 4.0*10-7 [0 ) 

5 4.3*10-5 [ 0 ) 

6 2.3*10-6 [0 ] 

. --..._....___.-- ' 
' ' ' ' ' 0.02 ---·-----~---- -- ---- -------·---:-----------:--·-- --- -. ' 

' ' ' ' e : : . 
~ 001 --- ------ i----- ------ ----------r---------i----------r-- -----
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Rys. 15. Sygnał sterujący T=u robota Puma 560 po 5 
iteracji IUS dla piątego przegubu - aproksymacja nieli­
niowych funkcji modelu robota za pomocą sieci neuro­
nowych. 
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Rys. 16. Sygnał sterujący i=u robota Puma 560 po 5 
iteracji IUS dla piątego przegubu - dokładny model ro­
bota. 

3. UWAGI KOŃCOWE 

W pracy do aproksymacji nieliniowych funkcji modelu 
robota Puma 560 użyto rekurencyjnych sieci neurono­
wych. Na podstawie rezultatów uzyskanych podczas 
uczenia sieci neuronowych można stwierdzić, że nieli­
niowe funkcje modelu robota były aproksymowane z 
dużą dokładnością. Średnia różnica pomiędzy wyjściem 
robota i wyjściem modelu neuronowego po 500 itera­
cjach wynosiła dla danych uczących w przybliżeniu 0.1 
[ 0 ], tab. 4. 
Podczas testu przeprowadzonego dla danych testowych, 
innych niż dane uczące, średnia różnica między wyj­
ściem robota, a wyjściem neuronowego modelu wynosi­
ła w przybliżeniu 2.2 [0 ], tab. 5. 

Następnie na podstawie wyznaczonego neuronowego 
modelu dokonano syntezy układu sterowania robota 
zgodnie z algorytmem IUS. Na podstawie uzyskanych 
wyników po piątej iteracji IUS widać, że błąd jest mały, 
rzędu 10-5+10-7 [0 ], tab. 7. Uzyskane rezultaty wskazują 
na to, że wyznaczony model mógłby być wykorzystany 
do syntezy sterowania robota. Zastosowanie sieci neu­
ronowych powinno pozwolić na projektowanie układu 
sterowania wtedy, gdy nie jest możliwe wyznaczenie 
parametrów fizycznych robota metodami analitycznymi. 

Uzyskane struktury sieci neuronowych wymagają dal­
szego sprawdzenia przydatności do syntezy układu ste­
rowania robota, a w szczególności czy wyznaczony mo­
del generalizuje dane w całej roboczej przestrzeni robo­
ta. 

Dysponując dobrym neuronowym modelem robota 
można podjąć próbę implementacji adaptacyjnego algo­
rytmu sterowania robota i odpornego na zmiany para­
metrów obiektu oraz środowiska. Wyznaczenie modelu 
robota w taki sposób pozwoli na uniezależnienie tego 
przedsięwzięcia od producentów sprzętu. 
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IDENTIFICATION OF ROBOT MODEL USING 
RECURRENT NEURAL NETS - SYNTHESIS 

OF CONTROL SYSTEM 

Abstract: There is presented method for calculation of pa­
rameters of robot model in the form of the Lagrange-Euler 
equations using recurrent neural nets. Neural model of robot 
has been built using only information from inputs and outputs 
of robot (i. e. control signals and joint positions) and knowl­
edge of model structure. There are presented the possible ar­
chitecture of neural nets and the results obtained during calcu­
lation of the model for PUMA 560 robot. Then, there are pre­
sented results of synthesis of control system according to itera­
tive learning control of robot based on the obtained neural 
model of the robot. 
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