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POWTARZALNY ALGORYTM KINEMATYKI ODWROTNEJ DLA 
PODWÓJNIE NIEHOLONOMICZNYCH MANIPULATORÓW 

MOBILNYCHt 

Krzysztof TCHOŃ, Janusz JAKUBIAK 

Politechnika Wrocławska, Instytut Informatyki, Automatyki i Robotyki 
ul. Janiszewskiego 11/17, 50-372, Wrocław, e-mail: tchon I j jakubia@ict .pwr. wroc .pl 

Streszczenie: Manipulator mobilny jest układem robotycznym 
złożonym z platformy mobilnej i stacjonarnego manipulatora 
pokładowego zamontowanego na platformie. Przedmiotem re
feratu są podwójnie nieholonorniczne manipulatory mobilne, 
w których zarówno platforma jak i manipulator pokładowy są 
nieholonomiczne. Dla takich układów zaproponowano algo
rytm kinematyki odwrotnej typu jakobianu rozszerzonego. Al
gorytm ma własność powtarzalności i wyznacza w endogenicz
nej przestrzeni konfiguracyjnej podrozmaitość niezrnienniczą, 
która może być wykorzystana do koordynacji ruchów platformy 
i manipulatora pokładowego. Działanie algorytmu zostało zilu
strowane symulacjami komputerowymi. 

Słowa kluczowe: Manipulator mobilny, manipulator nieholo
nomiczny, algorytm kinematyki odwrotnej, jakobian rozszerzo
ny, powtarzalność 

1. WPROWADZENIE 

Manipulator mobilny definiujemy jako układ robotyczny 
złożony z platformy mobilnej i umieszczonego na niej 
stacjonarnego manipulatora pokładowego. Do najczę

ściej rozważanych w literaturze należą manipulatory mo
bilne złożone z nieholonomicznej platformy i holono
micznego manipulatora pokładowego [3-6, 8, 9, 16]. Do 
analizy tego typu manipulatorów mobilnych została za
proponowana metoda endogenicznej przestrzeni konfigu
racyjnej [13, 14]. 

Przedmiotem niniejszego referatu są manipulatory mo
bilne zwane podwójnie nieholonomicznymi, złożone z 
nieholonomicznej platformy, na której umieszczono nie
holonomiczny manipulator. Konstrukcja, modelowanie i 
algorytmy sterowania manipulatora nieholonomicznego 
zostały opisane w pracach [2, 7, 1 O] . Podstawową cechą 
konstrukcyjną tego manipulatora jest możliwość porusza
nia wieloma przegubami przy pomocy dwóch układów 
napędowych, dzięki zastosowaniu tzw. przekładni nieho
lonomicznych. Kinematyka manipulatora podwójnie nie
holonomicznego opisuje zależność położenia i orienta
cji efektora od sterowań platformy i manipulatora po
kładowego . Z punktu widzenia teorii sterowania kinema
tyka ta może być opisana przez dwa niezależne bezdry-

t praca wykonana w ramach grantu statutowego KBN. 
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fowe układy sterowania ze wspólną funkcją wyjścia wy
znaczającą współrzędne efektora w przestrzeni zadanio
wej. Taka konceptualizacja umożliwia naturalne rozsze
rzenie metody endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej 
na manipulatory podwójnie nieholonomiczne; wystarczy 
w tym celu zdefiniować endogeniczną przestrzeń konfi
guracyjną jako przestrzeń funkcji sterujących platformy 
i manipulatora pokładowego. Dzięki temu rozszerzeniu 
definiujemy dla manipulatora podwójnie nieholonomicz
nego kinematykę chwilową, jakobian analityczny, konfi
guracje regularne i osobliwe, jakobian pseudoodwrotny, 
wyróżniamy konfiguracje zręczne i izotropowe, a także 
wyprowadzamy jakobianowe algorytmy kinematyki od
wrotnej [15]. 

Celem niniejszej pracy jest skonstruowanie nowego ja
kobianowego algorytmu kinematyki odwrotnej dla ma
nipulatorów podwójnie nieholonomicznych, tzw. algo
rytmu typu jakobianu rozszerzonego. W tym celu wybie
ramy w endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej pew
nej bazy ortogonalnej, po czym dekomponujemy tę prze
strzeń na podprzestrzeń skończenie wymiarową, odpo
wiadającą początkowym funkcjom bazowym i · na po
zostałą podprzestrzeń nieskończenie wymiarową, dopeł

niającą przestrzeń zadaniową manipulatora mobilnego 
do endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej. Następ
nie definiujemy odwzorowanie rozszerzające kinematykę 
manipulatora mobilnego, a odpowiednie odwzorowanie 
styczne, zwane jakobianem rozszerzonym, wykorzystu
jemy do zdefiniowania odwrotności jakobianu manipula
tora mobilnego. Algorytm rozszerzonego jakobianu od
wrotnego ma dwie podstawowe zalety. Po pierwsze, al
gorytm jest powtarzalny, co oznacza, że jeżeli zosta
nie on zastosowany do rozwiązania sekwencji odwrot
nych zadań kinematyki, w których pewne zadanie po
wtarza się, za każdym razem rozwiązanie zadania powta
rzającego się będzie takie samo, niezależnie od punktu 
startowego algorytmu [11] . Po drugie, w endogenicz
nej przestrzeni konfiguracyjnej pojawia się podrozma
itość niezmiennicza ze względu na dynamikę algorytmu, 
zależna od sposobu rozszerzenia kinematyki. Przy od
powiednim wyborze odwzorowania rozszerzającego roz
maitość ta powinna umożliwić koordynację ruchów plat
formy i manipulatora pokładowego. W referacie propo-



nujemy specyficzny algorytm jakobianu rozszerzonego, 
zwany odsprzężonym, hiperboliczno-liniowym, z domi
nacją platformy. llkład referatu jest następujący. W roz
dziale 2 przedstawiamy podstawowe pojęcia związane z 
metodą endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej, prze
prowadzamy dekompozycję tej przestrzeni, a także defi
niujemy w sposób ogólny algorytm kinematyki odwrot
nej typu jakobianu rozszerzonego. W rozdziale 3 uszcze
góławiamy te pojęcia w odniesieniu do podwójnie nie
holonomicznego manipulatora mobilnego. Wyniki badań 
symulacyjnych algorytmu rozszerzonego jakobianu od
wrotnego zawiera rozdział 4. Rozdział 5 stanowi podsu
mowanie pracy. 

2. POJĘCIA PODSTAWOWE 

Rozważmy pewien układ robotyczny, którego kinema
tyka we współrzędnych jest opisana za pomocą następu

jącego układu sterowania z wyjściem 

{ 
ĆJ. = G(q)u = E~1 g;(q)u; (l) 
y=k(q) = (k1(q) , .. . ,kr(ą)) . 

W równaniach (1) ą E Rn oznacza wektor współrzęd
nych uogólnionych układu, u E Rm jest wektorem ste
rowań, y E Rr oznacza wektor współrzędnych zadanio
wych. Pola wektorowe g;(q) i funkcje kj(q) są anali
tyczne. Niech T > O oznacza horyzont sterowania układu . 

Zakładamy, że funkcje sterujące u(·) układu (1) są całko
walne z kwadratem na interwale (O, T]. Zbiór tych funk
cji definiuje endogeniczną przestrzeń konfiguracyjną X= 
L![O, T] układu . X jest przestrzenią Hilberta z iloczynem 
skalarnym 

< u(·),v(·) >R= foT uT(t)R(t)v(t)dt, (2) 

gdzie R(t) = r(t)Im, r(t) > O i normą jju(·)ll1 = 
Jl uT (t)R(t)u(t)dt. Dla zadanych współrzędnych po
czątkowych ąo układu i konfiguracji endogenicznej 
u(·) E X możemy z równań (1) wyznaczyć trajektorię 
q(t) = <pq0 ,1(u(·)) układu i odpowiadającą jej trajekto
rię zadaniową y(t) = k(q(t)), t E (O,T]. Odwzorowanie 
wejście-wyjście układu (1) 

Kq0 ,T(u(·)) = k(<pq0 ,T(u(-))) (3) 

nazywamy kinematyką chwilową układu robotycznego. 
Jakobian analityczny jest pochodną kinematyki 

lq0 ,T(u(·))v(·) = DKq0 ,T(u(·))v(·) = 

C(T)h1;p(T,s)B(s)v(s)ds. (4) 

Do jego obliczenia wykorzystujemy przybliżenie liniowe 
układu (1) wzdłuż pary sterowanie-trajektoria (u(t), q(t)) 

~=A(t)~+B(t)v, l')=C(t)~ (5) 

zainicjowane w punkcie ~o = O. Macierze przybliżenia 
definiujemy jako 

A(t) = c)(G(q~~)u(t)) ,B(t) = G(q(t)),C(t) = c)k~t))' 
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a macierz tranzycji <I>(t,s) spełnia równanie ewolucyjne 

a<1>(t ,s) 
dt = A(t)<l>(t,s), <l>(s,s) = In, 

Wybierzmy w przestrzeni konfiguracyjnej X bazę 

{ <p;(t)e j li 2:: O, ej E Rm, j = 1, ... ,m} funkcji ortogonal
nych ze względu na iloczyn skalarny (2) i przedstawmy 
endogeniczną przestrzeń konfiguracyjną w postaci sumy 

X~L2(0,T] EB .. · EB L2 (0,T] , (6) 

m składników 

w której każdy ze składników ma tę samą bazę { <p;(t)li 2:: 
O} . Weźmy pod uwagę jeden ze składników dekompo
zycji (6). Dla każdej funkcji f E L2(0, T] istnieje jedno
znaczne przedstawienie 

f(t) = Pk(t)x+ l(t) , (7) 

gdzie x = (co, c, , ... ,Ck) E Rk+1 jest wektorem k + 1 po
czątkowych współczynników rozwinięcia funkcji f(t) w 
bazie ortogonalnej , Pk(t) = [<po(t), ... , <pk(t)] zawiera po
czątkowe funkcje bazowe, al(t) = Lb=k+I c;<p;(t). Przed
stawienie (7) wyznacza izomorfizm 

(8) 

gdzie Lk[O, T] zawiera funkcje, których rozwinięcie orto
gonalne zaczyna się od <?k+l (t) . 

Załóżmy, że dla każdego składnika sumy (6) i dla wy
branych liczb całkowitych k1, k2, .. . , km 2:: -1 utworzyli
śmy przedstawienie (7), przy czym k; = -1 oznacza, że 
dla składnika i-tego P-1 (t) = O. Przy takich założeniach 
otrzymujemy izomorfizm 

(9) 

gdzie s = m+ Lm,.=I k; i L2k k k [O, T] ~ Lk1 [O, T] EB .. · EB 1, 2, .. . , m 

[km [O, T]. Wykorzystując wzór (9) każdą funkcję steru
jącą u(·) EX potrafimy wyrazić w następującej postaci 

u(t) = Ps(t)x+ u(t), 

dla pewnego x E W, gdzie 

(10) 

Ps(t) = macierz blokowo-diagonalna {Pk1 (t), ... ,Pk., (t)}. 
(11) 

Przyjmiemy teraz, że liczba wszystkich początkowych 
współczynników rozwinięcia jest równa wymiarowi 
przestrzeni zadaniowej, s = r. Rozszerzmy kinematykę 
chwilową (3) używając odwzorowania 

-2 
Hąo ,T : X-+ Lk1 ,kz , ... ,km [O, Tl, (12) 

tak aby rozszerzony jakobian 

fą0 ,T(u(·) )v( •) = (lą0 , T(u(· ))v( ·) ,DHq0 ,T (u(·) )v( •)) 

był endomorfizmem endogenicznej przestrzeni konfi
guracyjnej X. Poza konfiguracjami osobliwymi mo
żemy zdefiniować prawostronną odwrotność jakobianu w 
następuj;;tcy sposób 

J!~T (u (·))l') = f~'.T(u( ·))(l'),0(·)). (13) 



JqE#T(u(·)) nazywamy odwrotnością typu jakobianu roz-o, 
szerzonego. Na mocy definicji odwrotność ta ma nastę-
pujące własności (11 E Rr) 

lq0,T(u(·))J:0~T(u(·))11 = 11 oraz 

DHq0 ,T(u(·))J:0~T(u(·))11 = 0(·). (14) 

Pierwsza z nich mówi, że J:O~T (u(·)) jest w istocie od
wrotnością prawostronną. Z drugiej własności wynika, że 
dystrybucja rozpięta przez kolumny J:O~T (u(·)) jest inwo
lutywna. 

Korzystając z metody kontynuacji [l] i odwrotności 
typu jakobianu rozszerzonego nietrudno wyprowadzić 
następujący algorytm kinematyki odwrotnej dla układu 
(1) 

d ( E# ) dSue(t) = -y lą0 ,T(ue( · ))(Ką0 ,T(ue( · ))- yd) (t). (15) 

Na mocy twierdzenia wykazanego w pracy [11], z in
wolutywności dystrybucji stowarzyszonej z tym algoryt
mem wynika jego powtarzalność. 

Konkretna postać algorytmu kinematyki odwrotnej 
typu jakobianu rozszerzonego zależy od zastosowanego 
odwzorowania rozszerzającego . Zauważmy, że zgodnie 
ze wzorem (10) funkcję sterującą u( ·) utożsamiamy z 
parą (x, u(·)), taką że u(t) = Pr(t)x+ u(t), przy czym x E 

W i u(·) E Li1 ,ki, .. . ,k., [O, T]. W niniejszej pracy będziemy 
używać dwóch odwzorowań rozszerzających zdefiniowa
nych poniżej. W tym celu wybierzmy spośród r współ
rzędnych wektora x m współrzędnych, niekoniecznie róż
nych, za pomocą selektora Sm,rX = (x;1, ... ,x;.,f. Pierw
sze odwzorowanie rozszerzające definiujemy jako 

H1q0 ,T(x,u(·))(t) = (xiJu1(t) , ... ,x;.,um(t)), (16) 

a drugie jako 

_ (u1 (t) um(t)) H2q0,T(x,u(·))(t) = -, ... , -- . 
X;1 X;111 

(17) 

Po zróżniczkowaniu otrzymujemy odpowiednio 

DH1ą0 ,T(x,u(·))(w, v(•))(t) = 
(x;1 V\ (t) + W;1 u\ (t), ... ,x;., Vm (t) + w;mum(t)) , 

W rezultacie przekształceń opisanych wzorem (13) otrzy
mujemy dwie odwrotności typu jakobianu rozszerzonego 

(Jf;0,T(u( ·))11)(t) = (1f;0 ,T(x,u( ·))11)(t) = v(t) = 

( . uk(t) ) _1 Pr(t)-dzag{-_-}mSm,r E 11, 
X,k 

(18) 

v:o~T(u( ·))11)(t) = (J:0~T(x,u(·))11)(t) = v(t) = 

( ( . lik (t) ) -I Pr t) +dzag{-_-}mSm,r E 11 , 
X,k 

(19) 

przy czym diag{ak}m = diag{ a1, ... ,am}, a macierze E 
i F zostały zdefiniowane w następujący sposób 
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E = C(T)fo;(T,s)B(s{Pr(s) -diag { u:~)}:m,)ds, 

F = C(T)fo;(T,s)B(s{Pr(s) +diag { u:~)}:m,)ds. 

3. MANIPULATOR PODWÓJNIE NIEHOLONO
MICZNY 

Jak już zaznaczyliśmy, manipulator podwójnie nieholo
nomiczny składa się z nieholonomicznej platformy mo
bilnej i nieholonomicznego manipulatora pokładowego. 
Kinematykę takiego manipulatora można opisać przy po
mocy następującego układu sterowania [15] 

q = G(q)u1 = I:~1 g;(q)uf, jJ = F(p)u2 = I:~1 f;(p)uf 
y=k(q,p) = (k1(q,p), . . . ,kr(ą,p)). (20) 

W równaniach (20) q E Rn1 i p E Rn2 oznaczają współ

rzędne uogólnione platformy i współrzędne przegubowe 
manipulatora pokładowego, u1 (t) E Rm1, u2(t) E Rm2 
są sterowaniami platformy i manipulatora, a y E Rr 
oznacza położenie i orientację efektora. Niech T > O 
będzie horyzontem sterowania. Endogeniczna przestrzeń 
konfiguracyjna X = L~1 [O, T] x L;,,2 [O, T] manipulatora 
podwójnie nieholonomicznego jest produktem odpo
wiednich przestrzeni Hilberta. Iloczyn skalarny w X 
jest dany formułą ((u1(·),v1(·)),(u2(·) , v2(·))}R1R2 = 
Jl( (u 1 l{t)R1 (t)v1 (t) + (u2f(t)R2 (t)v2(t)) dt. Będzie
my zakładać, że R1 (t) = r1 (t)Im1, R2(t) = r2(t)lm2. 

Dla zadanych współrzędnych początkowych (qo,Po) 
i zadanej konfiguracji endogenicznej ( u 1 ( ·), u2{-)) E X 
manipulatora podwójnie nieholonomicznego wyliczamy 
trajektorię stanu (q(t),p(t)) = (cp~0,1(u1(·)),cp~0 ,1(u2 ( · ))), 

t E [O, T], i odpowiadającą jej trajektorię zadaniową 
y(t) = k( q(t), p(t)). 

Kinematykę chwilową i jakobian manipulatora po
dwójnie nieholonomicznego zdefiniujemy stosownie do 
wzorów (3) and (4), tzn. 

Kąo ,Po,T(u1(- ), u2(·)) = k( 'P~o ,T(u1(-) ), 'P!o,T(u2(· ))), 

lq0 ,p0 ,T(u1 ( · ), u2( ·) )(v1( •), v2( ·)) = C1 (T) fo~1 (T, s) 

B1 (s)v 1 (s)ds + C2(T) fo~2(T , s)B2 (s)v2(s)ds, (21) 

przy oznaczeniach 

A ( ) _ il( G(q(t))u1 (1)) 
I t - aq , 

B1 (t) = G(q(t)), 
C (t) = ilk(q(t),p(t)) 

I aą ' 

A2(t) = a(F(p(t~u2(t) ' 

B2(t) = F(p(t)) , 
C2(t) = ilk(q~~p(t)). 

Macierze <l>1(t,s),<l>2(t,s) są macierzami tranzycji dla 
przybliżenia liniowego 

~ = A1 (t)~ + B1 (t)v 1 (t), ~ = A2(t)I;; + B2(t)v2(t) 

11 =C1(t)~+C2(t)I;; 



układu (20) wzdłuż (u 1(t),u2 (t) ,p(t),q(t))) przy wa
runku (~o, ~o) = O. 

Wybierzmy teraz bazy ortogonalne { <?i(t)ekli 2: O, ek E 

Rm1 ,k = l, ... ,mi} i {'l'j(t)eiJj 2: 0,e1 E Rm2 ,l = 
1, .. . ,m2} dla funkcji sterujących platformy L~1 [O, T] 

i manipulatora pokładowego L~J0, T]. Ustalmy liczby 
k1 ,k2, ... ,km1 2: -1 i 11 , li, ... ,lm2 2: -1, i dokonajmy 
utożsamienia (u 1 ( · ) , u2( ·)) ~ (x1 ,x2 , 1i ( ·) , 1'.t2(-)), gdzie 
x1 E Rs1 , x2 E K 2 , s1 = m1 + [7; k;, s2 = m2 + E:::1 l; , 
a1(-) E L2 [O T] a2 (-) E L1 [O T] 

k1 ,k2,••· ,km1 ' ' 11 ,li, .. . ,lm2 ' • 

W celu zdefiniowania dla jakobianu (21) odwrotności 
typu jakobianu rozszerzonego zastosujemy odwzorowa
nie rozszerzające 

Hą0 ,p0 ,r(u1(-),u2 ( · ))(t) = 

( 
1 -1 1 -1 af(t) a~2(t)) 

X;1 Ul (t), .. . ,x;m1 Um1 (t), T' ... , -r , 
}I Jm2 

(22) 

będące połączeniem odwzorowań (16) i (17), przy ozna
czeniach u1 (t) = f 1Jt)x1 + a1 (t), u2(t) = _f1.2 (t)x2 + 
a2(t), oraz selektorach 

takich że s1 + s2 = r. Jak łatwo zauważyć, rozszerzenia 
kinematyki platformy i manipulatora pokładowego wi
doczne w (22) są wzajemnie niezależne . Z tego powodu 
algorytm kinematyki odwrotnej wykorzystujący odwzo
rowanie (22) nazywamy odsprzężonym. 

Postępując podobnie jak w poprzednim rozdziale, uzy
skujemy odwrotność jakobianu 

(23) 

manipulatora podwójnie nieholonomicznego, gdzie 

zaś L = [Ei, E2], przy określeniu 

W rezultacie, algorytm kinematyki odwrotnej oparty na 
odwrotności (23) i stowarzyszony z odwzorowaniem roz
szerzającym (22) ma następującą postać 

d (uMt)) r E# 1 2 ) d0 u~(t) = -y~ląo,Po,T(ue(-),ue(-))ee (t), (24) 

gdzie ee = Ką0 ,p0 ,r(ui(-),u~(-)) - Yd oznacza błąd w 
przestrzeni zadaniowej . Algorytm (24) ma własność po
wtarzalności. W przypadku, gdy s1 > s2 mówimy o al
gorytmie z dominacją platformy, jeżeli s1 < s2, mamy do 
czynienia z dominacją manipulatora pokładowego. 
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4. SYMULACJE 

Symulacje działania algorytmu (24) przeprowadzimy dla 
podwójnie nieholonomicznego manipulatora mobilnego 
złożonego z platformy typu samochód kinematyczny i 
z nieholonomicznego planarnego manipulatora pokłado
wego o 3 stopniach swobody, pokazanych na rysunku 1. 

Rysunek 1. Manipulator mobilny 

Kinematyka tego manipulatora jest opisana w następu
jący sposób [15] 

{ 

ą1 = lu\ cosą3 cosą4 

ą2 = lu} siną3 cosą4 

<j3 = u} siną4 
ą4 = uł 

y= (ą1 +lc(p)cosą3, ą2+lc(p)siną3, lo+ls(p)), 

przy oznaczeniach lc(p) = L1 cosp1 +L2cos(p1 + p2) + 
L3cos(p1+p2+p3) i ls(p) =L1sinp1+L2sin(p1+ 
p2) + L3 sin(p1 + P2 + p3). q E R4 oznacza współrzędne 
platformy, p E R3 opisuje położenie przegubów manipu
latora pokładowego, a y E R3 oznacza położenie efek
tora w przestrzeni zadaniowej. Zakładamy, że funkcje 
sterujące platformy i manipulatora pokładowego zawie
rają składowe stałe i pierwsze harmoniczne rozwinięcia 
w szereg Fouriera, tzn. 

u1(t) = P(t)').., u2(t) = P(t)µ, (25) 

d . P( ) _ [ 1 sin rot cos rot O O O ] 
g zie t - o O O 1 sincot coscot ' 

co = 2;, a zestawy parametrów sterowań ').., = 
( ~ I ~ I ~ I 'l. 2 ~ 2 'l. 2) R6 · _ ( I I I 2 2 2) "-o , "-1 , "-2, '"O ' "-1, "·2 E 1 µ - µo,µ1 ,µ2,µo,µ1 ,µ2 E 
R6 . Przy przyjętej parametryzacji funkcji steruj~cych 
endogeniczna przestrzeń konfiguracyjna X ~ R12. Do 
badań wybraliśmy zbiór ośmiu położeń początkowych 
A , . .. ,H platformy rozłożonych równomiernie na okręgu 
o promieniu 9, tak że A = (9,0). Badany algorytm 
kinematyki odwrotnej ma postać (24) przy k1 = k2 = O, 
11 = O, li= -1, co pociąga za sobą s1 = 2, s2 = 1, a 
więc badany algorytm wykazuje dominację platformy. 
Wybierając x1 = (fl.ó ,A-6), x2 = µó otrzymujemy nastę
pujący odpowiednik Hąo ,Po , T : R12 • R9 odwzorowania 



rozszerzającego (22) 

(26) 

Jakobian rozszerzony przyjmuje postać 

gdzie 

jl ąo,Po,T('A.,µ) = C1 (T) foT <P1 (T,s)B1 (s)P(s)ds, 

j2ąo,Po,T(1-,µ) = C2(T) foT <P2(T,s)B2(s)P(s)ds 

oraz 

[11 
Aó o o o 

ą iJH1ąo,Po('A.,µ) _ ~ o Aó o o 
a'A. o o o 'A,2 A6 I 

o o o ~ o A6 
µI 

1 o o o o -q µo 
µI o 1 o o o -q 

afi2ąo,Po('A.,µ) _ 1 
µo 
µ2 o o 1 o o 

iJµ µa 
-~ µo 

-4 o o o 1 o µo 

-4 o o o o 1 µo 

Po niezbędnych przekształceniach wyznaczamy odwrot-
ność jakobianu 

;e,# ('A, ) [Ei('A.)] -!('A. ) Jąo,Po,T' ,µ = E2(µ) F ,µ . 

Macierze E1 i E2 są postaci 

1 o o 
)._ I o o o -rr A{> o -a o o o 

E1 ('A.)= 
A{> 

E2(µ) = :1r o 1 o ' µo o 
o )._2 o o -a Aij o 
o -~ o 

Aij 

(28) 

o µa 
o µ\ 
o µi 
o µ6 
o µr 
o µ~ 

F('A.,µ) = jląo,Po,T('A.,µ)E1 ('A,) +j2ą0,p0 ,T('A.,µ)E2(µ). 

Użyteczna dla symulacji komputerowych, dyskretna po
stać algorytmu kinematyki odwrotnej dla manipulatora 
mobilnego z rysunku 1 jest następująca 

' 

Z definicji odwzorowania rozszerzającego (26) wy
nika, że podrozmaitość niezmiennicza algorytmu (29) 
jest hiperboliczno-liniowa. Pełna nazwa algorytmu 
(29) brzmi: algorytm typu jakobianu rozszerzonego, 
hiperboliczno-liniowy, z dominacją platformy. Symula
cje zostały przeprowadzone dla wartości parametrów lo = 
l = 1, L1 = L2 = L3 = 0.2, T = 1, a2 = a3 = 0.1. Wybrane 
wyniki przedstawiono na wykresach 2-3. 
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Rysunek 2. Dane początkowe: ąo 

(A,0,0), Po = (1, 1, 1), 'A.o µo = 
(1, -0.0l ,0.0l ,0.01, -0.0001, -0.0001). Zbieżność: 
liczba iteracji 15, błąd końcowy 6.34267e - 07. 

5. ZAKOŃCZENIE 

Wykorzystując metodę endogenicznej przestrzeni kon
figuracyjnej zaproponowaliśmy nowy algorytm kinema
tyki odwrotnej typu jakobianu rozszerzonego dla po
dwójnie nieholonomicznych manipulatorów mobilnych. 
Algorytm ma własność powtarzalności. Wyznaczona 
przez algorytm podrozmaitość niezmiennicza w endo
genicznej przestrzeni konfiguracyjnej stwarza możliwość 
koordynacji ruchów platformy i manipulatora pokłado
wego w trakcie wykonywania zadania przez manipulator 
mobilny. Zbadanie tej możliwości będzie przedmiotem 
naszych przyszłych prac. 
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Rysunek 3. Dane początkowe: ąo 

(C,0, -rc/2), PO (1, 1, 1), A.o = µo = 
(1, -0.01,0.01,0.01, -0.0001, -0.0001), µo 
(1, -0.0l,0.0l,0.01, -0.0001, -0.0001). Zbieżność: 

liczba iteracji 82, błąd końcowy 9 .58167 e - 07. 

REPEATABLE INVERSE KINEMATICS ALGORITHM 
FOR DOUBLY NONHOLONOMIC MOBILE 

MANIPULATORS 

Abstract: By a mobile manipulator we mean a robotic sys
tem composed of a mobile platform and an onboard manipulator 
mounted on the platform. The paper is devoted to doubly nonho
lonornic mobile manipulators whose both the platform and the 
onboard manipulator are nonholonomic. For these mobile ma
nipulators we have derived an extended Jacobian inverse kine
matics algorithm. The algorithm is repeatable. Its performance 
is illustrated with computer simulations. 
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