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Streszczenie: W pracy rozwazane jest uogdlnione zagadnie-
nie odwrotne dla zadania programowania liniowego. Polega
ono na wyznaczeniu najmniejszych, w sensie przyjetej normy,
zmian wektora wspdtczynnik6w funkcji celu zadania, ktére za-
gwarantuja, ze w zbiorze rozwiazan optymalnych tak zmody-
fikowanego zadania znajda si¢ rozwiazania nalezace do danej
restrykcji zadania pierwotnego. Podany jest przyklad tak
postawionego problemu i dyskutowany jest jego zwiazek ze
standardowym zadaniem odwrotnym. Nastepnie podana jest
metoda rozwiazania uogélnionego zadania odwrotnego w przy-
padku, gdy zadaniem wyjSciowym jest zadanie programowania
linjowego z ograniczonymi zmiennymi, a rozwazana restrykcja
sprowadza si¢ do warunku catkowitoliczbowogci zmiennych.

Slowa kluczowe: programowanie liniowe, zagadnienia
odwrotne, catkowitoliczbowo$¢ zmiennych.

1. WPROWADZENIE
W pracy rozwazane jest nastgpujace zadanie pro-
gramowania liniowego ze zmiennymi ograniczonymi:

max{c'z: Az <b, 0 <z <1}, 0))

gdziec € R, A € R™*", b € R™.

Podstawowy problem, ktéremu po§wigcona jest praca,

mozna sformulowaé w postaci ponizszego pytania:
Jakic sa najmniejsze, w sensie ustalonej normy, zmiany
wspoétczynnikéw wektora ¢, ktére zagwarantuja, ze w
zbiorze rozwiazan optymalnych zmodyfikowanego zada-
nia (1) istnieja rozwiazania catkowitoliczbowe?

Pytanic to wiaze si¢ z wprowadzonym w [3, 4]
tak zwanym wogdlnionym zagadnieniem odwrotmym dla
zadania optymalizacyjnego

v(e, X) = max{c'z: r € X}, )
gdzie X C R™ jest danym ustalonym zbiorem rozwiazan
dopuszczalnych.

Uogélnione zadanie odwrotne jest definiowane dla
zadanego podzbioru F© C X zbioru rozwiazan do-
puszczalnych oraz dla danego zbioru A C R”
dopuszczalnych (addytywnych) zaburzenn wektora ¢
wspoiczynnikéw w funkcji celu zadania (2).
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Formalny zapis uogélnionego zadania odwrotnego jest
nastgpujacy:

a(F)

min |4]
vic+6,X)=v(c+6,F)

b€ A,

3

gdzie |8 oznacza norme wektora 6. W dalszym ciggu
bedziemy rozwazaé gtéwnie normy [y i [y, to znaczy
bedziemy przyjmowacé, ze |6) = [6];, = Y, 16:] albo
18] = I0}i.. = maxi=i, .. n|6|- Wybdr odpowiedniej
normy zalezy od tego, czy interesuje nas sumaryczna
warto$¢ modyfikacji wspétezynnikéw funkcji celu ory-
ginalnego zadania, czy tez najwigksza z wprowadzanych
zmian. Bedziemy tez zwykle zaktadaé, ze A = R™.
Uogdlnione zadanie odwrotne polega zatem na wyz-
naczeniu takich zmian wspétczynnikéw funkeji celu w
pierwotnym zadaniu, kt6rych norma jest minimalna i
ktére zagwarantuja, Ze w zbiorze rozwiazar optymalnych
zmodyfikowanego zadania (1), czyli zadania

max{(c+ 8)'z: z € X},

istnieje rozwigzanie dopuszczalne restrykcji zadania (1),
odpowiadajace podzbiorowi rozwiazadi dopuszczalnych
F, to znaczy rozwiazanie optymalne zadania

max{c'z: z € F}.

C)

Rozwazmy prosty przyktad uogélnionego zadania
odwrotnego.  Niech zbiér X w zadaniu (2) bedzie
zbiorem wektoréw charakterystycznych takich wszyst-
kich podzbioréw krawedzi grafu pokazanego na rys. |
ktére tworza drzewa rozpinajace w tym grafie.

Przyjmijmy, ze wektor kosztéw w zadaniu (2)
jest wektorem (wzigtych ze znakiem minus) dlugosci
krawedzi powyzszego grafu. Wowczas zadanie (2)
jest klasycznym zadaniem wyznaczania najkrétszego
drzewa rozpinajacego w grafie.  Jego rozwiazanie
mozna tatwo znaleZ¢ na przykiad algorytmem zachtan-
nym. W rozwazanym przypadku rozwiazaniem optymal-
nym jest wektor charakterystyczny nastgpujacego zbioru
krawedzi: {{1,2},{1,3},{3,4}{3,5}}. Odpowiadajace
temu rozwiazaniu najkrétsze drzewo rozpinajgce jest za-
znaczone narys. | pogrubionymi krawedziami.
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Rys. 1.  Graf nieskierowany z podanymi dfugosciami
krawedzi i zaznaczonym pogrubionymi krawgdziami naj-
krétszym drzewem rozpinajacym.

Rozwazmy teraz restrykcj¢ powyzszego zadania, pole-
gajaca na dodatkowym wymaganiu, by w zbiorze F
byly wylacznie drzewa rozpinajace, ktére sa drogami
Hamiltona. Uogélnione zadanie odwrotne polega tu
wigc na takiej minimalnej - w sensie przyjetej normy
- modyfikacji dlugosci krawedzi grafu, aby w zmody-
fikowanym grafie najkrétszym drzewem rozpinajacym
byla droga Hamiltona. W przypadku, gdy rozwazana
Jest norma l;, rozwiazanie uogélnionego zadania odwrot-
nego prowadzi do zmiany dlugosci jedne;j tylko krawedzi,
a mianowicie diugos¢ krawedzi {4,5} jest zmniejszana
o1, a zatem w tym przypadku a(F) = 1. Na
rys. 2 podany jest zmodyfikowany graf i zaznaczo-
ne jest najkrétsze drzewo rozpinajace, ktére jest juz
droga Hamiltona. To samo drzewo rozpinajace otrzy-
mamy rozwazajac w uogélnionym zadaniu odwrotnym
normg s, ale w tym przypadku a(F) = 1, a zmody-
fikowanym wektorem dlugosci krawgdzi jest nastgpu-
jacy wektor: (c1,2, €1,3, C1,4, C,4, C3,4, C3,5, Ca5)’ =
(4%, 1, 4, 5%, 3%, 7%, 7%)?

Rys. 2. Graf nieskierowany ze zmodyfikowanymi
dlugosciami krawedzi i zaznaczonym pogrubionymi
krawgdziami najkrétszym drzewem rozpinajacym.

Jesli zbiér F' zawiera dokfadnie jedno rozwiazanie
z°, to wéwczas uogdlnione zadanie odwrotne sprowadza
si¢ do standardowego zadania odwrotnego wzgledem
rozwigzania z°. Mamy wtedy do czynienia z nastgpu-
Jacym zadaniem:

a({z°}) = min]d]

v(c+6,X) = (c+6)z°

d € A.

&)

Problem powyzszy ma obszerna literaturg (patrz na
przyktad [1, 2]). Latwo zauwazy¢, ze zachodzi zaleznosé
a(F) = min{a({z}) :

z € F}. (6)
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Rozwazmy teraz szczegdlna sytuacje, przyjmujac, ze
X={zeR": Az <bh, 6<z<1}

oraz
F=Xnz",

gdzie Z oznacza zbiér liczb catkowitych. Jesli za-
tem interesuje nas, jakie minimalne zmiany wspétczyn-
nikéw funkcji celu wymuszaja pojawienie si¢ rozwiazan
catkowitoliczbowych w zbiorze rozwiazai optymalnych
zadania programowania liniowego (1), to wymaga to
rozwiazania uogélnionego zadania odwrotnego (3) dla
takiej wiasnie restrykcji. Zauwazmy, ze jeSli zbidr
rozwiazan dopuszczalnych pierwotnego zadania (1) za-
wiera rozwigzania catkowitoliczbowe oraz przyjmiemy,
ze A = R", to wéwczas rozwiazanie tak postawionego
uogdlnionego zadania odwrotnego istnieje. Wynika to z
faktu, ze wszystkie rozwiazania dopuszczalne zadania (4)
dla F' = X NZ sa tez punktami ekstremalnymi zbioru X
rozwiazan dopuszczalnych pierwotnego zadania (1).

Zalezno$¢ (6) moze rodzié¢ przypuszczenie, ze uogol-
nione zadanie odwrotne mozna rozwiazaé w dwdéch eta-
pach: najpierw wyznaczy¢ rozwiazanie optymalne z*
restrykcji (4), a nastgpnie znanymi metodami rozwiazaé
zadanie odwrotne wzglgdem z*. Tak jednak nie jest, o
czym §wiadczy ponizszy prosty przyklad.

Rozwazmy mianowicie nastgpujace zadanie pro-
gramowania liniowego:

max 4z + 5z,
2z + 29 <2
0<z:<1,0<z, <1

(N

Rozwiazaniem optymalnym tego zadania jest z° =
(3,1)T. Niech F = X N Z. Latwo pokazaé, ze
rozwiazaniem optymalnym takiej restrykcji zadania jest
z* = (0,1)T. Rozwiazujac zadanie odwrotne (5) wzgle-
dem z* dla normy !; otrzymamy a({z*}) = 4. Nie jest
to jednak rozwiazanie optymalne vogélnionego zadania
odwrotnego dla zadania (7) i rozwazanej restrykcji. Sto-
sujac bowiem metode rozwiazania uogdlnionego zada-
nia odwrotnego opisana w nastgpnym rozdziale mozna
pokazaé, ze a(F) = 3 oraz ze zbiér F' zawiera inne
rozwiazanie dopuszczalne ' = (1,0)7, kt6re nie nalezy
do zbioru rozwiazai optymalnych zadania (7) i dla
ktérego a({z'}) = 3 < 4.

2. METODA ROZWIAZANIA UOGOLNIONEGO
ZADANIA ODWROTNEGO

W pracach [3, 4] zaproponowano metod¢ rozwiaza-
nia uogdlnionego zadania odwrotnego dla zadania pro-
gramowania liniowego. W niniejszym rozdziale przed-
stawimy zasadnicze elementy tego podejScia dla przy-
padku, gdy X = {z €e R*": Az < b, 0 <z <1}
oraz ' = XNZ.

Niech y € R™ oraz u € R" oznaczaja zmienne
dualne odpowiednio dla zbioréw ograniczen Az < b
oraz z < 1 w zadaniu (1) i niech I € R™*™ oznacza
macierz jednostkowa. Jak pokazano w [3, 4], z dualnosci



w programowaniu liniowym wynika, Ze w rozwazanym
przypadku uogélnione zadanie odwrotne (3) moze byé
sformutowane jako nastgpujace zadanie programowania
matematycznego:

min 3]

Aly+Tu-6>c¢

by —c'z—6"2=0

Az <}

z€{0,1}", y>0,u>0
d €A

¥

Zadanie powyzsze jest nieliniowym zadaniem pro-
gramowania mieszanego, w ktérym wszystkie zmienne
dyskretne sa zmiennymi binarnymi. Je§li A = R™ albo
A jest wieloSciennym zbiorem wypuklym, opisanym
uktadem ograniczeni liniowych, to jedynym nieliniowym
czlonem w ograniczeniach powyzszego zadania jest
wyrazenie §7z. Czlon ten mozna w sposéb formalny
zlinearyzowaé 1 wowczas cale zadanie (8) daje si¢ za-
pisa¢ w przypadku norm [; lub [, w postaci zadania
programowania liniowego mieszanego. Tak powstate
zadanie moze juz by¢ rozwiazywane dowolnym stan-
dardowym pakietem obliczeniowym dla tego typu prob-
leméw. W dalszym ciagu przedstawimy zasadnicze kroki
tej linearyzacji i podamy korficowa postaé uogélnionego
zadania odwrotnego jako zadania programowania linio-
wego mieszanego.

Niech § = 6T — -, gdzie 6+ = (&f,...,61)7,
67 = max{0,&},i = 1,...,n,6~ = (67,...,03)7,
07 = max{0,—4&}, 7 = 1,...,n. Mamy wiec 6’z =
St (67 ~ 67 z;). WprowadZmy dlai = 1,...,n,
nowe zmienne z;’" ,2; € R, spelniajace nastepujace

x > Qoraz z7 = foi, 27 = 0] zj.

warunki: 2", 2; i

Ograniczenie

bly—c'z—6"2=0

w sformulowaniu zadania (8) moze by¢ teraz zapisane
Jjako ograniczenie liniowe

Vy—c'z-1"2" +1727 =0,

gdzie zt = (2f,...,z)T oraz 2= = (z],...,2;)T.
Dla kazdej z nowych zmiennych z;’",z[, 1 =1,...,n,

musimy teraz doda¢ ograniczenia, ktére zagwarantuja za-
chodzenie warunkéw: 2z = & z; oraz 2] = & =;.
WeZmy na przyktad réwnosé z; = 67 z; dla pewnego
ustalonego indeksu ¢. Jest ona rownowazna nastgpuja-
cym dwém implikacjom: z; = 0 = z;’" =0,z; =
1 = 2z} = 6, ktére w standardowy sposéb moga
by¢ modelowane poprzez ponizszy uktad dodatkowych
ograniczen liniowych:

z;’"—M:ci < 0,
-6 +2F < 0,
6f -2+ Mz, < M.

W zapisie powyzszym M jest dostatecznie duzg stata,
spelniajaca nier6wnosé ;7 < M. Jesli zbior dopuszczal-
nych modyfikacji A jest ograniczony, to stala ta moze
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by¢ bezposrednio wyliczona z opisu tego zbioru. Jesli
natomiast A = R7®, to mozemy przyja¢ M = |cl;,,
bowiem wowczas y = 0, u = 0, = —¢c, z € F,
stanowig rozwiazanie dopuszczalne zadania (8), a zatem
musi istnie¢ rozwiazanie optymalne tego zadania, spel-
niajace warunki 6; < fefi, dlai =1,...,n.
Uwzgledniajac wprowadzone dodatkowe zmienne i
ograniczenia mozemy teraz zapisa¢ uogdlnione zadanie
odwrotne (8) dla normy /; w nastgpujacej postaci:

176t +176
Aly+ Tu -6t +6~ >¢
by —cfz—1T27+1"27 =0
Az <b

zt - Mz <0

~6T +2t <0

St —zF+ Mz < M

2T —Mzx<0

-7 +2" <0

0" —z7+Mz< M
ze€{0,1}", y>0,u>0
z¥,27,67,67 >0

5T -6 €A.

min

®

Jesli A R™ albo zbiér A jest zadany ukladem
ograniczen liniowych, to zadanie powyzsze jest zadaniem
programowania liniowego mieszanego

Réwniez w przypadku normy [, funkcje celu uogdél-
nionego zadania odwrotnego mozna formalnie przek-
sztalci¢ w standardowy sposéb do postaci liniowej.
Wymaga to wprowadzenia jeszcze jednej zmiennej
ciaglej v € R, ktdrej warto$¢ nalezy minimalizowaé, oraz
dodania do ograniczenn zadania nastgpujacego uktadu
nier6wnosci liniowych:

5 -

v <0, o

;i —v<0 dlai=1,...,n

W analogiczny sposéb mozemy sformulowaé uogél-
nione zadanie odwrotne, jesli interesuja nas mini-
malne wzgledne (procentowe) zmiany wyjSciowych
wspoétczynnikéw funkeji celu, ktére zagwarantujg istnie-
nie rozwiazan catkowitoliczbowych w zbiorze rozwigzan
optymalnych zmodyfikowanego zadania. Réwniez i w
tym przypadku wymaga to wprowadzenia jednej do-
datkowej zmiennej v € R, ktérej warto$¢ nalezy mini-
malizowa¢, oraz dodania do ograniczef zadania nastgpu-
Jjacego uktadu nieréwnosci liniowych:

67 —vlal <0, &

;. —vle| <0 dlai=1,...,n
W przeprowadzonych eksperymentach obliczeniowych
do rozwiazywania tak powstatych zadafi programowania
liniowego mieszanego stosowano pakiet obliczeniowy
CPLEX 9.0. W nastgpnym rozdziale podamy kilka
prostych przyktadéw ilustrujacych otrzymywane opisang
tu metoda rozwigzania uogdlnionego zadania odwrot-
nego.



3. PRZYKLADY

Rozwazmy nastgpujace zadanie programowania linio-
wego:

max 7z; + 4z + 53 + 234
31+ 3x2 + 473 + 214, <7
0< 21, 72, 73, 24 < 1.

(10)

Rozwiazaniem optymalnym tego zadania jest wektor
z° = (29,2%,24,29)" = (1, 1, 3, 0)T, ktdry nie jest
wektorem catkowitoliczbowym. Przyjmijmy, ze intere-
suja nas minimalne zmiany wspéiczynnikéw funkcji celu
zadania (10), ktére zagwarantuja, ze rozwigzujac zmody-
fikowane zadanie natrafimy w jego zbiorze rozwiazar op-
tymalnych na rozwigzanie catkowitoliczbowe.

Jes§li celem jest minimalizacja sumy warto$ci
bezwzglednych zmian wag, to wymaga to rozwiaza-
nia uogdlnionego zadania odwrotnego (9) z norma
l;.  Jego rozwiazanie optymalne jest nastgpujace:
6t = (0,0,0,0), 6~ = (0,%,0,0)T. Zmodyfikowane
zadanie (10) ma postaé:

max Tz, + 3%:172 + 53 + 214
3z1 + 3z + 423 + 224 <7
0 < 7y, T2, T3, T4 < 1.

(1)

Zauwazmy, ze dodatnia warto§¢ funkcji celu dla
rozwigzania optymalnego uogélnionego zadania odwrot-
nego oznacza, ze¢ w zbiorze rozwiazafi optymalnych
pierwotnego zadauia (10) nie ma zadnego rozwigza-
nia catkowitoliczbowego. Rozwigzanie takie jest nato-
miast w zbiorze rozwiazan optymalnych zadania zmody-
fikowanego (11) i jest nim wektor z* = (1,0,1,0)7.

W przypadku, gdy interesuje nas minimaliza-
cja maksymalne] warto§ci bezwzglgdne] zmiany
kazdego ze wspdlczynnikéw funkcji celu zadania
(10), ktéra spowoduje pojawienie si¢ rozwiazan
catkowitoliczbowych w zbiorze rozwigzan optymal-
nych zmodyfikowanego zadania, wdwczas nalezy
rozwigza¢ uogdlnione zadanie odwrotne z norma ly.
W rozwazanym przykladzie rozwiazanie optymalne
uog6lnionego zadania odwrotnego jest nastgpujace:
§t = (0,0,1,07, 6~ = (£ £,0,0" Zmody-
fikowane zadanie (10) ma wigc teraz postaé:

max 6%2:1 + 3%9:2 + 5%2:3 + 2z4
3z1 +3xy +4x3 + 224 < 7
0 S Ti, T2, T3, T4 S 1.

12)

Rozwigzaniem optymalnym tak zmodyfikowanego zada-
nia jest catkowitoliczbowy wektor z* = (1,0, 1,0)7.

Podobnie wyglada rozwigzanie unogdlnionego zadania
odwrotnego, gdy interesuje nas minimalna procentowa
zmiana poczatkowych wspdtczynnikéw funkcji celu,
ktéra zagwarantuje, ze w zbiorze rozwiazai optymalnych
zmodyfikowanego zadania (10) znajdzie si¢ rozwigzanie
catkowitoliczbowe. Okazuje si¢, ze w tym przypadku
wymaga to modyfikacji tych wspéiczynnikéw o nie
wiecej niz okoto 3,2%. W wyniku rozwiazania uog6l-
nionego zadania odwrotnego otrzymujemy nastgpujace
przyblizone wartoéci zmian: §+ = (0, 0, 0, 161290, 0)7,
6~ = (0, 225806, 0,129032, 0, 0)T.
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GENERALIZED INVERSE PROBLEMS AND
INTEGRALITY OF SOLUTIONS FOR LINEAR
PROGRAMMING PROBLEMS

Abstract: We propose a generalization of the inverse problem
for continuous linear programming problems with all variables
belonging to the unit cube. The problem consists in finding
less costly perturbations of the original objective function co-
efficients, which guarantee that an optimal solution of the per-
turbed problem belongs to some specified subset of feasible so-
lutions. We describe a method of solving such problem in the
case when it is required that the set of optimal solutions of the
perturbed problem must contain an integral solution.
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