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2. SZEREGOWANIE CZYNNIKOW )
Z WYKORZYSTANIEM METODY POROWNYWANIA
PARAMI DLA DANYCH OSTRYCH

2.1 Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale sformulowano zagadnienie szeregowania
czynnikOw z wykorzystaniem metody poréwnywania parami dla ocen
nierozmytych. Dokonano przegladu podstawowych metod jego rozwiazania
i zaproponowano metode¢ rozwigzania dla przypadku z brakujacymi ocenami
oraz wieloma ocenami pary czynnikéw. Metoda ta oparta jest
o zastosowanie logarytmicznej regresji do rozwigzania problemu
aproksymacji macierzy ocen, za pomoca macierzy ilorazéw. Dokonano
analizy rozwiazania wykorzystujac sformutowane 1 udowodnione przez
autora twierdzenia z zakresu algebry liniowe;j.

Pierwsze préby szeregowania czynnikéw z wykorzystaniem koncepcji
opartej o ich poréwnywanie parami zostaly podjete przez Thurstone (1927a.
b, ¢), a rozwiniete przez Davida (1963) oraz Saaty’ego (1977, 1980).

Metoda poréwnywania parami w kategoriach AHP opracowana przez
Saaty’ego moze by¢é wykorzystana do szeregowania skonczonej liczby
czynnikdw w szeregowaniu wieloatrybutowym (wiclokryterialnym). Polega
ona na przyporzadkowaniu kazdej parze rozwazanych czynnikow pewnej
liczby z zalozonej skali. Liczba ta wyraza subiektywng preferencje eksperta
w stosunku do jednego zelementéw pary w pordwnaniu z drugim.
Przyporzadkowanie moze by¢ dokonywane rowniez przez grupe ekspertow
i wtedy mamy do czynienia z grupowym podejmowaniem decyzji. Czgsto
rozwaza sie sytuacje tzw. brakujacych danych, kiedy ekspert lub eksperci nie
podajg oceny danej pary czynnikéw [ub pewnej ich liczby. Oceny podane
przez ekspertdéw umieszcezane sg w tzw. macierzach ocen. Poniewaz zaktada
sig, ze proces oceny czynnikow przez eksperta moze ulec znieksztalceniu, to
przyjmuje si¢, Zze utworzona macierz ocen zawiera oceny niedokladne.
a zadaniem procesu szeregowania jest znalezienie odpowiadajace] jej
macierzy z ocenami zblizonymi do dokiadnych. 7Z matematycznego punktu
widzenia problem szeregowania sprowadza si¢ do aproksymacji macierzy
ocen za pomocg macierzy ilorazow waznosci poszczegolnych czynnikow.
Stosuje sie tutaj gdwnie trzy metody: maksymalnej wartosci wiasnej (Saaty
1977; 1980; 1984), najmniejszych kwadratow (Jensen 1984 Crawford
1 Williams 1985) oraz logarytmicznych najmniejszych kwadratdw (de Gran
1980; Saaty 1980; Crawford i Williams 1985; Boender i inni 1985 1989:
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2.2 Metoda poréwnywania parami dla przypadku jednego
eksperta

Zatézmy, ze mamy n czynnikéw F F,,..,F , ktore nalezy
uszeregowa¢.  Zatézmy  ponadto, ze kazdej parze czynnikow
(FI,F_) dlaij=1..,n  ckspert  przyporzadkowuje liczbg 1, € S.
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subiektywne preferencje dotyczace i~tego czynnika pary w stosunku do j-
tego drugiego, zgodnie z zasadami przedstawionymi w Tablicy 2.1 (Saaty
1980). Nastgpnie wyniki umieszczane sa w macierzy ocen R:

11 1
S={—,—,...,5,1,2,...,8,9} nazywana ocena pary i wyrazajaca jego

rll rlZ rln
e My oy

R= 7 7 . 7 (2.1
rnl rn2 rrm

Macierz R jest macierza (Saaty 1980), spetniajaca nastgpujaca wlasnosc:

n>0, n=1/rVi,j= . (

[N
10

Innymi stowy macierz R, utworzona przez eksperta, jest macierza
z niezgodnymi ocenami. Koncepcja Saaty'ego (1978, 1980) polega na
przyblizeniu macierzy ocen R za pomoca nastgpujacej macierzy ilorazow
sktadowych wektora uszeregowania:

pl/pl pl/pz pl/pn\
b pz{pl P2/ P pz{p,,. 03
pn/pl pn/p2 pn/pn

Naszym zadaniem jest znalezienie macierzy P z ocenami zgodnymi, ktére
przedstawione sa w postaci ilorazéw p, = p,./pl., i,j=12,...n

Otrzymujac macierz P, otrzymujemy rownoczesnie wektor rozwigzania
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Przyktadowa macierz ocen dla 3 czynnikow moze wygladaé
nastepujaco:

—
o
SN

R]l— ]~
—_ W | =

Nalezy podkresli¢, ze zaproponowana skala (Tablica 2.1) jest
krytykowana w literaturze. Na przyklad Murphy (1993) oraz Finan i Hurley
(1999) wykazuja, ze ograniczenie skali do 9 moze powodowal, ze
otrzymane wyniki znacznie wychodza poza akceptowalny zakres indeksu
zgodnosci ocen, podanego przez Saaty’ego 1 okreslonego wzorem (2.19).
Przyjmowane sg takze inne skale, np.: (LLootsma 1992; Olson i inni 1995).
W dalszej czgsci rozprawy nie analizuje si¢ zagadnienia wyboru skali.
przyjmuje si¢ natomiast wylacznie, ze macierze ocen spelniaja
warunek (2.2).

Jak juz wspomniano, w celu znalezienia wektora p stosowane sa
glownie trzy metody: metoda maksymalnej wartosci wlasnej (Saaty 1980.
Saaty i Vargas 1984), metoda najmniejszych kwadratow (Saaty i Vargas
1984, Grawford 1 Willians 1985) oraz metoda logarytmicznych
najmniejszych kwadratéw (Grawford i Williams 1985, Saaty i Vargas 1984).
Analize i poréwnanie powyzszych metod mozna znalez¢ m.in w pracach
(Grawford i Williams 1985; Saaty i Vargas 1984). Szereg prac krytycznie
ustosunkowuje si¢ do metody maksymalnej wartosci wiasnej, np.: (Dyer
1990, Barzilai i inni 1987; Barzilai 1997, 1998, 2001).

W aspekcie przedstawionej techniki normalizacyjnej (2.6) warto
zasygnalizowaé, ze metoda logarytmicznych najmniejszych kwadratow daje
w wyniku multiplikatywny wektor uszeregowania (Barzilai i inni 1987,
Kwiesielewicz 1996; Barzilai 1997). Innymi sfowy wektor waznosci
znormalizowany jest geometrycznie. Stad naturalne wydaje sig
wykorzystanie techniki agregacji opartej raczej o wazong srednia
geometryczng (Barzilai 1997; Xu 2000), niz o $rednia arytmetyczna (2.6).
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Oceny poszczegélnych ekspertow traktuje sig w takim przypadku
réownowaznie.

Przykfadowo macierz R utworzona na podstawie ocen dwdch
ekspertdw, moze posiada¢ nastgpujaca postaé:

1 2 5
1 - s
/2 | L (2.10)
R =
_ 1 _
/5 - 1
5 - 1

k2

gdzie symbol ,~" oznacza brak oceny. Warto zauwazyé, ze w tym
przypadku jeden ekspert nie ocenit pary czynnikéw (1.2), natomiast zaden
z ekspertow nie dokonal oceny pary (2.,3), czyli zachodza warunki
dyy,=dy, =0oraz dj, =d, =0.

Zagadnienia z pelnymi macierzami ocen R. dla ktérych zachodzi
warunek:

d,.j:DVi,jzl,l...,n, 2.1

mozna rozwiazywa¢ w oparciu o metode maksymalne] wartosci wilashe]
(Saaty 1980, Saaty i Vargas 1984), metod¢ najmniejszych kwadratow (Saaty
i Vargas 1984, Grawford i Willians 1985) lub metode logarytmicznych
najmniejszych kwadratéw (Grawford 1 Williams 1985, Saaty i Vargas
1984). W przeciwnym przypadku nalezy stosowa¢ metode najmniejszych
kwadratéw lub logarytmicznych najmniejszych kwadratéw, poniewaz
metoda maksymalnej wartoéci  wlasnej nie dopuszcza przypadkow
z brakujacymi ocenami.

Nalezy podkresli¢, ze w przypadku wielu ekspertow, bez wzgledu na
stosowana metode estymacji macierzy ocen, mozna obliczy¢
znormalizowane uszeregowania dla kazdego z ekspertow, a nastgpnie
dokonaé agregacji uszeregowan wariantdw wzgledem ekspertéw. Podejscie
takic pozwala na przyporzadkowanie wag poszczegdlnym ekspertom.
Mozna stosowac tutaj agregacje z wykorzystaniem s$redniej arytmetycznej.
jak igeometrycznej (Barzilai 1 inni 1979; Barzilai 1997: Xu 2000).
W przypadku korz najmniejszych  kwadratow  lub
logarytmicznych naj w mozna Korzysta¢ 7 macicrzy R
z ocenami wszystkic 1(2.9). Nalezy pamigtad jednak. ze






2.4.2 Metoda maksymalnej wartosci wlasnej

Metoda maksymalnej wartosci wlasnej (Saaty 1980) macierzy R opiera
sig¢ na zalozeniu, ze macierz ocen R nie zawiera doktadnych ocen. ale
subiektywne oceny, podane przez eksperta. Macierz uszeregowan P moze
by¢ natomiast zadaniem Saaty’ego (1980) postrzegana jako macierz
z dokladnymi danymi, czyli z dokfadnymi ilorazami waznosci. Ponadto
tatwo zauwazy¢, ze macierz P posiada nastepujacg wlasnosc:

8]
[
<

Pp=np, (

. 7 . . .
gdzie p:(p,,...,p”) jest wektorem uszeregowania. Biorac pod uwage
fakt, ze macierz ocen R jest macierzg z niezgodnymi danymi, nie mozna do
niej zastosowac formuty (2.15).
W celu sformutowania odpowiedniego warunku dla macierzy ocen
przytoczmy podstawowe fakty =z algebry liniowej. Jesli wektor

YA ;. . .
= (ll,... A ) jest wektorem wartosci wlasnych macierzy A, natomiast

> n
wektor X,,7=1,...,n jest wektorem odpowiadajacym i-tej wartosci wlasnej
to:

Ax, = 1X, (2.10)

oraz a, =1Vi=1,...,n, woéwczas:

2/11. =n (2.17)
i=l

Wynika stad, ze jesli zachodzi warunek (2.15), to wszystkie wartosci wiasne.
oprdcz jednej, sa rowne zero. Ta jedna niezerowa wartos¢ jest rowna n i jest
ona najwigksza warto$cia wilasna. Jesli zalozymy teraz. ze macierz ocen R
posiada tylko nieznacznie zaburzone dane w porownaniu z macierza P. to
wowcezas mozna oczekiwad, ze najwieksza wartos¢ wilasna macierzy ocen R
jest bliska n, a pozostate jej wartosci wlasne sa bliskie zeru.

Zatem powracajac do zagadnienia szeregowania, jesli macierz R jest
macierza ocen, to w celu znalezienia wektora uszeregowan nalezy znalez<
wektor p spetniajacy zaleznos¢ (Saaty 1980):

Rp - lmuxp : (2 i S)
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Rozszerzajac macierz R do macierzy R'(c) 0 wymiarach (11+l)>< (IH-I)
w sposob nastgpujacy:

4

R iL,j=L2,...,n,
’

rmm =L
’

Fom :pi/(c 1)’

4

v =(cp1)/pi, m=n+1, 1,j=12,....n,

otrzymat nastgpujacg posta¢ macierzy R'(c) :

rll rll rln l/C
R'(c)= ' . (2.21)
(C) I Y r. p,! (cpl)
c (cp1 l'py, ... (cp])/ P, 1

Nalezato oczekiwaé otrzymania wektora p’ = (p{,...,pl,cp}). ale
metoda maksymalnej wartosci whasnej data inny wynik.

2.4.3 Metoda najmniejszych kwadratow

Obliczenie uszeregowania czynnikéw z wykorzystaniem metody
najmniejszych kwadratéw wyznaczania macierzy P (Saaty 1980:; Saaty
i Vargas 1984) opiera si¢ na minimalizacji wyrazenia:

N - (2.22)
=Py

Innymi stowy nalezy znalezé macierz ilorazéw P, najblize) polozona
w stosunku do macierzy R w sensie normy euklidesowe] ““r ktéra dla

dowolnej macierzy A wyraza si¢ zaleznoscia:
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gdzie q, oraz u, sa k-tymi wektorami ortonormalnymi, tworzacymi
odpowiednio macierze ortonormalne Q oraz U.

Stosujac powyzsza ide¢ do aproksymacji macierzy R za pomocy
macierzy P otrzymujemy:

R =QSU", (2.29)

gdzie Q i U sa macierzami ortogonalnymi, natomiast macierz S jest
macierza diagonalna, zawierajaca pierwiastki kwadratowe wartosci

. T . . . . , .
wihasnych macierzy RR' . Biorac pod uwage fakt, ze macierz ilorazow jest
rzedu 1, mozna ja obliczy¢ zgodnie z zaleznoscia:

P=QS U =s5qu,. (2.30)

. . T ;o . . . .
gdzie macierze Q, oraz U, sa czesciami odpowiednio: macierzy Q oraz
T . . . N . - .

U'., odpowiadajacymi pierwszej kolumnie macierzy S; , oraz u, sa
pierwszymi wektorami ortonormalnymi, tworzacymi odpowiednio macierze
ortonormalne Q oraz U; natomiast s, jest odpowiadajaca im wartoscia
szczegolna.

Nalezy wybra¢ maksymalna warto$¢ szczegdlng macierzy R. poniewaz
wowcezas minimalna odlegtos¢ migdzy macierzami P i R (2.22) w sensie
zdefiniowanej metryki (2.23) wyrazi si¢ zaleznoscia (Eckart 1 Young 1930):

M
=%
|
=
1
Ng
19
=

=\ P i=2

gdzie s, i=2,...,n sa pozostalymi warto$ciami szczegOlnymi macierzy
R. Warto podkresli¢ tutaj jeszcze raz fakt, ze s, = max(ys,).

W efekcie otrzymamy:

&:slq”ul_/., Vi,j=1,...,n. (2.32)

D

Zaleznos¢ (2.31) moze stanowié miarg zgodnosci ocen, zdecydowanie
lepsza od indeksu (2.19) zaproponowanego przez Saaty’ego. Jednak bardzo
istotng wade¢ metody najmniejszych kwadratow stanowi fakt, ze nie zawsze
daje ona jedno i tylko jedno rozwiazanie, co zdaniem autora stanowi jej
bardzo powazna wadg.






—_

Vi =X, 2.38)
J=1
co w efekcie daje:
1 1"
X, =— v
n'g

yok=1...n. (2.39)

Biorac  pod uwage zastosowane  przeksztalcenie  logarytmiczne
P, = exp(xl. ), = exp(ylj), i,j=L1...,n, zaleznos¢ (2.39) przyjmie

postac:
p = Hl;l , I=1L....n. (2.40)

Warto zwréci¢ uwage, ze rozwigzanie (2.40) spelnia wczesnie) zalozony
warunek geometrycznej normalizacji (2.37). Ponadto po dodaniu nowego
czynnika nie wystgpuje utrata wagi (Kwiesielewicz i van Uden 2001a). tak
jak dla przypadku metody maksymalnej warto$ci wlasne;j.

Barzilai (1997) pokazuje, ze metoda Sredniej geometryczne] jest
przeksztatceniem symetrycznym, daje rozwigzanie jedyne, niezalezne od
odwrocenia skali oraz opisu problemu. Ze wzgledu na multiplikatywny
rozktad wektora uszeregowania, do celéw agregacji proponuje on
zastosowanie metody agregacji opartej o wazong Srednig geometryczng.
Metoda ta jest niezalezna od kolejnosci wykonywanych operacji. zatem jest
zgodna migdzypoziomowo (Barzilai 1 Golany 1994, Barzilai 1992). Jako
miare zgodnosci macierzy ocen mozna tutaj wykorzysta¢ wartos¢ funkeji
kryterialnej I (2.33).

Mozna pokaza¢, ze kiedy posiadamy uszeregowanie p = (p,,‘..,p” )

otrzymane na podstawie macierzy R z wykorzystaniem metody Srednie]
geometrycznej (2.40), anastgpnie dodamy nowy czynnik zgodnie

z zalezno$cig (2.20), to tworzac macierz ocen R'((:) o strukturze (2.21)

. . . . . . Is 4 4 .
i w oparciu o nig obliczajgc uszeregowanie P = (171~---’1’n»17,/,+1 ) to spelni

ono zaleznosé:
1

’ 1 n+l

p, =| — p;» 1=L2,..n. (2.41)

co przy rozkladzie multiplikatywnym stanowi bardzo elegancka wlasnose
metody sredniej geometryczne].

41






co daje:

czyli w efekcie otrzymujemy zaleznos¢ (2.41). co bylo do wykazania.
W przypadku wielu ekspertow, kiedy kazdy z nich podal oceng dangj
pary (Vi, j;d, = D), zagadnienie (2.33) przyjmie postac:

1333 s, )-1n &] | 20

Dokonujac  podstawien y,, = ln(”A) X, = ln(p,). Vi,j=1L....n

k=1,...,D, otrzymamy nastepujace zagadnienie optymalizacyjne:

min {1 22( ~.\-1+.\'/f}. (2.47)

S
it k=l i =l

Wowecezas zagadnienie optymalizacyjne (2.47) sprowadzi sig do ukladu
réwnan (Kwiesielewicz 1993a, 1996):

X iD— 2 D_\ i 2\ (2.4%)

Jj=lj#i J=lj# j=lj=i k=1
lub
D
nDx, — D 2 2 2,"%7 1=1..... 1. (2.49)
j=1,j#i J=l = k=1

co po uwzglednieniu warunku (2.36) daje (Kwiesielewicz 1993a. 1996):

X, ”DZZ\W': ..... . (2.50)

j=1 k=l






gdzie:
ln(rn) ln(l’])\ ‘n(()ll) |
()| | nle)

ln(n ln) ]n(p”) ln(eH”>

natomiast macierz B ze wzoru (2.55) zawiera elementy o wartosciach 1.0.+1,
wynikajace z ukladu rownan (2.55). Estymator o maksymalnej
wiarygodnosci  dla X (Scheffe 1959) jest estymatorem w sensie
najmniejszych kwadratow i wyrazi sig jako:

flziiln%)i:l,...,n. (2.50)
n“a

Posiada on wszystkie wilasnosci estymatora w sensie najmniejszych
kwadratéw.,
Wracajac do funkcji wyktadniczych otrzymujemy:

1

i1 n
II;;]. , i=1....n. (2.
J=l

)
wn

7)

Zatem opisana powyzej metoda réwniez daje w tym przypadku rozwigzanie
w postaci sredniej geometryczne;j.

Przedstawiona metodyka moze by¢ zastosowana do rozwigzania
bardziej ogélnego zagadnienia aproksymacyjnego. Warto przypomnieé, Ze
w przypadku ogbélnym, zamiast pojedyncze] oceny danej pary, mozemy
dysponowa¢ wieloma ocenami 7, , k=12,...d <D. Vi,j=12,.. .n,
gdzie d; jest liczba ocen danej pary, natomiast D jest maksymalng liczbg
ocen. W szczeg6lnym przypadku moze zachodzi¢ d, =0. Wowczas

zagadnienie znalezienia uszeregowania sprowadza sie do minimalizacji
sumy kwadratéw (Crawford i Williams 1985):

S = 222 ln(ruk> v : (2.58)

i=l j»i k=1 12/






metody najmniejszych kwadratéw i metody logarytmicznych najmniejszych
kwadratow.

W tym rozdziale pokazano, ze metoda maksymalnej wartosci wiasnej
ma szereg wad, a mianowicie jest zalezna od odwrocenia skali.
zdefiniowanej dla ocen, nie jest przeksztatceniem symetrycznym oraz nie
zachowuje waznosci po dodaniu nowego czynnika. W potaezeniu
z addytywna metoda normalizacji oraz addytywng metoda agregacji daje
rozne rozwiazania, zalezne od kolejnosci operacji. Oznacza to. ze
rozwiazanie otrzymane w wyniku dokonania agregacji kilku macierzy ocen.
a nastepnie obliczeniu uszeregowania, bedzie sie roznito od rozwigzania
otrzymanego w wyniku obliczenia uszeregowan dla poszczegdlnych
macierzy i dokonania agregacji. Ponadto metoda ta w sposob bezposredni
nie moze by¢ stosowana dla przypadku z brakujgcymi ocenami.

Drugie z omawianych podejs¢, metoda najmniejszych kwadratow, nie
moze by¢ stosowana, poniewaz nie daje jednego 1 tylko jednego
rozwiazania.

Metoda logarytmicznych najmniejszych kwadratow dla macierzy ocen
bez brakujacych danych sprowadza si¢ do metody Sredniej geometrvezne;.
ktéra nie posiada wad pozostatych rozwazanych metod. Udowodniono, ze
dla wielu ekspertéw metoda logarytmicznych najmniejszych kwadratéw
sprowadza si¢ rowniez do metody s$redniej geometrycznej. Metoda srednie)
geometryczne] jest przeksztalceniem symetrycznym. daje rozwiazanie
jedyne, niezalezne od odwrocenia skali (operacja transponowania macierzy
ocen). Nie powoduje réwniez utraty wagi. Przy zastosowaniu agregac)i
opartej o wazona Sredniag geometryczng uzyskiwana jest zgodnosé
migdzypoziomowa (Barzylai 1987, 1997). Oznacza to. ze otrzymany
zostanie ten sam wynik bez wzgledu na to, czy najpierw dokonana zostanie
agregacja macierzy ocen, a potem obliczona warto$¢ uszeregowania. czy tez
najpierw zostana obliczone wartosci uszeregowan dla poszezegdlnyeh
macierzy ocen, a potem dokonana agregacja.

Warto podkreslié, ze zastosowanie klasycznego liniowego modelu
regresyjnego sprowadza rowniez rozwazane zagadnienie logarytmicznych
najmniejszych kwadratow do rozwigzania w postaci sredniej geometrycznej.

Wykazano, ze metoda sredniej geometrycznej przy dodaniu wzglednej
waznodci czynnika, daje uszeregowanie, ktorego waznosci sg proporcjonalne
do waznosci uszeregowania pierwotnego.

Zaznaczono mozliwos¢ transformacji macierzy ocen do postaci
rozmytej relacji preferencji, co pozwala na wykorzystanie alternatywnej
metodyki, opartej o logike rozmyta.

Poniewaz metoda najmniejszych kwadratow nie daje jednego i tylko
Jjednego rozwiazania nie bedzie brana pod uwage w dalszej czesci rozprawy.
Metoda maksymalnej wartosci wlasnej nie daje si¢ natomiast zastosowac sie
w sposéb bezposredni do przypadkow z brakujacymi ocenami. Dlatego tez
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Uktad rownan (2.61) mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej:

Ax=b, (2.64)

gdzie wektor prawych stron posiada nastepujace wspolczynniki:

i ’lq
— M o] <
b, = 2 Zyrj/k’ i=1...n, (2.05)
i%).=1 k=1

natomiast macierz A posiada nastepujaca strukture:

S, -4, - -4,
j=Lj#1
A= —d,, 2(]2_/ o =, . (2.60)

it
B dnl - dnl o 2 dn/

j=li#n

W szczegolnosei dla przyktadowej macierzy ocen (2.10) otrzymamy:

3 -1 =2
A= -1 1 0
-2 0 2

W celu rozwigzania uktadu rownan normalnych (2.61) przedstawiona
zostanie metoda oparta na uogdlnionej pseudoodwrotnosci macierzy A
lewych stron uktadu réwnan (2.61). Opiera si¢ one na rozkladzie macierzy
na wartosci szczegodlne,

Biorac pod uwage specyfike rozwazanego uktadu, wydaje si¢ sensowne
dokonanie analizy jego rozwigzania. W tym celu wprowadza sie
podstawowe pojecia z algebry liniowe] oraz dowodzi si¢ szeregu twierdzen
i whasnosci, ktore pozwolg na oceng struktury rozwigzania 1 pokaza jego
zgodnos¢ z metoda sredniej geometrycznej (Kwiesiclewicz 1993a. 1996).
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W szezegdlnosei, jesli A, =0, wowczas:

Aq, =0. (2.09)

1

. . . . . . ~-1 T
Poniewaz macierz Q jest rzeczywista macierzq ortonormalng: Q7 =Q" .
rownanie (2.67) moze by¢ zapisane jako:

A=QAQ’ (2.70)

albo w formie jednowymiarowych rzutow (Strang 1988):

A=Y 4q,q; . (2.71)

k=1

gdzie n jest stopniem macierzy A.
Dla ortonormalnych macierzy kwadratowych mamy:

Q'Q=I (2.72)
oraz

QQ' =1, (2.73)

gdzie I jest macierza jednostkows.
Zdefiniujmy macierz A” w nastepujacy sposab:

A+ :QA+ QT, (274)

gdzie A* jest macierza diagonalna o nastepujacej wlasnosci:

/A edy A #0
/1*:{/’ 84y 7 i=1,...,m. (2.75)

i 0 gdyi =0

Zaleznos$é (2.74) daje rozklad spektralny A ™. co moze by¢ rowniez zapisane
jako:

A" =Y Xq,q; - (2.70)
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Z drugiej strony macierze T i R mozna wyrazi¢ w postaci kombinacji
Jednowymiarowych rzutéw:

T:R:quf . (2.80)

k=1

Z wlasnosci (2.73) wynika nastepujaca zaleznosé:
QQT:quZ:I. (2.81)
k=1
Rownanie (2.80) mozna teraz napisaé w nastepujace] tormie:

T=I-Y qq; . (2.82)

k=4l

gdzie q,,k=r+1,...,n sa wektorami wlasnymi macierzy A.

odpowiadajacymi A, =0.

2.5.4 Uogélniona pseudoodwrotnosé

Twierdzenie 2.2. (Penrose 1955, Pyle 1972). Dla kazdej muacierzy
rzeczywistej] A o wymiarach mXn ismieje jedna i 1vlko jedna macierz X
o wymiarach nXm speifniajgca nastepujqee rovenania macierzowe:

. AXA=A
. XAX=X
. (AX)'=AX
. (XA)'=XA

[USTN SO I

=~

Definicja 2.1. Jedna i tvlko jedna macierz X, spelnidjqca aksjomeary

(1).(2),(3),(4) nazywana jest uogolniong pseudoochvroto$ciq macierzv A i
. +

oznaczana jako A" .

Mozna teraz pokazaé, ze macierz A" . zdefiniowana réwnaniem

(2.74), jest uogdlniona pseudoodwrotnoscig macierzy A w sensie definicji
2.1.
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co w formie macierzowej mozna przedstawi¢ jako:

/11 2?;:1 9
Q /13 2;‘—1(/./'3 =0.

12
oo
N

/l n
n =1 q»/’/z

Poniewaz macierz Q jest macierzg nieosobliwa, uklad rownan (2.85) posiada
dokiadnie jedno rozwiagzanie w postaci wektora zerowego:

/1,.2(/# =0,k=L...,n. (2.80)
j=1

Mozna teraz sformutowad nast¢pujacy wniosek:

Whniosek 2.3, (Kwiesielewicz 1993a, 1990) Kuzdy wektor wlasin,
odpowiadajqcy niezerowej wartosci wlasnej roeczywisie]  symelryeziej
macierzy, w ktorej elementy kazdego wiersza sumujq si¢ do zera, posiada
skladowe sumujqce si¢ rowniez do zera.

Suma elementéw i-tego wiersza macierzy A~ moze by¢ obliczona
z wykorzystaniem réwnania (2.76):

1 i

Ea; :22/1:(1&‘]_;& = ZE)L:qikqjk = Z(IMA’ZZ(//A' =0. (287
= K= /1

=1 k=1 k=1 j=I
dlati=1,....n.

W oparciu o wnioski (2.1) oraz (2.3) mozna stormulowal nastgpujace
twierdzenie:

Twierdzenie 2.4. (Kwiesielewicz 19934, 1990) Uogolniona
pseudoodwromosé kazdej rzeczywistej macierzy svinetrveznej o sumach
clementow wierszy rownych zero posiada takie wiersze oraz kolummy,
2 ktérych suma elementéw jest réwna zero.

Dowdd twierdzenia wynika z rownan (2.86) 1 (2.87).






posiadalo rozwiqzanie jest:

AA'b=b.
Rozwiqzaniem jest wowczas wektor x:
x=Ab+{I-A"A.
gdzie'y jest dowolnym wektorem.
Rozwiazanie o minimalnej normie wynosi:
x=A"Db. (2.90)

Poniewaz w rozwazanym przypadku wiersze i Kolumny macierzy

pseudoodwrotnej sumujg si¢ do zera (Twierdzenie 2.4). wiec jeslhi

rozwiazanie o minimalnej normie istnieje. to spelnia ono nastepujacy
warunek:

X = a_fb.: b.Yal=0. (2.91)

co po powrocie do funkeji wyktadniczych daje:

HP:‘ =1.
i=l

Przypomnijmy, ze:

2 :exp(xl.), i=1....n.
Mozna zatem sformulowac nastepujacy wniosek:

Whiosek 2.4. (Kwiesielewicz 1993a, 1990) Jesli istnicje rozwigzanie
o minimalnej normie (2.90), to daje ono dla wektora uszeregowania p
wlusnos$¢ geometrycznej normalizacyi (2.37).

Zatem rozwigzanie problemu szeregowania dla przypadku brakujgeych
danych z wykorzystaniem uogdlnionej pseudoodwrotnosci jest
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Podstawiajac powyzsze wyniki do zaleznosci (2.82):

T=R=1-T, (2.99)
gdzie:
1 1 1
non n
1 —
™=\, n n
11 1
n o on i
1 1 1
—— == _
n n n
1 1 1
I e R
T= n n . n
' |
L oL
n n n

Obydwie macierze T 1 T’ sa idempotentne.
Warto zauwazy¢, ze

AAT"=A"A=T (2.100)
oraz
[-ATA=I-T=T' (2.101)
Z powyzszych rozwazan wynika nastgpujace twierdzenie:
Twierdzenie 2.6. (Kwiesielewicz 1993a, 1996) Jesli  uklad rovwneoi
normalnych jest dany réownaniem (2.601) z zalozeniumi (2.62)-(2.64) ora:
macierz A jego lewej strony posiada provnagmniej jeden wicerss i jedng
kolumne z niezerowymi elementami, wowczas isinicje macier= A™ | ktora po
pommozeniu z lewej strony uktadu rownan normalnyell przekszialea go do

nastepujqeej postaci:
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2.5.7 Modyfikacja algorytmu

Jak pokazano wezesniej (Kwiesielewicz 1993a. 1996). jeslhi rozwiazanie
o minimalnej normie ukladu réwnan (2.64) istnieje. to spetnia ono warunek
(2.9D), tzn.:

ktory sprowadza sig¢ do warunku normalizacji  geometrycznej dla
uszeregowania. Wykorzystanie tego warunku pozwala na pewna
modyfikacje podejscia do rozwiazania ukladu rownan  normalnveh
(Kwiesielewicz i van Uden 2000). Modyfikacja ta polega na zastgpicniu
dowolnego wiersza ukladu rownan normalnych (2.64) rownaniem (2.91).
Woéwecezas dla przypadku z rzgdem macierzy A rownym n — 1. otrzymamy
uktad rownan z macierza lewych stron petnego rzedu:

Cx=d. (2.105)
Bez utraty ogdélnosci rozwazan mozna przyjac, ze dokonano wymiany

pierwszego rownania uktadu réwnaf normalnych (2.64) na réwnanie (2.91).
Wowczas macierz C przyjmie nastgpujaca postac:

1 1 ]
—dy, _Zd:/ d,,
c=| . e o (2.100)
- dnl - du’ 2 dn/
j=lj#n

d=| | (2.107)
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Warto zwrdci¢ uwage, ze pierwszy ekspert nie ocenil pary (1.3), natomiast
drugi pary (1,2).

Otrzymamy odpowiednio nastgpujaca macierz lewych stron i wektor
prawych stron ukfadu réwnan normalnych:

2 —-1 -1 2.0794
A=~1 3 -2 b=|-35835.
-1 =2 3 1.5041

Macierz A posiada rzad 2. Jej uogodlniona pseudoodwrotnos$¢ przyjmie
posta¢:

0.2222 -0.1111 -0.1111
AT =|-0.1111  0.1556 —0.0444|.
-0.1111 -0.0444  0.1556

Macierz A" jest macierza symetryczng z sumami kolumn i wierszy
rownymi zero. Otrzymujemy nastgpujace elementy sktadowe rozwiazania:

(i) Rozktad na wartosci wiasne:

0.8165 0.0000 —-0.5774
Q=|-04082 0.7071 -0.5774 |.
~0.4082 -0.7071 -0.5774

3.0000 0 0
A= 0 5.0000 0
0 0 0.0000

Sumy elementow wektoréw wiasnych, odpowiadajacych niezerowym
wartosciom  wlasnym, wynosza zero, natomiast wektor wiasny
odpowiadajacy zerowej wartosci wiasnej, posiada wszystkie wspolrzedne

rowne —l/\/;:—l/\/g.

(i) Macierze T oraz T’
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Zgodnie z propozycja modyfikacji algorytmu, wstawiajac do macierzy :
zamiast pierwszej kolumny wektor (1,1,1), otrzymujemy macierz C:

1 l 1
C=[-1 3 -2}
-1 -2 3

i uklad rownan (2.105) przyjmie postac:

X tx, +x;= 0
—x,+3-x,—2-x, =-3.5835,
X —2-x,+3-x;= 1.5041

z wartos$cia wyznacznika det(C) =15.

Wykorzystujac réwnania Cramera lub rozklad LU, otrzymujemy:

0.6931
x=|—-0.8553 .
0.1622

Po powrocie do funkcji wyktadniczych rozwigzanie wyniesie

2.0000
p=| 04251 |.
1.1761

czyli jest takie same, jak przy uzyciu uogélnionej pscudoodwrotnosci.
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i d, p _l
_ ; - ) i _
Imin - rlrgn " ]n(’(//\> In -
Pt =t o) o k=1 P,
n //:/ [) i
= min ln(i;/‘ )—l 0+
sl | A P,
i (2.109)
i1 D 1 B 1
+ 2 In| — [=In] = =
=l j>i k=d,;+1 p/ ]7/

i
=
=
M
,Mb
=3
S
B
S—
=3
=
1
-

Zgodnie z przeksztalceniami (2.47)-(2.51) rozwigzaniem zagadnienia
(2.109) jest $rednia geometryczna (2.51). Fakt ten pozwala na wykorzystanic
wlasnosci rozwiazania opartego o srednig geometryczng do uogdlnionego
podejscia zaproponowanego w punkcie 2.5.

2.5.10 Uwagi

W celu rozwiazania zagadnienia porownywania parami z brakujacyvmi
ocenami z wykorzystaniem logarytmicznych najmniejszych kwadratow. do
rozwigzania ukladu rownan normalnych autor zaproponowal zastosowanie
uogdlnionej pseudoodwrotnosci.

Ze wrzgledu na specyficzna postaé rozwazanego ukladu rownan
linjowych dokonano jego analizy. Sformulowano warunki, dla Ktoryceh
macierz lewych stron ma jeden stopien swobody. poniewaz z takq sytuacjqy
mamy do czynienia najczgsciej w praktyce. W celu zbadania struktury
rozwigzania udowodniono, ze dla rozwazanego przypadku rozkiad macierzy
na wartosci szczegolne moze zostac zastapiony rozkladem na wartoscl
wilasne. Warto tutaj podkresli¢, ze udowodnione w tym zakresic twierdzenie
moze by¢ stosowane w przypadkach bardziej ogolnyveh.

W oparciu o dokonang analizg udowodniono szerce wlasnosci
rozwigzania ukladu réwnan normalnych, co porzwolilo w efekeie na
wykazanie zgodno$ci rozwiazania zagadnienia szeregowania czynnikow dla
przypadku z brakujacymi danymi. otrzymanego z wykorzystanicnt metody
logarytmicznych najmniejszych kwadratow i nogoinione;j
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W przypadku brakujacych danych jedyna metodq, ktora moze by
zastosowana bezposrednio, jest metoda logarytmicznych najmniejszych
kwadratow. Pokazano, ze rozwigzanie ma rozklad multiplikatywny oraz przy
zalozeniu, ze brakujace oceny sa zgodne z uszeregowaniem wynikowyn.
metoda ta sprowadza si¢ réwniez do metody Sredniej geometryeznej. Fakt
ten ma bardzo duze znaczenie, poniewaz pozwala to na wykorzystanie
wszystkich wlasnos$ci metody $redniej geometrycznej. Nalezy tutaj jednak
jeszcze raz podkreslié, ze ze wzgledu na multiphikatywny rozklad
rozwigzania, agregacja powinna by¢ dokonvwana za pomoca Srednigj
geometryczne;j.

Do dokonania analizy rozwiazania z wyvkorzystaniem metody
logarytmicznych  najmniejszych  kwadratéw  wykorzystano  pojecie
rozwigzania ogoélnego ukiadu réwnan  liniowych 1 uogdlnionej
pseudoodwrotnosci w sensie Penrose. Pozwolilo to na analityczne zbadanic
struktury rozwiazania oraz udowodnienie szeregu jego whasnosci, c¢o
w efekcie  doprowadzito do znalezienia jego postaci analitvezne]
w przypadku ogdlnym 1 sformulowanie warunkow na istnienie i jedynosé
rozwigzania. Warto podkreslic, ze pewne twierdzenia 1 wlasnosci
dowiedzione w niniejszym rozdziale sg na tyle ogdlne, ze mogy byv¢
stosowane w innych przypadkach, zwigzanych z obliczeniami algebry
liniowe;.

Przedstawiono modyfikacje metody opartej o pseudoodwrotnosé,
sprowadzajac macierz lewych stron uktadu rownan normainych do pelnego
rzedu, co pozwala na znaczne uproszczenie obliczeh numerycznych.

Zaproponowana metoda rozwiazania zagadnienia  szeregowania
czynnikow dla przypadku z brakujacymi ocenami. moze by¢ latwo
rozwinieta dla sytuacji z ocenami rozmytymi i zastosowana do analizy
rozwigzania zagadnienia rozmytego.

Z punktu widzenia przydatnosci przedstawionych metod aproksymacji
macierzy, celowe byloby zbadanie zgodnosci ocen ekspertow i jej wplywu
na otrzymane uszeregowanie.
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