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CZESCII
Zlozone struktury modeli opdznienia rozlozonego

Wsréd podstawowych sposobdw potaczen modeli opdznienia roztozonego
uwaga zostanie skupiona na dwoch: sumowaniu i superpozycji. Sumowanie modeli
opdznienia rozlozonego mozna interpretowaé analogicznie do potgczenia rownole-
glego, a ich superpozycje na wzoér potaczenia szeregowego w elektrotechnice.
Elementem wsp6lnym analizowanych modeli opdznienia roztozonego o ztozonych
strukturach jest ta sama zmienna niezalezna zar6wno w modelach sktadowych, jak
i modelu ztozonym. Nalezy tez zauwazy¢, ze model ADL, omdéwiony w punkcie
2.4 Rozdzialu 9 Czgsci I, mozna réwniez interpretowac jak sume modeli opoznie-
nia roztozonego, z tym jednak, ze zmienna zalezna jest tam sumg zmiennych za-
leznych n modeli opdznienia roztozonego n zmiennych niezaleznych.

Przyktadem takich zlozonych systemow, w ktorych modele te znajduja za-
stosowanie sg, na przyktad, sieci dystrybucji, w ktorych strumien dostaw jest roz-
dzielany pomigdzy poszczegbélne podsystemy (np. regionalne), oraz przechodzi
przez kolejne ogniwa systemu. Celem analizy be¢dzie uzyskanie odpowiedzi na
pytania dotyczace wlasno$ci rozktadu opoznienia ztozonego modelu opoznienia na
podstawie znajomosci wtasno$ci sktadowych modeli opdznienia. Odpowiedzi na te
pytania sa przydatne zarowno w analizie, jak i w projektowaniu tych systemow.

Analiza zlozonych modeli op6znienia roztozonego staje sie prostsza dzigki
wykorzystaniu operatorow opdznienia i funkcji tworzacych. Pojecia te zostaty
wprowadzone w Cze¢sci I w Rozdziale 1.8. Czytelnik zainteresowany bardziej zaa-
wansowang literaturg moze siegna¢ do nastgpujacych pozycji: Kozniewska'(1972),
Kenkel?(1974), Dhrymes®(1981), Dhrymes* (2013), Heij, Boer (2004)°.

! Kozniewska(1972): Rownania rekurencyjne, PWN, Warszawa.

2 Kenkel(1974), Dynamic Linear Economic Models, Gordon and Breach Science Publishers, New
York, London, Paris.

3 Dhrymes P. J. (1981): Distributed Lags. Problems of Estimation and Formulation, 2" edition. North
Holland Publishing Company, Amsterdam, New York, Oxford.

4 Dhrymes, Phoebus J. (2013): Mathematics for econometrics, DE Lag Operators, Rozdz. 6, str.171,
Springer, New York.

3 Heij C., Boer de P., Frances P. H., Kloek T., Dijk van H. K.: Econometric Methods with Applica-
tions in Business and Economics, Oxford University Press, Oxford New York, 2004.
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W analizie ztozonych modeli op6znienia roztozonego uwaga bedzie skupio-
na na dwoéch rodzajach podstawowych zwigzkow mig¢dzy modelami opodznienia
roztozonego:

- suma (lub polgczenie réwnolegte)
- iloczyn, (superpozycja lub potgczenie szeregowe).

2.1. Suma modeli opdznienia rozlozonego

Z sumg modeli op6znienia roztozonego mamy do czynienia, gdy zmienna

zalezna y, jest sumg skonczonej liczby n zmiennych zaleznych y,(" V=1, 2,..n;
wzgledem tej samej zmiennej niezaleznej x;:
y, =y 4y 44y =
(2.1)

_ M G SIE)) @ () (n)
= _Zov Jx,  +& +Z()vti X, +& .+ 2vx  +&",
1= 1=

ti
i=0
przy czym/
ti

0 _ <D ) 2 _ <2 ®) () _ <, ) ()
e _thixt—i—'_gt > Vi _ZV' X TE _thi X TE S (22)
i=0 i=0 i=0

(gdzie n jest skonczong liczba naturalng) bedacych zmiennymi okre$lanymi za
pomocg wzoru (1.1):

—_ 3,0 1,2 4, () S L) — 3| 0,0 .
yt - 'Z()V” xt—i + ;}vti xt—i +..t ;}Vti xt—i + Zet - Z(ZV” jxti +€t’
i= i= i=

j=1 i=0\_j=1I

lub (2.3)
gdzie:
i (2.4)

Sume modeli opdznienia roztozonego mozna interpretowac, analogicznie do
polaczen obwodow elektrycznych, jako ich polaczenie rownolegte, rys. 2.1.
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Dalsze rozwazania beda prowadzone przy zatozeniu, ze sktadniki losowe w
modelach sktadowych spetniajg zatozenia: E(e”’)=0, D’(e”)=(c"")’ <o oraz
D’VeN=0,j=1, 2,.,n; i=1, 2, ...

=i

Wzér (2.4) uzyskany zostal przez sumowanie wspolczynnikow wystepuja-
cych przy kolejnych zmiennych x.;, i = 0, 1, 2,.. .

Uwaga 1. Powyzsze wywod potwierdza, co zostato zasygnalizowane w Czg-
$ci I, ze model (1.1) moze by¢ interpretowany jako suma modeli opdznienia pro-
stego (zwloki) o postaci: y” =v;'x,_ +e”;j =0, 1, 2,...

Model (1.1) charakteryzuje struktura opdznienia V,, na ktorej podstawie -
jak to wiadomo z Czg$ci I - nie zawsze mozna zbudowaé rozktad opodznienia W,
(poniewaz zbiezno$¢ powyzszej sumy moze wynika¢ z odpowiedniej zbiezno$ci
iloczynow vix.i—0, dla i—o0, a nie z istnienia rozktadu op6znienia).

Y
VO Lx+&l
&
Y2
VEAWL)x+el >
&
X Y
— —>
Y@
VL a0 ===
&b
Ym™
ViL)x+ e >
&

Rys. 2.1 Suma modeli opdznienia roztozonego.

Dobrze jest rowniez zwrdci¢ uwage na oméwiong w Czesci 1 whasnosé, ze
skoficzone modele opodznienia zawsze maja rozklad opdznienia i warto$¢ $Srednig
rozktadu opdznienia.



78 Jan GADOMSKI

Jezeli sumowane modele opodznienia roztozonego y(’ ), j=1, 2,.,n; maja

rozktady opdznienia, to mnoznik dlugookresowy modelu zsumowanego jest réw-
ny:

a,=Ya” =3 3v 2.5)

a wspotczynniki rozktadu 7, modelu op6znienia roztozonego utworzonego przez

zsumowanie modeli sktadowych W;U ., j=1, 2,..n; sa zdefiniowane za pomoca
wzoru:

(.i)

i (J) (2.6)

)

gdzie w,”,i= 1, 2,..; j= 1, 2,.., n; oznaczaja wspotczynniki rozktadéw opdznienia

W'/ zmiennej zaleznej y!”’ wzgledem zmiennej niezaleznej x;.

Zaleznos$¢ (2.5) wynika z definicji mnoznika dlugookresowego, wzor (1.9).
O ile wartos¢ mnoznika dlugookresowego a; (2.5) modelu zsumowanego jest po
prostu sumg warto$ci sktadowych mnoznikéw dtugookresowycha'’’, j=1, 2,.., n

to wartos$¢ i-tego wspotczynnika rozktadu W, , wzor (2.6), jest sredniag wazong war-

tosci i-tych wspotczynnikow rozktadow sumowanych, przy czym wspotczynnikami
wagowymi s3a udzialy i-tego mnoznika dlugookresowego w warto§ci mnoznika

dtugookresowego modelu zsumowanego ;" /a, ;j=1, 2,.., n

Jesli kazdy z n sumowanych modeli op6znienia roztozonego ma rozktad
opoznienia W'” i skonczong warto$¢ $rednig rozktadu opdznienia M (W), j= 1,
2,.., n, to warto$¢ Srednia M(W,) rozktadu opodznienia W; powstatego z zsumowania
modeli opdznienia roztozonego WyraZa si¢ za pomocg wzoru:

a” a”
M(W)— M(W“))Jr M(W(Z))+ 44 M(W(")) (2.7
Powyzsza zalezno$¢ jest wyprowadzona z definicji wartosci Sredniej rozkta-

du opodznienia przez wykonanie kolejnych przeksztalcen:

i Z": zzlam (J) Za”)le(“ s g

MW, )= = e = = — MW,
DIDNLD I agt oA
i=0j=1 j=1i=0 Jj=1

Uwaga 2. Wartos¢ Srednia M (W, ) rozkladu opdznienia W, powstalego ze
zsumowania n modeli op6znienia roztozonego jest srednig wazong wartosci Sred-
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nich sumowanych rozktadow opéznienia M (W), j= 1, 2,.., n; w ktérej wagami
sa udziaty warto$ci mnoznikéw dlugookresowych poszczegolnych modeli w war-
to$ci mnoznika dlugookresowego modelu sumarycznego:

() at(j)

Zn:a,(j) a,

J=1,2,.,n

Miedzy wariancja D’ (W, ) rozktadu W, , bedacego wynikiem sumowania 7
modeli opdznienia roztozonego, a §rednig wazona wariancji sktadowych rozktadow
opoznienia D’ (W'’ ) zachodzi nastepujaca relacja:

w (i) ,
D(W,)= %D (W ). (2.8)
= a,

Dowdd prawdziwo$ci powyzszej relacji jest przeprowadzony w Dodatku w
Twierdzeniu 5.

W przypadku, gdy liczba sumowanych modeli op6znien jest rowna n=2, za-
leznos¢ (2.8) przyjmuje postac:

a” a”

S

al al t J

D’ (W, )= DL

(1 (1) (2)

a’ () G pre ) B4 Y mw ™ )-mw )L

t t t

Wyprowadzenie powyzszej zaleznos$ci znajduje si¢ w Dodatku w Twierdze-
niu 6.

Relacja (2.8) pokazuje, ze w ogdlnym przypadku wzrost liczby sumowanych
modeli opdznienia roztozonego prowadzi do wzrostu wariancji rozktadu modelu
wynikowego. W szczegdlnym przypadku, gdy wszystkie wartosci $rednie sumo-
wanych rozktadow opoznienia sg rowne, wariancja rozktadu opdznienia powstate-
go w wyniku sumowania modeli op6znienia roztozonego jest rowna Sredniej wa-
zonej wariancji rozktadow opo6znienia modeli sumowanych.

Z przyjetych zatozen wynika, ze sktadnik losowy w sumie modeli opdznie-
nia roztozonego ma warto$¢ oczekiwang i wariancjg rowne:

E(et )= 0 oraz Dz(et )= i(o”’)z .

W przypadku sumy 7 skonczonych modeli opdznienia roztozonego opisanej
za pomocg wzoru (2.3):
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(Vi) . .
_ 7 7
yt —Z Z V”. xt—i+8t s
j=1 i:[d(Vz(”)

gdzie i (V") i i, (V"),j=1, 2, .., n; odpowiednio najwigkszy indeks wspol-
czynnika struktury opodznienia V'/’ nierdwnego zeru oraz najmniejszy indeks
wspolczynnika struktury opéznienia ¥/’ nieréwnego zeru, najwigkszy indeks

i,(V, )nierbwnego zeru wspotczynnika struktury opdznienia VI jest rowny:

i (V") =max{iy (V" )i (V)i (V"))

a najmniejszy indeks 7,(V, ) nier6wnego zeru wspotczynnika struktury opdznienia

VI jest rowny:

i, (V" )= minfi (V" )iy (VI )i (V" )}

Zgodnie z podang w Czgsci I definicja rozpigtosci struktury opdznienia, roz-

[n]

pigtos¢ struktury opdznienia V'™ jest rowna:

ROV )=max{i (V" )i (V" )iy (VI )} =mind i (V7 )iy (V)i (V" )} +1.

2.2. Superpozycja modeli opéznienia rozlozonego

Z superpozycja modeli opOznienia rozlozonego mamy do czynienia, gdy

[n]

zmienna zalezna y,

jest opisana za pomocg modelu opdznienia roztozonego
[n—1]

", ktora jest z kolei zmienng zalezng

wzgledem pewnej zmiennej niezaleznej y

modelu opdznienia roztozonego wzgledem innej zmiennej niezaleznej y" ', itd.:
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y[n] _ zv(n)y[n 1] +€(n) )

' ti

[n 1] _ zv(n 1) [n 2] +8(n 1)

(2.9)

Schemat superpozycji modeli op6znienia roztozonego przedstawiony zostat
narys. 2.2.

1] Y2/ In-1] In]
< Rl e < L
Plke =2 Pk

Rys. 2.2. Superpozycja modeli op6znienia roztozonego.

Klasyczna pozycja w bibliografii modeli op6znienia roztozonego, w ktorej
zwrdcona zostala uwaga na wiasno$ci modeli potaczonych szeregowo, tj., gdy
oddzialywanie jednego zjawiska na jakie$ inne zjawisko podlega kolejno dziataniu
dwoch réznych mechanizméw opdznienia, jest artykul Zvi Grilichesa®, Griliches
(1967).

Postugujac sie zapisem operatorowym uktad zalezno$ci (2.9) mozna przed-
stawi¢, na podstawie wzoru (2.10), w nastgpujacej postaci:

y[n] V(")(L)y[” 1] +g(n)’

yt[n 1] _ V(n 1)(L)y[n 2]+€(n 1) (210)

[1] _yp(h (1)
Yy _Vt (L)xt +gt .

Przez kolejne podstawianie powyzszy uktad rownan mozna zapisaé za po-
mocg nastepujacych zaleznosci:

6 Zvi Griliches, Griliches (1967), ograniczyl analize do superpozycji dwoch modeli opdznienia rozto-
Zonego.
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[1] V”)(L)x +g”)
y[ =y LW (L)x, + VP (L)e!" 6

[3] V(3)(L)V(2)(L)V(1)(L)x _’_V(?)(L)V(Z)(L)g(l)+V(3)(L)g(2)+g(3) (2 11)

yi=vmeL)- v (L)x, +
+ V,(")(L) VL)l + V(L) VI (L)el? + .+ Vel 1+ gl

Oznaczajac za pomocg symbolu V///(L) iloczyn operatoréw wielomiano-
wych

VL) =V LV (L) V(L) =TIV (L) =12,
i=1

ostatnig zaleznos$¢ ukladu (2.11) mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

Vt[n](L) (/)_'_V;[n](L) (2)+ + Vt["](L) (n=1) (n)

[ =V[n] L)x +——=¢ —€ i T —/——————¢€
Ry m ey

lub (2.12)
[ﬂ] V[n/(L)x +e{n}

in}

gdzie wyrazenie e’ jest zdefiniowane w nastepujacy sposob

Warto zauwazyé, ze kazdemu iloczynowi V,//(L), j=1, 2, ... ; operatoréw
wielomianowych odpowiada pewna struktura opoznienia V,'’/ =(vt[0” Vv )
(ktorej wspotczynniki sg nieujemne, poniewaz sg sumami iloczynow liczb nieu-
Vi)
[ J1 ( L )
roOwniez operatorami wielomlanowyml majgcymi t¢ wlasnosc¢, ze kazdemu takiemu
ilorazowi odpowiada iloczyn:

jemnych). Ponadto, ilorazy ——=, j=1, 2, ... ; operatorow wielomianowych sa
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VLV (L) V(L)

bedacy operatorem wielomianowym o nieujemnych wspotczynnikach, ktéremu
odpowiada pewna struktura op6znienia.

Jezeli istniejg rozktady opéznienia W ,W*’,...,W", odpowiadajace struk-
turom opdznienia V" V? ... .V" zaleznoé¢ (2.12) mozna przedstawié w naste-

pujacej postaci:

[nigg7in] [niggrin] [njgg7in]
a "W (L) .,  a""W'"(L) 2) 4 a," W (L) e 4 olm)
t

[n] _ S [nlygrin]
=a "W (L)x, + el + e
' ' t t[/]W[lj([) ' t[Z]VVt[Zj([) ' t[n—I]VI/'[n—I]([) '

t

lub ,
[n] _ [n]ygyin] {n}
Y =q, VVt (L)xr +et

gdzie mnoznik dtugookresowy a’’/ jest iloczynem mnoznikéw dtugookresowych

t

sktadowych modeli opéznienia roztozonego a'”’, i= 1, 2,..,j:

a sktadnik losowy moze by¢ przedstawiony w nastgpujacej postaci:

[n]yyin]
oy wa"WIM(L)
& = [ilgyli] & -
j=1a, VVt (L)

Kazdemu  iloczynowi  operatoréw  wielomianowych — W///(L),
VI/,[”(L):ﬁVK(“(L),j:I, 2, ... ; odpowiada rozktad opdznienia W'’/ ; ktérego
i=1

wspolczynniki sa nieujemne, a ktorych suma jest rowna [, co wynika z faktu, ze
warto$¢ funkcji tworzacej W/!//(0) w punkcie 6=1 jest rowna I, poniewaz na
podstawie (2.13):
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wi(l)=1,i=1,2, .., J:
zatem:
. i
wD)=TIw"(1)=1.
i=1
Warto$¢ srednia M (W,/!" ) rozktadu W'" powstatego z superpozycji n mo-

deli opdznienia roztozonego jest sumg warto$ci §rednich MW" ), i=1,2, .., n;
rozktadow opdznienia modeli bedacych elementami superpozycji:

MW" )=MW™" )+ MW )+...+ M(W™ ). (2.13)

Dowdd zaleznosci (2.13) zamieszony zostal w Dodatku.

Jak wiadomo z wcze$niej przeprowadzonych rozwazan, w przypadku sumy
modeli opdznienia roztozonego wynikowy model opdznienia roztozonego charak-
teryzuje $rednia rozkladu opdznienia bgdaca $rednia wazong wartosci $rednich
rozktadow wchodzacych w sktad sumy. W przypadku superpozycji modeli opdz-
nienia rozlozonego $rednia rozkladu modelu wynikowego jest rowna sumie warto-
$ci $rednich rozktadéw modeli wchodzacych w sktad superpozycji.

Wariancja D’(W!") rozktadu powstalego z superpozycji n modeli op6z-
nienia roztozonego jest sumg wariancji D°(W,”),i =1, 2, .., n; modeli bedacych
elementami superpozycji:

D’(W™ )=D* (W™ )+ D’(W™ )+...+ D (W™ ). (2.14)

Dowdd zaleznosci (2.14) zamieszony zostat w Dodatku.

Wariancja rozkltadu opdznienia modelu bedacego superpozycja modeli
op6znienia rozlozonego jest suma wariancji rozktadow modeli opdznienia roztozo-
nego wschodzacych w sktad superpozycji. Jej wartos¢ nie zalezy od stopnia zroz-
nicowania warto$ci $rednich modeli sktadowych.

Wspolczynniki rozktadu opdznienia uzyskanego z sumowania modeli op6z-
nienia roztozonego sg wazonymi §rednimi wspotczynnikow rozktadow opdznienia
sumowanych modeli. Wspotczynniki rozkladu opdznienia powstalego w wyniku
superpozycji modeli opdznienia roztozonego maja bardziej ztozone wiasnosci.

[n]
'

Wartos¢ oczekiwana sktadnika losowego e,” , wzor (2.12), jest rbwna:
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E(@"™) =0,

poniewaz z zatozenia:
E(e)=0, D’(gV) = (a(-f))z <w, D'(eVeV))=0,k=12,..;j=12, .., n

co bezposrednio wynika z zalozenia, natomiast wariancja sktadnika losowego ',

wzor (D17), jest rowna:

5 n o X . n i X n=1 . .
(e )= £ al !l Dl )= Sal (0 ) SSal (0 4 )
Jj=li= Jj= Jj=

poniewaz:

W przypadku superpozycji n skoficzonych modeli opdznienia roztozonego
majacych postac:

iy (V{7
) — N (7)) (i1 4 (i) (0) .
= Z Vi Vi +gt ’ yt :xt »J= ]’ 2) o

i=ig(V{77) l
gdzie i (V") i i,(V!"’),j=1 2, .., n; odpowiednio najwickszy indeks wspot-
czynnika struktury op6znienia ¥’/ nieréwnego zeru oraz najmniejszy indeks
) nieréwnego zeru, najwickszy indeks

wspotczynnika struktury opo6znienia V),

nieréwnego zeru wspotczynnika struktury opdznienia V" jest rowny:
n
Cyinl YN )
(V) =3V,
=

a najmniejszy indeks nieréwnego zeru wspdlczynnika struktury opdznienia V"’
jest rowny:

(V" )=,
J=

Zgodnie z podang w Rozdziale I definicja rozpigtosci struktury opdznienia,
rozpietos$¢ struktury opdznienia V" jest rowna:
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ROV )= 30,V )= i, (V7 )+1.
Jj=1 J=1

Na rys. 2.3 przedstawiono wykresy wartosci wspotczynnikow rozktadow:
monotonicznego o niezerowych warto$ciach dla indeksow od 0 do 4, oraz superpo-
zycji odpowiednio: dwoch, trzech, czterech i pigciu modeli op6znienia roztozone-
go, z ktorych kazdy ma ten sam monotoniczny rozktad opdznienia roztozonego.
Wyjsciowy rozklad opdznienia, opatrzony numerem 1 jest rozktadem monotonicz-
nym, superpozycja dwoch modeli o monotonicznych rozktadach opdznienia daje
oméwiony w Rozdziale I przesunigty w lewo jednostke rozktad opodznienia De-
Leeuwa, DeLeeuw Frank (1962). Superpozycja wzrastajacej liczby modeli z mono-
tonicznym rozkladem opoznienia daje model opdznienia z rozktadem coraz bar-
dziej podobnym si¢ do rozktadu Pascala-Solowa.

a1

an

b
—
0o O

- - ~ . “ . - . s o . i . 17 [E:3 19 20 21

Rys. 2.3 Wspotczynniki rozktadow opodznienia uzyskane w wyniku superpozycji
odpowiednio jednego, dwdch, trzech, czterech i pigciu jednakowych modeli op6znienia
roztozonego o skofczonym monotonicznym rozktadzie opdznienia z niezerowymi
wspotczynnikami dla indekséw od 0 do 4.

Na rys. 2.4 przedstawiono superpozycje jednego, dwoch, trzech, czterech i
pigciu modeli opdznienia rozlozonego, w ktorych niezerowe wspotczynniki roz-
ktadu op6znienia (o numerach 0, 1, 2, 3, 4) zostaly uzyskane przez normalizacje¢
wspotczynnikow struktury opdznienia otrzymanych za pomocg generatora liczb
pseudolosowych o rozktadzie monotonicznym z przedziatu [1,5].
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Rys. 2.4 Superpozycja jednego, dwdch, trzech, czterech i pigciu modeli opdznienia
roztozonego o wspotczynnikach rozktadu opdznienia generowanych za pomoca generatora
liczb pseudolosowych o rozktadzie monotonicznym z wartosciami z przedziatu [1, 4].

Z analizy rys. 2.3 i rys. 2.4 wynika, Ze niezaleznie od tego, jaki rozktad
op6znienia majg modele wchodzace w sktad superpozycji, wraz z narastajacg ich
liczba rozktady opdznienia kolejnych superpozycji upodobniaja sie. To nie przypa-
dek; w pracy Nowak, Gadomski (2014) wykazano, Zze rozktad opdznienia superpo-
zycji sktadowych modeli opo6znienia roztozonego o dowolnych niejednopunkto-
wych rozktadach opoznienia wraz ze wzrostem liczby modeli wchodzacych w
sktad superpozycji dazy do rozktadu normalnego.

Podsumowanie Czesci II

W tej czgscei analizowano rozne rodzaje potaczen modeli opdznienia roztozonego.
Pokazano, ze suma modeli op6znienia roztozonego jest rowniez modelem opoznie-
nia roztozonego, ze strukturg opdznienia bgdaca sumg sktadowych struktur op6z-
nienia, z rozktadem opoznienia bedacym $rednig wazong sktadowych rozktadow
op6znienia. Wspotczynnikami wagowymi tej $Sredniej sg udzialy mnoznikow dtu-
gookresowych modeli sktadowych w warto$ci mnoznika dtugookresowego mode-
lu-sumy. Te same wspolczynniki wagowe uczestnicza w wyznaczeniu wartosci
$redniej rozkladu opoznienia sumy modeli opdznienia; jest ona réwna Sredniej
wazonej wartosci Srednich sktadowych rozktadow opoznienia. Wariancja rozktadu
op6znienia modelu bedacego sumg modeli opdznienia roztozonego jest nie mniej-
sza od $redniej wazonej (za pomocg tych samych wspotczynnikow wagowych)
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wariancji rozktadow opoznienia modeli sktadowych. W przypadku superpozycji, tj.
polaczenia szeregowego modeli opdznienia roztozonego, ktdre jest rowniez mode-
lem opoznienia roztozonego, struktura opdznienia superpozycji modeli opdznienia
roztozonego jest splotem struktur opoznienia modeli sktadowych, mnoznik dlugo-
okresowy catosci jest iloczynem mnoznikéow dlugookresowych modeli wchodza-
cych w sktad superpozycji, warto$¢ srednia rozktadu superpozycji modeli jest suma
wartosci §rednich rozktadow opoznienia modeli sktadowych oraz wariancja roz-
ktadu opdznienia superpozycji modeli opdznienia jest rowna sumie wariancji roz-
ktadéw opodznienia modeli sktadowych.








