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ZAGADNIENIE LOKALIZACJI CENTRÓW DYSTRYBUCJI TYPU 

G/G/1//r 
 

Katarzyna Jakowska-Suwalska 
 

Politechnika Śląska, Wydział Organizacji i Zarządzania  
Katedra Informatyki i Ekonometrii  
ul. Roosevelta 26, 41-800 Zabrze  

 
W pracy przedstawiono nieliniowy model optymalnego wyboru z proponowa-
nych m lokalizacji, p centrów dystrybucji dla obsługi n klientów. Jako kryte-
rium lokalizacji przyjęto minimalizację ryzyka niedotrzymania terminu reali-
zacji zleceń. Przyjęto, że każde centrum dystrybucji CDj jest systemem ma-
sowej obsługi typu G/G/1/ /rj, gdzie: rj to liczba klientów zaopatrujących się w 
tym centrum. Dla znalezienia średniego czasu przebywania zgłoszenia w sys-
temie wykorzystano aproksymację dyfuzyjną. 

 
1. Wprowadzenie  

 
W większości prac dotyczących zagadnień lokalizacyjnych rozważane są 

kryteria minimalizacji średniej lub maksymalnej odległości pomiędzy centrami 
dystrybucji a klientami zaopatrywanymi przez te centra (Coullard i in., 2002; Coul-
lard i in., 2001; Daskin, 2001; Ogryczak i Zawadzki, 2002; Goryczak, 2000). W tej 
pracy kryterium minimalizacji średniej odległości zastąpiono kryterium minimaliza-
cji ryzyka niedotrzymania terminu realizacji zleceń. Oznacza to, że minimalizowana 
będzie suma przekroczeń ustalonych dla każdego klienta średnich, całkowitych 
czasów obsługi (od momentu złożenia zamówienia do momentu dostarczenia towa-
ru). W całkowitym, średnim czasie obsługi zawarto średni czas przebywania zamó-
wienia w centrum i średni czas pokonania trasy z centrum do klienta. Czas przeby-
wania zamówienia w centrum zależy od szybkości pracy centrum, a także od liczby 
klientów zaopatrujących się w nim (możliwość tworzenia się kolejek klientów ocze-
kujących na obsługę). Podobne podejście do zagadnienia lokalizacyjnego można 
znaleźć w pracy Berman, Larson, Chiu (1985), gdzie rozważanym systemem był 
system M/G/1, w pracy Marianov, ReVelle (1996), gdzie rozważano system 
M/G/s/0 dla lokalizacji stacji pojazdów. W pracy Jakowska-Suwalska (2006b), przy-
jęto jako centrum dystrybucji system M/M/1//r, natomiast w pracy Jakowska-
Suwalska (2006a) w tym systemie wyróżniono różne klasy klientów. Ponieważ w 
niniejszej pracy zajęto się dyskretnym problemem lokalizacyjnym, w którym liczba 
klientów jest z góry ustalona, zatem każde centrum dystrybucji zostało potraktowa-
ne jako system masowej obsługi G/G/1//r. 
 

2. System masowej obsługi G/G/1//r 
 

W systemie G/G/1//r zakłada się, że procesy wejścia i obsługi są zmiennymi 
losowymi o nieznanych rozkładach prawdopodobieństwa, obsługa odbywa się na 
jednym stanowisku obsługi oraz źródło zgłoszeń ma rozmiar r. System ten jest czę-
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sto nazywany systemem konserwatora. Oznaczmy przez И zmienną losową ozna-
czającą liczbę zgłoszeń przebywających w systemie, oraz przyjmijmy oznaczenie 
pi(r) = P(И = i) gdzie i = 0, 1, 2,…,r.  
 

Jak wiadomo (Czachórski, 1999), nie istnieje użyteczny w praktyce, dokład-
ny model systemu G/G/1//r. Dla oszacowania wartości prawdopodobieństwa pi(r) 
użyto, więc aproksymacji dyfuzyjnej, zastępując dyskretny proces И ciągłym proce-
sem dyfuzji X. W procesie tym założono, że liczba zgłoszeń przebywających w 
systemie zależy jedynie od dwóch pierwszych momentów rozkładów odstępów 
czasu pomiędzy zgłoszeniami każdego z klientów do systemu oraz czasu obsługi na 
stanowisku. Przyjęto więc że prawdopodobieństwa pi(r) będą identyczne dla róż-
nych rozkładów mających takie same dwa pierwsze momenty. 
 
 Przyjmijmy oznaczenia: 
r   -  liczba klientów obsługiwanych przez system, 
 λ  -   średnia liczba przybyć do systemu w jednostce czasu przez każde z r    
  zgłoszeń, 

 2
Aσ  -  wariancja rozkładu odstępów czasu pomiędzy kolejnymi 

  zgłoszeniami każdego z  r klientów do systemu, 
 μ - średnia liczba zgłoszeń obsługiwanych przez system w jednostce   
  czasu, 

 2
Bσ  - wariancja rozkładu czasu obsługi zgłoszeń. 

 
Na podstawie układu równań dyfuzji (Czachórski, 1984, 1999) otrzymujemy nastę-
pującą postać funkcji f gęstości procesu dyfuzji X: 
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Funkcja f jest ciągła, więc )()( 1 ifif ii +=  dla i = 1, 2,…, r-1. 

Wartości pi(r) dla i = 0, 1, 2, …, r można obliczyć korzystając z ciągłości funkcji f 
oraz z warunku:  
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Średni czas przebywania zgłoszenia w systemie z wzoru: 
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to oszacowanie średniej liczby zgłoszeń przebywających w systemie.  
 
 W pracy przyjęto wartości f(i) jako przybliżone wartości prawdopodobieństw 
pi(r) dla i = 1, 2, …,r-1. Natomiast wartości po(r) oraz pr(r) wyliczono z warunku 
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Z powyższych nierówności wynika, że funkcja o postaci: 
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jest funkcją rosnącą i wypukłą w zbiorze liczb rzeczywistych. 
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3. Konstrukcja modelu 
 
Dane są zbiory:  I = { 1,2,3,...,n} numerów klientów, 
J = { 1,2,3,...,m} numerów kandydatów na centra dystrybucji CD. 
Zdefiniujmy zmienne decyzyjne: 

⎩
⎨
⎧=

przypadku,przeciwnymw0

,wanozlokalizowcentrumgdy1 jCD
jy

⎩
⎨
⎧=

−

przypadku.przeciwnymw0

,przezjestnyzaopatrywaklienttygdy1 jCDi
jix

 
Przyjmijmy następujące oznaczenia: 

tij - czas przejazdu pomiędzy j-tym kandydatem CDj a i-tym klientem, 

jμ
1

 - średni czas obsługi w CDj, 

2
, jBσ  - wariancja rozkładu czasu obsługi w CDj, 

 Ti-założony czas realizacji zlecenia i - tego klienta, 
λj - średnia liczba zamówień składanych w jednostce czasu przez każdego z      
     rj klientów w centrum CDj, 

2
, jAσ  - wariancja rozkładu odstępów czasu pomiędzy kolejnymi 

             zgłoszeniami każdego z rj klientów w centrum CDj, 
p -  maksymalna liczba założonych centrów dystrybucji, 
rj - liczba klientów zaopatrujących się w centrum CDj, 
Tj(rj,) - średni czas przebywania zlecenia w centrum CDj, w którym  

zaopatruje się rj klientów.              
 

Dla zagadnienia lokalizacji centrów przyjęto: 
1. Utworzone powinno zostać p centrów dystrybucji: 

py
Jj

j =∑
∈

, (5)  

2. Każdy klient zaopatrywany jest tylko przez jedno centrum: 

Iix
Jj

ij ∈=∑
∈

,1 ,   (6) 

3. Każdy klient zaopatrywany jest przez istniejące centrum: 
xij   ≤  yj, Ii ∈ , Jj ∈ ,   (7) 

4. Całkowity czas realizacji zamówienia i-tego klienta w CDj wynosi 
 Tij(rj)=(Tj(rj) + tij ),  , Ii ∈ , Jj ∈ ,  (8) 

gdzie: Tj(rj)  = Tj(∑
∈Ii

ijx )   wyznacza się ze wzoru (2).   
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W zagadnieniu lokalizacji jako kryterium wyboru centrów przyjęto minima-
lizację ryzyka niedotrzymania terminów realizacji zleceń.  
 Funkcję celu zapisano w postaci: 

))(,0max()(:gdzie

)(

ijijjij

Ii Jj
jjiij

TrTrG

rGxz

−=
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∈ ∈   (9) 

 
4. Relaksacja Lagrange’a 

 
Zagadnienie (5)-(9) jest problemem NP-trudnym (Owen i Daskin, 1998). 

Przy większej liczbie centrów i klientów do redukcji zagadnienia można użyć relak-
sacji Lagrange’a. 
 

Do funkcji celu wprowadzono ograniczenia równościowe (6). Otrzymano 
funkcję Lagrange’a: 
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gdzie ).,...,,( 21 nαααα =  

 Zagadnienie Lagrange’a przyjmuje postać: 
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Dla dowolnego α wartość )(αL jest dolnym ograniczeniem wartości z* funk-

cji celu (9) w rozwiązaniu optymalnym. Dla ustalonych wartości α należy minimali-
zować funkcję )(αL  ze względu na zmienne lokalizacyjne xij. 

Niech ).(max* α
α

LL =  Spełnione są nierówności zzLL ≤≤≤ **)(α . 

Stąd problem znalezienia takiego rozwiązania, które jest najlepszym dolnym 
(L*) i górnym (z) polega na wyznaczeniu mnożników Lagrange’a. Wyznacza się je 
najczęściej metodami iteracyjnymi (Fisher, 1985). 
 

Procedura iteracyjna ma postać: 

1.Przyjąć początkowe wartości mnożników Lagrange’a : )0,...,0
2,0

1(0
nαααα =     

oraz  k = 0. 
 
2. Rozwiązać zagadnienie Lagrange’a: 
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 3. Wyznaczyć nowe wartości mnożników Lagrange’a: 
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]2,0[∈kβ  to stała w k-tej iteracji, 

*L  to znalezione największe dolne ograniczenie w dotychczas    

przeprowadzonych iteracjach, 
4. k  =k+1. 
5. Kroki 2 i 4 należy powtarzać, aż: 

 • ε<
−

*

*

L

Lz
 gdzie: 0>ε to założona dokładność, 

 •  liczba iteracji przekroczyła założoną liczbę iteracji (najczęściej 1000), 

 • minββ <k  gdzie: minβ to założony limit dla stałej β . 

Najczęściej zadaje się początkowe 20 =β  i po każdych 30 iteracjach przyj-

muje się .
2

1
k

k ββ =+  

 
W zagadnieniu lokalizacji G/G/1//r początkowe wartości mnożników Lagran-

ge’a przyjęto: 
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Przykład. Dla ilustracji zagadnienia rozważono problem lokalizacji dwóch 

centrów (p = 2). W centrach tych zaopatrywać się będzie 10 klientów (n = 10). Wy-
brano 5 potencjalnych lokalizacji centrów (m = 5). Wygenerowano położenia po-
szczególnych klientów oraz potencjalnych lokalizacji jako zbiór punktów na płasz-
czyźnie (x, y), za pomocą rozkładu jednostajnego w przedziale [0;100]. Dla określe-
nia odległości pomiędzy punktami obliczono odległości euklidesowe. Za pomocą 
tego samego generatora wygenerowano średnie czasy pokonania jednostki odległo-
ści na poszczególnych trasach. Utworzono macierz czasów przejazdu poszczegól-
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nych tras pomiędzy stanowiskami a potencjalnymi lokalizacjami centrów (Tablica 
1). Dla każdego i-tego klienta podano pożądany czas realizacji zlecenia Ti.  
 

Założono, że odstępy czasu pomiędzy zgłoszeniami każdego z klientów do 
centrów będą zmiennymi losowymi o pewnym nieznanym rozkładzie prawdopodo-

bieństwa ze znanymi parametrami: średnią 
λ
1

 oraz wariancją 2
Aσ .  

Tablica 1.Czasy przejazdów tij pomiędzy klientami Ki a lokalizacjami CDj 

  CD1 CD2 CD3 CD4 CD5 Ti 

K1 8 29 8 30 19 14 

K2 40 47 18 12 13 15 

K3 16 90 22 28 15 20 

K4 9 6 13 22 50 10 

K5 8 28 16 28 37 10 

K6 36 60 36 45 67 38 

K7 33 18 17 2 2 6 

K8 7 8 35 15 6 8 

K9 26 17 22 4 8 10 

K10 10 14 6 13 10 10 

   Źródło: Dane umowne 

Na początku rozwiązano deterministyczne zagadnienie lokalizacji (5) – (7) z 
funkcją celu: 

∑∑
∈ ∈Ii Jj

uijxij   →         min  (13) 

gdzie: ),0( iTijtmaxiju −= . 

Optymalne lokalizacje przy kryterium (13) to centrum CD1, w którym zaopa-
trują się K1, K3, K5 oraz centrum CD5, w którym zaopatrują się: K2, K4, K6, 
K7,K8, K9, K10. 
 

W przykładzie przyjęto: 
1. Każdy klient, bez względu na to przez które centrum będzie zaopatrywany, zgła-
sza się do wybranego centrum λ = 0,5 razy w jednostce czasu, z wariancją odstępów 
czasu pomiędzy kolejnymi zgłoszeniami równą σ2

A = 30. 
2. W potencjalnych centrach dystrybucji przejęto następujące parametry czasu ob-
sługi: 
CD1 :  μ1 = 0,09,  σ2

B,1 = 13, 
CD2 :  μ2 = 0,15,  σ2

B,2  = 23, 
CD3 :  μ3 = 0,15,  σ2

B,3 = 15, 
CD4 :  μ4 = 0,17,  σ2

B,4 = 10, 
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CD5 :  μ5 = 0,08,  σ2
B,5 = 30. 

 
Problem optymalnej lokalizacji (5) – (9) rozwiązano i otrzymano następujące 

wyniki: centra dystrybucji założono w CD2, w którym zaopatrywać będą się klienci 
K2, K4, K6, K7, K8, K9 oraz CD3, w którym zaopatrywać będą się: K1, K3, K5, 
K10. Jak widać potraktowanie centrów jako systemów masowej obsługi G/G/1//r 
zmieniło lokalizacje i przydział klientów do centrów. 

 
Procedury wyznaczające wartości Tj(rj) oraz wartości mnożników Lagrange’a 

k
iα zostały napisane w języku Basic w arkuszu kalkulacyjnym Microsoft Excel. 

Zagadnienie (16) i (13) rozwiązano metodą podziału i ograniczeń z wykorzystaniem 
narzędzia Solver. 
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