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Jednym z zamierzeń protokołu z Kioto jest redukcja ilości emitowa-

nych szkodliwych gazów cieplarnianych. W tym celu protokół przewiduje 
możliwość handlu specjalnymi pozwoleniami na emisje określonych ilości 
gazów, wyrażonych w tonach CO2. Pozwolenia takie możemy traktować jako 
rynek pewnego pierwotnego instrumentu finansowego. W celu usprawnienia 
działania rynku pierwotnego rozwinąć się może rynek wtórny, obejmujący 
handel dedykowanymi instrumentami pochodnymi (opcjami, kontraktami fu-
tures, kontraktami forward). Opis takiego rynku, ze względu na specyfikę in-
strumentu podstawowego, wymaga stworzenia odpowiednich modeli matema-
tycznych. W modelach tych należy wziąć pod uwagę również niepewność i 
nieprecyzyjność, które charakteryzują rynek handlu pozwoleniami na emisję. 
W niniejszym artykule prezentujemy model stochastyczny dla opisu trajektorii 
ceny instrumentu podstawowego, którego parametry są liczbami rozmytymi. 
Protokół z Kioto jest inspiracją dla omawianego modelu. Skupimy się przede 
wszystkim na kwestii wyceny instrumentu pochodnego, a nie zagadnieniu 
modelowania rynku. W związku z tym prezentujemy klasyczny przypadek – 
wycenę europejskiej opcji call dla rozważanego modelu zachowania się rynku 
pozwoleń na emisję. Przedstawiamy również podejście symulacyjne, bazujące 
na metodzie Monte Carlo. 

 
1. Wprowadzenie 

 
Wraz z wprowadzeniem w życie Protokołu z Kioto (por. Protokół z Kioto, 

1997), handel pozwoleniami na emisję szkodliwych gazów cieplarnianych jest 
uznawany za jedno z narzędzi mających na celu redukcję ich emisji. Wspomniane 
pozwolenia na emisję, jako ściśle rynkowe instrumenty, staną się ważnym mechani-
zmem sprzyjającym ochronie środowiska (por. A guide to Emissions Trading, 2002), 
International Emission Trading. From Concept to Reality, 2001). Instrumenty po-
dobnego typu były wykorzystywane już wcześniej (por. A guide to Emissions Tra-
ding, 2002), ale dopiero teraz są wprowadzane na szerszą skalę.  
 

Wprowadzenie w życie Protokołu z Kioto spowoduje prawdopodobnie han-
del emisjami na rynkach o dwóch odmiennych skalach. Rynek o skali światowej 
obejmować będzie handel pomiędzy poszczególnymi krajami, a nawet całymi ich 
stowarzyszeniami (jak Unia Europejska) traktowanymi jako odrębne byty. Rynek o 
skali krajowej obejmować będzie raczej przedsiębiorstwa i instytucje na poziomie 
każdego kraju. Oba te rodzaje rynków potrzebować będą nowych mechanizmów 
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finansowych zmniejszających ryzyko zaangażowanych w handel inwestorów, 
zwiększających płynność oraz tempo obrotu pozwoleniami na emisję. Takimi in-
strumentami finansowymi są powszechnie znane na klasycznych rynkach finanso-
wych instrumenty pochodne (derywatywy), czyli np. opcje, kontrakty futures i for-
ward. Niezbędne jest zaproponowanie odpowiedniej metodologii wyceny tego typu 
instrumentów dostosowanych jednak ściśle do rynku handlu pozwoleniami na emi-
sję. 
 

W niniejszej pracy proponujemy pewien model trajektorii ceny instrumentu 
podstawowego dla rynku finansowego oraz przedstawimy metodę wyceny instru-
mentów pochodnych związanych z tym instrumentem podstawowym na przykładzie 
europejskiej opcji call. Skupimy się przy tym na zagadnieniu wyceny, bez rozpatry-
wania szczegółów działania rynku pozwoleń. Zaproponowany przez nas model 
konstruowany jest w oparciu o analogie do innych tego typu rynków oraz ogólną 
wiedzę ekonomiczną. Podobnego typu modele były konstruowane w celu opisania 
rynku pozwoleń na emisję SO2 w USA. Modele te były związane z klasycznym 
podejściem Blacka-Scholesa. Jednocześnie ze względu na mające następować kon-
trole limitów, w naszym modelu pojawiają się losowe skoki w regularnych odstę-
pach czasowych. W celu ułatwienia analizy nie bierzemy pod uwagę niektórych 
innych uwarunkowań związanych z protokołem z Kioto. Ze względu na duży sto-
pień nieprecyzyjności związany z rynkiem pozwoleń na emisję, do opisu parame-
trów modelu zostały wykorzystane liczby rozmyte. Zastosowanie liczb rozmytych 
umożliwia opis oparty na wiedzy eksperckiej, do czego w pełni nie wystarczy samo 
podejście stochastyczne, wymagające danych historycznych lub założeń probabili-
stycznych. Ponadto podejście rozmyte umożliwia modelowanie niepewności i nie-
precyzyjności na innym poziomie niż modelowanie stochastyczne. 
 

W części 2 pracy omawiamy ogólne reguły dotyczące rynku handlu pozwo-
leniami na emisję. Część 3 zawiera przedstawienie podstawowych oznaczeń, wyko-
rzystywanych faktów i twierdzeń matematycznych, a także prezentację modelu 
stochastycznego wraz z dyskusją zastosowania metod numerycznych. Wyprowa-
dzono wzór na cenę dla klasycznego przykładu instrumentu pochodnego – europej-
skiej opcji call i przedyskutowano problematykę wyceny bardziej skomplikowanych 
instrumentów pochodnych. W części 4 skupiono się na prezentacji wniosków oraz 
przyszłych możliwych kierunków badawczych. 
 

Zagadnienia związane z tematyką protokołu z Kyoto oraz handlem pozwole-
niami na emisję znaleźć można np. w Cason i Gangadharan (1998), Devlin i Grafion 
(1994), EPPA i in. (2000), Hagem i Westkog (1998), International… (2004), Lem-
ing (2003), Montero (1998), Nahorski i in. (2004), Nowak i Romaniuk (2007), Sta-
vins (1995), Westkog (1996). 
 
 

2. Rynek handlu pozwoleniami na emisję 
 

Zasady handlu pozwoleniami na emisję zostały ustalone w 1997 roku w Pro-
tokole z Kioto (por. np. International…, 2001). Celem tego traktatu jest redukcja 
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emisji gazów cieplarnianych poniżej pewnego ustalonego poziomu w porównaniu z 
rokiem 1990. Redukcje mają mieć miejsce w latach 2008 – 2012. Ze względu na 
kosztowność procesów, takich jak zmiana profilu produkcji wielu gałęzi przemysłu, 
wprowadzania nowych, bardziej ekologicznych rozwiązań technicznych, czy prze-
obrażenia gospodarek całych krajów, w protokole zaproponowano odpowiednie 
„mechanizmy rynkowe”, w tym również handel pozwoleniami na emisję. 
 

Handel pozwoleniami na emisję opierać się będzie na tych samych ogólnych 
zasadach, co inne, bardziej „klasyczne” rynki (por. np. International Emission Tra-
ding. From Concept to Reality, 2001). Najważniejszą różnicą będzie rodzaj „towa-
ru”, którym będą pozwolenia na emisję wyrażone w tonach CO2. Kupcami takich 
pozwoleń będą przedsiębiorstwa (lub kraje w skali rynku międzynarodowego), dla 
których koszt odpowiednich redukcji emisji gazów będzie zbyt wysoki. Z kolei 
sprzedawcami będą jednostki, dla których koszt ten będzie niższy niż cena pozwole-
nia lub ogólna liczba przyznanych pozwoleń będzie większa niż niezbędna dla da-
nego przedsiębiorstwa. W ten sposób realnie działający rynek ustali cenę rynkową 
dla pozwoleń na emisję przy pewnych standardowych założeniach, jak np. duża 
liczba podmiotów zaangażowanych w handel. 
 

Opisane powyżej pozwolenia mogą być traktowane jako podstawowy in-
strument finansowy. Odpowiednie instrumenty pochodne będą użyteczne dla polep-
szenia płynności i zwiększenia stopnia zabezpieczenia przeciwko ryzyku, np. złej 
oceny możliwego stopnia redukcji emisji. Niezbędne jest wykorzystanie odpowied-
nich narzędzi matematyki finansowej w celu rozwiązania wielu problemów związa-
nych z wyceną lub sprzedażą tego typu instrumentów. Wiele podobnych problemów 
zostało już rozwiązanych w zakresie bardziej „klasycznych” rynków. 
 

W przypadku handlu pozwoleniami na emisję, musimy jednak wziąć pod 
uwagę pewne szczególne własności rynku tego typu, jak np. coroczne raporty doty-
czące spełnienia wymogów redukcji emisji. W związku z tym, przed wykorzysta-
niem wspomnianych narzędzi matematyki finansowej, musimy zaproponować od-
powiedni model dla trajektorii instrumentu podstawowego, który przedstawimy w 
rozdziale 3.3. Model ten powinien być dopasowany do właściwości rozpatrywanego 
rynku i w wystarczającym stopniu pozwalać na przewidywanie finansowych skut-
ków decyzji w przyszłości. Dlatego też proponujemy uogólnienie szeroko znanego 
klasycznego modelu Blacka – Scholesa z dodatkowymi skokami losowymi w usta-
lonych chwilach roku. Skoki te odzwierciedlają możliwość nagłej zmiany trajektorii 
ceny pozwolenia na emisję w momencie, gdy odpowiednia agenda ogłosi raport 
dotyczący stopnia wypełnienia warunków protokołu z Kioto dla poszczególnych 
krajów. 
 

Rozważany model musi brać pod uwagę również inne aspekty specyfiki ryn-
ku handlu pozwoleniami na emisję. Szczególnie dotyczy to wysokiego stopnia nie-
pewności i nieprecyzyjności, który wydaje się charakteryzować ten rynek (Bartosz-
czuk i Horabik, 2007; Nahorski i Horabik, 2005). W związku z tym odpowiedni 
model stochastyczny zdecydowaliśmy się opisać poprzez parametry będące liczbami 
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rozmytymi. Podejście takie umożliwia odzwierciedlenie w prosty sposób subiek-
tywnych ocen uczestników rynku, np. bazujących na opiniach ekspertów. 
 

3. Podstawowe definicje i fakty matematyczne 
 

3.1 Semimartyngały, równoważna zmiana miary 
 

Niech ( )PFt ,,Ω  będzie przestrzenią probabilistyczną z filtracją. Niech 

∞<T . Proces stochastyczny ( ) ],0[ TttHH ∈=  nazywamy procesem cadlag, jeżeli 

jego trajektorie są prawostronnie ciągłe i mają lewostronne granice. Proces stocha-
styczny cadlag H nazywamy semimartyngałem, jeżeli ,ttt MAH +=  ],0[ Tt ∈ , 

gdzie ( ) ],0[ TttAA ∈=  jest tF -adaptowanym procesem stochastycznym cadlag o 

ograniczonej wariacji i ( ) ],0[ TttMM ∈=  jest martyngałem lokalnym, tzn. istnieje 

ciąg tF -momentów stopu { }∞
=1nnτ  takich, że zastopowane procesy ,

n

n

t tMM τ
τ

∧=  

],0[ Tt ∈  są martyngałami. Symbolem [t] będziemy oznaczać całkowitą część t. 

 
Obecnie przedstawimy wybrane definicje i podstawowe fakty z pracy Shiry-

aev, Kruzhilin (1999). Niech ( ) { }1≤= xxIxϕ  będzie funkcją obcinającą. Dla procesu 

stochastycznego ( ) ( )[ ]∑
≤

Δ−Δ=
ts

sst HHH ϕϕ
(

, ( ) ( )ttt HHH ϕϕ
(

−=  jest semimartyn-

gałem specjalnym z kanonicznym rozkładem  
 

( ) ( ) ( )ϕϕϕ BMXH ++= 0 , 
 

gdzie ( )ϕM  jest martyngałem lokalnym a ( )ϕB  jest lokalnie całkowalnym, progno-

zowalnym procesem o ograniczonej wariacji. 
 

Def. 1 Charakterystykami H  nazywamy trójkę ( )ν,,CBT =  składającą się z  

i. prognozowalnego procesu  ( )ϕBB = o ograniczonej wariacji; 

ii. nieujemnego, ciągłego procesu >=< cHC , gdzie cH jest ciągłą częścią 

martyngałową H  a >< cH  jest jego nawiasem trójkątnym; 
iii. prognozowalnej miary losowej ν  na ( )RTB × będącej kompensatorem 

miary związanej ze skokami H , tzn.  
 

( ) { } ( )dxdtIdxdt
s

H
H

s
,, 0 εμ ∑ ≠Δ= . 

 

Def. 2 Miara probabilistyczna P
~

 na ( )F,Ω  jest lokalnie bezwzględnie cią-

gła względem miary P , tzn. PP
loc
<<

~
, jeżeli dla każdego [ ]Tt ,0∈ miara probabili-

11 
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styczna tt FPP |
~~

= jest bezwzględnie ciągła względem tt FPP |= . Jeżeli PP
loc
<<

~
i 

PP
loc ~
<< , to miary są równoważne ( PP

loc
~

~
). 

 

Niech PP
loc
~

~
. Definiujemy proces stochastyczny ( ) ],0[ TttZZ ∈= za pomocą 

formuły 

t

t
t dP

Pd
Z

~
= .                                     (1) 

 

Definiujemy także proces ( ) ],0[ TttMM ∈= jak następuje: 

∫
−

=
t

s

s
t Z

dZ
M

0

.            (2) 

Niech 

( )
,

0

,

,

−

− >
⋅=

Z

ZI

HHd

HZd

cc

cc

β     (3) 

 

( ) ,
~

|0 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>= −

−
PZI

Z

Z
EX P

Hμ  gdzie P
HEμ  jest wartością oczekiwaną względem mia-

ry P
HM μ  na ( ) ( )RBTBF ⊗⊗  zdefiniowanej równością ( )HP WEMW H μμ ∗=∗  dla 

wszystkich nieujemnych mierzalnych funkcji ( )xtWW ,,ω= , a <.,.> jest nawiasem 

trójkątnym. 
 

Następujące twierdzenie (por. Jacod, Shiryaev, 1987) nazywane jest twier-
dzeniem Girsanova dla semimartyngałów: 

Tw. 3 Załóżmy, że PP
loc

<<
~

. Niech Z , β  i X  będą zdefiniowane jak wyżej. 

Wtedy B
~

, C
~

 i ν~ , zdefiniowane równościami  
 

( )( ) νϕβ ∗−++= 1
~

XxCBB , CC =
~

 i νν X=~  

tworzą trójkę charakterystyk H  ze względu na P
~

. 
 

3.2 Liczby rozmyte 
 

Niech X  będzie zbiorem, a A
~

 będzie rozmytym zbiorem w X . Przez 
A
~μ  

oznaczać będziemy funkcję przynależności zbioru rozmytego, a przez 

( ){ }αμα ≥= xxA
A
~:

~
 oznaczać będziemy α-cięcie dla A

~
. W artykule zakładać bę-

dziemy, że X  jest zbiorem liczb rzeczywistych. 
 

( )_ 
( ) 
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Niech a~  będzie liczbą rozmytą, tzn. zbiorem rozmytym w X  spełniającym 
warunki, t.ż. ( ) 1sup ~ =∈ xaXx μ , każde α-cięcie αa~  dla ( ]1,0∈α  jest domkniętym 

przedziałem, który możemy oznaczyć przez [ ]UL aaa ααα
~,~~ =  (por. Zadeh, 1965) i 

nośnik a~  jest ograniczony. 
 

Wprowadzimy teraz arytmetykę liczb rozmytych. Niech •~  będzie binarnym 

operatorem pomiędzy dwiema liczbami rozmytymi a~  i b
~

, przy czym przez +~  

będziemy oznaczać odpowiednik operatora dodawania, przez /
~

 odpowiednik dzie-
lenia, itd., zgodnie z zasadą rozszerzania (por. Zadeh, 1965). W ten sposób funkcja 

przynależności ba
~~~ •  dana jest wzorem 

( ) ( ) ( ){ }xx
bazyxyxba
~~:,~~~ ,minsup μμμ =•• =  , 

a α-cięcia dane są przez 
 

( ) [ ]UULL bababa ααααα
~~,

~~~~~ ++=+  , ( ) [ ]LUUL bababa ααααα
~~,

~~~~~ −−=−  , 

( ) { }[ ,
~~,

~~,
~~,

~~min
~

*
~~ UULUULLL bababababa ααααααααα = { }]UULUULLL babababa αααααααα

~~,
~~,

~~,
~~max  

 

oraz, jeśli zero nie należy do nośnika b
~

, to 
 

( ) { }[ ,
~

/~,
~

/~,
~

/~,
~

/~min
~

/
~~ UULUULLL bababababa ααααααααα =  

{ }]UULUULLL babababa αααααααα
~

/~,
~

/~,
~

/~,
~

/~max  . 
 

W dalszych rozważaniach stosować będziemy zasadę rozszerzenia dla liczb 
rozmytych, ale dla celów obliczeniowych i interpretacyjnych niezbędne okaże się 
wykorzystanie równoważnego podejścia poprzez α-cięcia. 
 

Tw. 4 Niech RRf →:  będzie funkcją, ( )RF  będzie rodziną wszystkich 

rozmytych podzbiorów dla R i ( )RF∈Λ
~

. Załóżmy, że funkcja przynależności Λ
~μ  

będzie półciągła z góry i dla wszystkich y  zbiór ( ){ }yxfx =:  jest zwarty. Funkcja 

( )xf  indukuje funkcję ( ) ( )RFRFf →:
~

 zgodnie z zasadą rozszerzania. Wtedy 

( ) ( ){ }αα Λ∈=Λ
~

:
~~

xxff . 

 
Dowód powyższego twierdzenia znaleźć można w Wu (2004). Twierdzenie 

to zastosujemy w 3.5 do wyceny opcji dla modelu z rozmytymi parametrami. 
 

Trójkątną liczbę rozmytą a~  definiujemy poprzez jej funkcję przynależności 
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( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≤<
−

−

≤≤
−

−

=

..0

32
32

3

21
12

1

~

ppw

axadla
aa

ax

axadla
aa

ax

xaμ  

gdzie [ ]31,aa  jest przedziałem, a funkcja przynależności ma swoje maksimum w 

punkcie 2a .  

 
Rozmyte liczby L-R są uogólnieniem trójkątnych liczb rozmytych (Bardossy 

i Duckstein, 1995; Dubois i Prade, 1980), w których liniowe funkcje wykorzystane 
w definicji liczb trójkątnych zostały zastąpione funkcjami monotonicznymi, tzn. 

( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≤<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

≤≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=

..0

32
32

3

21
12

1

~

ppw

axadla
aa

ax
R

axadla
aa

xa
L

xaμ  , 

gdzie L i R są ciągłymi, ściśle malejącymi funkcjami określonymi na przedziale 
[0;1], o wartościach w przedziale [0;1]. Liczbę L-R można zapisać w postaci 
( )LRaaa 321 ,, . 

 
Omówimy teraz estymację liczb rozmytych wykorzystującą podejście staty-

styczne (por. Buckley, 2004). Przypuśćmy, że X jest zmienną losową o rozkładzie 
zadanym gęstością ( ).θf . Załóżmy, że parametr θ jest nieznany i ma być estymowa-

ny na podstawie próbki nXXX ,,, 21 K  poprzez użycie statystyki θ̂ . Wtedy, dla 

ustalonego poziomu ufności β możemy skonstruować przedział ufności 

( ) ( )[ ]βθβθ RL , . Jeśli założymy, że ( ) ( )[ ] [ ]θθθθ ˆ,ˆ0,0 =RL , to możemy skonstruować 

liczbę rozmytą θ
~

 bazując na przedziałach ufności. W tym celu „ustawiamy” na 
sobie kolejne przedziały ufności, które tworzą rozmytą liczbę L-R. Poszczególne α-
cięcia odpowiadają przedziałom ufności na poziomie ufności αβ −= 1 . W ten spo-

sób otrzymujemy ( ) ( )[ ]αθαθθα −−= 1,1
~

RL  np. dla 101,0 ≤≤ α . W celu dokończe-

nia konstrukcji liczby rozmytej możemy np. przedłużyć α-cięcia dla 01,0=α  li-
niami prostymi do 0=α . 
 

3.3 Model instrumentu pierwotnego 
 

Niech ( )PFt ,,Ω  będzie przestrzenią probabilistyczną z filtracją. Niech 

∞<T . Cena instrumentu podstawowego jest procesem ( ) ],0[ TttSS ∈=  danym wzo-

rem ( )tt YSS exp0= , gdzie 
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[ ]
∑
=

++=
t

i
itt WtY

0

ξσμ ,    (4) 

tW  jest ruchem Browna, 0>σ , R∈μ  i { }∞
=1iiξ  jest ciągiem niezależnych zmien-

nych losowych o tym samym rozkładzie  

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<

≥
=

−

0
2

0
2

2

1

2

1

xdlae

xdlae
dx

x

x

λ

λ

λ

λ

ρ , 

 
0, 21 >λλ . Zakładamy, że tY  jest tF - adaptowany. 

 
3.4 Martyngałowa metoda wyceny opcji 

 
Niech r  będzie stałą, wolną od ryzyka stopą procentową i niech 

t
rt

t SeZ −=     (5) 

będzie zdyskontowanym procesem ceny podstawowego instrumentu . Naszym ce-

lem jest znalezienie miary P
~

, lokalnie równoważnej P , dla której tZ  jest martyn-

gałem. Kolejnym krokiem jest znalezienie postaci procesu tS  względem nowej 

miary P
~

. Cena instrumentu pochodnego z funkcją wypłaty f  dana jest wzorem: 
 

( )( ) ( )( ) [ ]TtFSfEtTrC t
P

t ,0,|exp
~

∈−−=   (6) 
 

Zastosujemy następujący rezultat (por. Shiryaev i Kruzhilin, 1999, s. 21). Za-
chowamy przy tym notację z podrozdziału 3.1. 
 

Tw. 5 Załóżmy, że tZ  jest dodatnim martyngałem, będącym rozwiązaniem 

równania stochastycznego ttt dMZdZ −= , gdzie proces M  jest dany wzorem: 

( ) ( )∫ ∫∫ −++=
t

R

C
s

t

st dxsWdHMM
00

0 ,., νμβ ,  (7) 

β  i W  spełniają odpowiednie warunki całkowalności (por. Jacod i Shiryaev, 1987) 

oraz W  jest procesem danym wzorem ( )1
1

ˆ
1 <

−
−

+−= aI
a

aX
XW , gdzie 

( ) { }( ),, Rtaa t ×== ωνω  ( ) { }( )dxtxsXX
R

t ×= ∫ ,,,ˆ ωνω . Załóżmy ponadto, że 

1|| =tZE . Wówczas w przypadku, gdy { }( ) { },1,0, ∈× Rtων  warunek 

( )( ) TtdeXHdK
t

R

x

s

C
t

st ≤=−−++ ∫ ∫∫ ,011
00

νβ ,  (8) ( ) 
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gdzie ( )( ) ,1
2

1

0
∫ ∫ −−++=
t

R

x

t

C
tt dxeHBK νϕ  implikuje istnienie miary TP

~
, skon-

struowanej jak wyżej, równoważnej mierze TP , dla której proces Z  jest martynga-

łem lokalnym. 
 

Niech 
2

1
>γ  i  

( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<
−

≥
+

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

0
2

2

1

0
2

2

3

~

2

1

2

3

xdlae

xdlae
dx

x

x

γγ

γ

ρ

γ

. 

 
Tw. 6 Dla europejskiej opcji kupna z funkcją wypłaty ( ) ( )+−= Kxxf , 

0>K  mamy 

( ) [ ]( )xdGKeSrTC T
xTr

TrK

∫
∞ +⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

2

2
ln

2

2
00 exp

σ

σ

 

dla [ ]( ) ( ),*...

][

xFFGxG

T

T
48476

∗∗=  gdzie G  i F  są odpowiednio, dystrybuantami roz-

kładu normalnego ( )TN σ,0  i ρ~ . [ ]TG  ma gęstość [ ]Tg  i powyższa formuła może 

być zapisana w następujący sposób: 

[ ]( ) [ ] .
2

ln1
2

0

2

1

0

2

2

0
ln

2

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎟
⎟
⎠
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⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
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⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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∞−

∫
⎟
⎟
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⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−

Tr
S

K
GKedxxgeeC TrTTx

T
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S
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σ

σ

σ
 

 
Dowód. Charakterystyki B  i C  procesu rtYH tt −=  mają postać 

( ) [ ] ( ) ( )∫+−=
R

t dxxttrB ρϕμ  i tCt
2σ= . Ponieważ H  jest procesem o przyrostach 

niezależnych, wzór (7) przedstawia dekompozycję M . Wszystkie założenia Tw. 5 
są spełnione. Ponieważ 

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )( ) ( )∫∫ −−+++−=
R

x

R
t dxxettdxxttrK ρϕσρϕμ 1

2

1 2 , 

równanie (8) jest równoważne 

[ ] ( )( ) ( ) .,01,1,
2

1

0

22 TtdxexXtdstr
R

x
t

s ≤=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− ∫∫ ρωβσσμ  (9) 

-( ) 
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Ponieważ suma ∫+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

t

sdstrI
0

22
1 2

1
βσσμ  jest ciągła jako funkcja t  i 

[ ] ( )( ) ( ) 01,1,2 =−= ∫
R

x dxexXtI ρω  ma skoki dla ,...,2,1=t  równanie (9) jest równo-

ważne 

( )
( )⎩

⎨
⎧

=
≤=

0

,0

2

1

tI

TttI
. 

Układ równań jest spełniony dla 
( )

2

1
2

−
−
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σ

μβ r
 i 
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dla { }0
2

3

1 1

11
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1
≥

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−

= ξ

ξλγ
IEeR  i { }0

2

1

2 1

12

2

1
<

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−

= ξ

ξλγ
IEeR . Korzystając z Tw. 3 

dla charakterystyk procesu H  względem TP
~

, otrzymujemy charakterystyki Y  

względem TP
~

 o postaci [ ] ( ) ( ) ( ),,1,
2

1~ 2 ∫+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

R

Y
t dxxXxttrB ρωϕσ  ,

~ 2tCY
t σ=  

( ) ( ) ( ).,1,][],0(,~ dxxXtdxtY ρωων =×  Wynika stąd, że proces Y  względem TP
~

 opi-

suje formuła: 
[ ]

,
~~

2

1

0

2 ∑
=

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

t

i
itt WtrY ξσσ     (9) 

gdzie tW
~

 jest ruchem Browna, { }∞
=1

~
iiξ  są niezależnymi zmienymi losowymi o jedna-

kowym rozkładzie ( ) ( ) ( ).,1,~ dxxXdx ρωρ =  Jeżeli ( ) ( )],( xxF −∞= ρ  jest dystrybu-

antą iξ
~

 i ( ) ( ),*...

][

xFFxF

T

n
48476

∗=  to [ ]( ) ( )xFFGxG

T

T
48476 ][

*...∗∗=  jest dystrybuantą 

zmiennej losowej TrYT ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− 2

2

1 σ . Stąd TrYT ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− 2

2

1 σ  ma gęstość 

[ ]( ) ( ) [ ]( ).xdFxygyg TT ∫
∞

∞−

−=  Zgodnie z (6) 
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 (10) 

 
3.5. Podejście rozmyte 

 

Załóżmy, że parametry ′′′′ 21 ,,, λλσr  są rozmytymi wersjami parametrów 

opisujących proces (4). Przyjmijmy, że liczby te są liczbami L-R, które zostały 
podane przez eksperta lub wyestymowane dzięki wykorzystaniu podejścia staty-
stycznego (patrz 3.2). Wtedy proces stochastyczny po zmianie miary (9) przyjmuje 
odpowiednią postać rozmytą 

[ ]
,

~~~
*~*

~
*
~

*
~

2

1~
0

∑
=

+′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′−′=

t

i
itt WtrY ξσσσ     (11) 

który zastosować można do obliczeń metodami symulacyjnymi (patrz 3.6). 
 

Wspomniana metoda ma zastosowanie zwłaszcza w sytuacjach, gdy nie jest 
możliwe przedstawienie krótkiego i zwartego wzoru opisującego cenę pochodnego 
instrumentu finansowego. Formuła wyceny europejskiej opcji kupna z Tw. 6 zapisa-
na jest w zamkniętej postaci analitycznej. Można zatem przedstawić ją w wersji 
rozmytej, zastępując parametry liczbowe ich odpowiednikami rozmytymi, a opera-

cje arytmetyczne operacjami /
~

*
~

,~,~ i−+ . Dla całki ( ) [ ]( )∫
∞

=
z

Tx dxxgezI  oraz 

dystrybuanty [ ]TG  stosujemy Tw. 4, z uwagi na fakt, iż całki te możemy przedsta-
wić jako funkcje pierwotne o wartościach liczbowych i bezpośrednio zastosować 
zasadę rozszerzenia. Obliczenia można wykonywać z zastosowaniem α-cięć. W 
procesie obliczeń, z uwagi na skomplikowaną postać formuły wyceny, potrzebne 
jest również zastosowanie metod numerycznych.  
 

Podejście rozmyte z zastosowaniem α-cięć (dla wartości α bliskich 1) do 
wyceny instrumentów pochodnych pozwala uzyskiwać przedziały cenowe, do któ-
rych można mieć wysoki stopień zaufania. 
 

3.6. Zastosowanie metod symulacyjnych 
 

Ze względu na skomplikowanie postaci wzoru (10), jego bezpośrednie obli-
czenie bez zastosowania procedur numerycznych wydaje się niemożliwe. Należy 
podkreślić, że tak złożony wzór otrzymujemy już dla ceny jednego z najprostszych i 
najbardziej klasycznych instrumentów pochodnych. Zarazem, zastosowanie rozmy-
tych liczb dla opisu procesu stochastycznego dodatkowo pogłębia ten problem. 
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Dla bardziej skomplikowanych instrumentów pochodnych wzór na cenę mo-
że nie zostać otrzymany w zamkniętej, analitycznej formie. Dlatego niezbędne jest 
zastosowanie podejścia numerycznego lub symulacyjnego. Odpowiednią metodą 
może być wykorzystanie symulacji Monte Carlo, których zaletami są elastyczność i 
skuteczność zwłaszcza w przypadku dużych portfeli instrumentów finansowych. 
Dodatkowo symulacje mogą być użyteczne w przypadku instytucji, które rozważają 
różne pakiety strategii mających na celu redukcję emisji, z zastosowaniem odmien-
nych rodzajów instrumentów, tzn. nie tylko finansowych, ale także np. ewentual-
nych zmian profilu produkcji, zastosowania nowych technik redukcji emisji, itd. W 
takim przypadku symulowanie możliwych przyszłych scenariuszy zdarzeń jest natu-
ralnym sposobem łączenia różnych strategii finansowo – inżynieryjnych. 
 

W przypadku symulacji Monte Carlo znajdujemy cenę instrumentu pochod-
nego wykorzystując formułę 

( ) ( )( )( )tSfFVErTC −= expˆ
0  ,   (12) 

co odpowiada zdyskontowanej wartości przyszłego strumienia płatności dla funkcji 
wypłaty f(.) derywatywy bazującej na pewnym instrumencie podstawowym. Trajek-
toria cen wspomnianego instrumentu podstawowego opisana jest za pomocą przyję-
tego przez nas procesu stochastycznego. Aby obliczyć (12), musimy wygenerować n 

trajektorii ( ) ( ) ( )n
ttt SSS ,,, 21 K , gdzie n jest nazywane liczbą trajektorii. 

 
Przy założeniu odpowiedniego poziomu α, znajdujemy α-cięcia dla parame-

trów ′′′′ 21 ,,, λλσr  charakteryzujących nasz model. W zastosowanym podejściu 

symulacyjnym odpowiednie α-cięcia traktujemy jako przedziały, z których dla każ-

dej trajektorii ( )j
tS  losujemy niezależnie wartości parametrów wykorzystując roz-

kład jednostajny na każdym z przedziałów. Otrzymane wartości parametrów pod-
stawiamy do iteracyjnej wersji równania (9) o postaci  

( ) ( ) [ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ+Δ+Δ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

+ jijjjij
i

t
i

t PttNtrSS
jj ,,

2

2

1
exp

1
σσ  ,  (13) 

gdzie przedział czasowy [0,T] został podzielony na m równych kroków 
Tttt m == ,,,0 10 K , jjj ttt −=Δ +1 , zaś jiN ,  są zmiennymi iid z N(0;1), a jiP ,  – 

zmiennymi iid o rozkładzie ( ) ( ) ( ).,1,~ dxxXdx ρωρ = , [ ]jtΔ  jest liczbą skoków w 

przedziale jtΔ  określonym przez proces stochastyczny, tzn. [ ] [ ][ ]jtj tt Δ=Δ : . 

 
Równanie (13) jest uogólnieniem schematu Eulera, które pozwala na wyge-

nerowanie odpowiednich kroków ( ) ( ) ( )i
t

i
t

i
t m

SSS ,,,
10
K  dla dowolnej trajektorii ( )i

tS . 

Otrzymane wartości podstawiamy do klasycznego estymatora (12), np. dla ceny 

europejskiej opcji call będzie miał on postać ( ) ( )( )∑
=

+−−=
n

i

i
T KS

n
rTC

1
0

1
expˆ . W 

podobny sposób możemy otrzymać estymatory dla innych typów derywatyw. 
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Otrzymany wynik jest przybliżeniem rozmytej ceny dla rozważanego instru-
mentu pochodnego przy ustalonym poziomie α. Należy podkreślić, że z praktyczne-
go punktu widzenia, cena taka może być traktowana jako przedział o ustalonym 
poziomie zaufania α, wyznaczonym wcześniej przez analityka finansowego (np. 

95,0=α . 

 
4. Podsumowanie 

 
W artykule omówiliśmy kwestie wynikające z wprowadzenia handlu pozwo-

leniami na emisję, zaproponowanego w Protokole z Kioto. Rozwój pochodnych 
instrumentów finansowych, takich jak opcje, kontrakty futures i forward, może 
zmniejszyć ryzyko finansowe i zwiększyć płynność rynku handlu pozwoleniami na 
emisje. Efekty takie znane są dla klasycznych rynków finansowych (por. np. Hull, 
1997). 
 

Wspomniane pochodne instrumenty finansowe dla handlu pozwoleniami na 
emisje są uogólnieniem analogicznych derywatyw znanych z klasycznych rynków 
finansowych. Jak można jednak zauważyć, istnieją pewne różnice, wynikające 
przede wszystkim ze sposobu modelowania trajektorii ceny dla instrumentu podsta-
wowego. W artykule zaproponowaliśmy model będący uogólnieniem klasycznego 
modelu Blacka–Scholesa. Model ten został wzbogacony poprzez podejście rozmyte. 
 

Przyszłe kierunki badań obejmują m.in. porównanie wyników otrzymanych 
dla przedstawionego w pracy modelu z rynkami realnymi. 
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