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Rozdziat 3
Modele matematyczne w systemach
komputerowych



SIECIOWE MODELE OBLICZENIOWE — PRZYKEADY
KONSTRUKTYWNYCH ROZWIAZAN

Henryk Potrzebowski
Instytut Badan Systemowych PAN, Warszawa

The paper considers selected models - mostly network discrete optimi-
sation models - applied to organisational management. Particularly
the clustering, budget balancing, set covering, task synchronisation
and task scheduling models are discussed.

1. Wprowadzenie

W czasach restrukturyzacji 1 reorganizacji tak gospodarki jak produk-
cji 1 ushug, sprawnego organizowania $rodkow ochrony $rodowiska i pozy-
skiwania zrodet energii zachodzi konieczno$¢ doskonalenia techniki obli-
czeniowej, tvm bardziej, ze istniejace srodki i modele obliczen staly si¢ bar-
dziej dostepne. Mozna wigc przy ich uzyciu przewidzieé na czas zagrozZenie,
oszacowac wartosc, przewidzie¢ niedobér, opracowaé skuteczne dzialanie.

Dobra propozycja jest sieciowy model obliczeniowy, widziany jako
uktad roznego rodzaju danych reprezentujacych dane zrédtowe, wyniki po-
srednie , wyniki koncowe ... traktowanych jak wezly okreslonego grafu i
czastkowych procesow obliczeniowych reprezentowanych przez tuki tego
grafu. Jakie wezly i jakie tuki maja tworzy¢ konkretng sie¢ obliczeniowa
zalezy od specyfiki zagadnienia, dysponowanego sprzetu i zastosowanego
modelu matematycznego.

Na przykiadach zaczerpnigtych z réznych dziedzin dziatalnosci zakta-
dow, bankoéw, urzedéw omoéwione zostana zagadnienia i przeprowadzona
dyskusja mozliwych sposobdw ich rozwiazania.

Wigkszos¢ przedstawionych zagadnien od dluzszego juz czasu jest
przedmiotem badan z punktu widzenia metod optymalizacji dyskretnej. Po-
dzielajac ten sposOb podejscia nalezy okresli¢ funkcje celu , sformutowaé
warunki ograniczajace i zastosowal lub opracowal stosowne procedury
optymalizacyjne.
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2 . Zagadnienie grupowania: sformulowanie, metoda, zasto-
sowania

2.1. Wprowadzenie

Z zagadnieniami grupowania spotykamy sie¢ w réznych kontekstach,
mianowicie:

* koniecznosci poprawy struktury organizacyjnej, w wyniku przegrupo-
wania pracownikow, maszyn, urzadzen,...

e potrzeby skorelowania przedsigwzig¢ z zatozonymi celami czastkowy-
mi, np. technik marketingowych i aplikacji.

e potrzeby zidentyfikowania regiondéw o intensywnej wspolpracy ekono-
micznej, gospodarczej, kulturalnej, itp., w celu np. zmiany dotychcza-
sowej polityki regionalne;j

e usprawniania metod przeszukiwania masowych iloSci danych poprzez
wlasciwe ich pogrupowanie. Zagadnienia sprawnego wyszukiwania
masowych, jednoczesnie rozproszonych informacji staly si¢ domena
internetu, rozbudowanych baz danych, poteznych archiwéw, bibliotek.

Zagadnienia te mozna rozpatrywac jak zagadnienia grupowania we-
ztow pewnej struktury organizacyjnej, reprezentowanej najczg¢sciej za po-
moca okreslonego multigrafu. Uzytecznym modelem bgdzie tu problemem
macierzowy grupowania wierszy i kolumn odpowiadajacych weztom tej
struktury. Przyjmujac zalozenie, ze w optymalnym rozwiazaniu wiersze i
kolumny macierzy najsilniej ze soba powiazane winny znajdowaé sie jak
najblizej siebie, zagadnienie grupowania staje si¢ rownowazne symetrycz-
nemu zagadnieniu komiwojazera.

2.2. Sformulowanie w postaci symetrycznego zagadnienia komi-
wojazera
Przyjmijmy, ze dana jest tablica A = [a;} (i = 1,...,m, j = 1,...,n) miar
a; reprezentujacych stopien powiazania pomigdzy wezlami e; oraz fj badane;j
struktury.

Za [McCormic 1 inni 1972] przyjmijmy Z jako kryterium oceny spo-
sobu uporzadkowania wierszy i kolumn tablicy w postaci sumy wszystkich
iloczynow sasiadujacych w pionie i w poziomie elementow tablicy A. Kryte-
rium takie, co widzimy na zalaczonym przykladzie, preferuje takie kolejno-
sci wierszy i kolumn tablicy A, przy ktorych skupiona jest jak najwigksza
liczba elementéw o wartosciach rownych 1.
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1 2 3 4 1 2 3 4 1 3 2 4
11 0 1 0 11 1 0 1 O 1M1 1 0 0
2 0 1 0 1 3,1 0 1 0 3r 1 1 0 ©
3 1. 0 1 0 2,0 1t 0 1 20 0 1 1
4/ 0 1 0 1 4. 0 1 0 1 4 0 0 1 1

Z=0 Z= 4 Z= 8

Niech m, p oznaczaja odpowiednio permutacje wierszy {l1,...m} i
permutacje kolumn {1,...,n} tablicy A. Przyjmujac zalozenia, ze

n(0)=n(m+1)= p(0)= p(n+1)=0,
ao=ag=0dlai=1,..m,j=1,.,n

kryterium Z oceny sposobu grupowania mozna wyrazi¢ w sposob nastepuja-
cy:

m
)=4 (a )
- 2zzan(z)p(1) n(z)p(} b +an(z)p(1+1) +a7z(z -Dp(j) +aﬂ(l+l)p(})

i=1 j=1

=Z(r)+Z(p)
gdzie
= ch(i)n(f+1) ’ Z(p)= zdm)p(iﬂ) '
i=0 j=0

Wspétezynniki ¢, di (1, h = 1,..,m., j, k = 1,...n) mozna wyznaczy¢ a’priori
w postaci sumy nastepujacych iloczynow:

n
Cin :Zafj“hf Z“u Ly
=1

Powyzsze sformutowanie zagadmema grupowania prowadzi do
stwierdzen nastgpujacych:

e rozwiazanie zagadnienia grupowania polega na znalezieniu kolejnosci
T, p wierszy i kolumn tablicy A, przy ktérych kryterium

(1, p) = maksimum.

e zagadnienie powyzsze jest rOwnowazne rozwigzaniu dwoch niezalez-
nych zadan programowania catkowitoliczbowego — zadan komiwojaze-
ra
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e zadania s3 zadaniami symetrycznymi, poniewaz zachodza tutaj zalezno-
sci:
¢y, =cy orazd, =d,

o jezeli elementy e; oraz f; reprezentuja te same obiekty, tj. e; = f; zagad-
nienie grupowania sprowadza si¢ do rozwigzania jednego symetryczne-
go zadania komiwojazera (n = m.).

e mozna pokaza¢ [Lenstra J.K., 1977], ze mozliwe jest zredukowanie
rozmiaru zadania poprzez laczenie identycznych kolumn (wierszy) ta-
blicy A, przy czym kolumny j, k s identyczne, jezeli d;; = djx =di. Za-
sada nie jest prawdziwa dla tablic A o elementach réznych od 01i 1.

Dla rozwigzania zadania komiwojazera istnieje wiele efektywnych algoryt-
moéw przyblizonych W pracy [Krynski S., L. Libura, 1992] przedstawiono
pakiet XPST4 algorytmow, przeznaczonych do rozwigzywania symetrycz-
nych zadan komiwojazera. Przeprowadzone obliczenia pokazujg , ze w roz-
wigzywaniu takich zadan sprawdzaja si¢ zmodyfikowane algorytmy typu
»drzewo rozpinajace”, ,powloka wypukta”, ,dywan Sierpinskiego” i inne,
wsparte postprocesami 2-opt, 3-opt, OR_opt.

3. Wybrane zagadnienia r6wnowazZenia budzetow

3.1. Wprowadzenie

Rozpatrujemy rynek finansowy ztozony z powiazanych nawzajem zo-
bowigzaniami finansowymi budzetéw. Rynek ten mozna modelowaé jako
sie¢ powiazan w postaci okreslonych kwotowo zobowiazan finansowych
pomigdzy budzetami wspotdziatajacych na okreslonym terenie podmiotow.

Problem polega na tym, ze wiele z budzetow znajduje si¢ w sytuacji
nierozwigzywalnej, tj. ich zobowiazania przekraczaja dochody wilacznie z
aktywami, jakie posiadaja, a np. z punktu widzenia rozwoju regionu istnieje
pilna potrzeba podjecia krokéw, ktore by uplynnity obrét finansowy. W
takiej sytuacji rozwiagzaniem usprawniajacym obrét moze by¢ redukcja zo-
bowiazan lub ich dofinansowanie.

Model pochodzi od tiniowego modelu [Taha, 1991] zastosowanego do
redukcji wzajemnych zobowiazan na rynku finansowym maklerow gietdo-
wych. Jak twierdzi autor, model taki zastosowany w jednym z krajow Emi-
ratow Arabskich pomoégt zredukowaé nadmiar sztucznego pienigdza w obie-
gu 1 przywroécic¢ rownowage rynku finansowego.
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3.2. Model matematyczny redukcji

Przyjmujemy, ze dany jest graf G=(V,A) zlozony ze zbioru V'

wierzchotkow, V' = {1,...,n} , reprezentujacych uczestnikow rynku i zbioru
A tukow, reprezentujacych wzajemne zobowigzania, tj.

A={(i, j)! i mazobowiazanie wzg. uczestnika i}

Zakladamy, ze dla uczestnikow rynku sa okreslone nastgpujace wielkosci
¥, - wysokos¢ zobowiazania uczestnika i-tego na rzecz j-tego,

A, - wysokos¢ aktywow netto przez uczestnika i-tego,

1. - wysokosci zobowiazan inwestycyjnych uczestnika i-tego.

Niech
W= 3 r+l, M= Y r +4

J=l om0 J=ln,f#i

X

oznaczajg odpowiednio "WINIEN" i "MA" dla i-tego uczestnika.

Mowimy, ze sytuacja finansowa w (wybranym) zbiorze uczestni-
kow jest nierozwigzywalna jezeli w przypadku kazdego uczestnika stro-
na WINIEN przewyzsza strong MA, tj.

Wo>M, dla i=1,..,n.

Dla takiej grupy uczestnikow jedno z rozwigzan polega na redukcji zobo-
wigzan. Konkurencyjne rozwiazanie (tutaj nie prezentowane) polega¢ moze
na dowartosciowaniu naleznosci.

Zagadnienie 1. Dla kazdego uczestnika znajdz indywidualny wspdétczynnik
redukeji g; ticzb ryg, rip, ..., Fi, I;taki, ze

q,W,.:M,(q), dlai=1,...,n, gdzie M,(q)= 2 riq;+A

j=ln, j#i

Zagadnienie 2. Dla zadanej funkcji kosztéw f(x) okres$l poziom regulacji
zobowiazan x = (x;) , 0 <x; < r;» dla ktérego

J(x) = min, W(x) = M(x), 0 <x<r
gdzie
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Wx) = Y x,+I, M(x)= ) x,+A.
J=1,n, J=hn, j#i
Zagadnienie 1 jest uktadem liniowym n zmiennych i n ograniczen i
mozna go rozwigzaé, dla znacznych n. Wynika z zalozenia o réwnej redukcji
zobowigzan.

Zagadnienie 2 jest modelem optymalizacji przeplywu dla grafu roz-
pietego na n wierzchotkach. Poddaje si¢ uzytecznym modyfikacjom. Dopdki
funkcja celu jest liniowa model moze by¢ skutecznie rozwigzywany nawet
dla n rzgdu 1000. Nieznaczne skomplikowanie modelu, np. poprzez wpro-
wadzenie mnoznikéw strumieni, wprowadzenie sktadowych nieliniowych do
funkcji celu znacznie rozszerza jego potencjalne zastosowania, ale pogarsza
mozliwosci rozwigzania.

Zagadnienie redukcji zadluzen podmiotéw gospodarczych w literatu-
rze ekonomicznej traktowane jest czgsto drugoplanowo jako objaw towarzy-
szacy reformowanym procesom gospodarczym, modelowanym za pomocg
makro modeli ekonometrycznych. Przykladem tego podejscia jest "Symula-
cyjny model gospodarki polski” [red. J. Gutenbaum, M. Inkelman, 1998} ,
gdzie bada si¢ dynamiczne zaleznosci bilansowe w petlach kapitat - produk-
cja - zysk - inwestycje — kapital, produkcja - praca - wynagrodzenie - popyt -
sprzedaz - produkcja, produkcja - wynagrodzenie - depozyty - kredyty - in-
westycje - kapitat — produkcja.

4. Zagadnienie pokrycia

Rozpatrzmy nastgpujacy problem. Sposréd n projektéw wykonaw-
czych nalezy wybra¢ liczbg projektow umozliwiajacych osiagnigcie m waz-
nych dla regionu celéw przy czym koszt realizacji projektéw ma by¢ mini-
malny. Zal6zmy, ze w przypadku kazdego projektu znany jest koszt projektu
i stopieni realizacji celow, jakie w wyniku realizacji zostaja osiagnigte. Pro-
blem polega na optymalnym wyborze projektéw, ktérych wykonanie umoz-
liwi osiagniecie wszystkich celi na zadawalajacym poziomie. Przyjmijmy
oznaczenia:

i:  wskaznik celu, i =1,...,m,

i wskaznik projektu, j=1,...,n,

¢,: koszt realizacji j-tego projektu,

wskaznik o wartosciach 0 lub 1. Wskaznik przyjmuje wartos¢ 1,

jezeli j-ty projekt pozwala osiagnaé i-ty cel, i wartos¢ 0, w
przypadku przeciwnym,
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x,: zmienna decyzyjna o wartosciach 1 lub 0, w zaleznosci od tego,
czy j-ty projekt jest wybierany do realizacji, czy tez nie.

Zagadnienie polega na znalezieniu
minimumz X, (H
;
przy warunkach

da,x, 21 dlai=1...m, @)
-

x,=01lubl dla j=1,...,n. 3)

Model (1)-(3) jest znanym z programowania matematycznego modelem
pokrycia. Warunek (2) zapewnia, ze kazdy cel zostanie osiagnigty. Kryte-
rium (1) kaze wybiera¢ projekty ze wzgledu na minimum kosztu osiagniecia
wszystkich zatozonych celi. Model dobrze opisuje wiele praktycznych za-
gadnien wyboru punktéw ustugowych, wyboru projektéw alternatywnych,
systemow zabezpieczen, harmonogramoéw przedsigwzigC itp.

5. Problem synchronizacji zadan
5.1. Przedstawienie zagadnienia

Dany jest graf skierowany G=(V,A) ze zbiorem wierzchotkow
V' odpowiadajacych zadaniom i zbiorem tukéw A reprezentujacych relacje

nastgpstwa zadan w czasie. Graf ten przyjmujemy, nie posiada cykli (spet-
nienie tego warunku wymaga w przypadku niektdrych struktur danych okre-
Slonych zabiegéw wstepnych) . Dla kazdego i€ V' okreslony jest termin

zakonczenia d; i czas realizacji p,.

Mowimy, ze harmonogram (d,p) jest G - zsynchronizowany, jezeli
dla kazdej pary zadan (i,j), (i, j) € A, zakonczenie czynnosci j nie wyste-
puje wezesniej niz po uptywie p, jednostek czasu po terminie zakonczenia
czynnosci i .

Badania dotycza przypadku, kiedy harmonogram (d, p) nie jest G -
zsynchronizowany, tj. przypadku, kiedy istnieja czynnosci na wykonanie
ktorych brakuje czasu. Celem tych badan z jednej strony jest ocena skali

zagrozenia wynikajacego z koniecznosci przesunigé pewnych zadan w cza-
sie, a z drugiej - skali koniecznych $rodkéw zaradczych, sprowadzajacych
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si¢ do przy$pieszenia wykonania okreslonych zadan. W tym celu rozwiazy-
wali bedziemy zagadnienia nastgpujace:

» zakfadajac, ze op6znienia s3 dopuszczalne, znajdz zrédta braku synchro-
nizacji i okresl najwczesniejsze terminy wykonania zadan. W wyniku
poréwnan oszacuj skalg opdznien.

= zakladajac, Ze opOznienia sa niedopuszczalne, znajdz ,.terminale” braku
synchronizacji. W wyniku koniecznych przyspieszen termindéw zakon-
czenia zadan poprzedzajacych oszacuj skalg niezbednych przyspieszen.

Otrzymane skrajne rozwigzania - zastosowanie znajduje tutaj metoda
PERT - reprezentuja pewien przedzial mozliwych rozwiazan dla zagadnienia
synchronizacji czynnosci. Wybdr rozwiazania wymaga podania dodatko-
wych warunkéw, co moze by¢ zrealizowane metoda dialogu nad sposobami
skrdcenia czasow realizacji 1 zmiany termindéw wykonywania zadan,

Czynnikami jakie nalezy uwzgledni¢ dodatkowo przy rozwiazywaniu
zagadnien synchronizacji sa mozliwo$¢ podzialu zadan pomigdzy stanowi-
ska zastgpcze 1 poziom obcigzenia stanowisk. Poniewaz taczne badanie tych
czynnikéw prowadzi do trudnych zagadnien szeregowania, mozna je
uwzglednia¢ szacunkowo.

5. 2. Model szeregowania

Modele szeregowania zadan powstaly gléwnie z potrzeb planowania
biezacego produkcji w przemysle maszynowym i dotyczyly kolejnosci wy-
konywania detali. Znalazly takze zastosowanie w optymalizacji proceséw
obliczeniowych w komputerach i innych dziedzinach. Sa to, podkresli¢ nale-
zy, metody szczegdfowego opisu zadan i czynnosci skladajacych si¢ na wy-
konanie zadania, gdzie uwzglednia si¢ czasy wykonywania, wielkosci opdz-
nien, graniczne lub postulowane terminy wykonania, relacje nastgpstwa w
czasie, mozliwo$¢ przerywania zadan i wiele innych parametrow.

Wiele zagadnien synchronizacji mozna rozpatrywa¢ w formie deter-
ministycznego modelu szeregowania zadan cyklicznie powtarzalnych z
okre$lonym porzadkiem czgsciowym. Problem formutlujemy nastg¢pujaco.
Znane sa cykle powtarzania zadan i relacje nastgpstwa pomigedzy zadaniami.
Dla kazdego zadania znane sa stanowiska na ktérych sa one wykonywane i
czasy wykonania. Problem braku synchronizacji polega wtedy na sprawdze-
niu czy dla danych termindéw (cykli) wykonania zadan i dla danych mozli-
wosci przydziatu do stanowisk istnieje uszeregowanie dopuszczalne. Z teorii
szeregowania wiemy, ze rozwiazanie takiego zagadnienia jest ogdlnie rzecz
biorac trudne i ze tutaj nie istnieje zaden efektywny ogdlny algorytm. Trzeba
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zatem stosowac algorytmy heurystyczne, albo rozwiazywaé¢ zadania uprosz-
czone. Zagadnienia te m.in. oméwiono w raporcie [Potrzebowski 1992]

Chociaz uzyskanie rozwiazania optymalnego dla zadania szeregowa-
nia jest mato prawdopodobne a czasem nawet celowe, mozliwe jest opraco-
wanie modelu symulacyjnego, polegajacego na wygenerowaniu dopuszczal-
nego harmonogramu realizacji zadan. Model symulacyjny umozliwia m.in.
przetozenie na jezyk formut logicznych i na zbadanie efektywnosci ogdlnie
stosowanych regul postgpowania operacyjnego w rozwiazywaniu zadan
badanej organizacji. »

6. Srodki obliczeniowe

Rozwiazanie pokazanych i wielu innych zagadnien, o ile rozmiar nie
jest duzy moze by¢ skutecznie rozwigzywana przy pomocy narzedzi ofero-
wanych przez np. pakiet Office firmy Microsoft.

Jezyki obiektowe VB, C++, Java dostarczaja skutecznych narzedzi do
wykonania roznych programéw implementujacych rézne metody i algoryt-
my.

Tylko w przypadku duzych zagadnien, o ogromych liczbach zmien-

nych wskazane i pozadane jest stosowanie pakietow specjalizowanego opro-
gramowania.
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