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Note sur l'application do critere de Tresca au probleme de la 
flexion circulaire d'un cylindre elastoplastique 

J. MANDEL (PARIS) 

IL s' AGIT de la fiexion d'un cylindre elastoplastique, bomogene, isotrope, ecrouissable, en defor
mation infiniment petite, probleme dont la solution exacte suivant le critere de Huber-Mises 
n'est pas connue. On donne ici la solution complete (i.e. avec calcul des deplacements) en adop
tant le critere de Tresca et plus generalement celui de Mohr. Cette solution est basee sur le fait 
qu'en regime d'arete, les relations de comportement laissent aux vitesses de deformation un 
degre de liberte. En revanche, une indetennination des deplacements apparait dans certaines 
parties de la section droite. 

W pracy przedstawiono problem ugi~cia walca spr~i;ysto-plastycznego izotropowego ze wzmoc
nieniem przy odksztalceniach infinitezymalnych, kt6rego rozwil!zanie scisle, zgodne z kryterium 
Hubera-Misesa, nie jest mane. Podano pelne rozwil!zanie z uwzgl~dnieniem stanu przemieszczen 
przyjmujl!C kryterium Treski, a og6lniej kryterium Mohra. Rozwil!zanie to oparte jest na fakcie, 
i:e w obszarach kraw~dziowych r6wnania stanu zostawiaj'l pewien stopien swobody pr~dko8ciom 
deformacji. W zamian pojawia si~ nieokreslonosc przemieszczen w pewnych partiach przekroju. 

TipegCTaBJUieTCH npo6JieMa nporH6a ynpyro-IUiaCTHqeci<oro, H30Tpommro, c ynpotiHeHHeM 
QHJlllH,ll;pa npa HH<i>HHHTe31{MaJlbHbiX ge<i>opMaQHHX, I<OTOpOH TOtiHOe peiiieHHe, COrJiaCHo 
Kpi{Tepi{IO ry6epa-MH3eca, He H3BeCTHO. flpHBOgHTCH: 3)l;eCb IIOJIHOe pememt;e C yqeTOM 
coCToHHHH nepeMeiQeHHH rrpHHHMaH: KpaTepHH TpecKa, a a o6IQeM cnyqae I<paTepH:H Mopa. 
3TO peiiieHHe OIIHpaeTCH: Ha <i>ai<Te, qTQ B rpamt;qHbiX 06JiaCTH:X ypaBHemt;H: COCTOH:HHH: 
OCTaBJUilOT HeKOTOpyro CTeiielib CB060,ll;bl CKOpOCTH:M ,n;e<t>opMaQHH. B3aMeH IIOH:BJUieTCH: 
Heorrpe,n;eneHHoCTD rrepeMeiQeHHH B HeKoTopbiX qacTHX ceqeHHH:. 

1. Introduction 

DANS les problemes de plasticite le critere de V on Mises-Huber est d'un usage beaucoup 
plus repandu que le critere de Tresca. Une raison de cette preference est sa plus grande 
exactitude (en general); une autre sa forme mathematique qui evite la determination des 
directions principales et valeurs principales du tenseur des contraintes. Toutefois ce dernier 
avantage disparait lorsque les directions principales sont imposees par les symetries du 
probleme. Dans ce cas le critere de Tresca (plus generalement le critere de Mohr ou de 
la courbe intrinseque) conduit a des calculs sou vent plus simples que le critere de Mises
Huber (plus generalement les criteres fondes sur les invariants), parce qu'il se traduit par 
des relations lineaires entre les contraintes au lieu de relations quadratiques. Divers exem
ples sont connus: dans le probleme du tube elastoplastique soumis a une pression interieure 
ou exterieure, en deformation infiniment petite et sans ecrouissage, le critere de Tresca 
permet une integration explicite (W. T. KOITER [1]) ce que ne permet pas le critere de 
Mises-Huber (en revanche dans le cas d'un tube tres epais, on rencontre la complication 
de deux regimes d'ecoulement dans l'epaisseur du tube, un regime de face et un regime 
d'arete). Des circonstances analogues se presentent dans tousles problemes axisymetriques. 
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Mais l'exemple le plus frappant est celui de la fiexion circulaire. La solution de ce 
probleme avec le critere de Mises-Huber n'est pas connue (cf. R. HILL [2]), en depit de 
l'apparente simplicite du probleme. Dans tous les manuels d'ingenieurs on donne, a titre 
d'approximation, une solution fondee sur l'hypothese que les fibres sont, comme en elasti
cite, en traction simple ou compression simple. Curieusement, le fait que cette hypothese 
soit effectivement justifiee dans le cas du critere de Tresca semble etre passe a peu pres 
inaper~u. W. T. KOITER l'a signale dans son enseignement oral de plasticite [3], et dans 
un ouvrage en cours d'impression [4], dans le cas d'un materiau elastique parfaitement 
plastique. Nous montrons ici que l'hypothese est justifiee meme si le materiau est elasto
plastique ecrouissable, et meme pour le critere de Mohr plus general que celui de Tresca. 
Vu !'importance du probleme de la fiexion, nous pensons que ces resultats, si rnodestes 
soient-ils, meritent d'etre connus. 

2. Position du probleme 

Un cylindre homogene est sournis sur ses deux bases a des couples de fiexion egaux 
et opposes. Par raison de symetrie, la section droite mediane reste plane et perpendicu
laire aux fibres. De meme les autres sections droites puisque le moment fiechissant est 
independant de la section consideree. La ligne moyenne Ox devient un arc de cercle de 
courbure c. Nous prenons Oz perpendiculaire au plan de ce cercle. La dilatation d'une 
fibre distante de y de I' axe neutre est alors, dans le cas de deformations infiniment petites: 
E;u = cy, la courbure etant comptee positivement dans le sens oppose a Oy. 

On fait l'hypothese suivante que l'on devra justifier a posteriori: le tenseur des con
traintes (euleriennes) a se reduit a sa composante a:u = a (toutes les autres sont nulles). 
Dans ces conditions la relation entre a et E:x:x = cy est foumie par les essais de traction 

.y 
I 
I 
I 
I 

FIG. 1. 

et compression simples, d'ou le diagramme de a en fonction de y (Fig. 1) pour une valeur 
donnee de -r. 

n reste a voir si les deformations correspondant a cette distribution de contraintes sont 
compatibles entre elles. Le materiau etant suppose isotrope a tout instant, on a toujours 

Exy = Eyz = Ezx = 0 • 

D'autre part Exx, e,.,, Ezz sont independants de x et toutes les derivees secondes de Exx = cy 
sont nulles. 
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11 en resulte que les six conditions de compatibilite se reduisent a la suivante: 

(2.1) 

3 

3.1. Critere de von Mises-Huber 

J2 designant le deuxieme invariant du deviateur des contraintes, on a ici J2 =-} a2 

et les relations de Prandtl-Reuss s'ecrivent: 

• • (J 2 j2 
cy = C;u = E + T (] M ' 

(3.1) 

E: module d'Young, ,: rapport de Poisson, M: module d'ecrouissage, fonction de a, 

• 2 . 
J2 = 3(](]. 

Ces equations s'integrent par 

(3.2) 
(] 

cy = E +F(a), 

(3.3) 

qui sont les relations de Hencky. 
(3.2) est la relation fournie par l'essai de traction simple. De cet essai, on deduit done 

F(a) que I' on peut remplacer par <f>(cy) puisque a est fonction de cy (Fig. 2). Remplacant 

dans (3.3) F(a) par <f>(cy) et ~ par cy-<f>(cy), on obtient 

s, = • .. = -Pcy- ( ~ -P )4>(cy) 

(j 
F{CT) -= cp( cy) 

---------.L~-L-
, 

/ 
/ 

, 

FIG. 2. 
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La condition de compatibilite (2.1) se reduit a 

(3.4) ( ~ -v )<t>"(cy) = 0 

qui est bien verifiee pour v = 1/2, mais non lorsque v =1= 1 /2, et ceci meme dans le cas 
d'un ecrouissage lineaire(l), meme dans le cas, plus particulier encore, d'absence d'ecrouis
sage. 

3.2. Critere de Tresca- regles d'ecoulement 

Avant de passer a !'etude de la solution lorsqu'on utilise le critere de Tresca, il convient 
de rappeler les regles d'ecoulement associees ace critere dans le cas d'un regime dit d'arete, 
pour lequel deux mecanismes d'ecoulement simultanes interviennent. 

Soit n1 , n 2 , n 3 les trois contraintes principales et D1 , D2 , D3 , les trois vitesses de defor
mation plastiques principales, dont la somme est nulle (invariance de volume) et par 
l'hypothese deux sont variables independantes (deux mecanismes d'ecoulement). On suppose 
qu'a !'instant t le materiau est isotrope et verifie le critere de Tresca en regime d'arete d'ou 
n2 = n3 • On peut poser, compte-tenu de l'isotropie: 

iz 1 -iz2 = -MD2 -ND3 , 
(3.5) 

iz1 -. 3 = -ND2 -MD3 • 

Si N etait different de M, l'egalite entre n2 et n3 ne serait pas maintenue et le critere 
ne conserverait pas la forme de Tresca (l'ecrouissage detruirait l'isotropie). 

Puisque no us supposons que le critere conserve a tout instant la forme de Tresca, no us 
avons necessairement N = M (ecrouissage isotrope). Dans ce cas, en regime d'arete, on 
a a tout instant n2 = n3 , mais, en compensation de cette relation supplementaire entre 
les contraintes, il y a un degre de liberte sur les vitesses de deformation, puisque seu1e la 
somme D2 + D3 = - D1 est alors determinee quand on se donne iz 1 et iz2 = iz3 • 

Toutefois les signes de D2 et D3 ne sont pas arbitraires. D'apres le principe du travail 
maximal, le vecteur representant la vitesse de deformation plastique doit etre a l'interieur 
de l'angle forme par les normales exterieures a l'hexagone de Tresca. Finalement 
si n 1 > n2 = n3 = n et iz 1 > iz on a les relations suivantes: 

(3.6) 

n1-n 
D 1 = J.+p, = ~ 

D2 = -!-' 

D3 = -J. 

M: module d'ecrouissage, 

}. 'ft ~ 0, 

A/p, arbitraire. 

e) En effet, dans ce cas, c/J" est nul dans la zone elastique et dans la zone pJastique, mais infini le long 
de la ligne y = a qui separe les 2 zones. Cela signifie qu'il y a compatibilite des deformations dans les deux 
zones mais non au passage de l'une a l'autre. On peut le verifier de la maniere suivante: ~. 7], C, designant 
le deplacement o27Jfoz2 n'a pas la meme valeur de part et d'autre de la ligne y =a. 

En effet: 

027] =- ()2?; =- OEzz = vc+ (2_ -v) cq,'(cy). 
oz2 oyoz ()y 2 
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4. Application au probleme de la flexion(2) 

Dans la solution proposee, n2 = n3 = 0. L'hypothese du critere de Tresca fait dispa
raitre la necessite d'egalite entre eyy et ezz. De la decoule la possibilite de satisfaire a la 
condition de compatibilite (2.1 ). 

Les equations pour les vitesses de deformation sont ici 

f; = _!_i:J-J. zz E , 

J., ft ;?:: 0 si a > 0, J., ft ~ 0 si a < 0, done J., ft du signe de a. 

En integrant nous obtenons 

(4.1) 
(] 

cy = E +F(a), 

(4.2) 
'V 

eyy = - E a-G, G+H = F(a), 

(4.3) e = _!_a-H 
zz E ' G, H du signe de a. 

(4.1) donne 
(] 

</>(cy) a le signe de cy - = cy-</>(cy) 
E 

et en transportant cette valeur dans (4.2), (4.3) on obtient 

(4.4) ey1 = -vcy+v</>(cy)-G, 

(4.5) ezz = -ycy+Y</>(cy)-H; 

G, H sont des fonctions de y, z a determiner en tenant compte de la condition (2.1) qui 
s'ecrit: 

(4.6) - 82G_ - 82!!_ +Yc2</>"(cy) = 0. 
8z2 8y2 

En posant 

H(y, z) = L(y, z)+v</>(cy), 

G(y, z) = -L(y, z)+ (1-v)</>(cy) 

il vient 

(4.7) 
a2L 82L 
---- ··=0 
8z2 8y2 

d'ou 

(4.8) L = h(y-z)+k(y+z). 

(2) En plus du couple deflexion on peut supposer qu'il existe une force longitudinal. 
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La condition ( 4. 7) do it etre verifiee dans toute la section. Or dans la region elastique 
L = 0, done h(y-z) = a, k(y+z) = -a, a constante que l'on peut prendre nulle sans 
restreindre la generalite, done: 

h(y-z) = 0 tout le long des caracteristiques y-z = Cte qui rencontrent la ligne de 
separation y = a entre zone elastique et zone plastique, 

k(y+z) = 0 tout le long des caracteristiques y+z = Cte qui rencontrent cette ligne(l). 
Dans le domaine "de dependance" apy (Fig. 3), h et k sont tous deux nuls, done 

L = o, d'ou: 

H = vlf> ( cy), G = ( 1 - ") 4> ( cy) . 

lf>(cy) ayant le signe de cy, Het G ont aussi le signe de cy(si" > 0). Toutes les conditions 
sont done verifiees. 

z ·------

FIG. 3. 

Dans les domaines "d'inftuence" pye et cxy~, une des deux fonctions h, k est nulle, 
I' autre restant arbitraire sous la seule reserve que G, H soient du signe de cy, d'ou: 

-vlf>(cy) ~ h(y-z)+k(y+z) ~ (1-v)l/J(cy) si cy > 0. 

Enfin, dans le domaine ~ye, les deux fonctions h et k sont arbitraires sous la reserve 
precedente. 

Le calcul des deplacements E, 'YJ, C s'obtient aisement (par le procede classique qui 
consiste a introduire le vecteur-rotation comme inconnue auxilliaire). 

En posant 
V V 

P(v) = J h(u)du, Q(v) = J k(u)du, 
0 0 

(3) 11 ne suffit pas d'ecrire que L = 0 le long de la ligne y = a. La compatibilite des deformations entre 
zone elastique et zone plastique ne serait pas assuree (cf. note 1, D0 2, a21J/az2 = h' +k' doit etre continu, 
d'ou: h'+k' = 0 Vz pour y =a). 
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on obtient 

~ = cxy, 
y 

fJ = - ~ [x2 +,(y2 -z2)]-(1-2v)j </J(cu)du+P(y-z)+Q(y+z), 
0 

C = -vcyz+P(y-z)-Q(y+z). 

La continuite des deplacements pour y = a, lX ~ z ~ f3 exige que: 

done 

P(a-z) = 0, Q(a+z) = 0 pour lX ~ z ~ f3 

P(u) = 0 pour <X-/3 ~ u ~a- <X, 

Q(v)=O pour a+<X~v~a+f3, 

869 

d' oil 1' on retrouve les resultats concernant les domaines oil les deplacements sont determines 
ou indetermines, simplement ou doublement. 

Pour lever !'indetermination il faudrait introduire la viscosite des deformations. Mais 
dans ce cas l'hypothese a, = au entrainerait necessairement i,., = iu (en supposant 
la viscosite isotrope); on retomberait sur la diffi.culte provenant de la condition (2.1 ), qui 
ne pourrait etre satisfaite que pour " = 1/2. On peut toutefois tirer de la les conclusions 
suivantes, en faisant tendre la viscosite vers zero: 

}
0

) pour 'J1 = 1/2 l'egalite e11 = Eu est Verifiee a la limite, d'ou, d'apres (4.4) et (4.5): 

1 
G = H = 1:</J(cy) 

d'ou L(y, z) = 0 dans toute la section droite, soit P(y-z) = Q(y-z) = 0; 

2°) pour " :F 1/2 l'egalite a,, = au n'est verifiee qu'a la limite. Ceci explique pour
quoi nous avons trouve e,:F eu dans le domaine de dependance <Xf3y. 

5. Generalisations 

1. On retrouverait la meme solution avec un critere represente dans l'espace des con
traintes principales par un prisme hexagonal dont les faces ne sont pas planes (mais con
vexes), mais dans ce cas on pourra voir que les conditions "G, H du signe de G", ne sont 
verifiees que si: 

, ~ _!__ [ 1- -. / 1 + 21-2cos V] 
2 V 1+cosV 

si V est l'angle des normales aux deux faces. Ceci donne" ~ 0 dans le cas du critere de 
Tresca," ~ 1/2 (done" = 1/2) lorsque l'angle V tend vers n/2 (cas du critere deMises
Huber). 

14* 
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2. Plus importante est la generalisation au cas ou le critere depend de la somme des 
contraintes principales extremes (critere de Mohr ou de la courbe intrinseque). Les equa
tions (4.1) a (4.5) restent valables. (4.6) egalement si l'on suppose !'invariance du volume 
dans la deformation plastique. Plus generalement, no us poserons: 

G+H = 1p(cy) = ex(cy)<f>(cy) 

la variation de volume plastique etant alors (1- ex)<f>(cy). En posant: 

H = L+v<f>(cy), 

G = -L+1p(cy)-v<f>(cy), 

on obtient a nouveau (4.7) et (4.8). Dans le domaine de dependance: L = 0, d'ou: 

H = v<f>(cy), qui est bien du signe de cy (si v > 0), 

G = 1p-v4> = (ex-v)<f>(cy). 

G doit etre du signe de cy, d'ou la condition de validite ex > v. Cette condition est 
verifiee lorsqu'on suppose le volume invariant dans la deformation plastique (ex = 1). 
Tel ne serait pas toujours le cas si l'on acceptait l'hypothese du potentiel plastique et la 
condition pourrait alors ne pas etre verifiee. Par exemple pour le critere de Coulomb 
(courbe intrinseque formee de 2 demies droites qui se coupent sous l'angle 2q;) la condition 
serait verifiee pour les fibres en compression pour lesq uelles ex = ( 1 +sin <p) f ( 1 - sin <p ), 

mais ne le serait pour les fibres en traction que si: 

6. Conclusion 

1-sin <p 
ex=--. -~v. 

1 +sm<p 

On a donne une solution complete (i.e. avec calcul des deplacements) du probleme de 
la flexion d'un cylindre elastoplastique, homogene, isotrope, ecrouissable, obeissant au 
critere de Tresca (et plus generalement au critere de Mohr), en deformation infiniment 
petite. 

La possibilite de resoudre avec le critere de Tresca un probleme dont on ne connait 
pas la solution avec le critere de Mises-Huber provient du fait que les relations de compor
tement laissent aux vitesses de deformation plastique un degre de Iiberte. En revanche, 
une indetermination des deplacements apparait dans certaines parties de la section droite. 
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