





SYNTEZA OCEN EKSPERTOW NA PODSTAWIE

MACIERZY MARGINESOW PRZEWAG

Hanna Bury, Dariusz Wagner

Instytut Badan Systemowych PAN, ul. Newelska 6, 01-447 Warszawa

W zadaniach wyznaczania oceny grupowej niekiedy zdarza sie, Zze
informacja o opiniach ekspertéw jest ograniczona. Zazwyczaj dana jest wowczas
jedynie macierz rozktadu gloséw ekspertéw L lub macierz réznic rozkladu gtoséw
ekspertow AL.

Debord (1987) zaproponowat metodg¢ odtwarzania ocen ekspertéw na podstawie
macierzy réznic rozktadu gloséw ekspertow.
Jest to metoda bardzo prosta i skuteczna, generujgca pewien zestaw ocen

ekspertdw zgodny z zadana macierzg roznic rozktadu glosow ekspertow.

I. Wprowadzenie

Do wyznaczania oceny grupowej na podstawie indywidualnych opinii czgsto stosowane sa
metody wykorzystujace poréwnania parami i wynikajaca z nich macierz rozkiadu gloséw
ekspertow (Nurmi, 1987). Dla kazdej pary rozpatrywanych obiektow (O, Op) , i,/ =1, ..., n
podawana jest liczba ekspertéw 7, ktorych zdaniem obiekt O jest lepszy w sensie przyjgtego
kryterium od obiektu O; oraz liczba ekspertéw /; majacych opinig przeciwstawna.
W przypadku ogdlnym, gdy w opiniach ekspertow wystepuja obiekty réwnowazne spetniona

Jjest zaleznogé




L+ Li+my =K, (1
gdzie myoznacza liczbe ekspertow, ktérzy uznali obiekty O; i O; za réwnowazne, za$
K oznacza liczbe ekspertdéw.

Jezeli w ocenach ekspertéw moga wystgpowaé obiekty réwnowazne zazwyczaj przyjmuje si¢
— aby byla spelniona réwno$¢ (1) — ze kazdy z obiektdw réwnowaznych otrzymuje % glosu
eksperta. W macierzy rozktadu gloséw ekspertow wystgpuja wiec elementy /; oraz [; lub
elementy I; + 2 my; oraz [; + % my,.

Zatem w macierzy rozkladu gloséw ekspertéw zawarta jest posrednio informacja o tacznej
liczbie ekspertdw.

Mogg zaistnie¢ sytuacje, kiedy nie dysponujemy macierzg rozkladu gltoséw ekspertéw
ajedynie macierza réznic rozktadu gloséw ekspertéw AL = [Al; ], nazywana dalej — dla
uproszczenia zapisu — macierzg margineséw przewag (Lamboray, 2007). Warto podkreslié, ze
zaréwno w przypadku wystgpowania obiektéw réwnowaznych w opiniach ekspertéw badz
ich braku, réznica Aly ma taka sama postaé. A zatem znajac tylko macierz AL nie jestesmy
w stanie jednoznacznie stwierdzié, czy w opiniach ekspertéw wystepowaly obiekty
réwnowazne, czy tez nie.

Trudnoscei zwigzane z ustaleniem rzeczywistych (w sensie macierzy rozkladu gloséw
ekspertéw) opinii ekspertéw i koniecznoscig postugiwania si¢ jedynie macierza margineséw
przewag moga pojawia¢ sie w niektérych przypadkach zadan praktycznego wyznaczania
oceny grupowej (nazywanych dalej w skrécie zadaniami ekspertyzy).

Przyktadowo mozna odwota¢ si¢ do nastgpujacych sytuacji.

- Jedna z metod przeprowadzenia ekspertyzy polega na wprowadzeniu dwuetapowosci.
W pierwszym etapie eksperci podaja swoje oceny oraz informacje dodatkowe okreslajace np.
ich kompetencje w dziedzinie, ktérej dotyczy ekspertyza lub podstawe argumentacji

prowadzacej do oceny (np. analiza teoretyczna, wlasne doswiadczenie, dogigbna znajomo$é




wynikéw badan, intuicja). W drugim etapie na podstawie tych dodatkowych informacji osoba
prowadzaca ekspertyzg¢ moze podjaé decyzje o nieuwzglednieniu niektdrych opinii lub prosié
o dodatkowe wyjasnienia. W takim przypadku podstawe dalszych prac bedzie stanowila
jedynie macierz margineséw przewag.

- Podobna sytuacja ma réwniez miejsce, gdy prowadzona jest ekspertyza z tak zwanym
sprz¢zeniem zwrotnym, to znaczy, gdy ekspertyza jest realizowana w kilku turach a wyniki
kazdej z tur sg dyskutowane przez ekspertéw (w zakresie dopuszczalnym przez metodg).
W rezultacie macierz rozktadu gloséw ekspertow moze ulega¢ zmianom. Zatem réwniez
wtym przypadku osoba prowadzaca ckspertyz¢ moze w dalszych pracach ograniczy¢ sie
jedynie do macierzy margineséw przewag.

- W przypadku skomplikowanych ekspertyz, szczegoélnie dotyczacych dalszej przyszlosci,
eksperci — nawet dobrani z duza starannoscia — mogg uznaé, ze nie sa w stanie porownacé
niektorych obiektdw ze sobg. Przy wigkszej liczbie obiektow moze rowniez zdarzy¢ sig, ze
opinie niektérych ekspertow nie beda przechodnie. Jezeli zaistnieje taka sytuacja, prowadzacy
ekspertyze powinien ten fakt uwzgledni¢. Jednym z rozwigzan moze by¢ ograniczenie si¢ do
macierzy margineséw przewag.

W niektorych metodach wyznaczania oceny grupowej z definicji wykorzystuje sig tylko
macierz marginesow przewag. Przyktadem moze by¢ metoda Tidemana ranked pairs
(Tideman, 1987) lub metoda Schulze’go (Schulze, 2011).

W opisanych sytuacjach ocena grupowa moze byé wyznaczana jedynie na podstawie
macierzy marginesow przewag. Jezeli — z jakichs wzgledéw —~ cheielibysmy poréwnad tak
wyznaczong ocen¢ grupows z uzyskang innymi metodami, wykorzystujacymi macierze
rozktadu gloséw ckspertow (np. metoda Condorceta czy metoda Bordy), na przeszkodzie
moze stang¢ nieznajomosé macierzy rozktadu gtoséw ekspertéw. Debord (1987) podal prosty

sposob konstrukeji uporzadkowan — a wiec rOwniez macierzy rozkladu glosow ekspertow ~




dla ktorych macierz marginesow przewag jest zgodna z rozwazang macierza margineséw
przewag. Ocena grupowa bedzie w obu rozpatrywanych przypadkach taka sama.
Ze wzgledu na swg prostote metoda ta moze byé ltatwo stosowana. W pracy

przedstawiono opis tej metody i przyklady jej zastosowarl.

2. Definicje

Zaktadamy, ze dany jest zbidr n obiektow & = {0, O,, , O,} oraz zbiér K ekspertéw,
J#= {1, ..., K} dokonujacych oceny. Przyjmujemy, ze opinie ekspertow sa podawane w skali
porzadkowej. Ponadto zakladamy, ze wszystkie obiekty s poréwnywane a w opiniach
ekspertéw mogg wystepowac obiekty réwnowazne.
Wprowadzimy nastepujgce oznaczenia:
0, >* 0O,, jezeli zdaniem eksperta k obickt O; jest lepszy w sensie przyjetego kryterium
(zbioru kryteriow) od obiektu O;,
o, ~* 0O,, jezeli zdaniem eksperta k obiekty O; i O, s3 réwnowazne w sensie przyjgtego
kryterium (zbioru kryteriow),
o, <* O,, jezeli zdaniem eksperta k£ obiekt O; jest lepszy w sensie przyjetego kryterium
(zbioru kryteriéw)od obiektu O,.
Opinie A-tego eksperta mozna przedstawi¢ w postaci tzw. macierzy poréwnan parami
A =[a,f], gdzie
1 jezeli O, »* 0,

ag=4 0 jezeliO, = O,

4

-1 jezeli O, <* 0,.
@




Zaktadamy, ze wszystkie rozwazane relacje miedzy obiektami odnosza si¢ do przyjetego
kryterium (zbioru kryteriéw) ich pordwnywania. Dla uproszczenia zapisu w dalszych

rozwazaniach to zalozenie nie jest powtarzane.

W zadaniach wyznaczania oceny grupowej czgsto przyjmuje si¢, ze informacja o opiniach

ekspertow jest przedstawiona jedynie w postaci macierzy rozkladu glosow ekspertow L.

OI 1 02 Ou

Ol 0 112 o lln
L=0y [ Li 1 0 ||k, 3)

On lnl 1112 0

Macierz marginesow przewag

AL=L-I". 4
Jezeli w ocenach ekspertéw nie wystepujg obiekty rownowazne, to (1)

Al =1,~1,=2-K. 5)
Warto zauwazy¢, ze Al jest parzyste witedy, gdy K jest parzyste (analogiczuie nieparzyste).

W przypadku wystepowania obiektéw réwnowaznych w ocenach ekspertow manty

l; =1,+0.5m,, 6)
skad
Al =1, -T,=2l,+m~K=2I,-K. @)

Poniewaz 2?; moze przybiera¢ zaréwno wartosci parzyste, jak i nieparzyste, stad A/, moze

byé parzyste lub nieparzyste.

Zatozmy, ze eksperci podajg swoje opinie w postaci uporzadkowan P (¢ = 1,..T) zbioru n

obiektow, gdzie T liczba wszystkich uporzadkowan elementow tego zbioru.




Definicja (Debord, 1987).

Profilem uporzgdkowan zbioru n obiektéw nazywamy wektor

2=t s Py s PT) &
gdzie p, oznacza liczbe ekspertéw, ktérych opinia ma postaé P', (t = 1,..7).

Jezeli liczba ekspertow, ktérych opinie bierzemy pod uwage jest réwna K, wowczas

2p=K ©)

=1

Profil zawiera — przy przyjetych zalozeniach — peiny opis wynikow ekspertyzy.

Jezeli zalozymy, ze w opiniach ekspertéw nie wystgpuja obiekty réwnowazne, wéwczas

T=n!. W przeciwnym przypadku liczba wszystkich uporzadkowan zbioru n obiektow moze

byé wyznaczona za pomoca przyblizonej zaleznosci nl/2(log2)™' (Bury, Wagner, 2009).

3. Metoda Deborda

Rozwazania ograniczymy do przypadku, gdy w opiniach ekspertéw nie wystepuja obiekty
réwnowazne.
Oznaczmy przez O...[j dowolna permutacje obiektow ze zbioru £\ {O;, O;} oraz przez
— O...if permutacje odwrotna.
Dla kazdej pary obiektéw (O;, U;) rozwazamy dwa uporzadkowania

0...77, 0, O; (10)
oraz

0, 0, —O...ij. 1n
Debord zauwazyf, ze dla takiej pary uporzadkowan macierz rozkladu glosow

ekspertéw LY oraz macierz margineséw przewag ALY maja postaé




o010 ... 1 ... 1 .1
. L 011 0 .2 o1
G _rpiny= i ' o
LO=071=0 (12)
0,1 0 0 1
0,1 1 1 0
oraz
0 .. 0, .. 0, .. 0,
ol0 .. 0 ... 0 ... 0
) v~ O l0 0 .2 .0
AL(!/)___[AI;_U)]: :: : : : ) ] (13)
0,0 -2 0 0
0,0 0 0 0

n

ALY jest macierza o wyrazach zerowych, za wyjatkiem elementéw (7, ) oraz (j, i), ktére sa

réwne odpowiednio 2 oraz -2.

Metoda Deborda dotyczy wyznaczania profilu uporzadkowan liniowych pp tworzonego z par
uporzagdkowan postaci (10) oraz (11), dla ktérego macierz margineséw przewag AL’ jest
zgodna z zadang macierza AL. (Przez uporzgdkowanie liniowe rozumiemy relacje binarng

spojna, antysymetryczng i przechodnia.)

Debord udowodnit nastgpujacy lemat.

Lemat (Debord, 1987, Lamboray, 2007).

Zakladamy, ze dana jest macierz AL o wymiarach nxn, ktorej wyrazy Al sa parzyste,
Woéweczas istnieje profil uporzadkowan pp dla n obiektow taki, ze AL jest jego macierza

marginesow przewag.



Profil ten jest konstruowany nastgpujaco.
Dla kazdego dodatniego A, tworzymy pare uporzadkowan

O...ij, 0i, O (14)
oraz

0, 0, —O...7j, (15)
ktora w konstruowanym profilu wystepuje A, / 2 razy.
Elementy macierzy AL'tego profilu dane sg zaleznoscia

5y AL Al
Al = ALY —2 =2-—r=4 (16)

;>0

czyli AL'=AL.

Z uwagi na wymaganie, aby wyrazy macierzy marginesdéw przewag byly parzyste, nalezy
rozpatrzeé nastepujace przypadki.

a. liczba ekspertéw K jest parzysta Al =2l; - K jest parzyste.
b. liczba ekspertdw K jest nieparzysta Al =2/, — K jest nieparzyste, w tym przypadku

wspolezynniki macierzy margineséw przewag nalezy pomnozy¢ przez 2

Ay =201, ~K).

4. Analiza liczby uporzadkowan wyznaczonych metoda Deborda

Wyznaczamy pary indekséw

(#,)) takie, ze Al;> 0 I={(i,j, ] > i) : Aly> 0}, 17)




G, i) takie, ze Al > 0 L={(i,j,j > i) : Aly> 0} (18)

oraz
(i, )) takie, ze Al =10 L={(i.], i #]) 1 Aly=0}. (19)
Zgodnie z przyjeta metodologia liczba uporzadkowan K’ otrzymanych w  wyniku

zastosowania metody Deborda wynosi

K'= Y Al,+ Y AL (20)
Godel, (.))ely
Mamy
K'= 3 AL+ Y AL=2%1->K+2 31,- 3 K. @1
(el el (el (L)l Gl (el

Jezeli I = @, liczba rozpatrywanych par obiektéw wynosi n(nz—l) . Stad

Sal+ Al =2[ S+ le,j LURUYY 22)

(i,))eh (4))el, (. /el (4.0)ely

Warunek AIU >0 oznacza, ze l,j. > K/2. Podobnie, warunek A/ '+ >0 oznacza, ze / > K/2.

A zatem

) K N
lej+ Zlﬂ n(” ) ? (2_))

(4,))el, (i.))els

Mozna wiec przyjac, ze

S+ S, ["<” )g odzic a> 0. @4

(i.7)el; (i, )ely

Zatem ze wzorow (22) i (24) wynika, ze

= > AL+ YAl =aK. (25)

el el

Dla AI!./ =2, i,jel oraz Alﬂ. =2, i,jel, mamy



a2 =”(”T“1)-2=n(n—1). (26)

Podobnie

dla Al, =K, (I,j)el, oraz Al, =K, (i,)el,mamy

e =Dk @)
2
skad
Ko _nn=l) K_K (28)
K. nrn-1) 2 2
Mamy takze
, -2
Kmax - mln = n(n 1) P ”(n 1) n(n 1)(_ _lj = n(?’l 1)( ) J (29)
Ze wzoru (25) wynika, ze
-K=K(a-1), (30)
skad
, K'-K K(a-1 K
I=1,+ 5 =1+ (2 )=1y.+(a—1)? (€)Y

Jezeli — w celu zapewnienia parzystosci elementéw — macierz AL zostala pomnozona przez

2, wéwezas — stosujac wzor (31) — nalezy elementy /; oraz K réwniez pomnozy¢ przez 2.

Warto zauwazycé, ze

min

XK' _K:[M_1]K (32)
K

CO 0Znacza, Ze przy

nn-)<K K, -K<0 czyli I <l (33)

i

nn-1)=K K, -K=0 czyli I} =, (34)










Przyklad 2.

Dana jest macierz rozktadu gloséw ekspertéw (n = 4, K = 46)

0,

0

o,

27
0
17
26

i ={(1.2), (2,3), 3.4}

[2 = {(351)3 (4>l)a (432)}

20
29
0
19

D0, =27429+27 =83,

(i./)el,

Zatem

S+ >, =161=

(i.))el;

(.0)ed,

Przyktad 3.

20

20

27
0

i"—3+aJ23,

(5

,Ol 0’.’. 03 04

o] 0 8 -6 -6
AL=0,|-8 0 12 -6
o,| 6 -12 0 8

0,] 6 6 -8 0

D1, =26+26+26=78.

(1j)ely

stad

Dana jest macierz rozktadu gltoséw ekspertéw (n = 4, K= 100).

a=1,22.

|0 0, 0, 0, | 0 0, 0 0
O | 0 51 48 58 o 0 2 -4 16
L=0,{49 0 35 75 AL=0,{ -2 0 =30 50
0,152 65 0 40 O, 4 30 0 -20
0,142 25 60 0 0,|~-16 -50 20 0
I={(1,2), (1.4), (2,4)}
L={(3,1),(3,2), (4,3)}
D, =184, D,=177.
= (h))ely
S+ Zzﬂ:Ki(ﬁihaj]f:(ém)so:m
(i.))el, (4, /)ed, 2 2

(40)

41
(42)

(43)

(44)

(45)

(46)
(47

(48)

(49)



Przyklad 4.

Dana jest macierz rozktadu gloséw ekspertow (1= 5, K= 10)

[ o 0, 0, 0, O [ o 0, 0, 0, O
010 4 3 4 6 O, 0 -2 -4 -2 2
0,16 0 3 4 4 o, 2 0 -4 -2 -2

L= AL =
o7 7 0 4 7 o, 4 4 0 -2 4
o6 6 6 0 4 o 2 2 2 0 -2
o4 6 3 6 0 O;|-2 2 -4 2 0

[I = {(195)’ (3>5)}

L ={(Z,1), 3,1, 3,2), (4,1), (4.2), (4.3), (5,2), (5.4)}

>, =13, >1,=50.

(.j)el, (i.))el

S+ Y, [[”(” +aj]£2<—=(10+a)5=63 —>a=26.

G.)el, (i, /)E’z

Przyktad 5 (Lamboray, 2007).

W tabeli przedstawiono uporzgdkowania czterech obiektéw podane przez 46 ekspertéw.

Tablica 2.
Liczba uporzadkowan Uporzgdkowania
8 0,,0,,0,,0,
4 0,,05,0,,0,
9 0,,0,,0,,0,
6 0,,0,,0,,0,
4 0,,0,,0,,0
3 05,0,,0,,0,
6 0;,0,,0,,0,
3 0,,0,,0,,0,
3 0,0,,0,,0,

(55)

(50)

G
(52)

(53)

(54




Macierze L oraz AL majg postaé, jak w przyktadzie 2

0 8

AL=0,|-8 0 12 -6. (56)
o,/ 6 =12 0 8
0,1 6 6 -8 0

Zgodnie z algorytmem Deborda tworzymy 6 par uporzadkowan.

Mamy zatem

Tablica 3.
Liczba uporzadkowan Uporzadkowania
4 0! ,01,03504
0,,0,,0,,0,
p 0,,0;,0,,0,
0,,0,,0,,0,
] 0,,0,,0,,0,
0,,0,,0,,0,
. 0,,0,,0,,0,
0,,0,,0,,0,
3 04,01,03,02
0,,0,,0,,0,
3 04’02’03’01
0,,03,04,02
2:23 =46

Macierze rozktadu gloséw ekspertéw L' oraz margineséw przewag AL’ sg zgodne z (56).
n(n-1)

Warto podkresli¢, ze jezeli wszystkie /, lub 7, sgrowne K, to a =

Ze wzoru (32) wynika, Zze a > n_(nK_—ll

Zatem n{n—1) 2az n(n=1) .
2 K



Aby liczba uporzadkowan uzyskana metoda Deborda na podstawie macierzy rozkladu
ekspertow byla wielokrotnoscig liczby K, @ musi by¢ liczbag naturalng. Przy a=1 obie te

liczby sa takie same.

5. Podsumowanie

Opisana metoda umozliwia odtworzenie opinii ekspertéw (w sensie macierzy rozkladu
glosow ekspertdw) oraz wyznaczenie oceny grupowej na podstawie informacji ograniczonej
do macierzy margineséw przewag.

Sposob konstruowania uporzadkowan jest prosty i skuteczny, nawet dla wickszej liczby
obiektéw 1 wymaga jedynie prostych dzialaf arytmetycznych. Nalezy zauwazy¢, ze
rozwigzanie (profil pp) jest niejednoznaczne z uwagi na dowolno$é¢ wyboru permutacji O...7.
Ponadto, liczba uporzadkowan otrzymanych tg metoda zazwyczaj jest wigksza niz
uporzgdkowan pierwotnych (K’ > K).

Profil pp uzyskany metoda Deborda zawiera co najwyzej n(n—1)/2 par skiadowych

niezerowych, za$ liczba uporzadkowan (przy zalozeniu, ze w opiniach ekspertéw nie
n=t n
wystepujg obiekty réwnowazne) wynosi K' = Z ZfAl,jl.
i=l j=i+l
W sekeji 4. pokazano, jak liczba uporzadkowan X' odtworzonych przy pomocy metody
Deborda moze zmienia¢ si¢ w zaleznosci od rzeczywistej liczby uporzadkowan podanych
przez K ekspertéw oraz struktury macierzy marginesow przewag wplywajacej na wartosé
wspblczynnika a. W sytuacjach, o ktérych mowa we Wprowadzeniu nie dysponujemy
znajomoscig liczby ekspertéw X ani wartos¢ wspéiczynnika a nie jest znana. Ze wzoru (31)
wynika jednak, ze

K'-X
2

r_
Ly=1,+ ,




co oznacza, ze elementy odtworzonej macierzy rozkladu gltoséw ekspertéw 16znig sie od
elementow rzeczywistej (nieznanej) macierzy rozkiadu gloséw ekspertéw o staty skiadnik.
A zatem ocena grupowa wyznaczona przy uzyciu metod, ktorych podstawe stanowi
wykorzystanie macierzy rozkladu gloséw ekspertéw, takich jak metoda Condorceta czy
metoda Bordy ~ bedzie w obu rozpatrywanych przypadkach taka sama.

W cytowanym artykule Debord (1987) uwzglednil réwniez sytuacje, gdy w opiniach
ekspertéw wystepuja obiekty rownowazne. W takim przypadku we wzorach (14) i (15) jedna
parg obiektéw O, O, nalezy zastapié parg obiektdw réwnowaznych (O, 0)). Wspbtczynnik
Al; macierzy AL dla takiej pary uporzadkowan jest nieparzysty iwynosi 1. Jezeli
wmacierzy AL wystepuja elementy nieparzyste, wowczas uwzglednienie obiektow
rownowaznych w szukanym profilu — o ile jest mozliwe z uwagi na charakter problemu ~
pozwala zmniejszy¢ liczbg odtwarzanych uporzadkowan X'.

Nalezy podkreslié, ze na podstawie macierzy margineséw przewag (jak réwniez
macierzy rozkiadu gloséw ekspertéw) nie mozna jednoznacznie stwierdzié, czy w ocenach
ekspertow wystepowaty obiekty réwnowazne, czy tez nie. Jezeli zastosowana metoda
wyznaczania oceny grupowej wykorzystuje informacje o obecnosci obiektéw réwnowaznych,

wowczas przedstawiony wniosek o zgodnosci ocen moze nie by¢ stuszny.
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