





1. Wprowadzenie

W pracy, przedstawiono wykorzystanie zaawansowanych metod analizy stochastycznej do
wyprowadzenia modelu czynnikowej immunizacji i optymalizacji portfela obligacji. Jako
punkt wyjsciowy - przyjeto model dynamiki zmian czynnikéw oddziatywujacych na strukturg
terminows stdp procentowych - okreslony w postaci wektorowego stochastycznego réwnania
rézniczkowego Ito. A nastgpnie, wykorzystano Lemat Ito oraz wniosek z niego wyplywajacy.
W rezultacie uzyskano - po przeksztalceniach - model czynnikowy o postaci koricowej po-
krywajacej si¢ ze znanym z literatury przedmiotu modelem, ktérego wyprowadzenie nie byto
(jak dotad) publikowane. Dowiedziono réwniez, ze znany dotychczas model Fishera-Weila
zarzadzania portfelowego na rynku obligacji - jest szczegélnym przypadkiem analizowanego
w pracy modelu czynnikowego.

Rozwazane w pracy podejscie jest kontynuacja wspomnianych powyzej wezesniejszych
badan prowadzonych w USA (K. Garbade, 1986,1989; R. Litterman, J. Scheinkman, 1991) i
w Danii (H. Dal, 1993). W szczegélnosei, dotyczy to merytorycznego uzasadnienia zasadni-
czych koncepcji oraz formalnego wyprowadzenia podstawowych wzorédw prezentowanych
(bez dowod6w) w tych pracach. A takze, interpretacji tych zaleznoéci na gruncie metodologii
nowoczesnej analizy stochastycznej. Prezentowane w tym zakresie wyniki s uzupetnieniem i
rozszerzeniem wyprowadzen analitycznych prezentowanych przez autora w raportach badaw-
czym IBS PAN: Jakubowski (2007, 2008).

Praca zostanie zgloszona do publikacji w czasopismie naukowym: "Materiaty i Studia NBP".

2. Struktura terminowa st6p procentowych - analiza czynnikowa

Jednym z nowszych podejs¢ stosowanych dla celéw analizy dynamiki zmian struktury
terminowej stop procentowych sa tzw. modele czynnikowe, w ktérych wykorzystuje sie ele-
menty znanej powszechnie z dziedziny statystyki matematyczne;j i analizy danych - teorii ana-
lizy czynnikowej (Factor Analysis); Harman (1967), Koronacki, Cwik (2005).

Modele te sg najbardziej ogélne w tym sensie, ze w stosunku do dynamiki zmian stép pro-
centowych spot r, (¢t=1,...T) nie wprowadza si¢ zadnych zalozef upraszczajacych, jak to
bylo w przypadku oméwionych poprzednio podejsé klasycznych. W zamian za to stawia sie
hipotezg, ze zmiany stép procentowych r, dla kolejnych chwil r=1,2,3,..., sa generowane
przez kombinacje liniows pewnej zadanej liczby nieskorelowanych czynnikéw wspdlnych
(common factors) oraz czynnikéw swoistych (urigue factors), traktowanych jako zmienne
resztowe modelu. Nalezy przy tym dodaé, ze analizowane czynniki wspdlne nie zawsze majg
okreslona interpretacje ekonomiczng lub jakakolwiek inna; jest to niekiedy mozliwe dopiero
po przeprowadzeniu tzw. rotacji ortogonalnych przestrzeni czynnikowej. Czynniki te stano-
wig pewien zbidr "ukrytych" zmiennych, co do ktérych zaklada si¢, ze sg one Zrédtem okre-
$lonych korelacji pomig¢dzy ukiadem zmiennych pierwotnych, opisujacych dany system.

Z powyzszego wynika, ze (pomimo "zewn¢trznego" podobieristwa modeli matematycz-
nych) analizowanych czynnikéw wspélnych, nie nalezy w zadnym przypadku utozsamiaé ze
zZmiennymi egzogenicznymi rozpatrywanymi powszechnie w klasycznej analizie regresyjnej.
Analiza regresyjna i analiza czynnikowa to dwie istotnie rézne metody, u ktérych podstaw
stoja rézne zatozenia i przed ktérymi postawiono rézne cele. Celem analizy czynnikowej jest
zastgpienie zbioru duzej liczby wzajemnie skorelowanych zmiennych, malg liczbg ortogonal-
nych (a wigc nieskorelowanych) czynnikéw, ktére w mozliwie maksymalny sposéb przybli-
Zylyby zasoby informacji reprezentowanej przez zmienne wyjSciowe. Tak wigc
ortogonalizacja i znaczne zmnigjszenie wymiarowodci zagadnienia - to dwa cele, jakie posta-
wiono przed analizg czynnikowa,.



W modelu czynnikowym obligacji, wyznaczajacym zaleznos¢ niespodziewanej stopy

zwrotu od ryzyka stop procentowych, w migjsce klasycznych definicji Macaulaya okresowo-
$ci i wypuktodci obligacji wprowadza si¢ tzw. czynnikowa okresowos¢ (factor duration) i
czynnikowa wypuklo$¢ (factor convexity). Nastepnie, analiz¢ niespodziewanych zmian stopy
zwrotu portfela obligacji, spowodowanych zmianami &, (¢t =1,...T) rynkowych stép procen-
towych, zastepuje si¢ analiza tych zmian ze wzgledu na zmiany czynnikéw wspdlnych
F, (f =1,...,m). Czynniki te, jako wielkosci wspdlne dla stép procentowych r, , nie zalezg od
terminéw zapadalnodei ¢=1,...7 ( zaleza one jedynic od czasu biezacego r=1,2,3,...). W
zwiazku z tym, nie sg w rozpatrywanym przypadku potrzebne dodatkowe, upraszczajace za-
tozenia co do dynamiki zmian stép r, - bgdace podstawg do definiowania (oraz ewentualnej
modyfikacji) prezentowanych poprzednio formul Macaulaya; por. zalozenia (3), (22), (31),
(43). .
Otrzymane w ten spos6b czynnikowe modele immunizacji nabierajg ostatnio coraz wigk-
szego znaczenia dla teorii i praktyki zarzadzania portfelami obligacji; moga one réwniez sta-
nowié podstawe do tworzenia komercyjnych pakietéw komputerowego wspomagania decyzji
w tej dziedzinie. Pierwsze prace z tego zakresu zostaly opublikowane przez cytowane juz
prace Garbade'a (1986, 1989), Littermana, Scheinkmana (1991) oraz Dahla (1993). Dotyczyly
one czynnikowej analizy struktury terminowej stép procentowych oraz konstruowania portfeli
immunizacyjnych dla rynkéw obligacji w USA oraz w Danii. W Polsce, wspélautorem pierw-
szych publikacji z tej dziedziny jest autor niniejszej pracy; por. Kulikowski, Bury Jakubowski
(1995., 1996).

Ponizej - oraz w nast¢pnych punktach - przedstawimy podstawy teoretyczne rozpatrywa-
nego podejscia. Nalezy podkreslié, ze w cytowanych publikacjach zagranicznych podstawy te
SA podane tylko w bardzo ogdlnym zarysie - i czgsto, bez uzasadnienia wprowadzanych wzo-
réw i zaleznosci. Ponadto, w pracach tych pojawity sie liczne btedy - co dodatkowo utrudnia
zrozumienie prezentowanych w nich modeli. Jako przykiad - wystarczy poda¢ wydang przez
Cambridge University Press pracg Dahla (1993), w ktdrej autor (na stronie 195, pierwszy
akapit) "proponuje" wyznaczanie wartosci wlasnych i wektoréw wiasnych z macierzy prosto-
katnej - co oczywidcie nie jest mozliwe.

Dlatego, w niniejszej pracy podano niezalezne - od istniejacych, fragmentarycznych pu-
blikacji - wyprowadzenie od podstaw analizowanych modeli czynnikowych immunizacji port-
feli obligacji. W tym tez sensie, prezentowane tu wyniki mozna uzna¢ - zdaniem autora - za
oryginalne.

Przedstawiony w niniejszym punkcie material zostal szerzej (lecz w nieco innym ujeciu)
przedstawiony przez autora w Raporcie IBS PAN: Jakubowski (2007).

2.1 Model Fishera, Weila (1971) analizy ryzyka zmiennoS$ci struktury terminowej
stép procentowych
Stosujac podejscie Fishera-Weila zakladamy podobnie jak poprzednio, ze krzywa docho-
dowosci, bedaca reprezentacja graficzna struktury terminowej 75 stép procentowych — moze

mie¢ dowolny ksztalt. Natomiast ograniczajacym (I to w znacznym stopniu) zalozeniem jest
przyjgcie, ze mozliwe sg wylacznie réwnolegte przesunigcia tej krzywej, tj.

K#E.LERELEN  OTAZ dr, =dr, ve=1,..,T, (1)

gdzie przez r, oznaczono {dla uproszczenia zapisu) stopy procentowe spot r,, .



Dla analizowanego rynku zakladamy réwniez, ze obowiazuje ciggla kapitalizacja odsetek;
por. Jakubowski (2003), Weron A., Weron R. (1998). Wzér okreslajacy wartosé biezaca obli-
gacji przybiera wowczas postaé:

T
P:P(rm,...,ro,,.“,ror)=ZC,e"". )
I=)
Mozna tatwo zauwazy¢, ze w rozpatrywanym przypadku, tzw. czynnik dyskontujacy (1+r)™
zostal — dla ciagtej kapitalizacji odsetek ~ zastapiony czynnikiem dyskontujacym exp(-7,1).
Dokonujac oszacowania przyrostu dP funkcji (2) za pomoca dwoch pierwszych cztonow
szeregu Taylora, mamy
T
dP=P(r+dr)-P(r)=). iy
1=l

Oy =S (e e +%i(tzc,e”")(dr,)z .(3)
=1

. 1
[ F]
ar, 27 or, =

Dzielgc obie strony powyzszego wzoru przez P oraz biorgc pod uwage zalozenie (1), 4.
dr, =dr (¢t=1,...,T) otrzymamy

dp 4 ot & m 2
5 >iCe /P dr+E DEC, eV P (). 4)

=1 f=]
Wyrazenie w nawiasie okraglym pierwszego czlonu powyzszej zaleznodci definiujemy jako
okresowo$¢ Fishera-Weila D, obligacji; natomiast wyrazenie w nawiasie okragtym drugiego
cztonu pomnozone przez 1/2 - okresla wypukto$é¢ ¥, . Definiujac dodatkowo wspdlezynnik
wagowy
x4Ce ™"/ P ve=1,.,T, mamy zatem

T T
Dpy X tCe ™ IP=Y xt , 'S
t=] 1=]
A 1 T 2 -t 1 T 2
VFW=-2-Z; Coe™IP=2 2 x " ©)
=] t=]

Ponadto, z (4), (5) i (6) mamy nastepujacy wzor na oszacowanie nieoczekiwanej stopy zwrotu
z obligacji, wywolanej losowym, réwnoleglym przesunigciem krzywej dochodowosci

i}?:— e XAr + Ve, x(dr)?. @)

Poprzez bezposrednie rézniczkowanie funkcji (32) mozna fatwo sprawdzié, ze wyprowadzone
powyzej zaleznosci (5) i1 (6) sa rownowazne nastepujacym definicjom parametréw
Dy 1 Vi :

oP 1
Dy =-Y 22, 8
w25 ®)
1L 8P
== ©®

= £ Bro,z 7
Wyprowadzone powyzej wzory (5)-(6) oraz (8)-(9) na okresowosé D, i wypuklos¢ Vg,
obligacji sa bezposrednimi uogdélnieniami analogicznych wzoréw wyprowadzonych dla przy-
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padku plaskiej krzywej dochodowosci (tj. dla r, =r,t=1,...,7) oraz przy zalozeniu ciagtej
kapitalizacji odsetek; por. Jakubowski (2003).

Nietrudno jest zauwazyé, ze przedstawiony powyzej model Fishera-Weila kwantyfikacji
ryzyka zmiennosci stép procentowych za pomoca parametréw okresowosci D, 1 wypuklosci
Vs, obligacji zostat sformutowany przy znacznie bardziej ograniczajacych zalozeniach (1) —
w poréwnaniu z rozpatrywanymi pdzniej schematami dynamiki zmian krzywej dochodowo-
sci. Tak wiec zdaniem autora — model ten ma w chwili obecnej znaczenie wylacznie "histo-
ryczne”. Jest on rozpatrywany w niniejszej pracy tylko z tego powodu, ze analizowane w
dalszej czgéci parametry tzw. czynnikowej okresowosci D, i czynnikowej wypukiosci 7,

obligacji - sa okreslonymi uogéinieniami zdefiniowanych powyzej parametréw Dy, 1 Vg, .

2.2. Model czynnikowy struktury terminowej

Wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:

s r =7, - rynkowa stopa procentowa spof, tj. rentownos¢ do wykupu (YTM) obligacji
czysto-dyskontowych o okresach do wykupu ¢=1,...,T (4. dla uproszczenia zapisu pominie-
my indeks "0" przy oznaczeniu r,, ).

o 75(z)=[n(z),....1,(c),....,r,(r)] - struktura terminowa stép procentowych spot, okreslona
przez wektor wartosci { r(r)t= 1,...,T}, dla kolejnych chwil r=1,2,3,...,M.

* X=[r, 1, -macierz obserwagji stép procentowych r, (¢=1,...,T), dla kolejnych chwil
r=1,2,3,..,M.

Rynkowe stopy procentowe spot 7 (t+=1,...,T) traktujemy jako zmienne losowe, przy

czym zakladamy, ze dysponujemy macierza obserwacji X tych zmiennych utworzona w ten
sposob, ze ¢ -ta kolumna tej macierzy przedstawia realizacje zmiennej losowej 7 w kolejnych

chwilach r=1,...,M . Kolejne wiersze tej macierzy okreslone sg wigc przez wektory wierszo-

we
O O RN CORACH) I A SN 5 B ©)

reprezentujace strukture terminowa stdép procentowych 7S w chwilach r=1,...,M; por.
Tablica 1.

* ok *



Tablica 1. Posta¢ macierzy obserwacji X =[r,,] o wymiarze (M xT)

7 7, e
IS(r=1) T ny r
IS(t=2) I Ces Iy Lo Yor
TS(T) r e 7 Tt T
IS(r=M) Pt - Fon - Pt

A 7 7

g i r

Podane w ostatnich dwu wierszach powyzszej tablicy estymatory nieobciazone wartosci
oczekiwanych oraz wariancji zmiennych » okre$lamy ze znanych wzoréw:

—~ 1 ¥ b 1 & 732
Pl v, ol =30, -V t=1.,T (19)

Na podstawie wartosci poszczegélnych kolumn macierzy obserwacji X mozemy wyzna-
czy¢ estymatory wspdlczynnikéw kowariancji o, oraz wspoétczynnikéw korelacji p,, pomig-

dzy stopami procentowymi 7, oraz # (t,/=1,...,T); a mianowicie

oy =eov ()= 3 (1, <7 ) (-7,
=]
(1
M
s cov(r,n) _ fZ.[;( e =n)
Py =cor(n,n)= - — =
o PR AED W AL
Tal r=]

Wspotczynniki kowariancji o, oraz korelacji o, tworza odpowiednio - macierz kowa-

riancji R oraz macierz korelacji Q o wymiarach (7 xT); postacie tych macierzy przedsta-~
wiono w Tablicy 2. Sg to macierze symetryczne oraz dodatnio okreslone (z zalozenia).

Tablica 2. Macierze wspolczynnikéw kowariancji R i korelacji Q pomiedzy zmiennymi
r,rny (61=1,...T)

of Oy .. Oy L oy o oy
R= 0"2: o; C’"zr , Q= /7:21 1 p:zr (12)
op O v 07 P Prp 1



Wyznaczona na podstawie obserwacji macierz kowariancji R (lub - w alternatywnym
sformutowaniu -macierz korelacji Q) ma zasadnicze znaczenie dla prezentowanej metody
analizy czynnikowej; stanowi¢ ona bowiem bedzie punkt wyjéciowy do dalszych rozwazan.

Dokonujac standaryzacji realizacji zmiennych losowych # (r=1,...,7); tj.
v, =(r,, ~F) o, Vr=1,.,M;, t=1,.,T, (13)

otrzymamy (M xT) wymiarowg standaryzowana macierz obserwacji Z ={r], o postaci ana-

logicznej jak macierz X przedstawiona w Tablicy 1. Wykorzystujac teraz zaleznosci (50) 1
(52), po przeksztalceniach - otrzymamy (w przypadku estymatoréw nieobcigzonych) nastgpu-
jace wzory macierzowe, wyznaczajace macierz kowariancji R oraz macierz korelacji Q (por.

Jakubowski, 2007):

M __; 1 T
s = =717, 14
3 Q=cor(r) . (14)

R=cov(r)=-—l~—XTX—
M -1 M -1

gdzie F=[7,....F,...i.]".

2.2.1. Model czynnikowy

W modelu czynnikowym, stopy procentowe spor przedstawia sie w postaci nastepujacej
kombinacji liniowej ortogonalnych czynnikéw wspélnych oraz czynnikéw swoistych:

r/=;;+an‘F;+“'+a//Fj+a1mF;n+a/€l (15)

lub tez, zapisujac to bardziej skrétowo

r,:F,+ia,ij+af,5,, ve=1,...,T, (16)
S=t
gdzie F, - czynniki wspélne (f =1,...,m), &, - czynniki swoiste (r=1,...,T),
,, - tadunek czynnika wspélnego F, w zmiennej r, (common factor loading),
a, - ladunek czynnika swoistego w zmiennej r, (unique factor loading).
W modelu czynnikowym (55) przyjmujemy nastgpujace zalozenia:
(i) Liczba m czynnikéw wspdlnych jest z géry zadana; przy czym m<T
(w praktyce m<<T).
(ii)  Czynniki wspllne F, (f =1,...,m) sa wystandaryzowanymi zmiennymi losowymi; tj.
F, =0, var(F,)=1. Czynniki te sq wzajemnie nieskorelowane, tj.
PUF L F)=0; Y fLk=1,m (f#k), 17)
gdzie przez p(.,.) oznaczono wspdiczynnik korelacji pomiedzy zmiennymi.
Ponadto, czynniki wspdlne &, oraz czynniki swoiste &, sa réwniez wzajemnie nieskore-
lowane, czyli
p(Fe)=0; VYV [f=l..,m t=1,.T. (18)



(i)  Czynniki swoiste ¢, (r=1,...,T) s wystandaryzowanymi zmiennymi losowymi; tj.
£ =0, var(g,)=1. Czynniki te s3 wzajemnie nieskorelowane, czyli

p(&,6)=0, V1, [=1,.,T (t#1). (19)

Z przedstawionych powyzej zatozen wynika, ze kazdy czynnik wspélny F, (f =1,..,m)
ma te same wartoéci dla wszystkich zmiennych 7, . Z kolei fadunki czynnikéw wspélnych @,
(¢ =1,....,T;f =1,..,m) sa wielkosciami specyficznymi dla kazdej ze zmiennych », w tym sen-
sie, Ze reprezentujg one wrazliwo$¢ zmiany zmiennej r, ze wzgledu na zmiane czynnika
wspélnego F, . A doktadniej, fadunki czynnikowe «,, sa réwne wspétczynnikom kowariancji
migdzy zmiennymi » a czynnikami wspdlnymi £ ; bezposrednio z postaci modelu czynni-

kowego (55) oraz z zatozen (56), (57) mamy bowiem
(20

m

Cov(r,,F,) =AE[(n —F,)F,]=E[(Za,,,F,, +a,6)F, }: D E(FF)+ aE(6F,)=a,E(F})=a,
k=l k=l

Z powyiszego wynika, ze tadunek czynnikowy o, jest wielko$cia o dowolnym znaku, tj.
a,, € (~o,+x) . Ponadto, biorae pod uwagg, ze czynnik wspdlny F, jest zmienng wystanda-

ryzowang, wspétczynnik korelacji pomigdzy zmiennymi r, i , wynosi
p(n, F=ea, /o e[-1,+1], vi=1,.,T; f=l..,m. 2n

Z kolei kazdy czynnik swoisty &, jest wylacznym atrybutemn odpowiadajacej mu zmien-
nej r, (¢=1,...,T). Gdyby bylo inaczej, to czynnik ten nalezatoby po prostu rozpatrywac jako
jeden z czynnikow wspbinych F,; stad bardzo wazne jest zalozenie, ze czynniki swoiste sa
wzajemnie nieskorelowane tj. p(¢,,&)=0. Wynika stad bowiem bezpodrednio, ze czynnik
swoisty ¢, zmiennej # jest nieskorelowany z pozostalymi zmiennymi 7, tj.

pln,e)=0; Yie=1.,T; [+t (22)
Czynnik swoisty £, mozemy wigc interpretowaé jako tzw. ryzyko specyficzne obligacji czy-
sto-dyskontowej o okresie do wykupu ¢ oraz rentownosci r, (¢ =1,..,T). Natomiast kazdy z
czynnikéw wspélnych F, (f =1,.,m) reprezentuje soba "jeden rodzaj” ryzyka, ktére jest
wspdlne dla wszystkich rozpatrywanych obligacji.

Z modelu czynnikowego (55) oraz z zalozenia (57) wynika, ze tadunek ¢, czynnika swo-
istego £, jest liczbowo réwny wspétczynnikowi kowariancji pomiedzy czynnikiem & a
Zmienng r, ; mamy bowiem

Cov(r,,e‘,)-—eE[(r; —6)8/]=E[(iauﬂ +a/81)£1 ]=ia,kE(F,,e,)+a,E(€,2) =ar/ (23)

k=) k=l

Jakkolwiek, z teoretycznego punktu widzenia fadunek ¢, - jako wspéiczynnik kowariancji
- mogiby byé wielkoscia o dowolnym znaku, w dalszych rozwazaniach dodatkowo zatozymy,
ze przyjmuje on wartosci wylacznie nieujemne; tj. «, €[0,+0) (t=1,..,7). Jest to zresztg
zgodne z podana powyzej interpretacja. Ponadto, ze wzoru (62) oraz z faktu, ze czynniki swo-
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iste s3 zmiennymi wystandaryzowanymi wynika, ze wspéiczynnik korelacji pomigdzy zmien-
nymi 7 i &, wyraza si¢ wzorem
p(r.&)=alo, €[0,+11, ve=1,.,T. 24)

Podsumowujac przedstawiony powyzej tok rozumowania mozna stwierdzié, ze metoda
analizy czynnikowej wiaze sie z zalozeniem liniowej reprezentacji zbioru wzajemnie skore-
lowanych zmiennych 7, - zbiorem zadanej liczby nieskorelowanych migdzy soba (ukrytych)

czynnikéw wspélnych F, oraz czynnikéw swoistych &,, przy czym przyjmuje sig, ze owe
"hipotetyczne" czynniki wspélne sa wlasnie Zrédlem korelacji migdzy zmiennymi v,

¢=1..T).
Réwnanie modelu czynnikowego (55) zapisane dla kolejnych dyskretnych chwil czaso-

wych 7 =1,.., , ma nastepujacg postac:

Fa=D. @, F a6, T=lLo,M; 1=1.T, (25)

=1
W réwnaniu tym r,,, F, oraz £, oznaczaja realizacje (dla r=1,...,A/ ) zmiennych losowych
r,, F, oraz ¢,. Jak mozna zauwazy¢, wartosci fadunkéw czynnikowych q,, oraz g, nie zale-
23 od czasu biezacego r =1,...,M ; oznacza to, Ze wartosci tadunkéw czynnikowych sg stalym

atrybutem rozpatrywanego modelu (co jest niezmiernie istotne z punktu widzenia dalszych
rozwazan). Natomiast wartosci czynnikow wspdlnych i swoistych zaleza oczywiscie od czasu

biezacego z.

2.2.2. Zadanie analizy czynnikowej.

Zadaniem analizy czynnikowej jest wyznaczenie na podstawie zadanej macierzy obserwacji
X - oraz przy zalozeniu liniowego modelu (55) - kolejno nastepujacych wielkosci:
— macierzy kowariancji R zmiennych 7, t=1,..,T;tj.

R=[o,]re (26)
~ ‘ladunkéw czynnikéw wspélnych o, (t=1..,T; f=1..,m); ladunki te tworzg tzw.
macierz "zmienna-czynnik” o postaci

A= [alf]Txm s
fadunkéw czynnikéw swoistych «, (¢=1,..,T); tadunki te tworza macierz diagonalna 4
o wymiarze T x T, tj.
A = Diag(e,)ry »
— warto$ci czynnikéw wspolnych F, (r=1,.,M; f=1,..,m) bedacych realizacjami zmien-
nych losowych F, w dyskretnych chwilach czasowych r=1,.,M; wartosci te tworza
macierz czynnikéw wspélnych o postaci
F=[F, lym »

@7n

(28)

(29)



— wartodci czynnikéw swoistych ¢, (r=l..,M;r=1..,T); wartosci te tworza macierz
czynnikow swoistych o postaci

E =[£r/]MxT'

(30)

Dodatkowo, na poczatkowym etapie analizy czynnikowej - wyznaczamy rdwniez na postawie
wzoru (53) macierz korelacji Q={p, ], pomi¢dzy zmiennymi r,; jednak nie jest to bezpo-
$rednio niezbg¢dne dla identyfikacji modelu czynnikowego (55) (w omawianym wariancie
metody). Macierz ta bywa natomiast pomocna dla celéw interpretac)i otrzymanych wynikdw.

Tak wigc etapem koficowym omawianej procedury jest ekstrakcja warto$ci liczbowych (tj.
przebiegéw czasowych) "ukrytych" czynnikéw wspdlnych F,(z) (f=1,...,m) i czynnikéw
swoistych ¢,(7) (¢ =1,...,7) . Dokonuje si¢ tego na podstawie wyjsciowej macierzy obserwacji
X oraz przedstawionego powyzej catego ciagu dosy¢ rygorystycznych zatozen analizowane-
go modelu. W tym tez sensie, prezentowany model czynnikowy mozna zaliczy¢ do klasy sta-
tystycznych modeli uczacych sig; por. Koronacki, Cwik (2005).

W procedurze numerycznego rozwigzywania przedstawionego powyzej zadania istotna ro-
le odgrywajg wartosci

R =al+. Aol el (D

gdzie A? - tzw. zaséb zmiennoSci wspolnej zmiennej r, (communality). Bezposrednio z mode-
lu (55) wynika, ze

var(r) =0} =h: +a}, Vi=1..,T. (32)

Zasdb zmiennosci wspdlnej (tzw. communality) h?, bedacy suma kwadratéw wspétczyn-
nikoéw korelacji a}, wszysikich czynnikéw wspolnych F, (f=1,.,m) ze zmienna r,, jest
wigec pewng miarg okreslajaca jaka czgsé catkowitej zmiennosci zmiennejr, jest wyjasniana
przez czynniki wspdlne. Wynika to stad, ze calkowita zmienno$é tej zmiennej reprezentowana
przez jej wariancj¢ var(r,) ; por. (71).

Podobnie, warto$¢ a reprezentuje zaséb zmiennosci swoistej zmiennej r, - wyjasnianej
przez czynnik swoisty g, (t=1,..,T). Ponadto, ze wzoru (71) wynika bezposrednio, ze

hle{0,07) oraz a}el0,o?]. ve=1,..,T.

Podstawiajac na przekatnej glownej macierzy korelacji ® o postaci (7) w miejsce jedy-

nek, wartosci zasobéw zmiennosci wspélnych /4! - otrzymamy tzw. zredukowanqg macierz
korelacji R"; macierz tg przedstawiono w Tablicy 3.

Tablica 3. Posta¢ zredukowanej macierzy kowariancji R”, gdzie h,’=z a, .
7=

hlz Gz " Oy
R" - Oy h::‘2 vt Oy . (33)
9 9n; by



Biorac pod uwagg wszystkie przedstawione powyzej zatozenia co do analizowanego
liniowego modelu czynnikowego (55) mozna wykazaé, ze zachodzi (Koronacki, Cwik, 2005)

R=AAT + 427 =AA7 + 2°. B4

Powyzsze réwnanie stanowi reprezentacj¢ macierzowa modelu czynnikowego (55). Z réwna-
nia tego wynika, ze zadanie analizy czynnikowej sprowadza si¢ w zasadzie do rozlozenia ma-
cierzy kowariancji zmiennych # (¢=1,..,T) na dwie addytywne sktadowe. Pierwsza z tych
sktadowych zalezy wylacznie od fadunkéw czynnikéw wspélnych e, , natomiast druga - od
tadunkéw czynnikow swoistych «,. W tym tez sensie réwnania (55) i (78) sa sobie réwno-
wazne.

Biorac teraz pod uwage, ze dla zredukowanej macierzy kowariancji R' o postaci (32)
mamy R" =R - 4% z zaleznodci 78 otrzymamy nastepujace podstawowe réwnanie analizy
czynnikowej (por. rowniez Harman, 1967)

R*=AA". (35)

Wyznaczenie macierzy tadunkéw czynnikowych A4 (o wymiarze Txm) spelniajacej
réwnanie (79) ma podstawowe znaczenie dla rozwigzania rozpatrywanego problemu. Za-
uwazmy, ze majac dane ladunki @, (¢=1,..,T; f=1,.,m) czynnikéw wspélnych mozemy
latwo - na podstawie wzoréw (70), (71) - wyznaczy¢ tadunki e, (¢=1,..,T) czynnikéw swo-
istych, a tym samym - macierz 4 o postaci (67). Macierz ta jest macierza diagonalng - na
jej przekatnej gléwnej wystarczy podstawié warto$ci

@ =Jot ~h; t=1,.,T, (36)

co wynika bezposrednio ze wzoru (71) oraz z zalozenia, ze przyjmujemy «, > 0.

Na podstawie znajomos$ci macierzy A, oraz wyjéciowej macierzy kowariancji R mozna
z kolei wyprowadzi¢ nastepujaca zalezno$é okreslajaca warto$é macierzy czynnikéw
wspélnych F o postaci (68)

F = ATR"X, G7

Wyprowadzenie powyZszego wzoru, jak réwniez dyskusje réznych metod "ekstrakeji" warto-
$ci czynnikéw wspélnych F,, na podstawie otrzymanego modelu mozna znalezé m.in. w
obszernej monografii Harmana (1967); por. réwniez Koronacji, Cwik (2005).

Majac wyznaczong macierz czynnikéw wspdlnych F oraz zdefiniowany model czynni-
kowy (64) (tj. tadunki czynnikdw wspdinych i swoistych okreslone) mozemy - bezposrednio
z tego modelu - wyznaczy¢ wartosci ¢, macierzy czynnikdw swoistych E o postaci (69).
Stanowi to etap koncowy analizy czynnikowej rozpatrywanego zagadnienia.

Na zakonczenie powyzszych rozwazar nalezy podkreslié, ze rozwiazanie podstawowego
rdwnania analizy czynnikowej jest zagadnieniem zlozonym; ze wzoréw (70), (72) i (79) wy-
nika bowiem, ze réwnanie to jest nieliniowym réwnaniem macierzowym o skomplikowanej
strukturze. Warto réwniez zauwazyd, ze nie istnieje jednoznaczne rozwiazanie tego problemu.
Mozna bowiem fatwo sprawdzié, ze jezeli macierz A spelnia to réwnanie, to réwnanie to jest
réwniez speinione przez kazde przeksztalcenie ortogonalne AP tej macierzy; gdzie P -
dowolna macierz ortogonalna o wymiarze (mxm), tj. macierz, dla ktérej zachodzi P” =P™;
por. Jakubowski (2007).
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Z powyzszego wynika, ze istnieje wiele metod rozwiazywania réwnania analizy czynni-
kowej (79), w ktérych dla wyznaczenia macierzy A (z okreslonej klasy rozwiazan) stosuje
si¢ pewne dodatkowe kryteria. Najpowszechniej stosowang metoda jest w rozpatrywanym
przypadku tzw. metoda gtéwnego czynnika Hotellinga; por. (Harman, 1967).

2.3. Metoda gléwnego czynnika (zarys)

Przedstawimy teraz skrétowo podstawowa ide¢ metody gtéwnego czynnika (bardziej ob-
szerny opis tej metody zawiera m.in. praca Jakubowski, 2007). A mianowicie, postugujac sie
wzorem (70) na zasob zmiennosci wspdlnej 4’ zmiennej r, - mozemy wyznaczy¢ tzw. 0gdlng
zmiennosé wspélng, charakteryzujaca wszystkie zmienne r, (1 =1,...,7), tj.

r-% i =55 - 554 )- 5 o9

= =1 \_f=i r=l\i=l

T
gdzie V=3 a,zf. (€1)]

t=1
W powyzszym réwnaniu przez ¥, oznaczono wige czg$¢ ogolnej zmiennosci wspdlnej 7,
jaka wyja$niana jest przez czynnik wspélny F, (f =1,...,m).

Zauwazmy, ze warto$¢ ¥, jest réwna sumie kwadratéw wspdlczynnikéw kowariancji
(4. kwadratéw ladunkow czynnikowych) danego czynnika F,ze wszystkimi zmiennymi 7 ;
t=1,...,T. Wskaznik ¥, jest wigc miarg udziatu czynnika F, w wyjasnianiu wszystkich wza-
jemnych korelacji miedzy rozpatrywanymi zmiennymi wyjsciowymi r, (¢t=1,...,T ).

Podstawowa idea metody glownego czynnika polega na takim doborze tadunkéw czynni-
kéw wspélnych F, (f=1,.,m), aby udzial ¥, tych czynnikéw w wyjasnianiu ogélnej
zmienno$ci wspdlnej ¥ byt malejacy. A dokladniej, postepowanie rozpoczyna sig od okresle-
nia tadunkéw czynnika pierwszego F,, ktorego udzial #; w ogdlnej zmiennosci ¥ powinien
by¢ maksymalny tj. ¥ =V,. Nastepnie dobiera si¢ ladunki czynnika drugiego F, tak, aby
udzial 7, tego czynnika w wyjasnianiu pozostalej zmiennosci wspolnej (tj. V-F,) byl mak-
symalny, przy okre$lonych uprzednio tadunkach czynnika pierwszego; itd.

W praktyce, metodg gtéwnego czynnika stosuje sig¢ sposéb iteracyjny. To znaczy naj-
pierw zadaje si¢ pewna poczatkowa wartodé ki zasobow zmienno$ci wspolnej dla kazdej ze
zmiennych # (¢=1,.,7T). Nastgpnie dla zadanej w ten sposéb macierzy R" - stosyje sig¢ po-
wyzsza metode w celu wyznaczenia tadunkéw dla wszystkich czynnikéw F,F,,..,F,, po
czym dokonuje si¢ modyfikacji wartodei 4} wedlug wzoru (70), tj.

(h’m)? =i (a:/)z; t=1,.,T, “o

=
gdzie 7 - numer iteracji; i =1,2,3,....

Mozna wykaza¢ (Harman, 1967), ze zastosowanie metody gtéwnego czynnika na kazdym
Z etap0W powyzszego procesu iteracyjnego jest rGwnowazne z wyznaczaniem (dla kolejno

It



zadawanych wartodci A7) wartoéci wlasnych A, oraz wektoréw wlasnych w, zredukowanej
macierzy kowariancji R*; f=1,..,m,....,T. Dowodzi si¢ przy tym, ze w punkcie zbieznosci
zastosowanej procedury tylko pierwszych m wartosci wtasnych 4, jest dodatnich; pozostale
za$ warto$ci A, sa réwne zeru (w przyblizeniu). Innymi stowy, zredukowana macierz kowa-
riancji R* jest macierza dodatnio pétokreslona, przy czym rzad tej macierzy jest rowny m.
Rozpatrujac wyniki koficowe analizy czynnikowej bierze si¢ przede wszystkim pod uwage
procentowy udzial 2P, poszczegdlnych czynnikéw wspdlnych F, w wyjasnianiu ogélnej

zmienno§ci wspélnej ¥ danej wzorem (83), tj.
Vv
P,:-VLme%. f=L.,m. 41)

Dokujac analizy uzyskanych wynikéw, warto jest réwniez obliczyé tzw. zasoby globalnej

zmienno$ci ¥V, zbioru zmiennych wyjsciowych #,r,....% , okreslone przez sume wariancji

o} tych zmiennych; tj.

T
Vb = Zalz . (42)
i=]
Nastegpnie, mozemy okresli¢ procentowy udziat zasobéw ogdlnych zmiennosci wspdlnej ¥ w
globalnych zasobach zmiennosci ¥, , tj.

Pr=—x100%. 43

glob

Jak to wynika z analizowanych poptzednio wzoréw (70), (71) i (83), wspétczynnik Pr
Jjest zawsze mnigjszy od jednosci; tj. zachodzi V <V,,,. Dany wzorem (93) procentowy
wskaznik Pr okresla wigc poziom doktadnosei z jakim - zgodnie z wprowadzonym modelem
czynnikowym - uklad skorelowanych zmiennych wyjsciowych », (¢=1,..,T) moze by¢ przy-
blizony zbiorem ortogonalnych czynnikéw wspélnych F, (f =1,..,m). Powyzsze - przy zalo-
zeniu, ze w analizowanym modelu czynnikowym pominiemy czynniki swoiste ¢,; na
przykiad - w celu uproszczenia rozwazan.

2.4, Metody numeryczne

Opisana metoda analizy czynnikowej jest oprogramowana w wielu komercyjnych pakie-
tach komputerowych przeznaczonych do zaawansowanych obliczen statystycznych; m. in. w
pakiecie STATISTICA oraz w pakiecie STATGRAPHICS (funkcja FACTOR).

Jak juz wspomnieliSmy, przedstawione powyzej w ogdélnym zarysie zastosowanie tej me-
tody do konstrukcji modelu dynamiki nieoczekiwanych zmian struktury terminowej 75(r)
stop procentowych spot r,, z uplywem czasu biezacego 7 - zostalo bardziej szczegdtowo
omoéwione (w nieco innym ujgciu) w pracy autora Jakubowski (2007). W pracy tej podano
m.in. interpretacje geometryczng analizowanego modelu w przestrzeni czynnikéw wspdlnych
OF,...F,, rzutowanej na dwuwymiarowa przestrzent OFF, ; a takze, przedstawiono zagadnie-
nie tzw. rotacji ortogonalnych, prowadzacych do okreslonej modyfikacji modelu, otrzymane-
go metoda gléwnego czynnika (Hotellinga).
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Procedury owych rotacji ortogonalnych przestrzeni czynnikéw wspdlnych - o nazwach
VARIMAX, QUARTIMAX, oraz EQUIMAX sa réwniez oprogramowane w ramach wspo-
mnianych pakietow komputerowych.

3. Zastosowanie zaawansowanych metod analizy stochastycznej
- czynnikowa okresowos¢ i czynnikowa wypuklos¢ obligacji

W poprzednim punkcie przedstawilismy poszczegdlne etapy identyfikacji modelu czynniko-
wego (55) rynkowych stop procentowych spot r, okreslanych dla kolejnych dyskretnych

punktéw czasowych r=1,2,3,..., na podstawie rentownosci do wykupu (YTM) obligacji czy-
sto-dyskontowych o okresach do wykupu r=1,..,T.
Model ten miat postaé

"4=Fr+za:/F/+ar€r’ Vi=l,T. (44)
=

Proces identyfikacji modelu polegat w rozpatrywanym przypadku nie tylko na okresleniu
wspélczynnikow @, @, modelu, ale réwniez na wyznaczeniu wartosci czynnikéw wspol-
nych 7,(z) (§. macierzy F danej wzorem (81)) oraz czynnikéw swoistych &,(r) (tj. macie-
rzy E o postaci (69)). Zdecydowanie wyrdznia to powyzsze podejscie od metodologii analizy
regresyjnej, w przypadku ktérej przedmiotem identyfikacji sg tylko wspétczynniki g,
(oraz ewentualnie ¢ ) modelu liniowego, natomiast 7, (f =1,..,m) traktowane s3 jako egzo-
geniczne zmienne wejsciowe o okreslonej interpretacji ekonomicznej oraz o wartosciach zna-
nych bezposrednio z przesztych obserwacji. Zauwazmy, ze w przypadku modelu
czynnikowego, wartoéci zmiennych F,(r) wyznacza si¢ dopiero na etapie koficowym kon-
strukcji modelu.

W dalszych rozwazaniach zatozymy (podobnie jak w prezentowanym poprzednio modelu
Fishera, Weila, 1971) ciagly kapitalizacje odsetek. Wowczas, warto$¢ biezaca obligacji wie-
lokuponowej, jako funkcja stép procentowych spot r, (¢=1,...,T) - wyraza si¢ wzorem

T
P=P(rm,...,ro,,...,rur)=ZC,e"". 45)
i=]

Podstawowa idea omawiane]j dalej metody czynnikowej immunizacji zawiera si¢ w na-
stepujacym spostrzezeniu: z wyprowadzonego modelu czynnikowego (94) wynika, ze zamiast
rozpatrywa¢ zmiany wartosci dP obligacji danej wzorem (95) ze wzglgdu na zmiany dr,,
mozemy analizowaé analogiczne zmiany dP ze wzgledu na zmiany dF, (f=1,..,m) czynni-
kéw wspolnych dla wszystkich stop procentowych # (¢ =1,..,7) . Ze wzoréw (94) i (95) wyni-
ka bowiem, ze warto$é biezaca P obligacji mozemy traktowaé jako pewna ziozona funkcje
wektora czynnikéw wspdlnych F=[7,...,F,], tj.

P=P(F)=P(F,...,F,). (46)
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Zauwazmy, ze funkcja P(F) jest ciagla wraz z wszystkimi pochodnymi czastkowymi dowol-
nego rzedu. Z formalnego punktu widzenia, funkcje te mozemy wige traktowad jako pewne
gladkie odwzorowanie wektora czynnikéw wspodlnych F w przestrzen R'. Dynamike nie-
oczekiwanych losowych zmian wzajemnie nieskorelowanych czynnikéw wspdlnych
E(7)....,F, (r) z uptywem czasu biezacego r, wywolujacych okreslona zmiang ksztaltu struk-
tury terminowej 7S(r) - mozna zmodelowaé w postaci nastepujacego stochastycznego row-

nania rézniczkowego ffo:
dF ()= p,dt + o, dW, (1), v f=1,..,m, “n

gdzie u, - wspblezynnik dryfu (driff), o, - wspblczynnik zmiennosci (volatility), przy czym
4,, o, SA danymi statymi; W,(7)=W,(@,7) - standardowy proces stochastyczny Wienera, .
proces gaussowski o przyrostach niezaleznych oraz o parametrach ¥, ~ N(0,7).

Ponadto zakladamy, ze procesy Wienera #,(z), W(zr) (f,!=1,...,m; f #I)sa wzajemnie nie-

zalezne. Z formalnego punktu widzenia, réwnanie (97) okresla wiec rézniczke stochastycznag
dF(r) wektorowego procesu F=[#,....F,] o nieskorelowanych wspéirzgdnych. Wykazemy

prawdziwos¢ nastepujacego lematu.

Lemat 1. Zalézmy, ze rézniczka stochastyczna dF(r) wektora nieskorelowanych czynnikéw
wspélnych dana jest wzorem (97). Wéwezas, rézniczka stochastyczna [ro wartosci biezacej
P(F) obligacji wyraza si¢ wzorem:
aP 1& 8P
P(F)y=dP(F,,...F,)=) ——dF, +=— > —=(dF, ). 48
(F)=dP(F,....F,)= ,Z:,ap/ £ 3 & @) (48)

Dowdd. Wykazemy, ze wzér (98) wynika z najprostszej wersji Lematu fro sformutowanego
dla wektorowych proceséw stochastycznych. Postaé ogdlng wielowymiarowego wariantu
wzoru fto, z ktérego korzystamy ponizej - przedstawiono w Dodatku, zamieszczonym na
koncu niniejszej pracy.

Przy przyjetych przez nas zatozeniach co do wektorowego procesu F(r} oraz o rézniczce
stochastycznej dF(r) danej wzorem (97) - z Lematu fro mamy: dla dowolnej, ciaglej wraz z
drugimi pochodnymi, nielosowej funkcji P [F(z),7], rézniczka stochastyczna tej funkcji wy-
raza sie wzorem

m

P 1& 0P
dP[F(z),7]= [ +Z”faF 5; ,6F2]d1+;UI—F—dW 49

gdzie x,, o, -wspbtczynniki réwnania (97).

Jak mozna zauwazy¢, rézniczka dP wartosci biezace] obligacji skiada sie z czlonu deter-
ministycznego stojacego przy dt , odpowiadajacego za ewolucje w czasie (tzw. dryf) tej war-
tosci oraz z czlonu stochastycznego, obrazujacego za pomoca rézniczek a, (f =1,...,m)

procesow Wienera - wptyw czynnikéw losowych na przebieg tej ewolugji. Z réwnania (99),
po przeksztalceniach, otrzymamy
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