





Wplyw wyboru metody wyznaczania oceny grupowej na wynik ekspertyzy

Powszechnie wiadomo, Ze przy wyznaczaniu oceny grupowej badZz wyniku glosowa-
nia rezultat w istotny sposéb zalezy od zastosowanej metody. Daje to podstawg do rozwaza-
nia problemu, na ile otrzymany wynik odzwierciedla opinie ekspertow (wole wyborcow) czy
raczej cechy zastosowanej metody agregacji ocen ekspertow.

Jezeli nie ma narzuconych ograniczenn odnosnie wyboru metody oceny grupowej
w praktyce moze okazaé sig, Ze rozwiazania uzyskane przy uzyciu réznych metod sg zgodne
lub zblizone albo catkowicie rozbiezne. W pierwszej sytuacji mozna przyjaé, ze ocena gru-
powa wiernie odzwierciedla opinie ekspertéw. W szczegdlnym przypadku rézne metody mo-
ga wskazywac ten sam obiekt jako zwycigzce. Baharad i Nitzan [1], [2] formutuja warunki,
jakie powinny by¢ spetnione, aby zapewni¢ zgodno§¢ wyboru najlepszego obiektu wyznaczo-
nego za pomoca réznych metod.

Mozna réwniez sformufowaé zadanie wyboru takiej metody wyznaczania oceny grupowej,
ktora zapewni zgodnos¢ otrzymanego rozwiazania z zatozonymi wcezeéniej warunkami.

Saari [4] przeanalizowal zagadnienie wyznaczania dla danego zestawu ocen ekspertow
wszystkich mozliwych rozwigzan uzyskanych w wyniku zastosowania réznych metod pozy-
cyjnych. W omawianym artykule jest podana szczegdtowa analiza przypadku trzech obiek-

tow. W pracy podejscie to bedzie rozszerzone na przyktad czterech obiektow.
1. Podstawowe definicje
1.1.  Zadanie wyznaczania oceny grupowej

Zakladamy, ze dany jest zbior n obiektéw O = {O;, O, ..., O,} oraz zbiér K ekspertow, kto-

rych zadaniem jest uporzadkowanie tego zbioru zgodnie z przyjetym kryterium (zbiorem kry-



teriow). Zazwyczaj przyjmuje sie, ze obiekt uwazany za najlepszy - w sensie przyjetego kry-
terium lub zbioru kryteridw - jest umieszczony na pierwszej pozycji, zas$ obiekt uwazany za

najgorszy zajmuje ostatnia pozycje.

1.2.  Metody pozycyjne wyznaczania oceny grupowej

Rozwazania zostana ograniczone do tzw. metod pozycyjnych, to znaczy takich, w ktérych
ocena obiektu jest wyznaczana na podstawie jego pozycji w uporzadkowaniu. Z reguly
przyjmuje si¢ - dla uproszczenia rozwazan - ze w uporzadkowaniach podanych przez eksper-
tow nie wystepujga obiekty réwnowazne oraz, ze liczba pozycji we wszystkich uporzadkowa-
niach jest taka sama.

Wektor wag (w teorii glosowania nazywany wektor glosowania) ma nastepujaca postac:

w = (Wy, ...,Wpn) € Ry, )]
przy czym waga w; — jest to liczba przyporzadkowana obiektowi zajmujacemu pozycje j

w uporzadkowaniu. Zazwyczaj przyjmuje sig, ze Vw; 2 w,,, oraz, ze W1 >Wp, j = 1, ..., n-1.
J

Laczna liczba punktéw s;, jakie uzyskuje dany obiekt O; dana jest zaleznocig
© 1 jezeli obiekt O, zajmuje pozycje j
5=y, 0 0fw,, 8%={ w uporzadkowaniu podanym przez eksperta k )

J J
k=1 j=1 . .
0 w przeciwnym razie

Zwyciezcy zostaje obiekt, dla ktérego warto$¢ wskaznika s; jest najwieksza.

Przyjecie konkretnej postaci wektora wag prowadzi do okre$lonej metody wyznaczania oceny

grupowej, np.
w=(1,0,...,0) odpowiada metodzie wiekszoéci
w=(1...1,0,...,0) odpowiada gtosowaniu na m kandydatow
220
m
w=(1, 1,...1,0) odpowiada metodzie antywiekszosci

w=(n-1, ..., nj, ..., 1, 0) odpowiada metodzie Bordy.



Ogdlnie wektor glosowania mozna przedstawi¢ jako kombinacje wypukla wektoréw gioso-
wania typu ,,glosuj na m kandydatéw”

(1,0,...,0,1,1,0,..,0),...,(,,1,.,1,0), m=1, .., n-1.

Aby zilustrowa¢ prowadzone rozwazarnia rozpatrzymy przyktad podany w pracy [6].

Przykiad 1

Przyjmiemy, ze jedenastu ekspertdw podalo nastepujace uporzadkowania zbioru trzech obiek-

tow (Oy, Oy, Os):

liczba
3 2 2 4
ekspertow
uporzad
. 0120205 | 01>03>0,{ 0203201 | 03> 0,0y
kowanie

Zastosowanie trzech wybranych metod pozycyjnych prowadzi do nastepujacych wynikow:

liczba punk-
metoda / wektor wag tow uporzadkowanie | zwyciezca
O;i | 02| O
wiekszosci (1, O,
5 2 4 01>- 03>' Oz 01
0)
antywigkszosci
5 9 8 02> O3> Oy 0,
(1} 1’ 0)
Bordy @, 1,
0) 10 | 11 | 12 O3 0> O O3

Przykiad ten pokazuje, ze nawet w tak prostym przypadku kazdy obiekt moze zosta¢ zwy-
cigzca pod warunkiem zastosowania odpowiedniej metody glosowania.
W swoich pracach (m.in. [4], [5], [6], [7]) Saari przeanalizowat to zagadnienie szczeg6iowo,

dochodzac do interesujacych wnioskow sformufowanych w postaci twierdzen.



1.3.  Definicja profilu

Saari zaproponowal, aby oceny podawane przez ekspertdw opisywaé za pomocg tzw. profilu.
Profil jest to petna lista uporzadkowan obiektéw podanych przez ekspertow. Okre§lenie profi-
lu wymaga uwzglednienia wszystkich uporzadkowar rozpatrywanych obiektow. W rozwaza-
nym przypadku, to znaczy przy zafozeniu, ze w uporzadkowaniach nie wystepujg obiekty
rébwnowazne, liczba wszystkich mozliwych uporzadkowan n obiektéw wynosi nl. Liczby
uporzadkowan n obiektéw z réwnowaznosciami podano w pracy [3].

Zatézmy, ze p, oznacza liczbe ekspertdw, ktorych opinia ma postaé uporzadkowania P,

(£=1,..n!). Jezeli liczba ekspertow, ktorych opinie bierzemy pod uwage jest rowna K, to

2]),:1(. (3)

Profilem p bedziemy nazywaé wektor o n! skladowych p,.

2. Podejscie geometryczne Saariego

W metodach pozycyjnych stosuje si¢ tzw. znormalizowane wektory wag, to znaczy takie,
ktorych suma skladowych wynosi 1. Oczywiscie nie wszystkie wektory wag speiniaja ten

warunek. Na przyktad dla czterech obiektow wektor wag odpowiadajacy metodzie Bordy ma

321
osta¢ | —, —, —, 0 |. 4
p [4’4)4’) ()

Saari [5] wykazal, ze obowiazuje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.

Jezeli dwa wektory gtosowania sa powiazane zaleznoscia liniows, (a, b skalarne, a, b>0)
wh=awl+b(1, 1, .., 1, 0), ()
wowczas oceny grupowe (uporzadkowania) uzyskane przy uzyciu tych wektorow sa takie

same.



Mamy zatem
n-1

wl=aw!+b,i=1, ., n-1, w2 =0; wl =0 oraz Zwilzl, (6)
=1

Mozna wykazac, ze

2_
why= et Tb g (W 20) Q)
W-b(n-1)" " W-b(a-1)
oraz
W 1 1
_— L W, =W, 8
Wob(a_1) TN ®

Wykorzystujac wzér (8) mozemy - przyjmujac okreslong warto$¢ wspotczynnika b — wyzna-

czyé kolejne wartosci w).

Przyktad 2.

Z’ l, 0) (metoda Bordy). Wyko-

3
Zalozmy, ze n=4 oraz, ze wektor wag ma postac wz:(z, 7

rzystujac  wzér (6) oraz przyjmujac b:é— otrzymujemy wlz(g,g,é,o) ©)

W przykiadzie 3 pokazano, ze ocena grupowa dla uporzadkowan z przykladu 1 wyznaczona

za pomoca metody Bordy przy uzyciu wektorow w? oraz w' jest taka sama.

Twierdzenie 1 upowaznia do przyjecia znormalizowane] postaci wektora wag (gdzie w,=0

oraz Z w; =1) oraz do wprowadzenia przestrzeni znormalizowanych wektoréw wag bedacej
i=l
w przypadku n obiektoéw czgscig (n-2) wymiarowego sympleksu danego zaleznoscig [4]

n
4 ={w"|wi 2w i=l..n-Lw, =0 w,= 1}. (10)

i=1



Istotna role w podejsciu Saariego odgrywaja wektory glosowania na s kandydatéw E; przed-

stawione w postaci znormalizowanej

=2 1o 0] s=1..n-L an
S

Sa one wierzchotkami sympleksu %" . Wektory {E!)%; tworza baze wypukla dla wypukie-

go zbioru Z", tak wiec kazdy wektor glosowania w" € #7" ma jednoznaczna reprezentacjg
Y J P

wypukia
n-1 n-1

wh=>AE, A, 20, YA, =1 12)
s=1 5=1

Wektory wypukiych wag w sympleksie (n-2)-wymiarowym
n-1

A ={x=(x1,...,xn_l)[xs 20, sz=1} (13)
s=1

sa jednoznacznie powiazane z wektorami glosowania ze zbioru #™ .

Twierdzenie 2 [4].

Znormalizowany wynik glosowania f(p,w") jest wyznaczany na podstawie zaleznosci

£p,w) =S 0t ED). (14)

s=1

2.1.  Przykiad postepowania

Zalozymy, ze w ekspertyzie uczestniczy 17 ekspertéw, ktérych zadaniem jest uporzadkowa-
nie zbioru czterech obiektéw. Przyjmujemy, ze uporzadkowania podane przez ekspertow
mozna podzielié na cztery grupy: P, P2, P, P* przy czym

5 ekspertow podato uporzadkowanie POy~ O3> 04 Oy

2 ekspertéw podato uporzadkowanie P% 03> 01> O3> O



4 ekspertéw podato uporzadkowanie P* 03> Oy Ou> Oy
oraz 6 ekspertéw podato uporzadkowanie P* 01> 04> O3> Os.
W rozpatrywanym przypadku na 4! =24 skfadowe profilu p tylko cztery sa roézne od zera.

Zgodnie z metodologia podana przez Saariego analizujac profil p utworzony przez uporzad-

kowania {P!, P P? P*} czterech obiektéw nalezy rozpatrzyé (4-1) = 3 wektory E; :

11 111
E‘=10,00,E“=[—,—,o,0 JE = -, 22,00 15
1 (, (] ) 2 2’9 3 3°3°3 ( )
PP l:; g
Dla uproszczenia stosujemy zapis p = 7 %, TaEl uwzgledniajacy tylko niezerowe skila-

dowe profilu p.

Nastepnie nalezy utworzy¢ trzy funkcje f(p,E?), s=1, 2, 3 okreslajace wynik glosowania
otrzymany przy uzyciu danego wektora wag (czyli konkretnej metody pozycyjnej) do upo-
rzadkowan {P!, P2, P*, p*}.

Zasada tworzenia wyrazen f(p,E!) jest nastepujaca.

Dla kazdego uporzadkowania P, £=1,.. 4, sktadowe wektora E! zaleza od kolejnosci

obiektéw w uporzadkowaniu. Dla Ef, s=1, 2, 3, ulamek 1 wystepuje na pozycjach odpowia-
]

dajacych obiektom zajmujacym pierwszych s miejsc w uporzadkowaniu.

Dla E; jedynka wystepuje na pozycji odpowiadajacej obiektowi zajmujacemu pierwsze miej-

sce w uporzadkowaniu. Mamy wigc dla

P'-E} =(1,0,0,0),

P’-E{=(0, 1,0, 0),

P’- E/=(0,0, 1, 0)

P*-E! =(1,0,0,0).



Zatem dia E{ mamy

0, 0, 0; O, 0, 0; 05 O,
4 S —
f(p,E{)=— 1,0,0,0 H+—= 0,1,0,0
17| ——] 17| ———
P P*
0, 0, G, O, 0, 0, 0; O, 0 0, 0; O (16)
—_——
+i 070’1’0 _6_ 1,0’0,0 :E’i’i,
17 T 17 — 171717

czyli uporzadkowanie obiektéw otrzymane przy uzyciu wektora wag E|

ma postaé 0103 0,>04. (17)
Dla E; utamek % wystepuje na pozycjach odpowiadajacych obiektom zajmujacym pierwsze
dwa miejsca w uporzadkowaniu.

Dla P! mamy E;=(1 0 O),

E) ’5,

dla P? g=(1 Lo o),
2’2

3 s (1 1

dla P E;=|—-,0,—,0] oraz
2’72

dla P* Ei= l,o,o,l .
2 2

Zatem dla E; mamy

Ol 01 0! 04 Ol 02 01 Ol ol 01 01 0‘
501 1 211 1 411 1
f(pE)="|-,0, 5,0+ =, -,00[+—(=,0,5,0[+
1712”72 171272 17|27 72
—_——— —_—— —_—
P! P? P*
0,0, 0,0, (18)
— o 0, 0O O,
611 1] _(5+2+4+46 2 5+4 63 117 2 9 6
712> 772 34 ’34° 34 734 34’34’34’ 34
N————

P‘
czyli uporzadkowanie obiektéw otrzymane przy uzyciu wektora wag Ej

ma postaé 01> 03> 04> Os. (19)



Dla E; ulamek % wystepuje na pozycjach odpowiadajacych obiektom zajmujacym pierwsze

trzy miejsca w uporzadkowaniu. Mamy wigc dla

Pl-Ei= 1 ol 1
3 3y ;3>3>

P*- Ei= l’l’l’o’
3°3°3

P4-E§= 1’1,0’1 ]
3’3 '3

Zatem dla Ej mamy

0, 0, 0, O, 0, 0,0, O, 0, 0, O, O, 0, 0, 0, O,
——— ———— ——P— ———P ey

4
f(p,E§)=—5 1,0,1,1 T ) [ R LA
17¢ 3 3'31 1713 33 171 3 33117133 '3
N — e — —

P p? P Pt
0, 0, 0, 0O,
_(5+2+44+6 246 5+2+4 5+4+6) 117 8 1115 (20)
51 517 517 s) T 515151751

czyli uporzadkowanie obiektéw otrzymane przy uzyciu wektora wag Ei
ma posta¢ O;> 04> 03> 0. (21)
Aby w rozpatrywanym przykladzie wyznaczy¢ zbior wszystkich mozliwych uporzadkowan
uzyskanych przy uzyciu réznych metod pozycyjnych nalezy - zgodnie z metodologia podana

przez Saariego - wyznaczy¢ funkcje f(p, wi), gdzie wektor wag wi ma postaé

wi=LE! +4,E +,E (22)
przy czym A, +A, +A, =1, (23)
czyli Ay =1- (A, +1,), (29
skad wi = ME} +A,E3 + (1=, -2,)ES. (25)



Na podstawie (20), (24) mamy

20,6, 0,00+ s (72, /2,6, 0+ (1-1,~A) A3, 13, 13, )

=2 j=3 j=4

J=1
=x+ x+;(1 Ay =Ap), 045 x+;(1 A=Ay~ (1 Ay =1y), 0
=t =2 i3 =4
| S, v2-2h, 2h, 220, -2h, 2-2h,-2h; o
6 : 5 T
=1 =2 =3 J=4
21dn 4R, 240, 2N 2-2h -2,
= . , . , < L0 |=(wi wiwiwh

(26)

Zapis ten pokazuje, jakie wagi sa przyporzadkowywane obiektom zajmujacym poszczegdine

pozycje j=1, 2, 3, 4. Zatem, majac sktadowe wektora w; nalezy wyznaczyé f(p,w;).

Biorac pod uwage postaé uporzadkowan {P', P2, P*, P*} otrzymamy

f(l’,w:):%gwf:wi"”;:ws) 127 (WZ’WI’WJ’W4)+
P p?
]‘?7 (Wz,Wqu ,w3)+—167(w1 Wi, W, W3)

P’ P

gdzie sktadowe wektora w; dane sa wzorem (26).

Sktadowe wektorowego wyrazenia f(p,w;) sa, jak nastepuje:

10+5A, +20A, +4 42X, —4X, +8+4%, -8R, +124+6X,+24A,  34+17X,+32],

dia Oy:
102 102
dla Oy 4T PP t8M H12-120 —124; _ 1610}, —4h,
102 102

dla Oy: 10+5X, 10, +4—-4), —4A, +8+4%, +16%, _ 22+50+24,

102 102
dla Og: 10~10\, ~10A, +8~8A, —8A,; +12+ 614, —12}»1: 30-30A1,-12,

102 102

10

@7)

(28)

(29
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