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CZYNNIKOWY MODEL ZARZADZANIA
PORTFELEM OBLIGACJI DLA ROZNYCH
SPOSOBOW KONCENTRACJI STRUMIENI

FINANSOWYCH PORTFELA’

Streszczenie

W pracy przedstawiono analiz¢ wplywu sposobu konstrukcji portfela obligacji na efektywno§é
aktywnego i semi-aktywnego (imununizacja) zarzadzania tym portfelem na analizowanym rynku
instrumentéw diuznych. Sformulowane zostaly trzy sposoby koncentracji strumieni finansowych
portfela 1 wiazace sig z tym trzy strategie aktywnego zarzadzania inwestycjami w obligacje: strategia
"sztangi" (barbell), strategia "pocisku" (bullef) oraz strategia "drabiny" (Jadder). W przypadku
pierwszej strategii - strumienie finansowe portfela sa skoncentrowane na najkrotszym i najdtuzszym
terminie analizowanego horyzontu czasowego. Druga strategia charakteryzuje sig koncentracja
wszystkich strumieni finansowych w jednym punkcie na osi czasu. Natomiast trzecia strategia dotyczy
réwnomiernego roztozenia strumieni finansowych rozpatrywanego portfela obligacji.

Uzyskane w powyzszym kontekScie wyniki dotyczyly zastosowania metodologii analizy
czynnikowej dla konstrukcji modelu zarzadzania portfelem obligacji uwzgledniajacego zardwno
immunizacje¢ portfela ze wzgledu na ryzyko nicoczekiwanych zmian stop procentowych jak i
maksymalizacjg¢ stopy zwrotu z portfela (zarzadzanie aktywne). Rozwazane podejscie bylo
kontynuacja wezesniejszych badan prowadzonych w tym zakresie w USA (K. Garbade, 1986,1989; R.
Litterman, J. Scheinkman, 1991) i w Danii (H. Dahl, 1993). W szczegoélnosci, dotyczylo to
merytorycznego  uzasadnienia  zasadniczych koncepcji  oraz  formalnego  wyprowadzenia
podstawowych wzoréw prezentowanych (bez dowodéw) w tych pracach. A takze, interpretacji tych
zalezno$éci na gruncie metodologii nowoczesnej analizy stochastyczne;j.

Prowadzone rozwazania zilustrowano wynikami obliczei numerycznych, dotyczacych
zastosowania modelu czynnikowego do analizy dynamiki zmian struktury terminowej stop
procentowych — na rynku finansowym w Polsce.

" Niniejsza praca zostanie zgtoszona do publikacji w czasopi$mie naukowym: Materialy i Studia NBP.







Wprowadzenie

Przedmiotem prowadzonych rozwazan bgdzie analiza wplywu sposobu konstrukeji portfe-
la obligacji na efektywnosdé aktywnego i semi-aktywnego (immunizacja) zarzadzania tym
portfelem na analizowanym rynku instrumentéw diuznych. Sformutowane zostang trzy spo-
soby koncentracji strumieni finansowych portfela i wiazace sig z tym trzy strategie aktywnego
zarzadzania inwestycjami w obligacje: strategia "sztangi" (barbell), strategia "pocisku" (bul-
let) oraz strategia "drabiny" (ladder). W przypadku pierwszej strategii - strumienie finansowe
portfela sa skoncentrowane na najkrétszym i najdfuzszym terminie analizowanego horyzontu
czasowego. Druga strategia charakteryzuje sig¢ koncentracja wszystkich strumieni finanso-
wych w jednym punkcie na osi czasu. Natomiast trzecia strategia dotyczy réwnomiernego
roztozenia strumieni finansowych rozpatrywanego portfela obligacji. Prezentowane wyniki
dotyczy¢ beda zastosowania metodologii analizy czynnikowej dla konstrukcji modelu zarza-
dzania portfelem obligacji uwzglgdniajacego zaréwno immunizacjg portfela ze wzgledu na
ryzyko nieoczekiwanych zmian stdp procentowych jak i maksymalizacjg stopy zwrotu z port-
fela (zarzadzanie aktywne).

Ogélnie rzecz biorac, pod pojg¢eiem immunizacji portfela obligacji rozumiemy takie za-
projektowanie udziatéw warto$ciowych poszczegélnych obligacji (o réznych terminach wy-
kupu) wchodzacych w skiad analizowanego portfela, aby warto$¢ globalna tego portfela byta
jak najmniej wrazliwa na nieoczekiwane zmiany rynkowych stop procentowych. Zagadnienie
to rozpatruje si¢ przy zadanym horyzoncie inwestycyjnym wynikajacym z terminu platnosci
przysztych zobowiazan finansowych. W najprostszych modelach immunizacyjnych zaktada
sie, ze w przyszlosci wystgpowad bedzie pojedyncze zobowigzanie. Natomiast w modelach
bardziej ztozonych, podstawowym problemem jest dopasowanie strumienia przysztych do-
chodéw wynikajacych z faktu posiadania okre$§lonego portfela obligacji (ptatnosci odsetkowe
i warto$ci nominalne) ze strumieniem przysztych zobowiazan, rozpatrywanych w dyskretnych
chwilach czasowych.

Zadanie immunizacji nie ma na ogét jednoznacznego rozwiazania - istnieje wiele (lub nie-
skonczenie wiele) portfeli umozliwiajacych dopasowanie przysztych dochodéw (assets) do
przysztych zobowiazan (liabilities). Umozliwia to dodatkowo sformutowanie pewnej funkcji
celu - np. maksymalizacja zysku lub minimalizacja kosztu utworzenia okre$lonego portfela
obligacji. Problematyka immunizacji sprowadza si¢ w rozpatrywanym przypadku do zagad-
nienia optymalizacji, rozwigzywanego za pomoca jednej z wielu technik programowania ma-
tematycznego. W zagadnieniu tym problem immunizacji portfela formuluje si¢ w postaci
okreslonego zbioru ograniczen.

Zagadnienie immunizacji portfela obligacji jest pewnym szczegdlnym (ale waznym) przy-
padkiem bardziej ogélnej problematyki zarzadzania portfelowego obligacjami w warunkach
ryzyka stép procentowych. Podstawowe etapy rozwoju teorii immunizacji wyznaczajg prace
Macaulaya (1938) - wprowadzenie pojgcia okresowosci (duration) obligacji, Redingtona
(1952) - pierwsze uzycie terminu (i koncepcji) ,,immunizacja” w odniesieniu do zagadnien
inwestycyjnych, Fishera, Weila (1971) - uogdlnienie pojgcia okresowosci obligacji, Vasiceka
(1977) oraz Coxa, Ingersolla, Rossa (1979, 1985) - model stochastyczny dynamiki zmian
struktury terminowej stop procentowych, Bierwaga (1987) - koncepcja ,,0kna okresowosci”
(duration window), Brennana, Schwartza (1979, 1983) - dwuwskaznikowe modele dynamiki
zmian stép procentowych - oraz prace Garbade’a (1986, 1989), Littermana, Scheinkmana
(1991) i Dahla (1993) - czynnikowy model dynamiki zmian struktury terminowej stop pro-
centowych oraz koncepcja czynnikowej okresowosci i czynnikowej wypukloéci obligacyi.

W niniejszej pracy, omoéwimy najpierw skrétowo pojecie struktury terminowej stép pro-
centowych oraz zagadnienie wyceny tzw. warto$ci wewngtrznej obligacji. Nastgpnie przed-
stawimy zagadnienie kwantyfikacji ryzyka stopy procentowej — podajac wyprowadzenia
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podstawowych wzoréw definiujacych parametry okresowosci (duration) oraz wypuktosci
(convexity) pojedynczej obligacji oraz portfela obligacji; dokonamy réwniez interpretacji tych
parametréw. W dalszej kolejnosci zaprezentujemy tzw. podstawowe twierdzenie 0 immuniza-
¢ji oraz przedstawimy mozliwosci uogdlnienia tego twierdzenia na przypadek krzywej do-
chodowosci (yield curve) o dowolnym ksztalcie oraz przy zadanej dynamice przyszitych
zmian tej krzywej. Zagadnienia te sg bardziej szczegdtowo przedstawione m. in. w innej pra-
cy autora (por. Jakubowski, 2006b), gdzie podano nowy dowod twierdzenia o immunizacji
oraz dokonano pewnego podsumowania ogdlnej problematyki z zakresu immunizacji portfela
obligacji ze wzgledu na ryzyko nieoczekiwanych zmian rynkowych stép procentowych spot

Natomiast w ostatniej — a zarazem zasadniczej czesci niniejszej pracy, podamy szczegd-
lowy opis matematyczny analizy czynnikowej dynamiki zmian struktury terminowej stop
procentowych, przedstawimy definicje czynnikowej okresowosci (factor duration) oraz czyn-
nikowej wypuktosci obligacji (factor convexity), po czym zaprezentujemy czynnikowy model
immunizacji portfela obligacji. Szczegdlng uwage zwrécimy w tym przypadku na mozliwoéé
identyfikacji tzw. czynnika poziomu, czynnika nachylenia oraz czynnika krzywizny krzywej
dochodowosci bedacej ilustracja graficzng zmieniajacej sig losowo, z uptywem czasu bieza-
cego — struktury terminowej stop procentowych.

Rozwazane w pracy podejscie jest kontynuacja wspomnianych powyzej wezesniejszych
badan prowadzonych w USA (K. Garbade, 1986,1989; R. Litterman, J. Scheinkman, 1991) i
w Danii (H. Dal, 1993). W szczegélnosci, dotyczy to merytorycznego uzasadnienia zasadni-
czych koncepcji oraz formalnego wyprowadzenia podstawowych wzoréw prezentowanych
(bez dowodéw) w tych pracach. A takze, interpretacji tych zaleznoéci na gruncie metodologii
nowoczesnej analizy stochastycznej. Prezentowane w tym zakresie wyniki sa uzupetnieniem i
rozszerzeniem wyprowadzen analitycznych prezentowanych przez autora w raporcie badaw-
czym IBS PAN: Jakubowski (2007).

Prowadzone rozwazania zilustrowano wynikami obliczefi numerycznych, dotyczacych za-
stosowania modelu czynnikowego do analizy dynamiki zmian struktury terminowej stop pro-
centowych — na rynku finansowym w Polsce.

2. Struktura terminowa stép procentowych — zagadnienie wyceny obligacji

Zagadnienie immunizacji portfela obligacji wiaze sig $cisle z pojgciem struktury termino-
wej stop procentowych. Struktura ta odzwierciedla funkcyjna zalezno§¢ wysokosci poszcze-
gblnych stop procentowych od terminéw zapadalno$ci zobowiazan, dla ktérych te stopy sie
rozpatruje. W analizowanym przypadku przyjmuje sig, Ze rynkowe stopy procentowe spot r,
rozpatrywane dla peszczegdlnych termindw ¢=1,23,..,T , sa okre§lone przez rentowno$ci do

wykupu YTM (yield to maturity) obligacji czysto-dyskontowych. Rentownosci te stanowia
pewien "wzorzec", wedtug ktérego dokonuje sig¢ wyceny wszystkich innych funkcjonujacych
w danym sektorze rynku finansowego obligacji wielokuponowych, jak tez i innych instru-
mentéw finansowych. Mamy wigc

78 (0)=lry (2),. 70, (), (2] ey
gdzie TS - struktura terminowa rozpatrywana jako wektor stop procentowych spo’t s
t=1,...,T - terminy zapadalnoéci, 7 - czas biezacy.

* Ze wzgledu na brak jednolitego nazewnictwa w j. polskim, w pracy - czesto odwolywaé sig bedziemy do
termindw angielskich; np. stopy procentowe "spot” - sa niekiedy nazywane "stopami natychmiastowymi" lub

"stopami kasowymi".




Graficznym zobrazowaniem struktury terminowej stop procentowych spot jest tzw. krzy-
wa dochodowosci. Krzywa ta, przedstawiajaca zalezno$¢ rentownoéci do wykupu YTM =r,
obligacji czysto-dyskontowych od terminéw wykupu tych obligacji ¢=1,...,T - moze mieé
rozny ksztalt. Moze to by¢ krzywa rosnaca (normal) malejaca (inverted), w przyblizeniu stata
(flat) lub tukowata (hump-shaped). Ksztalt krzywej dochodowosci zalezy od szeregu czynni-
kéw zwiazanych zaréwno z funkcjonowaniem analizowanego rynku finansowego, od biezacej
sytuacji gospodarczej danego kraju, jak réwniez od sektora rynku, dla ktérego krzywa ta jest
identyfikowana ( rynek obligacji i bonéw skarbowych, rynek obligacji komunalnych, korpo-
racyjnych, itp.).Ponadto, ksztalt tej krzywej zmienia si¢ dynamicznie w czasie — co jest wla-
$nie Zrédlem ryzyka stop procentowych.

Na rysunku 1 przedstawiono przebiegi krzywych dochodowosci skarbowych papierow
dhuznych, ilustrujace stochastyczna dynamike zmian struktury terminowe;j stop procentowych
spot dla rynku USA na przestrzeni ok, 25 lat; charakterystyki te zdejmowano w odstgpach
comiesigcznych od stycznia 1955 do grudnia 1979. Kazdorazowo, rozpatrywano poziom stép
procentowych #,, o terminach zapadalno$ci ~ od 1 roku do 10 lat. Natomiast na rysunku XX
(punkt § pracy) przedstawiono analogiczny wykres ilustrujacy zmienno$¢ z uptywem czasu
biezacego krzywych dochodowosci na rynku finansowym w Polsce, w okresie marzec 1994 —
grudzien 1996 (dane comiesigczne); w tym przypadku — rozpatrywano stopy r,, dla terminéw

t od 13 tygodni do 5 lat.

Stopa procentowa spor (%4}

Rys. 1. Ilustracja zmienno$ci struktury terminowej dla rynku w USA;
okres: I 1955 — XII 1979 (dane comiesigczne); Zrodio: Haugen (1996), s. 436.

Analizujac powyzsze wykresy, warto zwroci¢ uwage na nastegpujace fakty:

- Po pierwsze, rozpatrywane krzywe dochodowosci na ogét nie sa plaskie — dla calego za-
kresu zmiennosci terminéw zapadalno$ci.




- Po drugie — mozna zauwazy¢ $cile dodatnia korelacje pomiedzy zmiennoécia krétkoter-
minowych stdp procentowych spot — a zmiennoscia stép diugoterminowych; a wigc wzrost
stép krétkoterminowych powoduje (na ogét) wzrost stép dtugoterminowych i odwrotnie.

- Po trzecie — dynamika zmian (a wigc wariancja) stép krotkoterminowych jest znacznie
wigksza w poréwnaniu z przypadkiem stép diugoterminowych. Mozna tu wigc moéwi¢ o wy-
stgpowaniu pewnego wspoélczynnika "thumienia" zakresu zmiennosdci stopr,, niwelujacego
wahania tych stop — w miare, jak przesuwamy si¢ w kierunku stop diugoterminowych. Zjawi-
sko duzej zmiennos$ci stép krétkoterminowych thumaczymy silnym wplywem na te stopy
okreslonych ~ zmiennych w czasie — decyzji banku centralnego (lub Rady Polityki Pienigz-
nej) co do poziomu stop reverse-repo. Natomiast ttumienie tej zmiennosci, jakie wystgpuje w
odniesieniu do stép diugoterminowych — wyjasniane jest na gruncie tzw. teorii segmentacji
rynku.

- I na koniec, po czwarte — analizowane przebiegi krzywych dochodowosci sa regulamymi
przebiegami gladkimi; a wige funkcje aproksymujace te przebiegi nie wykazuja zadnych "po-
falowan" czy tez uskokéw. Thumaczone jest to z jednej strony — dziatalno$cia na analizowa-
nych rynkach arbitrazystéw, spekulujacych na warto$ciach stopy procentowej; a z drugiej
strony — funkcjonowaniem na danym rynku tzw. teorii oczekiwan (expectations theory).

Jak wspomniano, krzywa dochodowosci stanowi pewien wzorzec stép procentowych
spot r,, (t=1,..,T), za pomoca ktérego mozna dokonywa¢ wyceny réznych papieréw warto-
$ciowych. Wyceny tej dokonuje si¢ poprzez dyskontowanie w czasie (do chwili biezacej)
przysztych wplywoéw pienigznych zwigzanych z rozpatrywanym instrumentem finansowym.
W szczegolnosei, kazda obligacje o statym oprocentowaniu, zwiazana z wyplatami w kolej-
nych latach r=12,...,(T-1) odsetek C oraz w roku T - odsetek C plus warto$¢ nominalna
N - mozemy rozpatrywaé jako sumg obligacji czysto-dyskontowych. A zatem, warto$¢ bie-
zaca takiej obligacji jest rtéwna

C [ C+N
= + >+t = )
L+r,  (I+r,) (I+ry)

Warto$¢ t¢ nazywa si¢ r1éwniez czgsto  wartoscia  wewngtrzna  obligacji
(intrinsic value). Natomiast sam wzér (2) jest czgsto nazywany wzorem wyceny obligacji.

W teorii rynkow kapitalowych dowodzi si¢ (Elton, Gruber, 2003), ze gdy rynek obligacji
znajduje si¢ w réwnowadze, strumienie pienigzne pochodzace od réznych obligacji powinny
by¢ dla tych samych okreséw r=1,...,T, dyskontowane wedhig tych samych stdp procento-
wych spot 1,7, lar - Tym samym , mozna w tym celu stosowac ,,wzorcowe” stopy procen-
towe spot okre§lone na podstawie rentownos$ci do wykupu YTM obligacji czysto-
dyskontowych. Wynika to z zastosowania tzw. prawa jednej ceny (the law of one price) w
stosunku do rozpatrywanego rynku obligacji. Prawo to oznacza, ze w przypadku gdy chwilo-
wa cena biezaca P analizowanej obligacji jest rézna od jej warto$ci rtbwnowagowej PV, to
na skutek arbitrazu cena ta - po pewnym okresie przejsciowym - staje si¢ zbiezna do wartoéci
PV . Zaklada sig przy tym, ze wspomniany okres przejéciowy jest na ogédt nie diuzszy niz
czas trwania jednego okresu odsetkowego analizowanej obligacji, co znajduje potwierdzenie
w badaniach empirycznych z tego zakresu. Oczywiscie warunkiem aby zachodzita owa
zbieznos$¢ ceny biezacej obligacji P do jej warto$ci rownowagowej P¥V jest odpowiednia
efektywnos¢ rynku kapitatowego (Jakubowski, 1996).

Okre$lenie struktury terminowej stdp procentowych przez rentownosci do wykupu
Totsozs--s o Obligacji czysto-dyskontowych ma zasadnicze znaczenie nie tylko ze wzgledu na

wyceng warto$ci obligacji. Znajac przebieg rozpatrywanej krzywej dochodowosci, a takze
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dynamike zmian tego przebiegu z uplywem czasu biezacego, potrafimy oszacowaé wplyw
zmian rynkowych stop procentowych na warto§¢ rozpatrywanych obligacji, a tym samym na
stope zwrotu z dokonywanych inwestycji.

Stopa zwrotu R z inwestycji w dana obligacje (tzw. period-by-period return) wynika
ogolnie rzecz biorac z dwdch sktadowych: dochoddéw z wyplacanych odsetek C oraz z zy-
skéw lub strat zwiazanych ze zmiang biezacej ceny P obligacji. Z kolei zmiana ceny obliga-
¢ji wynikaé moze ze zmiany wartosci rownowagowej obligacji oraz okreslonych dziatar
spekulacyjnych na rozpatrywanym rynku (tzw. arbitraz cenowy). Pomijajac dla uproszczenia
owe dzialania spekulacyjne (jako charakterystyczne dla okreséw przejSciowych) otrzymamy,
ze cena biezaca P obligacji jest réwna jej warto$ci rownowagowej PV okre§lonej
wzorem (2). Ze wzoru tego wynika, ze zmiana ceny (wartosci) biezacej obligacji moze by¢
spowodowana oddziatywaniem dwéch czynnikéw: zmiana wartosci obligacji wywotang tylko
i wylacznie uptywem czasu biezacego (w miarg¢ uptywu kolejnych okreséw odsetkowych za-
nikaja kolejne czlony zaleznosci (2)) oraz - nieoczekiwana zmiana rynkowych stép procento-
wych ry,, t=1,...,T.

Ze wzoru wyceny (2) wynika bezpo$rednio, ze nieoczekiwany wzrost rynkowych stép
procentowych spot r, t=1,.,T, a wigc przesunigcie si¢ krzywej dochodowosci w géreg — po-
woduje spadek wartosci biezacej PV obligacji. Natomiast spadek tych stop procentowych, a
wigc ruch krzywej dochodowosci w dét, powoduje wzrost wartosci biezacej PV . Istotne sa
réwniez wszelkiego rodzaju niespodziewane zmiany ksztattu struktury terminowej stop pro-
centowych, prowadzace do zmiany nachylenia krzywej dochodowosci, pojawiania si¢ rozne-
go rodzaju garbdw (hump-shaped curve), itp. Moéwi si¢ w tym przypadku o tzw. ryzyku
ksztattu analizowanej krzywej (shape risk).

Na zakonczenie tych uwag nalezy podkreslié, ze o ile znajomos¢ 1 umiejetno$¢ analizy
struktury terminowej stdp procentowych jest niezmiernie istotna w przypadku wszelkiego
rodzaju inwestycji na rynku finansowym, o tyle na rynku obligacji — jest to sprawa o zasadni-
czym znaczeniu. Wynika to wprost ze wzoru wyceny (2).

3. Kwantyfikacja ryzyka stopy procentowej —
parametry okresowosci i wypuklosci obligacji

Z przeprowadzonych w poprzednim punkcie rozwazan wynika, ze biezaca cena rynkowa
obligacji moze podlegaé ciagtym oraz nieoczekiwanym fluktuacjom - ze wzgledu na zmiany
obowiazujacych w danym momencie rynkowych stép procentowych, za pomoca ktoérych dys-
kontujemy w czasie do chwili biezacej wszystkie przyszie wplywy pieni¢zne zwiazane z po-
siadaniem obligacji (tj. odsetki oraz nominal). Czgsto trudne do przewidzenia zmiany
rynkowych stép procentowych oraz wynikajace stad zmiany ceny obligacji (czy tez szerzej -
instrumentéw finansowych) sa Zrédlem ryzyka stop procentowych. Ryzyko to wyraza sig tzw.
nieoczekiwang stopg zwrotu (unanticipated return); Elton, Gruber (2003). W zwiagzku z tym
istotna jest - z punktu widzenia zaréwno inwestora jak i emitenta - wrazliwo$¢ (lub tez prze-
ciwnie - odporno$¢) wartosci rozpatrywanej obligacji na zmiany rynkowych stép procento-
wych. Parametrami umozliwiajgcymi pomiar takiej wrazliwosci jest wlasnie okresowo$é
(duration) oraz wypuklo$¢é (convexity) obligacji.

3.1. Klasyczne definicje (Macaulaya) okresowosci i wypuklosci

Klasyczne definicje (Macaulaya) okresowosci i wypukio$ci obligacji zwiazane sg z przy-
jeciem silnie ograniczajacego zalozenia, Ze wszystkie rynkowe stopy procentowe spot — jak
rowniez ich przyrosty - sa sobie réwne, niezaleznie od terminéw zapadalnoéci zobowiazan,
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ty=r oraz dr,=dr, Yt=1.,T, 3)

gdzie dr - przyrost skoficzony
Oznacza to, ze struktura terminowa stop procentowych wyrazona krzywa dochodowosci obli-
gacji czysto-dyskontowych jest ,,plaska”, przy czym zachodzi to dla dowolnej chwili biezacej
r=1,23,.... . Z powyzszego zalozenia wynika bezposrednio, ze jezeli chodzi o zmiany rynko-
wej stopy procentowej r (w tym przypadku juz tylko jednej) - to mozliwe sa jedynie réwno-
legle przesunigcia w gore lub w dot rozpatrywanej krzywej dochodowosci o warto$¢ dr.
Wyprowadzenie wzoréw okreslajacych parametry okresowosci 1 wypuklosci obligacji
jest nastepujace. Ze wzoru (2) wyceny obligacji, uwzgledniajac warunek (3) oraz zakiadajac,
ze analizowany rynek jest w réwnowadze (tj. P =PV ), mamy

T C 4
P=Pr)=) —"—,

) ; T+ry )
gdzie C, - przyszle strumienie finansowe wynikajace z faktu nabycia obligacji, tj. C,=C
(¢=1,..,T-1)oraz C,=C+N; C - warto§¢ kuponu, N - warto§¢ nominalna. Zauwazmy, ze
w analizowanym przypadku, warto$é biezaca  P(r) obligacji jest ci§le wypukl i $cisle ma-
lejaca funkcja rynkowej stopy procentowej r . Jest to rowniez oczywiscie funkcja ciggla wraz
z wszystkimi pochodnymi.

7 powyzszego bezposrednio wynika, ze zmiang dP wartoSci biezacej obligacji wywotana
nieoczekiwana, skoficzona zmiang dr stopy procentowej mozna z dostatecznie duzg doktad-
noscia przyblizy¢ przez dwa pierwsze czlony szeregu Taylora, tj.

oP 13°P
! &)

dP=P(r+dr)— P(r)—-—d +Ea —(dr)

Z (4) 1 (5) mamy zatem

dP= [ZtC(Hr)"‘J 'r %[it(l+t)C,(1+r)”’J(—l—%j. 6)

1=1 1=1
Dzielac obie strony zaleznosci (6) przez P=P(r) oraz biorac pod uwage, ze dr=d(1+r),
otrzymamy

dr '[ZT: 1, /P]d(1+r)+l[it(x+1)c,/PJ[d(Hr))_ (7)

P&+ 147 (+ry 1+r

W powyzszym wzorze, wyrazenie wystgpujace w pierwszym nawiasie kwadratowym nazy-
wane jest okresowoscia D obligacji; natomiast wyrazenie w drugim nawiasie kwadratowym
pomnozone przez 1/2 — nazywane jest wypuklosdcia ¥ obligacji. Mamy zatem

a pal z t(t+1)C
Z<1+ ry & Ty ®
Z (7) — (8) mamy
9P _DxA, + VXY, gdzie A, 4 dl(“r). ©)
+r




Droga bezposéredniego rézniczkowania funkcji P(r) danej wzorem (4) mozna latwo spraw-

dzié, ze zachodzi

P P 1
D= OF L+r oraz V=%a % (10)

Tor P or

or

Tak wiec wzory (10) sa czesto w literaturze przedmiotu traktowane jako alternatywne — w
stosunku do wzoréw (8) — definicje okresowosci D i wypukiosci ¥ obligacji.

Parametr okresowo$ci D obligacji jest réwniez czgsto interpretowany nastepujaco. Dla
matych zmian dr, a dokladniej, dla matych zmian A, =d(1+r)/(1+7) - z zaleznosci (9)

mamy

daP d(1+7r)

—=-D tad

P 1y 0 an

D=_d—P d(1+r). (12)
P 1+r

A zatem, okresowo$¢ D obligacji mozemy traktowaé jako wspdlczynnik elastycznosci
(wzigty ze znakiem minus) warto$ci P(r) obligacji ze wzgledu na wzgledng zmiang wartosci
1 plus stopa procentowa r. Czy tez — inaczej to ujmujac — parametr okresowosci D wyraza
procentowy spadek wartosci P obligacji przy wzro$cie wartosci (1+7) o 1 %. Nalezy tylko
mieé¢ na uwadze, ze ocena tego spadku — dokonana za pomoca tylko wartosci D jest czgsto
zbyt "konserwatywna"; bowiem ze wzoru (9) wynika, ze oceng te nalezatoby skorygowaé o
dodatnia warto$¢ ¥ x(A,)?. Zjawisko to nazywane jest "efektem wypuklo$ci" obligacji.

W literaturze, spotykany jest jeszcze jeden zestaw wzordéw definiujacych parametry okre-
sowosci D i wypuklo$ci ¥ obligacji. A mianowicie, do rozwazaf wprowadza si¢ wspolczyn-
nik wagowy x,, tj.

52 [c/a+n]p=[cja+ r)f]/i lc,/a+r]. (13)

1=

Wspolczynnik x, okresla wige udziat wartosci biezacej strumienia finansowego C, (zdyskon-
towanego na chwile poczatkowa za pomoca rynkowej stopy procentowej r) w wartosci
T
biezacej P obligacji. Z (13) wynika bezposrednio, ze Z x, =1.
1=l
Podstawiajac zalezno$¢ (13) do definicji (8) otrzymamy
T T
DéZx,t oraz Vé%Zx,t(t+l). (14)
=1 t=1
Otrzymane wzory (14) sg wigc réwniez - obok wzoréw (8) i (10) - traktowane jako definicje
parametréw okresowosci D i wypuklosci ¥ obligacji.
Z definicji (14) bezposrednio wynika, ze parametr okresowosci D Macaulaya ma wymiar

czasu. Okresowo$§¢ D jest w tym kontekscie czgsto traktowana jako pewien przecietny
wazony okres zwrotu z inwestycji w dana obligacjg; stad tez nazwa tego parametru.

Parametry okresowosci D, i wypuklosci ¥, obligacji czysto-dyskontowej.
Dla obligacji czysto-dyskontowe; (tj. dla odsetek C=0) mamy
C,=0 dla ¢t=1,.,T-1 oraz C,=N. (15)
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A zatem, ze wzoréw (13), (15) otrzymamy, ze wspdiczynniki wagowe x, (t=1,...,T) sa w
analizowanym przypadku réwne

x,=0dla t=1,..,7T-1 oraz  x; =1. (16)
Ze wzordw (14), uwzgledniajac (16), mamy zatem
D,=T  oraz VD=%T(T+I). a7

Tak wiec w przypadku obligacji czysto dyskontowej, parametry okresowosci D, i wypuklosci
V, zaleza tylko i wylacznie od terminu wykupu T tej obligacji, przy czym okresowos$¢ D,
jest rowna bezposrednio terminowi T .

Z ogolnej definicji (14) dowolnej obligacji wynika wigc, ze sposrdd wszystkich obligacji
o tym samym terminie wykupu 7T - obligacja czysto-dyskontowa ma najwigksza okresowosc,
tj. D, =D, =T . Wynika to bezposrednio stad, ze okresowos$¢ D obligacji wielokuponowych
jest $rednia wazona termindéw r=1,..,T, przy czym suma wag x, jest téwna jednoSci. Tak
wigc okresowo$¢ D musi by¢ kroétsza od najdluzszego z rozpatrywanych terminéw, wynosza-

cego T.
Ponadto, o ile zalozenia (3) sg spelnione, mozna wykazaé, ze z kolei sposréd wszystkich
obligacji (badZ portfeli obligacji) o tej samej okresowosci D - obligacja czysto-dyskontowa

charakteryzuje si¢ najmniejsza wypuklodcia, tj. V. =V, =%T(T+1). A zatem, obligacja ta

ma najmniej korzystne wiasnosci z punktu widzenia ryzyka stopy procentowej. Obligacje
wielokuponowe $ci$§le dominuja bowiem w analizowanym przypadku obligacje czysto-
dyskontowa w sensie wspomnianego poprzednio "efektu wypukloscei". Wynika to bezposred-
nio z zaleznoéci (9): dla obligacji (lub portfeli obligacji) wielokuponowych, tzw. nieoczeki-
wana stopa zwrotu JdP/P wywolana zmiennoécia dr stopy procentowej jest wyzsza w
poréwnaniu z przypadkiem obligacji czysto-dyskontowej o tej samej okresowosci D, przy
czym zachodzi to zaréwno dla dodatnich jak i ujemnych zmian dr.

W pracy Zaremby (1995) wykazano prawdziwo$é powyzszego stwierdzenia dla bardziej
ogdlnego przypadku, tj. dla krzywej dochodowosci o dowolnym ksztalcie oraz przy zalozeniu
proporcjonalnych zmian czynnika (1+7,), gdzie r, - stopa procentowa spot dla terminéw

zapadalnosci ¢ =1,...,T.

Parametry okresowosci i wypukto$ci portfela obligacji.

Ogodlnie rzecz biorac portfel P obligacji mozemy traktowaé jako kombinacje wypukia
obligacji O, (i=1,..,N), traktowanych jako elementy pewnej przestrzeni liniowej. Mamy

zatem
P=3"w0, - portfel obligacji, (18)
i=1
gdzie w; - udzial procentowy obligacji O; w portfelu P tj.
we(0,l), Vi=l.,N; oraz iw,.zl. (19)
i=1

Zauwazmy, ze kazdy portfel P obligacji mozna traktowa¢ jako pewna sztucznie utworzo-
na ("wirtualng") obligacjg, o strumieniach finansowych C, bedacych sumami wazonymi

strumieni finansowych C; obligacji O, (i=1,...,N). Biorac pod uwagg ten fakt, droga dosy¢
prostych przeksztatceri mozna wykaza¢ (Jakubowski, 2003), ze zar6wno okresowoéé D, jak i
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wypuktos¢ ¥, portfela P s3 kombinacjami wypuktymi odpowiednio okresowoéci D, i wypu-
ktosci ¥, poszczegdlnych obligacji (i=1,...,N). Mamy zatem

N N
D,=XwD, oz V,=3wD,. (20)
i=l i=1

Powyzsze wzory maja duZe znaczenie dla zastosowan praktycznych. A mianowicie, do-
bierajac odpowiednio udzialy procentowe w, poszczegélnych obligacji O, w portfelu P mo-
zemy utworzy¢ w ten sposéb pewna obligacje syntetyczna o odpowiednich — wymaganych
przez nas — parametrach okresowoéci D, i wypuklodci V,. Mozemy wigc w ten sposdb
ksztaltowaé odpowiednia wrazliwo$¢ analizowanego portfela obligacji na ryzyko stop procen-
towych. Co wiecej, wzory (20) mozna tatwo uogélni¢ na przypadek krzywej dochodowosci o
dowolnym ksztalcie - o ile tylko dynamika zmian z uplywem czasu biezacego rynkowych
stop procentowych spot r,, przebiega wedtug pewnego, z gdry zalozonego schematu; por.
Zaremba (1995).

Portfele obligacji o maksymalnej wypuklosci.

Z punktu widzenia zastosowan praktycznych, interesujacym zagadnieniem jest poszuki-
wanie portfela obligacji o maksymalnej wypuktoéci, wéréd klasy portfeli — o tym samym pa-
rametrze okresowos$ci D . Z przeprowadzonych powyzej rozwazan wynika bowiem, ze portfel
taki — przy zachowaniu stosownych zatozen co do dynamiki zmian krzywej dochodowos$ci ~
bedzie zapewnial najwyzsza nieoczekiwang stopg zwrotu (dP/P).

Otéz nie wnikajac blizej w szczegdly matematyczne mozna stwierdzi¢, ze im wigksze
jest rozproszenie strumieni finansowych C, portfela obligacji wokdt punktu na osi czasu wy-
znaczonym przez warto$¢ parametru okresowoséci D tego portfela, tym wigksza jest jego wy-
pukto$¢ V. Natomiast portfelem spetniajacym 6w warunek najwigkszego rozproszenia
rozpatrywanych strumieni finansowych C,, a wigc portfelem o maksymalnej wypuktoscei - jest
tzw. portfel sztangowy (barbell). Portfel ten skiada si¢ wylacznie z dwdch obligacji czysto-
dyskontowych o odpowiednio najkrotszym i najdiuzszym terminie do wykupu — spoéréd ter-
minéw zapadalnoéci wszystkich obligacji istniejacych na danym rynku kapitatowym; por.
rysunek 2.

Powyzszy fakt, udowodniono dla przypadku krzywej dochodowosci o dowolnym ksztalcie
oraz dla proporcjonalnych zmian czynnika (1+7,) W pracy Zaremby (1998) oraz —
dla ostabionych zatozen co do dynamiki zmian krzywej dochodowos$ci — w pracach Zaremby,
Smolenskiego (2000a, 2000b).

Pozostale, interesujace z punktu widzenia powyzszych analiz rodzaje portfeli to portfel ty-
pu "pocisku" (bullet) — o maksymalnie skupionych strumieniach finansowych oraz portfel
typu "drabiny" (ladder) — o strumieniach finansowych réwnomiernie rozproszonych wzdtuz
osi czasu. Mozna wykazaé, ze portfel typu "pocisku” jest portfelem o minimalnej wypukloscei,
sposréd wszystkich portfeli o tym samym parametrze okresowosci; natomiast portfel typu
"drabiny" — stanowi przypadek posredni; por. Fabozzi, Fong (1994).

Zagadnienia aktywnego zarzadzania portfelami obligacji w zaleznoéci od wspomnianych
powyzej sposobdw koncentracji strumieni finansowych portfeli beda szerzej rozpatrywane w
dalszej czgéci niniejszej pracy.




Portfel barbell:

Portfel bullet:

Portfel ladder:

Rys. 2. Ilustracja rozktadu strumieni finansowych portfeli typu barbell, bullet, ladder.

3.2. Definicje okresowoSci i wypuklosci obligacji dla krzywej dochodowosci o dowolnym
ksztalcie i zadanej dynamice zmian

W przypadku nieplaskiej krzywej dochodowosci, a wiec dla réznych wartosci stép procen-
towych spot r, (t=1,...,T) zaleznoéc¢ (2) okreslajaca biezaca warto§é P obligacji mozna zapi-

sa¢ nastepujaco

Cr
P=P(rm,...,ra,,...,ror)=z (+r y . (21)
=1 or

Tak wigc, warto$¢ biezaca P obligacji jest T - wymiarowg $ci$le wypukla i r6zniczko-
walng funkcja stép procentowych spot r, . Wielowymiarowos¢ tej funkcji powoduje zasadni-
cze trudnosci w zdefiniowaniu skalarnych parametréw okresowoéci D i1 wypukloéci ¥
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obligacji. Dlatego tez, w celu rozwiazania powyzszego problemu, wprowadza si¢ pewne do-
datkowe zalozenia upraszczajace co do mozliwej dynamiki zmian analizowanej krzywej do-
chodowosci z uplywem czasu biezacego. Otrzymane w ten sposéb definicje parametréow D i
V sa bezposrednim uogdélnieniem klasycznej wersji Macaulaya tych parametréw, rozpatry-
wanych dla plaskiej krzywej dochodowosci; a wige dla przypadku, gdy rozpatrujemy jedno-
wymiarowa posta¢ funkcji P(r).

Ponizej, przedstawimy skrétowo dwa sformutowania wspomnianych zatozen upraszczaja-
cych, umozliwiajace zdefiniowanie parametréw okresowosci D i wypuklosci ¥ obligacji w
przypadku wielowymiarowej funkcji (21). Trzeciag mozliwa metoda rozwigzania powyzszego
problemu — jest wprowadzenie modelu czynnikowego struktury terminowej stop procento-
wych spot r,, - co bedzie zasadniczym przedmiotem rozwazan prowadzonych w dalszej cze-

$ci niniejszej pracy.
Przypadek proporcjonalnych zmian krzywej dochodowosci — ze wspélezynnikiem
tlumienia

Zalozymy, ze zmiany ksztattu analizowanej krzywej dochodowosci z uptywem czasu bie-
zacego, przebiegaja wedhig nastgpujacego schematu (Elton, Gruber, 2003)

d14r) _ o
1+7, 1+,

d(1+r, |) ve=1,.,T, (22)

>

gdzie Le(0,1] - dany parametr, identyfikowany na podstawie danych z przeszlosci; np. za

pomoca metody najmniejszych kwadratéw.

Zauwazmy, ze zalozenie schematu (23) dynamiki zmian struktury terminowej stop pro-
centowych jest odzwierciedleniem czgstych obserwacii empirycznych; a wiec — ze zmiennosé
z uptywem czasu biezacego stop krotkoterminowych jest znacznie silniejsza od zmiennoéci
dlugoterminowych stop procentowych spot; por. punkt 2 niniejszej pracy (rys. 1). Zalozenie
schematu (22) oznacza wigc przyjecie proporcjonalnych zmian wartosci (1+r,) - z doklad-
noscig do pewnego wspétczynnika "ttumienia" L', r=1,...,T; tzn. dla wartoéci L =1, zmia-
ny te sq $cisle proporcjonalne.

Warto rowniez podkresli¢, ze przyjecie do dalszych rozwazan dynamiki zmian (22) krzy-
wej dochodowosci oznacza zatoZenie, ze wspdtczynniki korelacji pomigdzy stopami procen-
towymi spot r, (+=1,...,T) - SA réwne jednosci, co tylko w pewnym przyblizeniu jest
spetnione w rzeczywisto$ci.

Biorac pod uwagg wypuklo$é i rézniczkowalnosé wartosci biezacej P (r)obligacii, jako
funkgji (21) wektora r =[r,,,...,7,] stop procentowych spot, zmiany &P tej warto$ci mozemy
z duza dokfadnoécia oszacowaé za pomocg dwéch pierwszych czlonéw rozwiniecia

funkcji P(r) w szereg Taylora, tj.
(23)

(€, __dn, | 1t +0C,( dr, ]2
(7)) Tr, 25 (147) (1+n,

am

L aP 1% 9%P 2
dP=P(r+dr)-P)=) — — dr,) =
(r+dr)-Pm)=2 ar Zg%z( o) =

Nalezy podkresli¢, ze zew wzglgdu na posta¢ funkcji (21), zanikaja wszystkie pochodne mie-
szane powyzszego rozwinigceia tej funkeji.
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Dzielac obie strony powyzszej zaleznoSci przez P oraz biorac pod uwage, ze
dr,, =d (1+r,,), otrzymamy

T r 2
P__I§ 16 _p d(1+r,) 1 Zt(t+1)C,/P d1+n,)) (24)
P = (1+7,) 1+7, 21 = (+r,) 1+#,
A zatem, z (23) i (24) mamy
r -1 T =182 2
ﬁ:- Z tL C,I /P d(1+’m)+l Zt(1+1)(L ?C’/P d(l+ry,) . 25)
P = (1+7,) 1+ 7, 2|5 (1+r,) 1+7,

W powyzszym wzorze, wyrazenie wystepujace w pierwszym nawiasie kwadratowym defintu-
jemy jako okresowos$¢ D, obligacji; natomiast wyrazenie w drugim nawiasie prostokatnym,
pomnozone przez 1/2 - jako wypuklo$é ¥V, obligacji. Przez indeks "L" oznaczono symbo-
licznie zaloZenie wystepowania w analizowanych zaleznoéciach wspoéiczynnika thumie-
nial'" (1=1,...,T).

Definiujac ponadto wspoétczynnik wagowy

= [C,/(l-i—rm)’]/P s Vit=1,..,T, mamy zatem

AT Ye: T . 6
D= L't 2
;(Hro, "2 =
V. Aliw/p_lix LY+ @7
t 2.0 (1+rm)1 21 ! '

Z (25)-(27) otrzymamy nastgpujacy wzoér na oszacowanie nieoczekiwanej stopy zwrotu
wywotanej losowymi zmianami stop procentowych spot 7, , przebiegajacymi wedhug schema-

tu (22).

éd(1+rm)‘ @8)
1+7y,

P oD xA, +V,x(A), gdze 4,

Na uwagg zashiguje w tym miejscu petna analogia pomigdzy powyzszym wzorem a wzorem
(9) — wyprowadzonym dla przypadku plaskiej krzywej dochodowoéci.

Ponadto, droga bezposredniego rézniczkowania funkcji P(r) danej wzorem (21) mozna
fatwo sprawdzi¢, ze wzory (26), (27) sa réwnowazne nastepujacym definicjom parametréw
D, iV, obligacji:

T
S @
ot
1 &P (+n) i
vV, =— 0 (L2,
) ; Br(,,2 P &) (30)

Jak mozna tatwo zauwazy¢, wyprowadzone powyzej wzory (26)-(27) oraz (23)-(30) okresla-
jace parametry okresowosdci D, oraz wypukloéci ¥, dla krzywej dochodowosci o dowolnym
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ksztatcie oraz przy zatozeniu schematu (22) dynamiki zmian tej krzywej, sa uogélnieniami
analogicznych wzordéw okreslajacych klasyczne definicje Macaulaya tych parametréw. Dla
wartosci L=1 oraz r, =r (+=1,...,T) wzory te prowadza bowiem bezposrednio do wzoréw
(8)-(9), (13)-(14) i (15)-(16) wyprowadzonych dla przypadku ptaskiej krzywej dochodowosci.

Na zakoniczenie rozwazan dotyczacych powyzszego przypadku nalezy podkresli¢, ze jak-
kolwiek celowos¢ wprowadzenia upraszczajacego schematu (22) zmian stép procentowych
spot r,, zostala zasugerowana w cytowanej juz pracy Eltona, Grubera (2003) — brak jest w tej

pracy przedstawionych powyzej szczegoétowych wyprowadzen analitycznych.

Model Fishera, Weila (1971) analizy ryzyka zmienno$ci struktury terminowej
stop procentowych

Stosujac podejscie Fishera-Weila zakladamy podobnie jak poprzednio, ze krzywa docho-
dowosci, bedaca reprezentacja graficzng struktury terminowej 75 stép procentowych — moze
mieé dowolny ksztalt. Natomiast ograniczajacym (I to w znacznym stopniu) zalozeniem jest
przyjecie, ze mozliwe sa wylacznie réwnolegle przesunigeia tej krzywej, t;.

R#ELLERELEY,  OfaZ dr, =dr, ve=1,..,7T, 31
gdzie przez r, oznaczono (dla uproszczenia zapisu) stopy procentowe spot r, .

Dla analizowanego rynku zakladamy réwniez, Ze obowigzuje ciagla kapitalizacja odsetek;
por. Jakubowski (2003), Weron A., Weron R. (1998). Wzor (21) okreslajacy warto$¢ biezaca

obligacji przybiera wowczas postat:
L 1
P=P(roensfyseefir) = 2. Cre ™" (32)
t=1

Poréwnujac wzory (21) i (32) mozna tatwo zauwazy¢, ze w rozpatrywanym przypadku, tzw.
czynnik dyskontujacy (1+7)™ zostat — dla ciagtej kapitalizacji odsetek — zastapiony czynni-
kiem dyskontujacym exp(-—r¢).

Dokonujac oszacowania przyrostu dP funkeji (32) za pomocg dwdch pierwszych cztonow
szeregu Taylora, mamy

2
dP=P(r +dr)~ P(r) =i _21: dr, +%i —gr}:(dr,)2 =—i(tC,e""')dr, +%Zr:(t2C,e"")(dl;)z .(33)
t=1 t =1 ' 1= t=1

Dzielac obie strony powyzszego wzoru przez P oraz biorgc pod uwage zatozenie (31), tj.
dr, =dr (¢=1,...,T) otrzymamy

dpP z - & e 2
s E tCe /P dr+§ > 12C, e [P |(dr)*. (34)
=1

t=1

Wyrazenie w nawiasie okraglym pierwszego cztonu powyzszej zaleznosci definiujemy jako
okresowos¢ Fishera-Weila Dy, obligacji; natomiast wyrazenie w nawiasie okragtym drugiego
czlonu pomnozone przez 1/2 - okre$la wypuklo§¢ 7, . Definiujac dodatkowo wspéiczynnik
wagowy

x2Ce " /P ve=1,..,T, mamy zatem

(]
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Dwéi e " (P= sz, (35)
=1

ZtCe*”/P— th 36)

FW
Ponadto, z (34), (35) i (36) mamy nastepujacy wzdr na oszacowanie nieoczekiwanej stopy
zwrotu z obligacji, wywolanej losowym, réwnoleglym przesunigciem krzywej dochodowosci

d?P == Dy Xdr + Ve X(dr)? . @7

Poprzez bezposrednie rozniczkowanie funkeji (32) mozna tatwo sprawdzié, ze wyprowadzone
powyzej zaleznosci (35) i (36) sa rownowazne nastgpujacym definicjom parametréw
DFW 1 VFW

(3®

(39

Wyprowadzone powyzej wzory (35)-(36) oraz (38)-(39) na okresowoé¢ D, i1 wypuklosé
V. obligacji sa bezposrednimi uwogdlnieniami analogicznych wzoréw wyprowadzonych dla
przypadku ptaskiej krzywej dochodowosci (tj. dla r, =r,¢=1,...,7) oraz przy zalozenin cig-
glej kapitalizacji odsetek; por. Jakubowski (2003).
Nietrudno jest zauwazy¢, ze przedstawiony powyzej mode! Fishera-Weila kwantyfikacji
ryzyka zmiennosci stop procentowych za pomocg parametréw okresowosci Dy, 1 wypuklosci
" obligacji zostal sformutowany przy znacznie bardziej ograniczajacych zatozeniach (31) -
w pordwnaniu z rozpatrywanym poprzednio schematem (22) dynamiki zmian krzywej docho-
dowosci. Tak wiec zdaniem autora — model ten ma w chwili obecnej znaczenie wylacznie
"historyczne". Jest on rozpatrywany w niniejszej pracy tylko z tego powodu, ze analizowane
w dalszej czesci parametry tzw. czynnikowej okresowosci D, i czynnikowej wypuktodei ¥,

obligacji - sa okreslonymi uogélnieniami zdefiniowanych powyzej parametréw Dy, 1 Vg, .

4, Podstawowe twierdzenie o immunizacji, mozliwe uogélnienia oraz
optymalizacja portfela.

Powrdcimy teraz do klasycznych definicji Macaulaya parametréw okresowoséci i wypu-
klo$ci obligacji oraz zaprezentujemy tzw. podstawowe twierdzenie o immunizacji portfela ze
wzgledu na pojedyncze zobowiazanie finansowe. Podamy réwniez interpretacje tego twier-
dzenia oraz przedstawimy zarys dowodu. Szczegotowy dowdd, wyprowadzony przez autora
niezaleznie od innych dowodéw z tego zakresu - mozna znalezé w pracy Jakubowski (2003);
por. rowniez Bierwag (1987). W dalszej kolejnosci, przedstawimy zagadnienie optymalnego
wyboru zimmunizowanego portfela obligacji.

W prowadzonych rozwazaniach dla uproszczenia zalozymy, ze struktura terminowa stép
procentowych spof jest plaska, tj.

r,=r oraz dn,=dr; Vt=1..7T,

gdzie dr - przyrost skoriczony.
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Twierdzenie 1 (Podstawowe twierdzenie o immunizacji):

(i) Zatozmy, ze zadany jest horyzont inwestycyjny 4, przy czym w chwili 7=h inwestor
musi splaci¢ zobowiazanie finansowe (/iability) L. W celu wypelnienia tego zobowiaza-
nia oraz osiagniecia ewentualnie dodatkowych zyskoéw (excess return) inwestor kupuje
na rynku w chwili 7=0 portfel obligacji o okreslonej strukturze strumieni finansowych.

(ii) Ponadto, zalézmy, ze warto$¢ biezaca zobowiazania finansowego L w chwili poczatko-
wej 7=0, wynikajagca ze zdyskontowania zobowiazania L na chwile biezacg wedtug
obowiazujacej w chwili 7=0 rynkowej stopy procentowej » — jest zadana i rowna war-
tosci poczatkowej P = F, analizowanego portfela obligacji.

(iii) Nalezy tak dobraé strumienie finansowe analizowanego portfela obligacji, aby przyszta
warto$¢ tego portfela w chwili 7=4 byla réwna co najmniej wartosci L przysztego zo-
bowigzania finansowego. Co wigcej ma to nastapi¢ niezaleznie od nieoczekiwanych
zmian dr rynkowej stopy procentowej r, jaka moze wystapi¢ bezposrednio po zakupie
rozpatrywanego portfela.

Portfelem spelniajacym postulaty (i) — (iii) — dla niezbyt duzej zmiany dr stopy procen-
towej - jest kazdy portfel obligacji, ktérego parametr okresowosci (Macaulaya) D jest rowny
horyzontowi inwestycyjnemu #; tj.

D=h . (40)

Zarys dowodu:

Najpierw, dokonamy nastgpujacej interpretacji zalozen rozpatrywanego twierdzenia.
Przyjmijmy, ze mamy do dyspozycji obligacje (lub portfel obligacji) o strumieniach finanso-
wych C,, r=1,..,A,..,T . Przyjmijmy réwniez, ze w chwili # mamy splaci¢ zobowiazanie fi-
nansowe L. Celem naszym jest taki dobér parametréw obligacji (lub portfela obligacji) aby
po uplywie okresu % warto$¢ wypadkowa inwestycji w dang obligacj¢ byla réwna L nieza-
leznie od losowych zmian rynkowej stopy procentowej r .

Wprowadzimy oznaczenia: 7=0,1,2,3,... - czas biezacy;
V,(r) - warto$¢ inwestycji w obligacje w chwili z=h, jako funkcja rynkowej stopy
procentowej r ;

T C’
i e

1=l

P, =W - wartos¢ biezaca zobowigzania finansowego L dla 7=0.
+r
Wartoé¢ inwestycji w obligacje brana pod uwage w przysztej chwili z=#h jest
nastgpujaca:

V,(r)y= Zc (1+r)" ’+Z (1+h:) (41)

Jak wiec mozna zauwazy¢, warto$¢ ta sklada sig z dwoch czlondéw, przy czym czlony te zale-
za w sposab przeciwstawny od ryzyka stopy procentowej r. Ze spadkiem stopy procentowe;j
r spadaja bowiem wplywy z reinwestycji (na chwile =7 ) odsetek C, od obligacji. Mowimy

w tym przypadku o tzw. ryzyku reinwestowania. Jednoczesnie, ze spadkiem stopy procento-
wej r wzrasta warto$¢ rynkowa obligacji rozpatrywanej (w chwili 7=#4) dla horyzontu
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czasowego T ~h. Wynika to bezpodrednio z drugiego cztonu wzoru (41). Odwrotna sytuacja
wystgpuje przy zalozeniu wzrostu stopy r; wzrasta bowiem wéwczas pierwszy czlon wzoru
(41) wynikajacy z reinwestycji odsetek wedhug wyzszej stopy procentowej. Maleje natomiast
czlon drugi, bowiem przy wzroscie stopy procentowej maleje warto$¢ rynkowa analizowanej
obligacji, rozpatrywana w chwili 7=#; méwimy w tym przypadku o tzw. ryzyku okresu po-
siadania lub o ryzyku cenowym (holding period risk).

Podstawowym pytaniem, jakie mozna w analizowanym przypadku sformufowa¢ jest na-
stgpujace pytanie: dla jakiego okresu h wskazane powyzej przeciwstawne zmiany dwoch
czlonéw wyrazenia (41) spowodowane losowymi zmianami stopy procentowej r - catkowicie
sig znosza tak, ze warto§¢ inwestycji ¥,(r) pozostaje niezmienna. Innymi stowy, pytaniem
jest — dla jakiego horyzontu inwestycyjnego 4 ryzyko reinwestowania jest catkowicie kom-
pensowane przez ryzyko cenowe rozpatrywanej obligacji. Odpowiedzia na to pytanie jest
wlasdnie podstawowe twierdzenie o immunizacji. A mianowicie, dla horyzontu czasowego A
réwnego okresowosci D analizowanej obligacji (badZz portfela obligacji) oba wspomniane
powyzej rodzaje ryzyka stopy procentowej catkowicie si¢ kompensuja; przynajmniej dla nie-
duzych zmian dr stopy procentowej r . Tak wige dla zadanego horyzontu inwestycyjnego A
wystarczy dostosowa¢ do tego horyzontu okresowo$¢ D rozpatrywanej obligacji (aby zacho-
dzito h=D) i wéwczas warto§¢ inwestycji V,(r) jest niezalezna od ryzyka stopy procento-
wej.

Formalny dowdd rozpatrywanego twierdzenia przebiega w trzech krokach (Jakubowski,
2003): W kroku pierwszym wykazuje sie, ze warunek (ii) méwiacy o tym, ze warto$¢ biezaca
P (dla 7=0) analizowanego portfela obligacji powinna by¢ réwna wartosci biezacej P, zo-
bowiazania (tj. P=F,) - jest warunkiem koniecznym immunizacji. Jest todosy¢ oczywiste,
bowiem z warunku P =P, bezposrednio wynika, ze dla chwili z=#4 - przy nie zmienionej
stopie procentowej r - zachodzi V,(r)=L, gdzie L -warto$¢ przysztego zobowiazania. Tak
wigc o ile rozpatrywany portfel ma by¢ zimmunizowany ze wzgledu na dowolne, niewielkie
zmiany dr stopy procentowej r, no to przede wszystkim -powyzsza réwnoéé powinna by¢
spetniona.

W drugim kroku dowodu, przyrost av,(r)=V,(r +dr)—V,(r) przybliza si¢ rézniczka zu-
petna funkcji ¥, . Zadajac nastgpnie, aby pochodna funkcji ¥,(r) ze wzgledu na r byla réwna
zeru - z otrzymanego warunku stacjonarnoéci, po dosy¢ zlozonych przeksztatceniach - otrzy-
muje si¢ warunek:

“42)

T
§(1+r)’ h, atymsamym D=h,
co wynika bezposrednio z definicji (8) okresowosci D obligacji.

Natomiast w kroku trzecim dowodzi sie, ze funkcja V,(») jest - poza pewnym szczegdl-
nym przypadkiem - funkcja $cisle wypukla; por. réwniez Bierwag (1987). Oznacza to, ze wy-
znaczony z warunku D=*# punkt stacjonarny tej funkcji ze wzgledu na stopg procentows r

jest jednoczeénie jej minimum globalnym. Tym samym, zaréwno dodatnia jak i ujemna zmia-
na dr stopy r powoduje, ze V,(r +dr)>V,(r)=L; a wigc analizowany portfel jest zimmuni-

zowany ze wzgledu na ryzyko nieoczekiwanych zmian rynkowej stopy procentowe;j.
e.n.d.

W cytowanej juz kilkakrotnie pracy Bierwaga (1987) mozna znalez¢ interesujace przykta-
dy obliczeniowe ilustrujace analizowane w tym punkcie podstawowe twierdzenie o

16




immunizacji. Réwniez, m.in. w praca Eltona, Grubera (2003) zawiera przyklad zastosowania
tego twierdzenia. Natomiast w pracy Prismana (1986) rozpatruje si¢ zagadnienie immunizacji,
jako okre§lony problem maksy-minowy. Literatura dotyczaca tej problematyki jest zreszta
dosy¢ obszerna; por. Jakubowski (2003), Kaufman, Bierwag, Toevs (1982), Prisman, Shoves
(1988), Schaefer (1984) i inni.

Mozliwe uogolnienia:

Przedstawiony powyzej dowdd podstawowego twierdzenia o immunizacji mozna uogdl-
ni¢ na przypadek krzywej dochodowosci o dowolnym ksztalcie oraz przy zatozeniu dynamiki
mozliwych zmian tej krzywej przebiegajacej wedhug schematu (22), w ktérym dodatkowo
przyjmuje sie, ze parametr L=1; por. Zaremba (1995, 1998). Kolejne uogdlnienie tego do-
wodu podano w pracy Zaremby, Smolenskiego (2000a), w ktérej zatozono, ze ewolucja
zmian krzywej dochodowoéci z uplywem czasu biezacego moze przebiegaé wediug schema-
tu:

d(1+r, d(l+
w g AW R) gy, (43)
1+r, I+7,

gdzie g, >0- zadane parametry identyfikowane na podstawie danych z przesziosci (uwaga: w
cytowanej pracy nie wprowadzono warunku dodatnioéci parametru g, - co wg autora niniej-

szego opracowania bylo btedem).

Punktem wyjsciowym wspomnianych powyzej uogoélnien podstawowego twierdzenia o
immunizacji jest przyjecie, ze kazde pojedyncze zobowiazania finansowe L o terminie zapa-
dalnoéci %, mozna formalnie traktowaé jako pewna wirtualng obligacje czysto-dyskontowa.
Mozna wigc w tym przypadku mowi¢ parametrach okresowosci D, i wypuktosci ¥, zobo-
wigzania finansowego i stosowaé odnosne wzory i twierdzenia dotyczace tych parametréw.
Na przyklad, dla przypadku ptaskiej krzywej dochodowosci, z zaleznoSci (17) mamy:

D,=h, V, =%h(lz+l). Oczywiscie, podobne podejécie mozna zastosowaé dla przypadku

istnienia strumienia przysziych zobowiazan; wowczas réwnowazna tym zobowiazaniom obli-
gacja wirtualna - bedzie "obligacja wielokuponowe". Podejécie to zastosujemy w dalszej czg-
$ci pracy - w trakcie formutowania czynnikowego modelu zarzadzania portfelem obligacji.

W cytowane]j powyzej pracy Zaremby i Smolenskiego (2000a), dla krzywej dochodowosci
o dowolnym ksztalcie oraz dla schematu (43) wykazano, ze warunkiem koniecznym immuni-
zacji analizowanego portfela obligacji jest, aby: (1) warto§¢ biezaca portfela byla réwna war-
toSci biezacej zobowiazania (tj. P=F,); (2) okresowo$¢ D portfela byla réwna okresowosci
D, zobowiazania (tj. D=D,); oraz (3) wypuklo§¢ ¥ portfela byta wyzsza lub réwna wypu-
klosci ¥, zobowiazania (tj. ¥ 2%, ). Ponadto wykazano, ze warunki (1)-(3) sa jednocze$nie
warunkami koniecznymi i dostatecznymi immunizacji.

Zauwazmy, ze w przypadku prezentowanego na poczatku tego punktu klasycznego twier-
dzenia o immunizacji, rozpatrywanego dla plaskiej krzywej dochodowosci -powyZszy
warunek(3), dotyczacy wypuklosci portfela obligacji - byt spelniony automatycznie. Wynika-
fo to bowiem wprost ze wspomnianego w punkcie 3.1 niniejszej pracy faktu, iz w przypadku
plaskiej krzywej dochodowoéci, sposréd wszystkich obligacji (badz portfeli obligacji) o tej
samej okresowosci D - obligacja czysto-dyskontowa, a wiec w naszym przypadku -
zobowiazanie I - charakteryzuje si¢ minimalna wypuklo$cia; Jakubowski (2003). Niestety,
stwierdzenie to nie jest w ogdlnosci prawdziwe, gdy rozpatrujemy krzywa dochodowosci do-
wolnym ksztalcie, charakteryzujaca si¢ dynamika zmian zachodzacych wedtug schematu (22)
lub jeszcze bardziej ogblnego - schematu (43).
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Zagadnienie optymalizacji:

W praktyce, trudno jest znalezé pojedyncza obligacje spelniajaca warunki konieczne i
dostateczne immunizacji. Dlatego zakladamy, ze inwestor tworzy portfel P obligacji O,
(i=1.,N) o udziatach procentowych w,w,,..,wy i o okresowosciach D,,D,,..., D, . Portfel
ten dobierany jest tak, aby zachodzit warunek konieczny, tj.

N
P=Yxp=F, (44)

i=1
gdzie x, - liczba obligacji O, w portfelu.

Ponadto, w przypadku modelu klasycznego (tj. dla plaskiej krzywej dochodowosci) ze
wzgledu na warunek (40) musi zachodzi¢

N
wD,=h, przyczym 45)

=i
i=l

N
w,=1; w,e[0,1], Vi=l..,N. (46)
il

We wzorze (45) wykorzystaliémy podana poprzednio zalezno$¢ (20) na okresowos$¢ D,

portfela obligacji.

Uktad réwnan (45), (46) ze wzgledu na wektor udziatéw wartosciowych [w,, i=1,..,N] ma
dla N >2 nieskoniczenie wiele rozwigzan, co oznacza istnienie wielu mozliwych zimmunizo-
wanych portfeli obligacji. W praktyce, mozna na przyklad wybra¢ ten portfel, kt6ry charakte-
ryzuje si¢ najwyzsza stopa zwrotu z dokonanej inwestycji. Stopa ta jest pewna funkcja Q
(W, Wy,..., wy ) udzialéw procentowych poszczegolnych waloréw w portfelu.

Formalnie, rozpatrywane zagadnienie optymalizacji portfela obligacji mozna zapisaé na-
stepujaco:
(0] (wl,wz,...,wN)(‘—m> MAX , 47
przy ograniczeniach (45) i (46).

W literaturze przedmiotu, czesto dokonuje sig linearyzacji funkcji celu Q (wy,wy,..., wy )
sprowadzajac w ten sposéb problem (45) — (47) do zagadnienia programowania liniowego;
por. Dahl, Meeraus, Zenios (1993).

W przypadku przedstawionego w tym punkcie skrétowo uogélnionego modelu immuniza-
cyjnego, rozpatrywanego dla schematu (43) dynamiki zmian krzywej dochodowosci o dowol-
nym ksztalcie, w analizowanym zagadnieniu optymalizacyjnym, ograniczenia réwnosciowe
bedace odpowiednikiem ograniczen (45), (46) - nalezy jeszcze uzupelni¢ ograniczeniem nie-
réwnosciowym, dotyczacym wypuklosci analizowanego portfela obligacji; tj.

N
ZWiVIZVL’
i=t

gdzie ¥, - wypukto$¢ obligacji O,, ¥, - parametr wypuktoéci zobowiazania L.
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5. Aktywne zarzadzanie portfelem obligacji -
strategie typu barbell, bullet, ladder.

Rzeczywista stopa zwrotu z inwestycji w obligacje rozpatrywana dla horyzontu czasowe-
go réownego jednemu okresowi odsetkowemu (tzw. period-by-period return), zalezy ogdlnie
rzecz biorac nie tylko od zmiany bezwzglgdnego poziomu stép procentowych spor. Zalezy
ona réowniez od przyszlej zmiany ksztattu obowiazujacej dla danego rynku krzywej dochodo-
wosci, a wiec od tego czy nastapi efekt ,,sptaszczenia” tej krzywej ~ czy tez krzywa ta stanie
si¢ bardziej stroma; w j. angielskim efekty te sa okreslane odpowiednio jako flattening oraz
steepening.

Tak wigc kolejna z omawianych tu metod zarzadzania portfelem obligacji wigze sie z pro-
gnozowaniem przyszlego ksztattu krzywej dochodowoséci, a ujmujac to doktadniej — dokonuje
si¢ w tym przypadku prognozy przysztej rozpigtosci (tj. spreadu) pomiedzy dlugotermino-
wymi stopami procentowymi a stopami krotkoterminowymi. Strategia dostosowywania struk-
tury portfela inwestycyjnego do przewidywanego przysziego ksztattu krzywej dochodowosci,
jest w literaturze amerykanskiej okreslana jako: yield curve strategy; Fabozzi (2000).

Polega to na przeprowadzeniu badan symulacyjnych dotyczacych generowania réznych
scenariuszy przyszlych zmian ksztattu krzywej dochodowosci, a nastgpnie bada si¢ wpltyw
tych zmian na efektywno$¢ inwestycyjna wynikajacg ze stosowania trzech klas portfeli obli-
gacji: portfeli typu barbell (sztanga), portfeli typu bullet (pocisk) oraz portfeli typu ladder
(drabina). Przyktadowe strumienie finansowe, charakteryzujace kazdy z wymienionych typow
portfeli pokazano juz na rysunku 2. Portfel barbell charakteryzuje si¢ maksymalnym ,,rozrzu-
tem” strumieni finansowych w stosunku do portfela bullet, w ktérym strumienie te sa skupio-
ne wokét jednego punktu na osi czasu. Portfel ladder jest portfelem posrednim —strumienie
finansowe tego portfela sg roztozone réwnomiernie wzdhuz osi czasu; od najkrotszych termi-
néw zapadalnoéci — do termindw najdtuzszych .

Portfele powyzszych trzech typéw najtatwiej bytoby skonstruowac dokonujac zakupu do
kazdego z tych portfeli — wylacznie obligacji czysto-dyskontowych o odpowiednich termi-
nach zapadalno$ci. W przypadku braku na analizowanym rynku wszystkich niezbgdnych do
powyzszych celéw obligacji czysto-dyskontowych, w celu uzyskania odpowiedniej aproksy-
macji struktur strumieni finansowych typu barbell, bullet i ladder — mozna postuzy¢ si¢ zaku-
pem obligacji wielokuponowych o odpowiednich warto$ciach nominalnych oraz o
odpowiednich terminach do wykupu (terms to maturity). Oczywiscie, w tym (bardziej real-
nym w praktyce) przypadku, wykresy rozpatrywanych strumieni finansowych dla kazdego z
trzech typéw portfeli beda tylko pewnym przyblizeniem "idealnych" struktur prezentowanych
na rysunku 2.

Interesujace jest nastgpujace zagadnienie. Przyjmijmy, ze dla zatozonej dynamiki zmian
krzywej dochodowosci — niech to bedzie na przyklad dynamika wynikajaca ze wzoru (31) -
skonstruowano portfele o trzech podanych powyzej wiasno$ciach. Przyjmijmy réwniez, ze
portfele te dobrano w taki sposob, ze parametry okresowoéci D tych portfeli sa jednakowe.
Owa okresowo$¢ D reprezentowana jest na rysunku 2 przez potozone w tym samym miejscu
punkty podparcia "dzwigni" tworzonych dla kazdego z trzech analizowanych przypadkow —
przez osie poziome. Na osiach tych umieszczono "cigzary" (po. pionowe stupki) reprezentuja-
ce rozklad w czasie wartosci biezgcych strumieni finansowych rozpatrywanych portfeli typu
barbell, bullet i ladder. Zauwazmy, z¢ w kazdym z trzech analizowanych przypadkéw owe
dzwignie sg w réwnowadze.

Z powyzszego wynika interesujaca interpretacja fizyczna parametru okresowosci D do-
wolnego portfela obligacji, jako érodka masy wspomnianych "cigzaréw" — tj. wartosci
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biezacych strumieni finansowych tego portfela. Oczywiscie podana interpretacja odnosi si¢ w
réwnej mierze do pojedynczej obligacji — a nie tylko do portfela tych walorow.

W analizowanym powyzej przypadku mozna nietrudno udowodnié¢, ze portfel typu barbell
bgdzie portfelem o najwigkszej wypukto$ci, portfel bullet bgdzie charakteryzowal si¢ naj-
mniejszg wypukloscia oraz portfel /adder bedzie portfelem o posredniej wypukloéei; por.
Zaremba (1998).

W dalszych rozwazaniach, zalozymy trzy mozliwe rodzaje przysztych zmian struktury
terminowej stop procentowych: tj. przesunigcia réwnolegle krzywej dochodowosci, ruchy
zwigkszajace stromo$¢ tej krzywej oraz ruchy w kierunku ,,wyplaszczenia” jej przebiegu.
Zauwazmy, ze te dwa ostatnie typy zmian analizowanej krzywej sa niezgodne z zatozonym w
schemacie (5) postulatem, ze rozpatrujemy co prawda krzywa dochodowosci o dowolnym
ksztalcie, jednak mozliwe sa jedynie réwnolegle przesunigcia tej krzywej.

Dla kazdej z postulowanych powyzej zmian struktury terminowej stop procentowych, mo-
zemy nastepnie obliczy¢ rzeczywisty (jednookresowa) stope zwrotu z inwestycji w kazdy z
trzech typow analizowanych portfeli. Badania takie przeprowadzili R.E. Dattatreya i F.J. Fa-
bozzi (1995). Okazalo sig, ze dla stosunkowo znacznego zakresu zmian stop procentowych,
strategia barbell okazala sig¢ najlepsza strategia inwestycyjna w przypadku, gdy oczekujemy
ruchu krzywej dochodowosci w kierunku jej splaszczenia; por. tez Van Horne (1994). Row-
niez, strategia barbell zapewniala najwyzsza rzeczywista stopg zwrotu, w przypadku znacz-
nych przesunigé réwnoleglych krzywej dochodowosci oraz w przypadku znacznych ruchow
w kierunku zwigkszenia stromosci tej krzywej.

Natomiast strategia bullet (tj. o silnie skoncentrowanych strumieniach finansowych) oka-
zywala si¢ by¢ lepsza strategia w przypadkach nieznacznych zmian stép procentowych pro-
wadzacych do przesunig¢ réwnolegltych krzywej dochodowosci oraz prowadzacych do
zwigkszenia jej stromosci ale tylko w ograniczonym zakresie.

Cytowane powyzej badania symulacyjne, jakkolwiek doprowadzity do dosyé uzytecznych
wnioskéw, powinny byé powtérzone przy bardziej ogdlnych zalozeniach co do dynamiki
mozliwych zmian struktury terminowej; tj. przy zalozeniach, przedstawionych za pomoca
wzoréw (22), (43) lub w jakikolwiek inny, bardziej ogblny sposéb; por. Bierwag (1987), Fa-
bozzi, Fong (1994), Litterman, Scheinkman (1991). Przyjecie przez R.E. Dattatreya i F.J. Fa-
bozziego poczatkowego zalozenia, ze mozliwe sg tylko rownolegle przesunigcia analizowanej
krzywej dochodowosci, obliczenie na tej podstawie parametréw okresowosci 1 wypuklosei
rozpatrywanych trzech typéw portfeli, a nastepnie badanie — co si¢ wydarzy, gdy przesunigcia
tej krzywej nie beda jednak rownolegte — wydaje si¢ bowiem by¢ zbyt duza niekonsekwencja.

Ujmujac to dokladniej, zawsze, gdy definiujemy parametry okresowosci i wypuklodci ob-
ligacji (badz portfeli obligacji) — musimy przyjaé pewne zaloZenia co do mozliwej dynamiki
przyszlych zmian struktury terminowe;j stop procentowych. Chodzi w tym przypadku tylko o
to, zeby zaloZenia te nie byly tak silnie ograniczajace, jak miato to miejsce w przypadku
cytowanych badan R.E. Dattatreya i F.J. Fabozziego. Jednak sam kierunek badan tego typu
jest interesujacy 1 moze mie¢ duze znaczenie z punktu widzenia zastosowan praktycznych.

6. Analiza czynnikowa dynamiki zmian struktury terminowej stép procentowych

Jednym z nowszych podej$¢ stosowanych dla celéw analizy dynamiki zmian struktury
terminowej stop procentowych sa tzw. modele czynnikowe, w ktérych wykorzystuje sie ele-
menty znanej powszechnie z dziedziny statystyki matematycznej i analizy danych - teorii ana-
lizy czynnikowej (Factor Analysis); Harman (1967), Koronacki, Cwik (2005).

Modele te sa najbardziej ogélne w tym sensie, ze w stosunku do dynamiki zmian stop pro-
centowych spof r, (t=1,...T) nie wprowadza si¢ zadnych zalozen upraszczajacych, jak to
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