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Andrzej Jakubowski 

CZYNNIKOWY MODEL ZARZĄDZANIA 

PORTFELEM OBLIGACJI DLA RÓŻNYCH 

SPOSOBÓW KONCENTRACJI STRUMIENI 

FINANSOWYCH PORTFELA* 

Streszczenie 

W pracy przedstawiono analizę wpływu sposobu konstrukcji portfela obligacji na efektywność 
aktywnego i semi-aktywnego (immunizacja) zarządzania tym portfelem na analizowanym rynku 
instrumentów dłużnych. Sformułowane zostały trzy sposoby koncentracji strumieni finansowych 
portfela i wiążące się z tym trzy strategie aktywnego zarządzania inwestycjami w obligacje: strategia 
"sztangi" (barbell), strategia "pocisku" (bul/et) oraz strategia "drabiny" (/adder) . W przypadku 
pierwszej strategii - strumienie finansowe portfela są skoncentrowane na najkrótszym i najdłuższym 
terminie analizowanego horyzontu czasowego. Druga strategia charakteryzuje się koncentracją 

wszystkich strumieni finansowych w jednym punkcie na osi czasu. Natomiast trzecia strategia dotyczy 
równomiernego rozłożenia strumieni finansowych rozpatrywanego portfela obligacji. 

Uzyskane w powyższym kontekście wyniki dotyczyły zastosowania metodologii analizy 
czynnikowej dla konstrukcji modelu zarządzania portfelem obligacji uwzględniającego zarówno 
immunizację portfela ze względu na ryzyko nieoczekiwanych zmian stóp procentowych jak i 
maksymalizację stopy zwrotu z portfela (zarządzanie aktywne). Rozważane podejście było 
kontynuacją wcześniejszych badań prowadzonych w tym zakresie w USA (K. Garbade, 1986,1989; R. 
Litterman, J. Scheinkman, 1991) i w Danii (H. Dahl, 1993). W szczególności, dotyczyło to 
merytorycznego uzasadnienia zasadniczych koncepcji oraz formalnego wyprowadzenia 
podstawowych wzorów prezentowanych (bez dowodów) w tych pracach. A także, interpretacji tych 
zależności na gruncie metodologii nowoczesnej analizy stochastycznej . 

Prowadzone rozważania zilustrowano wynikami obliczeń numerycznych, dotyczących 
zastosowania modelu czynnikowego do analizy dynamiki zmian struktury terminowej stóp 
procentowych - na rynku finansowym w Polsce. 

• Niniejsza praca zostanie zgłoszona do publikacji w czasopiśmie naukowym: Materiały i Studia NBP. 





Wprowadzenie 

Przedmiotem prowadzonych rozważań będzie analiza wpływu sposobu konstrukcji portfe­
la obligacji na efektywność aktywnego i semi-aktywnego (immunizacja) zarządzania tym 
portfelem na analizowanym rynku instrumentów dłużnych. Sformułowane zostaną trzy spo­
soby koncentracji strumieni finansowych portfela i wiążące się z tym trzy strategie aktywnego 
zarządzania inwestycjami w obligacje: strategia "sztangi" (barbell), strategia "pocisku" (bul­
/et) oraz strategia "drabiny" (ladder). W przypadku pierwszej strategii - strumienie finansowe 
portfela są skoncentrowane na najkrótszym i najdłuższym terminie analizowanego horyzontu 
czasowego. Druga strategia charakteryzuje się koncentracją wszystkich strumieni finanso­
wych w jednym punkcie na osi czasu. Natomiast trzecia strategia dotyczy równomiernego 
rozłożenia strumieni finansowych rozpatrywanego portfela obligacji. Prezentowane wyniki 
dotyczyć będą zastosowania metodologii analizy czynnikowej dla konstrukcji modelu zarzą­
dzania portfelem obligacji uwzględniającego zarówno immunizację portfela ze względu na 
ryzyko nieoczekiwanych zmian stóp procentowych jak i maksymalizację stopy zwrotu z port­
fela (zarządzanie aktywne). 

Ogólnie rzecz biorąc, pod pojęciem immunizacji portfela obligacji rozumiemy takie za­
projektowanie udziałów wartościowych poszczególnych obligacji (o różnych terminach wy­
kupu) wchodzących w skład analizowanego portfela, aby wartość globalna tego portfela była 
jak najmniej wrażliwa na nieoczekiwane zmiany rynkowych stóp procentowych. Zagadnienie 
to rozpatruje się przy zadanym horyzoncie inwestycyjnym wynikającym z terminu płatności 
przyszłych zobowiązań finansowych. W najprostszych modelach immunizacyjnych zakłada 
się, że w przyszłości występować będzie pojedyncze zobowiązanie . Natomiast w modelach 
bardziej złożonych, podstawowym problemem jest dopasowanie strumienia przyszłych do­
chodów wynikających z faktu posiadania określonego portfela obligacji (płatności odsetkowe 
i wartości nominalne) ze strumieniem przyszłych zobowiązań, rozpatrywanych w dyskretnych 
chwilach czasowych. 

Zadanie immunizacji nie ma na ogół jednoznacznego rozwiązania - istnieje wiele (lub nie­
skończenie wiele) portfeli umożliwiających dopasowanie przyszłych dochodów (assets) do 
przyszłych zobowiązań (liabilities) . Umożliwia to dodatkowo sformułowanie pewnej funkcji 
celu - np. maksymalizacja zysku lub minimalizacja kosztu utworzenia określonego portfela 
obligacji. Problematyka immunizacji sprowadza się w rozpatrywanym przypadku do zagad­
nienia optymalizacji, rozwiązywanego za pomocą jednej z wielu technik programowania ma­
tematycznego. W zagadnieniu tym problem immunizacji portfela formułuje się w postaci 
określonego zbioru ograniczeń. 

Zagadnienie immunizacji portfela obligacji jest pewnym szczególnym (ale ważnym) przy­
padkiem bardziej ogólnej problematyki zarządzania portfelowego obligacjami w warunkach 
ryzyka stóp procentowych. Podstawowe etapy rozwoju teorii immunizacji wyznaczają prace 
Macaulaya (1938) - wprowadzenie pojęcia okresowości (duration) obligacji, Redingtona 
(1952) - pierwsze użycie terminu (i koncepcji) ,,immunizacja" w odniesieniu do zagadnień 
inwestycyjnych, Fishera, Weila (1971) - uogólnienie pojęcia okresowości obligacji, Vasiceka 
(1977) oraz Coxa, Ingersolla, Rossa (1979, 1985) - model stochastyczny dynamiki zmian 
struktury terminowej stóp procentowych, Bierwaga (1987) - koncepcja „okna okresowości" 
(duration window), Brennana, Schwartza (1979, 1983) - dwuwskażnikowe modele dynamiki 
zmian stóp procentowych - oraz prace Garbade'a (1986, 1989), Littermana, Scheinkmana 
(1991) i Dahla (1993) - czynnikowy model dynamiki zmian struktury terminowej stóp pro­
centowych oraz koncepcja czynnikowej okresowości i czynnikowej wypukłości obligacji. 

W niniejszej pracy, omówimy najpierw skrótowo pojęcie struktury tenninowej stóp pro­
centowych oraz zagadnienie wyceny tzw. wartości wewnętrznej obligacji. Następnie przed­
stawimy zagadnienie kwantyfikacji ryzyka stopy procentowej - podając wyprowadzenia 



podstawowych wzorów definiujących parametry okresowości (duration) oraz wypukłości 
(convexity) pojedynczej obligacji oraz portfela obligacji; dokonamy również interpretacji tych 
parametrów. W dalszej kolejności zaprezentujemy tzw. podstawowe twierdzenie o immuniza­
cji oraz przedstawimy możliwości uogólnienia tego twierdzenia na przypadek krzywej do­
chodowości (yield curve) o dowolnym kształcie oraz przy zadanej dynamice przyszłych 
zmian tej krzywej. Zagadnienia te są bardziej szczegółowo przedstawione m. in. w innej pra­
cy autora (por. Jakubowski, 2006b), gdzie podano nowy dowód twierdzenia o immunizacji 
oraz dokonano pewnego podsumowania ogólnej problematyki z zakresu immunizacji portfela 
obligacji ze względu na ryzyko nieoczekiwanych zmian rynkowych stóp procentowych spot 

Natomiast w ostatniej - a zarazem zasadniczej części niniejszej pracy, podamy szczegó­
łowy opis matematyczny analizy czynnikowej dynamiki zmian struktury terminowej stóp 
procentowych, przedstawimy definicje czynnikowej okresowości (factor duration) oraz czyn­
nikowej wypukłości obligacji (factor convexity), po czym zaprezentujemy czynnikowy model 
immunizacji portfela obligacji. Szczególną uwagę zwrócimy w tym przypadku na możliwość 
identyfikacji tzw. czynnika poziomu, czynnika nachylenia oraz czynnika krzywizny krzywej 
dochodowości będącej ilustracją graficzną zmieniającej się losowo, z upływem czasu bieżą­
cego - struktury terminowej stóp procentowych. 

Rozważane w pracy podejście jest kontynuacją wspomnianych powyżej wcześniejszych 
badań prowadzonych w USA (K. Garbade, 1986,1989; R. Litterman, J. Scheinkrnan, 1991) i 
w Danii (H. Dal, 1993). W szczególności, dotyczy to merytorycznego uzasadnienia zasadni­
czych koncepcji oraz formalnego wyprowadzenia podstawowych wzorów prezentowanych 
(bez dowodów) w tych pracach. A także, interpretacji tych zależności na gruncie metodologii 
nowoczesnej analizy stochastycznej. Prezentowane w tym zakresie wyniki są uzupełnieniem i 
rozszerzeniem wyprowadzeń analitycznych prezentowanych przez autora w raporcie badaw­
czym IBS PAN: Jakubowski (2007). 

Prowadzone rozważania zilustrowano wynikami obliczeń numerycznych, dotyczących za­
stosowania modelu czynnikowego do analizy dynamiki zmian struktury terminowej stóp pro­
centowych - na rynku finansowym w Polsce. 

2. Struktura terminowa stóp procentowych - zagadnienie wyceny obligacji 

Zagadnienie immunizacji portfela obligacji wiąże się ściśle z pojęciem struktury termino­
wej stóp procentowych. Struktura ta odzwierciedla funkcyjną zależność wysokości poszcze­
gólnych stóp procentowych od terminów zapadalności zobowiązań, dla których te stopy się 
rozpatruje. W analizowanym przypadku przyjmuje się, że rynkowe stopy procentowe spot r0, 

rozpatrywane dla poszczególnych terminów t = 1,2,3, ... , T , są określone przez rentowności do 
wykupu YTM (yield to maturity) obligacji czysto-dyskontowych. Rentowności te stanowią 
pewien "wzorzec", według którego dokonuje się wyceny wszystkich innych funkcjonujących 
w danym sektorze rynku finansowego obligacji wielokuponowych, jak też i innych instru­
mentów finansowych. Mamy więc 

TS(-r)=[r" (-r), .. . ,r0,(-r), ... ,r,r(-r)], (1) 

gdzie TS- struktura terminowa rozpatrywana jako wektor stóp procentowych spo •t r,,, 
t=l, ... ,T - terminy zapadalności, -r - czas bieżący. 

• Ze względu na brak jednolitego nazewnictwa w j. polskim, w pracy - często odwoływać się będziemy do 
terminów angielskich; np. stopy procentowe "spot" - są niekiedy nazywane "stopami natychmiastowymi" lub 
''stopami kasowymi". 
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Graficznym zobrazowaniem struktury terminowej stóp procentowych spot jest tzw. krzy­
wa dochodowości. Krzywa ta, przedstawiająca zależność rentowności do wykupu YTM = r0, 

obligacji czysto-dyskontowych od terminów wykupu tych obligacji t = 1, ... ,T - może mieć 

różny kształt. Może to być krzywa rosnąca (norma[) malejąca (inverted), w przybliżeniu stała 
(fiat) lub łukowata (hump-shaped). Kształt krzywej dochodowości zależy od szeregu czynni­
ków związanych zarówno z funkcjonowaniem analizowanego rynku finansowego, od bieżącej 
sytuacji gospodarczej danego kraju, jak również od sektora rynku, dla którego krzywa ta jest 
identyfikowana ( rynek obligacji i bonów skarbowych, rynek obligacji komunalnych, korpo­
racyjnych, itp.).Ponadto, kształt tej krzywej zmienia się dynamicznie w czasie - co jest wła­
śnie źródłem ryzyka stóp procentowych. 

Na rysunku 1 przedstawiono przebiegi krzywych dochodowości skarbowych papierów 
dłużnych, ilustrujące stochastyczną dynamikę zmian struktury terminowej stóp procentowych 
spot dla rynku USA na przestrzeni ok. 25 lat; charakterystyki te zdejmowano w odstępach 
comiesięcznych od stycznia 1955 do grudnia 1979. Każdorazowo, rozpatrywano poziom stóp 
procentowych r„ o terminach zapadalności - od 1 roku do 10 lat. Natomiast na rysunku XX 
(punkt 8 pracy) przedstawiono analogiczny wykres ilustrujący zmienność z upływem czasu 
bieżącego krzywych dochodowości na rynku finansowym w Polsce, w okresie marzec 1994 -
grudzień 1996 (dane comiesięczne); w tym przypadku - rozpatrywano stopy r„ dla terminów 
t od 13 tygodni do 5 lat. 

Rys. I. Ilustracja zmienności struktury tenninowej dla rynku w USA; 
okres: I 1955 -XII 1979 (dane co1niesięczne); Źródło: Haugen (1996), s. 436. 

Analizując powyższe wykresy, warto zwrócić uwagę na następujące fakty: 

- Po pierwsze, rozpatrywane krzywe dochodowości na ogół nie są płaskie - dla całego za­
kresu zmienności terminów zapadalności. 
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- Po drugie - można zauważyć ściśle dodatnią korelacje pomiędzy zmiennością krótkoter­
minowych stóp procentowych spot - a zmiennością stóp długoterminowych; a więc wzrost 
stóp krótkoterminowych powoduje (na ogół) wzrost stóp długoterminowych i odwrotnie. 

- Po trzecie - dynamika zmian (a więc wariancja) stóp krótkoterminowych jest znacznie 
większa w porównaniu z przypadkiem stóp długoterminowych. Można tu więc mówić o wy­
stępowaniu pewnego współczynnika "tłumienia" zakresu zmienności stóp ro,, niwelującego 

wahania tych stóp - w miarę, jak przesuwamy się w kierunku stóp długoterminowych. Zjawi­
sko dużej zmienności stóp krótkoterminowych tłumaczymy silnym wpływem na te stopy 
określonych - zmiennych w czasie - decyzji banku centralnego (lub Rady Polityki Pienięż­
nej) co do poziomu stóp reverse-repo. Natomiast tłumienie tej zmienności, jakie występuje w 
odniesieniu do stóp długoterminowych - wyjaśniane jest na gruncie tzw. teorii segmentacji 
rynku. 

- I na koniec, po czwarte - analizowane przebiegi krzywych dochodowości są regularnymi 
przebiegami gładkimi; a więc funkcje aproksymujące te przebiegi nie wykazują żadnych "po­
falowań" czy tez uskoków. Tłumaczone jest to z jednej strony - działalnością na analizowa­
nych rynkach arbitrażystów, spekulujących na wartościach stopy procentowej; a z drugiej 
strony- funkcjonowaniem na danym rynku tzw. teorii oczekiwań (expectations theory). 

Jak wspomniano, krzywa dochodowości stanowi pewien wzorzec stóp procentowych 
spot r0, (t = 1, ... ,T), za pomocą którego można dokonywać wyceny różnych papierów warto­
ściowych. Wyceny tej dokonuje się poprzez dyskontowanie w czasie (do chwili bieżącej) 
przyszłych wpływów pieniężnych związanych z rozpatrywanym instrumentem finansowym. 
W szczególności, każdą obligację o stałym oprocentowaniu, związaną z wypłatami w kolej­
nych latach t = I,2, ... ,(T-I) odsetek C oraz w roku T - odsetek C plus wartość nominalna 
N - możemy rozpatrywać jako sumę obligacji czysto-dyskontowych. A zatem, wartość bie­
żąca takiej obligacji jest równa 

C C C+N 
PV=--+---2 + .. . +---, . 

I+ r01 (I + r02 ) (I + r0,) 
(2) 

Wartość tę nazywa się rówmez często wartością wewnętrzną obligacji 
(intrinsic value). Natomiast sam wzór (2) jest często nazywany wzorem wyceny obligacji. 

W teorii rynków kapitałowych dowodzi się (Elton, Gruber, 2003), że gdy rynek obligacji 
znajduje się w równowadze, strumienie pieniężne pochodzące od różnych obligacji powinny 
być dla tych samych okresów t = 1, ... ,T, dyskontowane według tych samych stóp procento­
wych spot r01 ,r02 , ... ,r0r. Tym samym, można w tym celu stosować „wzorcowe" stopy procen­
towe spot określone na podstawie rentowności do wykupu YTM obligacji czysto­
dyskontowych. Wynika to z zastosowania tzw. prawa jednej ceny (the law of one price) w 
stosunku do rozpatrywanego rynku obligacji. Prawo to oznacza, że w przypadku gdy chwilo­
wa cena bieżąca P analizowanej obligacji jest różna od jej wartości równowagowej PV, to 
na skutek arbitrażu cena ta - po pewnym okresie przejściowym - staje się zbieżna do wartości 
PV. Zakłada się przy tym, że wspomniany okres przejściowy jest na ogół nie dłuższy niż 
czas trwania jednego okresu odsetkowego analizowanej obligacji, co znajduje potwierdzenie 
w badaniach empirycznych z tego zakresu. Oczywiście warunkiem aby zachodziła owa 
zbieżność ceny bieżącej obligacji P do jej wartości równowagowej PV jest odpowiednia 
efektywność rynku kapitałowego (Jakubowski, 1996). 

Określenie struktury terminowej stóp procentowych przez rentowności do wykupu 
r0 1,r02 , ... ,r0r obligacji czysto-dyskontowych ma zasadnicze znaczenie nie tylko ze względu na 
wycenę wartości obligacji. Znając przebieg rozpatrywanej krzywej dochodowości, a także 
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dynamikę zmian tego przebiegu z upływem czasu bieżącego, potrafimy oszacować wpływ 
zmian rynkowych stóp procentowych na wartość rozpatrywanych obligacji, a tym samym na 
stopę zwrotu z dokonywanych inwestycji. 

Stopa zwrotu R z inwestycji w daną obligację (tzw. period-by-period return) wynika 
ogólnie rzecz biorąc z dwóch składowych: dochodów z wypłacanych odsetek C oraz z zy­
sków lub strat związanych ze zmianą bieżącej ceny P obligacji. Z kolei zmiana ceny obliga­
cji wynikać może ze zmiany wartości równowagowej obligacji oraz określonych działań 
spekulacyjnych na rozpatrywanym rynku (tzw. arbitraż cenoi,ry) . Pomijając dla uproszczenia 
owe działania spekulacyjne (jako charakterystyczne dla okresów przejściowych) otrzymamy, 
że cena bieżąca P obligacji jest równa jej wartości równowagowej PV określonej 

wzorem (2). Ze wzoru tego wynika, że zmiana ceny (wartości) bieżącej obligacji może być 
spowodowana oddziaływaniem dwóch czynników: zmianą wartości obligacji wywołaną tylko 
i wyłącznie upływem czasu bieżącego (w miarę upływu kolejnych okresów odsetkowych za­
nikają kolejne człony zależności (2)) oraz - nieoczekiwaną zmianą rynkowych stóp procento­
wych r0,, t = 1, ... ,T . 

Ze wzoru wyceny (2) wynika bezpośrednio, że nieoczekiwany wzrost rynkowych stóp 
procentowych spot r01 t = 1, .. . , T, a więc przesunięcie się krzywej dochodowości w górę - po­

woduje spadek wartości bieżącej PV obligacji. Natomiast spadek tych stóp procentowych, a 
więc ruch krzywej dochodowości w dół, powoduje wzrost wartości bieżącej PV . Istotne są 
również wszelkiego rodzaju niespodziewane zmiany kształtu struktury terminowej stóp pro­
centowych, prowadzące do zmiany nachylenia krzywej dochodowości, pojawiania się różne­
go rodzaju garbów (hump-shaped curve), itp. Mówi się w tym przypadku o tzw. ryzyku 
kształtu analizowanej krzywej (shape risk). 

Na zakończenie tych uwag należy podkreślić, że o ile znajomość i umiejętność analizy 
struktury terminowej stóp procentowych jest niezmiernie istotna w przypadku wszelkiego 
rodzaju inwestycji na rynku finansowym, o tyle na rynku obligacji - jest to sprawa o zasadni­
czym znaczeniu. Wynika to wprost ze wzoru wyceny (2). 

3. Kwantyfikacja ryzyka stopy procentowej -
parametry okresowości i wypukłości obligacji 

Z przeprowadzonych w poprzednim punkcie rozważań wynika, że bieżąca cena rynkowa 
obligacji może podlegać ciągłym oraz nieoczekiwanym fluktuacjom - ze względu na zmiany 
obowiązujących w danym momencie rynkowych stóp procentowych, za pomocą których dys­
kontujemy w czasie do chwili bieżącej wszystkie przyszłe wpływy pieniężne związane z po­
siadaniem obligacji (tj. odsetki oraz nominał). Często trudne do przewidzenia zmiany 
rynkowych stóp procentowych oraz wynikające stąd zmiany ceny obligacji (czy też szerzej -
instrumentów finansowych) są źródłem ryzyka stóp procentowych. Ryzyko to wyraża się tzw. 
nieoczekiwaną stopą zwrotu (unanticipated return); Elton, Gruber (2003). W związku z tym 
istotna jest - z punktu widzenia zarówno inwestora jak i emitenta - wrażliwość (lub też prze­
ciwnie - odporność) wartości rozpatrywanej obligacji na zmiany rynkowych stóp procento­
wych. Parametrami umożliwiającymi pomiar takiej wrażliwości jest właśnie okresowość 
(duration) oraz wypukłość (convexity) obligacji. 

3.1. Klasyczne definicje (Macaulaya) okresowości i wypukłości 

Klasyczne definicje (Macaulaya) okresowości i wypukłości obligacji związane są z przy­
jęciem silnie ograniczającego założenia, że wszystkie rynkowe stopy procentowe spot - jak 
również ich przyrosty - są sobie równe, niezależnie od terminów zapadalności zobowiązań, 

tj. 
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r0 , =r oraz dr0,=dr, Vt=l, .. ,T, (3) 

gdzie dr - przyrost skończony 

Oznacza to, że struktura terminowa stóp procentowych wyrażona krzywą dochodowości obli­
gacji czysto-dyskontowych jest „plaska", przy czym zachodzi to dla dowolnej chwili bieżącej 
r = 1,2,3, ..... Z powyższego założenia wynika bezpośrednio, że jeżeli chodzi o zmiany rynko­
wej stopy procentowej r (w tym przypadku już tylko jednej) - to możliwe są jedynie równo­
legle przesunięcia w górę lub w dól rozpatrywanej krzywej dochodowości o wartość dr. 

Wyprowadzenie wzorów określających parametry okresowości i wypukłości obligacji 
jest następujące. Ze wzoru (2) wyceny obligacji, uwzględniając warunek (3) oraz zakładając, 
że analizowany rynek jest w równowadze (tj . P = PV ), mamy 

T C 
P=P(r) =I; --' -,, 

l=I (]+r) 
(4) 

gdzie C, - przyszłe strumienie finansowe wynikające z faktu nabycia obligacji, tj. C, = C 

(t=l, ... ,T-1) oraz C, =C+N; C - wartość kuponu, N - wartość nominalna. Zauważmy, że 
w analizowanym przypadku, wartość bieżąca P(r) obligacji jest ściśle wypukłą i ściśle ma­

lejącą funkcją rynkowej stopy procentowej r. Jest to również oczywiście funkcja ciągła wraz 
z wszystkimi pochodnymi. 

Z powyższego bezpośrednio wynika, że zmianę dP wartości bieżącej obligacji wywołaną 
nieoczekiwaną, skończona zmianą dr stopy procentowej można z dostatecznie dużą dokład­
nością przybliżyć przez dwa pierwsze człony szeregu Taylora, tj. 

"ćJP I "ćJ'P 2 
dP =P(r + dr)-P(r) =a;:dr + 2a,:,(dr) (5) 

Z (4) i (5) mamy zatem 

[ 
7 

] dr I [ r ]( dr )' dP=- I;tC,(l+rr' -+- Lt(l+t)C,(l+rr' -
•=J I + r 2 ,=, I + r 

(6) 

Dzieląc obie strony zależności (6) przez P=P(r) oraz biorąc pod uwagę, że dr=d(l+r), 

otrzymamy 

dP =-[f _s_lP] d(l+r) +_i_[f t(t+l)C, IP](d(l+r))' 
P ,. , (l+r)' l+r 2 ,. , (l+r)' 1+r 

(7) 

W powyższym wzorze, wyrażenie występujące w pierwszym nawiasie kwadratowym nazy­
wane jest okresowością D obligacji; natomiast wyrażenie w drugim nawiasie kwadratowym 
pomnożone przez 1/2 - nazywane jest wypukłością V obligacji. Mamy zatem 

oraz 

Z (7) - (8) mamy 

dP P = -Dx/1, + Vx(li,)', 

v4c_i_f t(t+l)C, IP 
2 t=I (]+r)' . 

(8) 

gdzie 11 4c d (I+ r) 
' l+r . 

(9) 
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Drogą bezpośredniego różniczkowania funkcji P(r) danej wzorem (4) można łatwo spraw­

dzić, że zachodzi 

D = _ dP ~ 
dr P 

oraz V =.!_d'P~ _ 
2 dr ' P 

(10) 

Tak więc wzory (I O) są często w literaturze przedmiotu traktowane jako alternatywne - w 
stosunku do wzorów (8) - definicje okresowości D i wypukłości V obligacji. 

Parametr okresowości D obligacji jest również często interpretowany następująco. Dla 
małych zmian dr, a dokładniej, dla małych zmian b. , =d(l+r)/(l+r) - z zależności (9) 

mamy 

dP =-D d(l+r) ' a stąd 
P l+r 

(li) 

D=- dP/d(I+r) _ 
P l+r 

(12) 

A zatem, okresowość D obligacji możemy traktować jako współczynnik elastyczności 
(wzięty ze znakiem minus) wartości P(r) obligacji ze względu na względną zmianę wartości 

1 plus stopa procentowa r . Czy też - inaczej to ujmując - parametr okresowości D wyraża 
procentowy spadek wartości P obligacji przy wzroście wartości (1 + r) o 1 %. Należy tylko 

mieć na uwadze, że ocena tego spadku - dokonana za pomocą tylko wartości D jest często 
zbyt "konserwatywna"; bowiem ze wzoru (9) wynika, że ocenę tę należałoby skorygować o 
dodatnia wartość V x (b., ) 2 • Zjawisko to nazywane jest "efektem wypukłości" obligacji. 

W literaturze, spotykany jest jeszcze jeden zestaw wzorów definiujących parametry okre­
sowości D i wypukłości V obligacji. A mianowicie, do rozważań wprowadza się współczyn­
nik wagowy x, , tj . 

x, ~ [c, / (I+r)']/P= [c, / (l+r),Vt,[c, / (I+r)']. (13) 

Współczynnik x, określa więc udział wartości bieżącej strumienia finansowego C, (zdyskon­

towanego na chwilę początkową za pomocą rynkowej stopy procentowej r ) w wartości 
T 

bieżącej P obligacji. Z (13) wynika bezpośrednio, że I:X, = I. ,., 
Podstawiając zależność (13) do definicji (8) otrzymamy 

T I T 

D~ z:X,t oraz V~- z:X,t(t+I) . (14) 
l =I 2 /= I 

Otrzymane wzory (14) są więc również- obok wzorów (8) i (10) - traktowane jako definicje 
parametrów okresowości D i wypukłości V obligacji. 

Z definicji (14) bezpośrednio wynika, że parametr okresowości D Macaulaya ma wymiar 
czasu. Okresowość D jest w tym kontekście często traktowana jako pewien przeciętny 
ważony okres zwrotu z inwestycji w dana obligację; stąd też nazwa tego parametru. 

Parametry okresowości D, i wypukłości V, obligacji czysto-dyskontowej. 

Dla obligacji czysto-dyskontowej (tj . dla odsetek C =O) mamy 

C, =0 dla t=l , ... ,T-1 oraz C, =N . (15) 
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A zatem, ze wzorów (13), (15) otrzymamy, że współczynniki wagowe x, (t=1, .. . ,T) są w 
analizowanym przypadku równe 

x, = O dla t = 1, ... ,T-1 oraz X r = 1. 

Ze wzorów (14), uwzględoiając (16), mamy zatem 

D, =T oraz 
1 

V, =-T(T+1) . 
2 

(16) 

(17) 

Tak więc w przypadku obligacji czysto dyskontowej, parametry okresowości D, i wypukłości 

V, zależą tylko i wyłącznie od terminu wykupu T tej obligacji, przy czym okresowość D, 

jest równa bezpośrednio terminowi T. 

Z ogólnej definicji (14) dowolnej obligacji wynika więc, że spośród wszystkich obligacji 
o tym samym terminie wykupu T - obligacja czysto-dyskontowa ma największą okresowość, 
tj. Dm.,= D, = T. Wynika to bezpośrednio stąd, że okresowość D obligacji wielokuponowych 

jest średnią ważoną terminów t = 1, ... , T, przy czym suma wag x, jest równa jedności. Tak 
więc okresowość D musi być krótsza od najdłuższego z rozpatrywanych terminów, wynoszą­
cego T . 

Ponadto, o ile założenia (3) są spełnione, można wykazać, że z kolei spośród wszystkich 
obligacji (bądź portfeli obligacji) o tej samej okresowości D - obligacja czysto-dyskontowa 

charakteryzuje się najmniejszą wypukłością, tj. Vm,n = V0 =..!_T(T + 1). A zatem, obligacja ta 
2 

ma najmniej korzystne własności z punktu widzenia ryzyka stopy procentowej. Obligacje 
wielokuponowe ściśle dominują bowiem w analizowanym przypadku obligację czysto­
dyskontową w sensie wspomnianego poprzednio "efektu wypukłości" . Wynika to bezpośred­
nio z zależności (9): dla obligacji (lub portfeli obligacji) wielokuponowych, tzw. nieoczeki­
wana stopa zwrotu dP IP wywołana zmiennością dr stopy procentowej jest wyższa w 
porównaniu z przypadkiem obligacji czysto-dyskontowej o tej samej okresowości D, przy 
czym zachodzi to zarówno dla dodatnich jak i ujemnych zmian dr. 

W pracy Zaremby (1995) wykazano prawdziwość powyższego stwierdzenia dla bardziej 
ogólnego przypadku, tj. dla krzywej dochodowości o dowolnym kształcie oraz przy założeniu 
proporcjonalnych zmian czynnika (1 + r") , gdzie ro, - stopa procentowa spot dla terminów 

zapadalności t = 1, .. . ,T. 

Parametry okresowości i wypukJości portfela obligacji. 

Ogólnie rzecz biorąc portfel P obligacji możemy traktować jako kombinację wypukłą 
obligacji O; (i= 1, ... , N), traktowanych jako elementy pewnej przestrzeni liniowej. Mamy 

zatem 

P = f w,0, - portfel obligacji, (18) 
i= I 

gdzie w; - udział procentowy obligacji O; w portfelu P; tj. 

w, E (O, I), V i= 1, ... , N ; oraz (19) 

Zauważmy, że każdy portfel P obligacji można traktować jako pewną sztucznie utworzo­
na ("wirtualną") obligację, o strumieniach finansowych C, będących sumami ważonymi 

strumieni finansowych c; obligacji O, (i= 1, ... ,N). Biorąc pod uwagę ten fakt, droga dosyć 

prostych przekształceń można wykazać (Jakubowski, 2003), że zarówno okresowość D, jak i 
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wypukłość V, portfela P są kombinacjami wypukłymi odpowiednio okresowości D, i wypu­

kłości V, poszczególnych obligacji (i= 1, ... ,N). Mamy zatem 

N 

D, =I;w,D, 
i = I 

oraz 
N 

V, = I;w,D, . 
l=I 

(20) 

Powyższe wzory mają duże znaczenie dla zastosowań praktycznych. A mianowicie, do­
bierając odpowiednio udziały procentowe w, poszczególnych obligacji 0 1 w portfelu P mo­
żemy utworzyć w ten sposób pewną obligację syntetyczną o odpowiednich - wymaganych 
przez nas - parametrach okresowości D, i wypukłości VP. Możemy więc w ten sposób 

kształtować odpowiednią wrażliwość analizowanego portfela obligacji na ryzyko stóp procen­
towych. Co więcej, wzory (20) można łatwo uogólnić na przypadek krzywej dochodowości o 
dowolnym kształcie - o ile tylko dynamika zmian z upływem czasu bieżącego rynkowych 
stóp procentowych spot ,0,, przebiega według pewnego, z góry założonego schematu; por. 
Zaremba (1995). 

Portfele obligacji o maksymalnej wypukłości. 

Z punktu widzenia zastosowań praktycznych, interesującym zagadnieniem jest poszuki­
wanie portfela obligacji o maksymalnej wypukłości, wśród klasy portfeli - o tym samym pa­
rametrze okresowości D . Z przeprowadzonych powyżej rozważań wynika bowiem, że portfel 
taki - przy zachowaniu stosownych założeń co do dynamiki zmian krzywej dochodowości -
będzie zapewniał najwyższą nieoczekiwaną stopę zwrotu (dP I P). 

Otóż nie wnikając bliżej w szczegóły matematyczne można stwierdzić, że im większe 
jest rozproszenie strumieni finansowych c, portfela obligacji wokół punktu na osi czasu wy­
znaczonym przez wartość parametru okresowości D tego portfela, tym większa jest jego wy­
pukłość V. Natomiast portfelem spełniającym ów warunek największego rozproszenia 
rozpatrywanych strumieni finansowych C,, a więc portfelem o maksymalnej wypukłości - jest 
tzw. portfel sztangowy (barbet[). Portfel ten składa się wyłącznie z dwóch obligacji czysto­
dyskontowych o odpowiednio najkrótszym i najdłuższym terminie do wykupu - spośród ter­
minów zapadalności wszystkich obligacji istniejących na danym rynku kapitałowym; por. 
rysunek 2. 

Powyższy fakt, udowodniono dla przypadku krzywej dochodowości o dowolnym kształcie 
oraz dla proporcjonalnych zmian czynnika (I+ r0,) w pracy Zaremby (1998) oraz -
dla osłabionych założeń co do dynamiki zmian krzywej dochodowości - w pracach Zaremby, 
Smoleńskiego (2OOOa, 2OOOb). 

Pozostałe, interesujące z punktu widzenia powyższych analiz rodzaje portfeli to portfel ty­
pu "pocisku" (bul/et) - o maksymalnie skupionych strumieniach finansowych oraz portfel 
typu "drabiny" (ladder) - o strumieniach finansowych równomiernie rozproszonych wzdłuż 
osi czasu. Można wykazać, że portfel typu "pocisku" jest portfelem o minimalnej wypukłości, 

spośród wszystkich portfeli o tym samym parametrze okresowości; natomiast portfel typu 
"drabiny" - stanowi przypadek pośredni; por. Fabozzi, Fong (1994). 

Zagadnienia aktywnego zarządzania portfelami obligacji w zależności od wspomnianych 
powyżej sposobów koncentracji strumieni finansowych portfeli będą szerzej rozpatrywane w 
dalszej części niniejszej pracy. 
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Portfel barbell: 

I~ 

o 

Portfel bullet: 

I I 

O I 

Portfel ladder: 

l T 

I ) 

T 

o 
11111111111. 
1 T 

Rys. 2. Ilustracja rozkładu strumieni finansowych portfeli typu barbe/1, bul/et, ladder. 

3.2. Definicje okresowości i wypukłości obligacji dla krzywej dochodowości o dowolnym 
kształcie i zadanej dynamice zmian 

W przypadku niepłaskiej krzywej dochodowości, a więc dla różnych wartości stóp procen­
towych spot r" (t = 1, ... ,T) zależność (2) określająca bieżąca wartość ?obligacji można zapi­

sać następująco 

(21) 

Tak więc, wartość bieżąca P obligacji jest T - wymiarową ściśle wypukłą i różniczko­
walną funkcją stóp procentowych spot r0,. Wielowymiarowość tej funkcji powoduje zasadni­

cze trudności w zdefiniowaniu skalarnych parametrów okresowości D i wypukłości V 
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obligacji. Dlatego też, w celu rozwiązania powyższego problemu, wprowadza się pewne do­
datkowe założenia upraszczające co do możliwej dynamiki zmian analizowanej krzywej do­
chodowości z upływem czasu bieżącego. Otrzymane w ten sposób definicje parametrów D i 
V są bezpośrednim uogólnieniem klasycznej wersji Macaulaya tych parametrów, rozpatry­
wanych dla płaskiej krzywej dochodowości; a więc dla przypadku, gdy rozpatrujemy jedno­
wymiarową postać funkcji P(r). 

Poniżej, przedstawimy skrótowo dwa sformułowania wspomnianych założeń upraszczają­
cych, umożliwiające zdefiniowanie parametrów okresowości D i wypukłości V obligacji w 
przypadku wielowymiarowej funkcji (21 ). Trzecią możliwa metodą rozwiązania powyższego 
problemu - jest wprowadzenie modelu czynnikowego struktury terminowej stóp procento­
wych spot r0, - co będzie zasadniczym przedmiotem rozważań prowadzonych w dalszej czę­
ści niniejszej pracy. 

Przypadek proporcjonalnych zmian krzywej dochodowości - ze współczynnikiem 
tłumienia 

Założymy, że zmiany kształtu analizowanej krzywej dochodowości z upływem czasu bie­
żącego, przebiegają według następującego schematu (Elton, Gruber, 2003) 

d(l+r0,) -L'-' d(l+r0,) . 

~- I¼' Vt=l, ... ,T, (22) 

gdzie LE (O , I] - dany parametr, identyfikowany na podstawie danych z przeszłości; np. za 
pomocą metody najmniejszych kwadratów. 

Zauważmy, że założenie schematu (23) dynamiki zmian struktury terminowej stóp pro­
centowych jest odzwierciedleniem częstych obserwacji empirycznych; a więc - że zmienność 

z upływem czasu bieżącego stóp krótkoterminowych jest znacznie silniejsza od zmienności 
długoterminowych stóp procentowych spot; por. punkt 2 niniejszej pracy (rys. 1). Założenie 
schematu (22) oznacza więc przyjęcie proporcjonalnych zmian wartości (1 + r0,) - z dokład-

nością do pewnego współczynnika "tłumienia" L'-' , t =I, .. . , T; tzn. dla wartości L =I, zmia­
ny te są ściśle proporcjonalne. 

Warto również podkreślić, że przyjęcie do dalszych rozważań dynamiki zmian (22) krzy­
wej dochodowości oznacza założenie, że współczynniki korelacji pomiędzy stopami procen­
towymi spot r,, (t = l, ... ,T) - SA równe jedności, co tylko w pewnym przybliżeniu jest 
spełnione w rzeczywistości. 

Biorąc pod uwagę wypukłość i różniczkowalność wartości bieżącej P(r) obligacji, jako 
funkcji (21) wektora r = [r.,, ... ,r0rl stóp procentowych spot, zmiany dP tej wartości możemy 
z dużą dokładnością oszacować za pomocą dwóch pierwszych członów rozwinięcia 

funkcjiP(r) w szereg Taylora, tj. 
(23) 

dP=P(r+dr)-P(r)=I,j!_dr. +I.±, cJ'P (dr )'=-f___!S__ dro, +_!_f,t(t+l)C,( dro, )' 
>=I dro, 0' 2 >=I ar., 2 o, >=I (l+r.,)' l+r., 2 ,=I (l+r.,)' !+ro, 

Należy podkreślić, że zew względu na postać funkcji (21), zanikają wszystkie pochodne mie­
szane powyższego rozwinięcia tej funkcji. 
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Dzieląc obie strony powyższej zależności przez P oraz biorąc pod uwagę, że 

dr0, = d (I+ r0,), otrzymamy 

(24) 

A zatem, z (23) i (24) mamy 

dP =-[:t 1J;-1 C, IP] d(l+r01 ) +_!_[f t(t+l)(L'-')'C, /P](d(l+r01)J' (25) 
P ,., (I+ r0,)' I+ r01 2 ,., (I+ r0,)' I+ r0 1 

W powyższym wzorze, wyrażenie występujące w pierwszym nawiasie kwadratowym definiu­
jemy jako okresowość DL obligacji; natomiast wyrażenie w drugim nawiasie prostokątnym, 

pomnożone przez 1/2 - jako wypukłość VL obligacji. Przez indeks "L" oznaczono symbo­

licznie założenie występowania w analizowanych zależnościach współczynnika tłumie­

nia L'-' (t =l, . .. ,T). 

Definiując ponadto współczynnik wagowy 

x, ~ [ C, /(1 + r0,)' ]/P , "I t = l , .. . ,T, mamy zatem 

D ~ :t tL'-' C, IP= :t x I;_, t 
1= 1 (l+ro,Y 1=1 

1 
' 

(26) 

(27) 

Z (25)-(27) otrzymamy następujący wzór na oszacowanie nieoczekiwanej stopy zwrotu 
wywołanej losowymi zmianami stóp procentowych spot r0,, przebiegającymi według schema­

tu (22). 

d . A .d(l+r0,) 
g Zie Ll ,=--- . 

I +r01 

(28) 

Na uwagę zasługuje w tym miejscu pełna analogia pomiędzy powyższym wzorem a wzorem 
(9) - wyprowadzonym dla przypadku płaskiej krzywej dochodowości. 

Ponadto, drogą bezpośredniego różniczkowania funkcji P(r) danej wzorem (21) można 

łatwo sprawdzić, że wzory (26), (27) są równoważne następującym definicjom parametrów 
DL i VL obligacji: 

(29) 

(30) 

Jak można łatwo zauważyć, wyprowadzone powyżej wzory (26)-(27) oraz (23)-(30) określa­
jące parametry okresowości DL oraz wypukłości VL dla krzywej dochodowości o dowolnym 
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kształcie oraz przy założeniu schematu (22) dynamiki zmian tej krzywej, są uogólnieniami 
analogicznych wzorów określających klasyczne definicje Macaulaya tych parametrów. Dla 
wartości L = I oraz r0, = r (t = l, ... ,T) wzory te prowadzą bowiem bezpośrednio do wzorów 
(8)-(9), (13)-(14) i (15)-(16) wyprowadzonych dla przypadku płaskiej krzywej dochodowości. 

Na zakończenie rozważań dotyczących powyższego przypadku należy podkreślić, że jak­
kolwiek celowość wprowadzenia upraszczającego schematu (22) zmian stóp procentowych 
spot r„ została zasugerowana w cytowanej już pracy Eltona, Grubera (2003)- brak jest w tej 
pracy przedstawionych powyżej szczegółowych wyprowadzeń analitycznych. 

Model Fishera, Weila (1971) analizy ryzyka zmienności struktury terminowej 
stóp procentowych 

Stosując podejście Fishera-Weila zakładamy podobnie jak poprzednio, że krzywa docho­
dowości, będąca reprezentacją graficzną struktury terminowej TS stóp procentowych - może 
mieć dowolny kształt. Natomiast ograniczającym (I to w znacznym stopniu) założeniem jest 
przyjęcie, że możliwe są wyłącznie równoległe przesunięcia tej krzywej, tj . 

'i cf. •.• cf. r, cf. . •• cf. rr oraz dr, =dr, V t =I, ... , T, (31) 

gdzie przez 1; oznaczono (dla uproszczenia zapisu) stopy procentowe spot r0,. 

Dla analizowanego rynku zakładamy również, że obowiązuje ciągła kapitalizacja odsetek; 
por. Jakubowski (2003), Weron A., Weron R. (1998). Wzór (21) określający wartość bieżącą 
obligacji przybiera wówczas postać : 

T 

p =P(r,1> ... ,ro,,· .. ,r,r) = Le, e_,,, . 
t=I 

(32) 

Porównując wzory (21) i (32) można łatwo zauważyć, że w rozpatrywanym przypadku, tzw. 
czynnik dyskontujący (I+ r)-' został - dla ciągłej kapitalizacji odsetek - zastąpiony czynni­

kiem dyskontującym exp (- r, t) . 

Dokonując oszacowania przyrostu dP funkcji (32) za pomocą dwóch pierwszych członów 
szeregu Taylora, mamy 

T dP I r d2 p T ( ) I T ( ) 
dP=P(r+dr)-P(r)= I-dr, +-I-, (dr,)'=- I tC,e_,,, dr,+- L 12c,e -'•1 (dr,)' . (33) 

t=I ar, 2 f:I ar, (:I 2 t=I 

Dzieląc obie strony powyższego wzoru przez P oraz biorąc pod uwagę założenie (31 ), tj. 
dr, =dr (t=l, ... ,T) otrzymamy 

dP = -('I,tC, e _,,, I PJdr + _!_ (i12C, e _,,, I PJ (dr)'. 
p ,., 2 ,., 

(34) 

Wyrażenie w nawiasie okrągłym pierwszego członu powyższej zależności definiujemy jako 
okresowość Fishera-Weila DFW obligacji; natomiast wyrażenie w nawiasie okrągłym drugiego 
członu pomnożone przez 1/2 - określa wypukłość VFW. Definiując dodatkowo współczynnik 
wagowy 

'ltt=l, ... ,T, mamy zatem 
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T T 

DFwiI;tc,e-"'IP=I;x,t , (35) 
t = I f,;=J 

V A J ~ 'C _,, IP J ~ 2 
Fw ::;:; - L...J t , e ' = - L..Jx, t . 

2 tal 2 tal 

(36) 

Ponadto, z (34), (35) i (36) mamy następujący wzór na oszacowanie nieoczekiwanej stopy 
zwrotu z obligacji, wywołanej losowym, równoległym przesunięciem krzywej dochodowości 

(37) 

Poprzez bezpośrednie różniczkowanie funkcji (32) można łatwo sprawdzić, że wyprowadzone 
powyżej zależności (35) i (36) są równoważne następującym definicjom parametrów 
DFW i VFW : 

T i)p I 
DFW =- L-=;--p, 

t=I U~ 

1 r o' P 1 
Vl =- I:-, - . 

2 /aj or., P 

(38) 

(39) 

Wyprowadzone powyżej wzory (35)-(36) oraz (38)-(39) na okresowość DFW i wypukłość 
VFw obligacji są bezpośrednimi uogólnieniami analogicznych wzorów wyprowadzonych dla 
przypadku płaskiej krzywej dochodowości (tj . dla r0, = r, t = l, ... ,T) oraz przy założeniu cią­
głej kapitalizacji odsetek; por. Jakubowski (2003). 

Nietrudno jest zauważyć, że przedstawiony powyżej model Fishera-Weila kwantyfikacji 
ryzyka zmienności stóp procentowych za pomocą parametrów okresowości DFw i wypukłości 
VFw obligacji został sformułowany przy znacznie bardziej ograniczających założeniach (31)­
w porównaniu z rozpatrywanym poprzednio schematem (22) dynamiki zmian krzywej docho­
dowości. Tak więc zdaniem autora - model ten ma w chwili obecnej znaczenie wyłącznie 
"historyczne". Jest on rozpatrywany w niniejszej pracy tylko z tego powodu, że analizowane 
w dalszej części parametry tzw. czynnikowej okresowości D1 i czynnikowej wypukłości V1 

obligacji - są określonymi uogólnieniami zdefiniowanych powyżej parametrów DFw i VFw. 

4. Podstawowe twierdzenie o immunizacji, możliwe uogólnienia oraz 
optymalizacja portfela. 

Powrócimy teraz do klasycznych definicji Macaulaya parametrów okresowości i wypu­
kłości obligacji oraz zaprezentujemy tzw. podstawowe twierdzenie o immunizacji portfela ze 
względu na pojedyncze zobowiązanie finansowe. Podamy również interpretacje tego twier­
dzenia oraz przedstawimy zarys dowodu. Szczegółowy dowód, wyprowadzony przez autora 
niezależnie od innych dowodów z tego zakresu - można znaleźć w pracy Jakubowski (2003); 
por. również Bierwag (1987). W dalszej kolejności, przedstawimy zagadnienie optymalnego 
wyboru zimmunizowanego portfela obligacji. 

W prowadzonych rozważaniach dla uproszczenia założymy, że struktura terminowa stóp 
procentowych spot jest płaska, tj. 

oraz dr0, = dr; 

gdzie dr - przyrost skończony. 

'v't=l, ... T, 
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Twierdzenie 1 (Podstawowe twierdzenie o immunizacji): 

(i) Załóżmy, że zadany jest horyzont inwestycyjny h, przy czym w chwili -r = h inwestor 
musi spłacić zobowiązanie finansowe (liability) L. W celu wypełnienia tego zobowiąza­
nia oraz osiągnięcia ewentualnie dodatkowych zysków (e.xcess return) inwestor kupuje 
na rynku w chwili -r = O portfel obligacji o określonej strukturze strumieni finansowych. 

(ii) Ponadto, załóżmy, że wartość bieżąca zobowiązania finansowego L w chwili początko­
wej -r =O, wynikająca ze zdyskontowania zobowiązania L na chwilę bieżącą według 
obowiązującej w chwili -r = O rynkowej stopy procentowej r - jest zadana i równa war­
tości początkowej P = P, analizowanego portfela obligacji. 

(iii) Należy tak dobrać strumienie finansowe analizowanego portfela obligacji, aby przyszła 
wartość tego portfela w chwili -r = h była równa co najmniej wartości L przyszłego zo­
bowiązania finansowego. Co więcej ma to nastąpić niezależnie od nieoczekiwanych 
zmian dr rynkowej stopy procentowej r, jaka może wystąpić bezpośrednio po zakupie 
rozpatrywanego portfela. 

Portfelem spełniającym postulaty (i) - (iii) - dla niezbyt dużej zmiany dr stopy procen­
towej - jest każdy portfel obligacji, którego parametr okresowości (Macaulaya) D jest równy 
horyzontowi inwestycyjnemu h; tj . 

D=h. (40) 

Zarys dowodu: 

Najpierw, dokonamy następującej interpretacji założeń rozpatrywanego twierdzenia. 
Przyjmijmy, że mamy do dyspozycji obligację (lub portfel obligacji) o strumieniach finanso­
wych C„ t = l, ... ,h, ... ,T. Przyjmijmy również, że w chwili h mamy spłacić zobowiązanie fi­
nansowe L. Celem naszym jest taki dobór parametrów obligacji (lub portfela obligacji) aby 
po upływie okresu h wartość wypadkowa inwestycji w daną obligację była równa L nieza­
leżnie od losowych zmian rynkowej stopy procentowej r . 

Wprowadzimy oznaczenia: -r= 0,1,2,3, ... - czas bieżący; 

Vh(r) - wartość inwestycji w obligację w chwili -r = h, jako funkcja rynkowej stopy 
procentowej r ; 

P= f __!;__ - wartość bieżąca obligacji dla chwili -r =O; 
t = I (I+ r) I 

PL = __ L_, - wartość bieżąca zobowiązania finansowego L dla -r =O. 
(I+ r)' 

Wartość inwestycji w obligację brana pod uwagę w przyszłej chwili -r = h jest 
następująca: 

„ T-h C 
v.cr)= z=c,o+r)''-, +Z:~-

,., ,., (I+ r) 
(41) 

Jak więc można zauważyć, wartość ta składa się z dwóch członów, przy czym człony te zale­
żą w sposób przeciwstawny od ryzyka stopy procentowej r . Ze spadkiem stopy procentowej 
r spadają bowiem wpływy z reinwestycji (na chwilę -r = h) odsetek C, od obligacji. Mówimy 
w tym przypadku o tzw. ryzyku reinwestowania. Jednocześnie, ze spadkiem stopy procento­
wej r wzrasta wartość rynkowa obligacji rozpatrywanej (w chwili -r = h) dla horyzontu 
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czasowego T - h . Wynika to bezpośrednio z drugiego członu wzoru ( 41 ). Odwrotna sytuacja 
występuje przy założeniu wzrostu stopy r ; wzrasta bowiem wówczas pierwszy człon wzoru 
(41) wynikający z reinwestycji odsetek według wyższej stopy procentowej. Maleje natomiast 
człon drugi, bowiem przy wzroście stopy procentowej maleje wartość rynkowa analizowanej 
obligacji, rozpatrywana w chwili r = h; mówimy w tym przypadku o tzw. ryzyku okresu po­
siadania lub o ryzyku cenowym (holding period risk). 

Podstawowym pytaniem, jakie można w analizowanym przypadku sformułować jest na­
stępujące pytanie: dla jakiego okresu h wskazane powyżej przeciwstawne zmiany dwóch 
członów wyrażenia (41) spowodowane losowymi zmianami stopy procentowej r - całkowicie 
się znoszą tak, że wartość inwestycji Vh(r) pozostaje niezmienna. Innymi słowy, pytaniem 
jest - dla jakiego horyzontu inwestycyjnego h ryzyko reinwestowania jest całkowicie kom­
pensowane przez ryzyko cenowe rozpatrywanej obligacji. Odpowiedzią na to pytanie jest 
właśnie podstawowe twierdzenie o immunizacji. A mianowicie, dla horyzontu czasowego h 
równego okresowości D analizowanej obligacji (bądź portfela obligacji) oba wspomniane 
powyżej rodzaje ryzyka stopy procentowej całkowicie się kompensują; przynajmniej dla nie­
dużych zmian dr stopy procentowej r . Tak więc dla zadanego horyzontu inwestycyjnego h 

wystarczy dostosować do tego horyzontu okresowość D rozpatrywanej obligacji (aby zacho­
dziło h = D) i wówczas wartość inwestycji v;, (r) jest niezależna od ryzyka stopy procento­
wej. 

Formalny dowód rozpatrywanego twierdzenia przebiega w trzech krokach (Jakubowski, 
2003): W kroku pierwszym wykazuje się, że warunek (ii) mówiący o tym, że wartość bieżąca 
P (dla r =O) analizowanego portfela obligacji powinna być równa wartości bieżącej Pl zo­

bowiązania (tj. P =Pl) - jest warunkiem koniecznym immunizacji. Jest todosyć oczywiste, 

bowiem z warunku P = Pl bezpośrednio wynika, że dla chwili r = h - przy nie zmienionej 

stopie procentowej r - zachodzi v;, (r) = L, gdzie L -wartość przyszłego zobowiązania. Tak 
więc o ile rozpatrywany portfel ma być zimmunizowany ze względu na dowolne, niewielkie 
zmiany dr stopy procentowej r , no to przede wszystkim -powyższa równość powinna być 
spełniona. 

W drugim kroku dowodu, przyrost dV,,(r)=V,,(r+dr)-V,(r) przybliża się różniczką zu­

pełną funkcji V,. Zadając następnie, aby pochodna funkcji V,, (r) ze względu na r była równa 
zeru - z otrzymanego warunku stacjonamości, po dosyć złożonych przekształceniach - otrzy­
muje się warunek: 

f __!S_;_IP=h 
/•I (I+ r)' ' 

a tym samym D = h , (42) 

co wynika bezpośrednio z definicji (8) okresowości D obligacji. 

Natomiast w kroku trzecim dowodzi się, że funkcja V,(r) jest - poza pewnym szczegól­
nym przypadkiem - funkcją ściśle wypukłą; por. również Bierwag (1987). Oznacza to, że wy­
znaczony z warunku D = h punkt stacjonarny tej funkcji ze względu na stopę procentową r 

jest jednocześnie jej minimum globalnym. Tym samym, zarówno dodatnia jak i ujemna zmia­
na dr stopy r powoduje, że V, (r +dr):?'. V, (r) = L; a więc analizowany portfel jest zimmuni­

zowany ze względu na ryzyko nieoczekiwanych zmian rynkowej stopy procentowej. 

c.n.d. 

W cytowanej już kilkakrotnie pracy Bierwaga (1987) można znaleźć interesujące przykła­
dy obliczeniowe ilustrujące analizowane w tym punkcie podstawowe twierdzenie o 
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immunizacji. Również, m.in. w praca Eltona, Grubera (2003) zawiera przykład zastosowania 
tego twierdzenia. Natomiast w pracy Prismana (1986) rozpatruje się zagadnienie immunizacji, 
jako określony problem maksy-minowy. Literatura dotycząca tej problematyki jest zresztą 
dosyć obszerna; por. Jakubowski (2003), Kaufman, Bierwag, Toevs (1982), Prisman, Shoves 
(1988), Schaefer (1984) i inni. 

Możliwe uogólnienia: 

Przedstawiony powyżej dowód podstawowego twierdzenia o immunizacji można uogól­
nić na przypadek krzywej dochodowości o dowolnym kształcie oraz przy założeniu dynamiki 
możliwych zmian tej krzywej przebiegającej według schematu (22), w którym dodatkowo 
przyjmuje się, że parametr L=l; por. Zaremba (1995, 1998). Kolejne uogólnienie tego do­
wodu podano w pracy Zaremby, Smoleńskiego (2000a), w której założono, że ewolucja 
zmian krzywej dochodowości z upływem czasu bieżącego może przebiegać według schema­
tu: 

Vt = l, ... ,T, (43) 

gdzie g, >O-zadane parametry identyfikowane na podstawie danych z przeszłości (uwaga: w 
cytowanej pracy nie wprowadzono warunku dodatniości parametru g, - co wg autora niniej­

szego opracowania było błędem). 

Punktem wyjściowym wspomnianych powyżej uogólnień podstawowego twierdzenia o 
immunizacji jest przyjęcie, że każde pojedyncze zobowiązania finansowe L o terminie zapa­
dalności h, można formalnie traktować jako pewną wirtualną obligację czysto-dyskontową. 
Można więc w tym przypadku mówić parametrach okresowości DL i wypukłości VL zobo­
wiązania finansowego i stosować odnośne wzory i twierdzenia dotyczące tych parametrów. 
Na przykład, dla przypadku płaskiej krzywej dochodowości, z zależności (17) mamy: 

DL=h, VL=.!.h(h+I). Oczywiście, podobne podejście można zastosować dla przypadku 
2 

istnienia strumienia przyszłych zobowiązań; wówczas równoważna tym zobowiązaniom obli­
gacja wirtualna - będzie "obligacją wielokuponowe". Podejście to zastosujemy w dalszej czę­
ści pracy - w trakcie formułowania czynnikowego modelu zarządzania portfelem obligacji. 

W cytowanej powyżej pracy Zaremby i Smoleńskiego (2000a), dla krzywej dochodowości 
o dowolnym kształcie oraz dla schematu (43) wykazano, że warunkiem koniecznym immuni­
zacji analizowanego portfela obligacji jest, aby: (1) wartość bieżąca portfela była równa war­
tości bieżącej zobowiązania (tj. P =PL); (2) okresowość D portfela była równa okresowości 
DL zobowiązania (tj. D = DJ; oraz (3) wypukłość V portfela była wyższa lub równa wypu­
kłości VL zobowiązania (tj. V;;;: VL ). Ponadto wykazano, że warunki (1)-(3) są jednocześnie 
warunkami koniecznymi i dostatecznymi immunizacji. 

Zauważmy, że w przypadku prezentowanego na początku tego punktu klasycznego twier­
dzenia o immunizacji, rozpatrywanego dla płaskiej krzywej dochodowości -powyższy 

warunek(3), dotyczący wypukłości portfela obligacji - był spełniony automatycznie. Wynika­
ło to bowiem wprost ze wspomnianego w punkcie 3.1 niniejszej pracy faktu, iż w przypadku 
płaskiej krzywej dochodowości, spośród wszystkich obligacji (bądź portfeli obligacji) o tej 
samej okresowości D - obligacja czysto-dyskontowa, a więc w naszym przypadku -
zobowiązanie L - charakteryzuje się minimalna wypukłością; Jakubowski (2003). Niestety, 
stwierdzenie to nie jest w ogólności prawdziwe, gdy rozpatrujemy krzywą dochodowości do­
wolnym kształcie, charakteryzująca się dynamiką zmian zachodzących według schematu (22) 
lub jeszcze bardziej ogólnego - schematu (43). 
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Zagadnienie optymalizacji: 

W praktyce, trudno jest znaleźć pojedynczą obligację_ spełniającą warunki konieczne i 
dostateczne immunizacji. Dlatego zakładamy, źe inwestor tworzy portfel P obligacji O; 

(i= l , .. ,N) o udziałach procentowych w,, w2, ••• , wN i o okresowościach D1,D2 , • •• ,DN . Portfel 
ten dobierany jest tak, aby zachodził warunek konieczny, tj. 

N 

P= 2>,P, =Pl, (44) 
i=I 

gdzie x; - liczba obligacji O; w portfelu. 

Ponadto, w przypadku modelu klasycznego (tj . dla płaskiej krzywej dochodowości) ze 
względu na warunek ( 40) musi zachodzić 

N 

L w;D; = h , przy czym 
i=l 

N 

'°'w. =I· L, , , 
i=l 

w, E[O,I], Vi=l, ... ,N. 

(45) 

(46) 

We wzorze (45) wykorzystaliśmy podaną poprzednio zależność (20) na okresowość DP 

portfela obligacji. 

Układ równań (45), (46) ze względu na wektor udziałów wartościowych [w„ i=l, ... ,N] ma 
dla N> 2 nieskończenie wiele rozwiązań, co oznacza istnienie wielu możliwych zimmunizo­
wanych portfeli obligacji. W praktyce, można na przykład wybrać ten portfel, który charakte­
ryzuje się_ najwyższą stopą zwrotu z dokonanej inwestycji. Stopa ta jest pewną funkcją Q 
( w1, w2 , ... , wN) udziałów procentowych poszczególnych walorów w portfelu. 

Formalnie, rozpatrywane zagadnienie optymalizacji portfela obligacji można zapisać na­
stępująco: 

(47) 

przy ograniczeniach (45) i (46). 

W literaturze przedmiotu, często dokonuje się_ linearyzacji funkcji celu Q ( w1, w2, ... , wN) 

sprowadzając w ten sposób problem (45) - (47) do zagadnienia programowania liniowego; 
por. Dahl, Meeraus, Zenios (1993). 

W przypadku przedstawionego w tym punkcie skrótowo uogólnionego modelu immuniza­
cyjnego, rozpatrywanego dla schematu (43) dynamiki zmian krzywej dochodowości o dowol­
nym kształcie, w analizowanym zagadnieniu optymalizacyjnym, ograniczenia równościowe 
będące odpowiednikiem ograniczeń (45), (46) - należy jeszcze uzupełnić ograniczeniem nie­
równościowym, dotyczącym wypukłości analizowanego portfela obligacji; tj . 

N 

I;w,V,~VL, 
1=1 

gdzie V, - wypukłość obligacji O,, Vl - parametr wypukłości zobowiązania L . 
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5. Aktywne zarządzanie portfelem obligacji -
strategie typu barbell, bullet, ladder. 

Rzeczywista stopa zwrotu z inwestycji w obligacje rozpatrywana dla horyzontu czasowe­
go równego jednemu okresowi odsetkowemu (tzw. period-by-period return), zależy ogólnie 
rzecz biorąc nie tylko od zmiany bezwzględnego poziomu stóp procentowych spot. Zależy 
ona również od przyszłej zmiany kształtu obowiązującej dla danego rynku krzywej dochodo­
wości, a więc od tego czy nastąpi efekt „spłaszczenia" tej krzywej - czy też krzywa ta stanie 
się bardziej stroma; w j . angielskim efekty te są określane odpowiednio jako jlattening oraz 
steepening. 

Tak więc kolejna z omawianych tu metod zarządzania portfelem obligacji wiąże się z pro­
gnozowaniem przyszłego kształtu krzywej dochodowości, a ujmując to dokładniej - dokonuje 
się w tym przypadku prognozy przyszłej rozpiętości (tj. spreadu) pomiędzy długotermino­
wymi stopami procentowymi a stopami krótkoterminowymi. Strategia dostosowywania struk­
tury portfela inwestycyjnego do przewidywanego przyszłego kształtu krzywej dochodowości , 

jest w literaturze amerykańskiej określana jako: yield curve strategy; Fabozzi (2000). 
Polega to na przeprowadzeniu badań symulacyjnych dotyczących generowania różnych 

scenariuszy przyszłych zmian kształtu krzywej dochodowości, a następnie bada się wpływ 
tych zmian na efektywność inwestycyjną wynikającą ze stosowania trzech klas portfeli obli­
gacji: portfeli typu barbell (sztanga), portfeli typu bullet (pocisk) oraz portfeli typu ladder 
(drabina). Przykładowe strumienie finansowe, charakteryzujące każdy z wymienionych typów 
portfeli pokazano już na rysunku 2. Portfel barbell charakteryzuje się maksymalnym „rozrzu­
tem" strumieni finansowych w stosunku do portfela bul/et, w którym strumienie te są skupio­
ne wokół jednego punktu na osi czasu. Portfel ladder jest portfelem pośrednim -strumienie 
finansowe tego portfela są rozłożone równomiernie wzdłuż osi czasu; od najkrótszych termi­
nów zapadalności - do terminów najdłuższych . 

Portfele powyższych trzech typów najłatwiej byłoby skonstruować dokonując zakupu do 
każdego z tych portfeli - wyłącznie obligacji czysto-dyskontowych o odpowiednich termi­
nach zapadalności. W przypadku braku na analizowanym rynku wszystkich niezbędnych do 
powyższych celów obligacji czysto-dyskontowych, w celu uzyskania odpowiedniej aproksy­
macji struktur strumieni finansowych typu barbell, bul/et i ladder - można posłużyć się zaku­
pem obligacji wielokuponowych o odpowiednich wartościach nominalnych oraz o 
odpowiednich terminach do wykupu (terms to maturity). Oczywiście, w tym (bardziej real­
nym w praktyce) przypadku, wykresy rozpatrywanych strumieni finansowych dla każdego z 
trzech typów portfeli będą tylko pewnym przybliżeniem "idealnych" struktur prezentowanych 
na rysunku 2. 

Interesujące jest następujące zagadnienie. Przyjmijmy, że dla założonej dynamiki zmian 
krzywej dochodowości - niech to będzie na przykład dynamika wynikająca ze wzoru (31) -
skonstruowano portfele o trzech podanych powyżej własnościach. Przyjmijmy również, że 
portfele te dobrano w taki sposób, że parametry okresowości D tych portfeli są jednakowe. 
Owa okresowość D reprezentowana jest na rysunku 2 przez położone w tym samym miejscu 
punkty podparcia "dźwigni" tworzonych dla każdego z trzech analizowanych przypadków -
przez osie poziome. Na osiach tych umieszczono "ciężary" (po. pionowe słupki) reprezentują­
ce rozkład w czasie wartości bieżących strumieni finansowych rozpatrywanych portfeli typu 
barbell, bul/et i ladder. Zauważmy, że w każdym z trzech analizowanych przypadków owe 
dźwignie są w równowadze. 

Z powyższego wynika interesująca interpretacja fizyczna parametru okresowości D do­
wolnego portfela obligacji, jako środka masy wspomnianych "ciężarów" - tj. wartości 
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bieżących strumieni finansowych tego portfela. Oczywiście podana interpretacja odnosi się w 
równej mierze do pojedynczej obligacji - a nie tylko do portfela tych walorów. 

W analizowanym powyżej przypadku można nietrudno udowodnić, że portfel typu barbell 
będzie portfelem o największej wypukłości, portfel bul/et będzie charakteryzował się naj­
mniejszą wypukłością oraz portfel ladder będzie portfelem o pośredniej wypukłości; por. 
Zaremba (1998). 

W dalszych rozważaniach, założymy trzy możliwe rodzaje przyszłych zmian struktury 
terminowej stóp procentowych: tj. przesunięcia równoległe krzywej dochodowości, ruchy 
zwiększające stromość tej krzywej oraz ruchy w kierunku „wypłaszczenia" jej przebiegu. 
Zauważmy, że te dwa ostatnie typy zmian analizowanej krzywej są niezgodne z założonym w 
schemacie (5) postulatem, że rozpatrujemy co prawda krzywą dochodowości o dowolnym 
kształcie,jednak możliwe sąjedynie równolegle przesunięcia tej krzywej. 

Dla każdej z postulowanych powyżej zmian struktury terminowej stóp procentowych, mo­
żemy następnie obliczyć rzeczywistą Gednookresową) stopę zwrotu z inwestycji w każdy z 
trzech typów analizowanych portfeli. Badania takie przeprowadzili R.E. Dattatreya i F.J. Fa­
bozzi (1995). Okazało się, że dla stosunkowo znacznego zakresu zmian stóp procentowych, 
strategia barbell okazała się najlepszą strategią inwestycyjną w przypadku, gdy oczekujemy 
ruchu krzywej dochodowości w kierunku jej spłaszczenia; por. też Van Home (1994). Rów­
nież, strategia barbell zapewniała najwyższą rzeczywistą stopę zwrotu, w przypadku znacz­
nych przesunięć równoległych krzywej dochodowości oraz w przypadku znacznych ruchów 
w kierunku zwiększenia stromości tej krzywej. 

Natomiast strategia bul/et (tj. o silnie skoncentrowanych strumieniach finansowych) oka­
zywała się być lepszą strategią w przypadkach nieznacznych zmian stóp procentowych pro­
wadzących do przesunięć równoległych krzywej dochodowości oraz prowadzących do 
zwiększenia jej stromości ale tylko w ograniczonym zakresie. 

Cytowane powyżej badania symulacyjne, jakkolwiek doprowadziły do dosyć użytecznych 
wniosków, powinny być powtórzone przy bardziej ogólnych założeniach co do dynamiki 
możliwych zmian struktury terminowej; tj. przy założeniach, przedstawionych za pomocą 
wzorów (22), (43) lub w jakikolwiek inny, bardziej ogólny sposób; por. Bierwag (1987), Fa­
bozzi, Fong (1994), Litterman, Scheinkrnan (1991). Przyjęcie przez R.E. Dattatreya i F.J. Fa­
bozziego początkowego założenia, że możliwe są tylko równoległe przesunięcia analizowanej 
krzywej dochodowości, obliczenie na tej podstawie parametrów okresowości i wypukłości 
rozpatrywanych trzech typów portfeli, a następnie badanie - co się wydarzy, gdy przesunięcia 
tej krzywej nie będą jednak równoległe - wydaje się bowiem być zbyt dużą niekonsekwencją. 

Ujmując to dokładniej, zawsze, gdy definiujemy parametry okresowości i wypukłości ob­
ligacji (bądź portfeli obligacji) - musimy przyjąć pewne założenia co do możliwej dynamiki 
przyszłych zmian struktury terminowej stóp procentowych. Chodzi w tym przypadku tylko o 
to, żeby założenia te nie były tak silnie ograniczające, jak miało to miejsce w przypadku 
cytowanych badań R.E. Dattatreya i F.J. Fabozziego. Jednak sam kierunek badań tego typu 
jest interesujący i może mieć duże znaczenie z punktu widzenia zastosowań praktycznych. 

6. Analiza czynnikowa dynamiki zmian struktury terminowej stóp procentowych 

Jednym z nowszych podejść stosowanych dla celów analizy dynamiki zmian struktury 
terminowej stóp procentowych są tzw. modele czynnikowe, w których wykorzystuje się ele­
menty znanej powszechnie z dziedziny statystyki matematycznej i analizy danych - teorii ana­
lizy czynnikowej (Factor Analysis); Harman (1967), Koronacki, Ćwik (2005). 

Modele te są najbardziej ogólne w tym sensie, że w stosunku do dynamiki zmian stóp pro­
centowych spot r0, (t = l, .. . T) nie wprowadza się żadnych założeń upraszczających, jak to 
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było w przypadku omówionych poprzednio podejść klasycznych. W zamian za to stawia się 
hipotezę, że zmiany stóp procentowych r01 dla kolejnych chwil -r = 1,2,3, ... , są generowane 
przez kombinacje liniową pewnej zadanej liczby nieskorelowanych czynników wspólnych 
(common factors) oraz czynników swoistych (unique factors), traktowanych jako zmienne 
resztowe modelu. Należy przy tym dodać, że analizowane czynniki wspólne nie zawsze mają 
określona interpretację ekonomiczną lub jakąkolwiek inną; jest to niekiedy możliwe dopiero 
po przeprowadzeniu tzw. rotacji ortogonalnych przestrzeni czynnikowej. Czynniki te stano­
wią pewien zbiór "ukrytych" zmiennych, co do których zakłada się, że są one źródłem okre­
ślonych korelacji pomiędzy układem zmiennych pierwotnych, opisujących dany system. 

Z powyższego wynika, że (pomimo "zewnętrznego" podobieństwa modeli matematycz­
nych) analizowanych czynników wspólnych, nie należy w żadnym przypadku utożsamiać ze 
zmiennymi egzogenicznymi rozpatrywanymi powszechnie w klasycznej analizie regresyjnej. 
Analiza regresyjna i analiza czynnikowa to dwie istotnie różne metody, u których podstaw 
stoją różne założenia i przed którymi postawiono różne cele. Celem analizy czynnikowej jest 
zastąpienie zbioru dużej liczby wzajemnie skorelowanych zmiennych, małą liczbą ortogonal­
nych (a więc nieskorelowanych) czynników, które w możliwie maksymalny sposób przybli­
żyłyby zasoby informacji reprezentowanej przez zmienne wyJsc10we. Tak więc 

ortogonalizacja i znaczne zmniejszenie wymiarowości zagadnienia - to dwa cele, jakie posta­
wiono przed analizą czynnikową. 

W modelu czynnikowym obligacji, wyznaczającym zależność niespodziewanej stopy 
zwrotu od ryzyka stóp procentowych, w miejsce klasycznych definicji Macaulaya okresowo­
ści i wypukłości obligacji wprowadza się tzw. czynnikową okresowość (factor duration) i 
czynnikową wypukłość (factor convexity). Następnie, analizę niespodziewanych zmian stopy 
zwrotu portfela obligacji, spowodowanych zmianami dr, (t = l, ... T) rynkowych stóp procen­
towych, zastępuje się analizą tych zmian ze względu na zmiany czynników wspólnych 
F1 (f = l, ... ,m). Czynniki te, jako wielkości wspólne dla stóp procentowych r0,, nie zależą od 

terminów zapadalności t=l, ... T ( zależą one jedynie od czasu bieżącego -r=l,2,3, ... ). W 
związku z tym, nie są w rozpatrywanym przypadku potrzebne dodatkowe, upraszczające za­
łożenia co do dynamiki zmian stóp r0, - będące podstawą do definiowania ( oraz ewentualnej 
modyfikacji) prezentowanych poprzednio formuł Macaulaya; por. założenia (3), (22), (31), 
(43). 

Otrzymane w ten sposób czynnikowe modele immunizacji nabierają ostatnio coraz więk­
szego znaczenia dla teorii i praktyki zarządzania portfelami obligacji; mogą one również sta­
nowić podstawę do tworzenia komercyjnych pakietów komputerowego wspomagania decyzji 
w tej dziedzinie. Pierwsze prace z tego zakresu zostały opublikowane przez cytowane już 
prace Garbade'a (1986, 1989), Littermana, Scheinkmana (1991) oraz Dahla (1993). Dotyczyły 
one czynnikowej analizy struktury terminowej stóp procentowych oraz konstruowania portfeli 
immunizacyjnych dla rynków obligacji w USA oraz w Danii. W Polsce, współautorem pierw­
szych publikacji z tej dziedziny jest autor niniejszej pracy; por. Kulikowski, Bury Jakubowski 
(1995., 1996). 

Poniżej - oraz w następnych punktach - przedstawimy podstawy teoretyczne rozpatrywa­
nego podejścia. Należy podkreślić, że w cytowanych publikacjach zagranicznych podstawy te 
SA podane tylko w bardzo ogólnym zarysie - i często, bez uzasadnienia wprowadzanych wzo­
rów i zależności. Ponadto, w pracach tych pojawiły się liczne błędy - co dodatkowo utrudnia 
zrozumienie prezentowanych w nich modeli. Jako przykład - wystarczy podać wydaną przez 
Cambridge University Press pracę Dahla (1993), w której autor (na stronie 195, pierwszy 
akapit) "proponuje" wyznaczanie wartości własnych i wektorów własnych z macierzy prosto­
kątnej - co oczywiście nie jest możliwe. 
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Dlatego, w niniejszej pracy podano niezależne - od istniejących, fragmentarycznych pu­
blikacji - wyprowadzenie od podstaw analizowanych modeli czynnikowych immunizacji port­
feli obligacji. W tym też sensie, prezentowane tu wyniki można uznać - zdaniem autora - za 
oryginalne. 

Przedstawiony w niniejszym punkcie materiał został szerzej (lecz w nieco innym ujęciu) 
przedstawiony przez autora w Raporcie IBS PAN: Jakubowski (2007). 

5.1. Model czynnikowy struktury terminowej 

Wprowadzimy następujące oznaczenia: 

• r, = r01 - rynkowa stopa procentowa spot, tj. rentowność do wykupu (YTM) obligacji 

czysto-dyskontowych o okresach do wykupu t =I , .. . ,T (tj . dla uproszczenia zapisu pominie­

my indeks "O" przy oznaczeniu r0, ) . 

• TS(r)=&i(r), ... ,r,(r), ... ,r,(r)] - struktura terminowa stóp procentowych spot, okreslona 
przez wektor wartości { r,(r), t = l, . . . ,T }, dla kolejnych chwil r = 1,2,3, .. . ,M. 

• X =[r"]Mxr -macierz obserwacji stóp procentowych r, (t = l, ... ,T), dla kolejnych chwil 

r=l,2,3, .. . ,M. 

Rynkowe stopy procentowe spot r, (t = l, .. . ,T) traktujemy jako zmienne losowe, przy 

czym zakładamy, że dysponujemy macierzą obserwacji X tych zmiennych utworzoną w ten 
sposób, że t -ta kolumna tej macierzy przedstawia realizacje zmiennej losowej r, w kolejnych 

chwilach r=l, .. . ,M . Kolejne wiersze tej macierzy określone są więc przez wektory wierszo­

we 

TS (,r )=[r, (r ), .. . ,r, (r ), .. . ,r, (r )] = [ r, 1 , •• • ,r" , ... ,r,,], (48) 

reprezentujące strukturę terminowa stóp procentowych TS w chwilach r = !, .. . ,M; por. 

Tablica 1. 

Tablica 1. Postać macierzy obserwacji X= [ r"] o wymiarze (Mx T) 

'i . . . r, ... rr 

TS(r=I) r,, . . . 'i, ... 'ir 
TS(r = 2) r" . . . r2, . .. r2r 

TS(r) r,, . . . r" . .. r,r 

TS(r=M) rMI . . . rM, . . . rMT 

r; r; rr 

a, a, O"r 

Podane w ostatnich dwu wierszach powyższej tablicy estymatory nieobciążone wartości 
oczekiwanych oraz wariancji zmiennych r, określamy ze znanych wzorów: 
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u,' =-1-'I,(r,, -r,)'; t=l, ... ,T 
M-1 <• I 

(49) 

Na podstawie wartości poszczególnych kolumn macierzy obserwacji X możemy wyzna­
czyć estymatory współczynników kowariancji u,, oraz współczynników korelacji p,, pomię-
dzy stopami procentowymi r, oraz r, (t ,I= l, ... ,T); a mianowicie 

u,,= cov(r,,r,) ~-1-f (r,, -r,) (r,, -r, ), 
M-1 <• I 

M 

_ ( ).cov(r,,r,) p,1 -cor r,,r1 
a,a, 

Ł(r,, -r,)(r,, -r,) 
r=I 

M M 

L (r,, -r,)' x L (r,1 -r,)2 

r,:, ( r=I 

(50) 

Współczynniki kowariancji u,, oraz korelacji p,, tworzą odpowiednio - macierz kowa­

riancji R oraz macierz korelacji Q o wymiarach (TxT); postacie tych macierzy przedsta­
wiono w Tablicy 2. Są to macierze symetryczne oraz dodatnio określone (z założenia). 

Tablica 2. Macierze współczynników kowariancji R i korelacji Q pomiędzy zmiennymi 
r,, r,; (t,l=l, ... ,T) 

r if 
(]'12 "" j Qf, 

Pi, 
p„ 1 

R= ~: 1 
u' u,r Pir (51) 2 

(]'Tl Ur, ... u' Pn Pr, I r 

Wyznaczona na podstawie obserwacji macierz kowariancji R (lub - w alternatywnym 
sformułowaniu -macierz korelacji Q) ma zasadnicze znaczenie dla prezentowanej metody 
analizy czynnikowej; stanowić ona bowiem będzie punkt wyjściowy do dalszych rozważań. 

Dokonując standaryzacji realizacji zmiennych losowych r, (t = l, ... ,T); tj. 

r;, =(r,, -r,)lu,, '17'-r=l, ... ,M; t=l, .. . ,T, (52) 

otrzymamy (Mx T) wymiarową standaryzowaną macierz obserwacji Z= [ r,~], o postaci ana­

logicznej jak macierz X przedstawiona w Tablicy 1. Wykorzystując teraz zależności (50) i 
(52), po przekształceniach - otrzymamy (w przypadku estymatorów nieobciążonych) następu­
jące wzory macierzowe, wyznaczające macierz kowariancji R oraz macierz korelacji Q (por. 
Jakubowski, 2007): 

R ( ) I xrx M --T =cov r =-- ---rr , 
M-1 M-1 

gdzie i'= [ r, , .. . ,r,, .. . Fr f . 
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Model czynnikowy 

W modelu czynnikowym, stopy procentowe spot przedstawia się w postaci następującej 
kombinacji liniowej ortogonalnych czynników wspólnych oraz czynników swoistych: 

lub też, zapisując to bardziej skrótowo 

r, =F, + fa,1 F1 +a,c,, Vt=l, ... ,T, 
f=I 

gdzie Ff - czynniki wspólne (f = l, ... ,m), e, - czynniki swoiste (t = l, ... ,T), 

a,f - ładunek czynnika wspólnego Ff w zmiennej r, (commonfactor loading), 

a, - ładunek czynnika swoistego w zmiennej r, (uniquefactor loading). 

W modelu czynnikowym (55) przyjmujemy następujące założenia: 

(i) Liczba m czynników wspólnych jest z góry zadana; przy czym m:,; T 

(w praktyce m«T). 

(54) 

(55) 

(ii) Czynniki wspólne Ff (f = l, ... ,m) są wystandaryzowanymi zmiennymi losowymi; tj. 

~ =O, var(Ff) =I. Czynniki te są wzajemnie nieskorelowane, tj. 

p(Ff,F,)=0; V f,k=l, ... ,m (f#k), (56) 

gdzie przez p(.,.) oznaczono współczynnik korelacji pomiędzy zmiennymi. 

Ponadto, czynniki wspólne F1 oraz czynniki swoiste e, są również wzajemnie nieskore-

lowane, czyli 

p(Ff,e,)=0; './ f=l, ... ,m; t=l, .. . ,T . (57) 

(iii) Czynniki swoiste e, (t =I, .. . ,T) są wystandaryzowanymi zmiennymi losowymi; tj. 

e, =O, var(e,) =I. Czynniki te są wzajemnie nieskorelowane, czyli 

p(e„e,)=0, './t,l=l, ... ,T (t#l). (58) 

Z przedstawionych powyżej założeń wynika, że każdy czynnik wspólny Ff (f = l, ... ,m) 

ma te same wartości dla wszystkich zmiennych r, . Z kolei ładunki czynników wspólnych a,f 

(t=l, ... ,T;f=l, ... ,m) są wielkościami specyficznymi dla każdej ze zmiennych r, w tym sen­

sie, że reprezentują one wrażliwość zmiany zmiennej r, ze względu na zmianę czynnika 

wspólnego Ff. A dokładniej, ładunki czynnikowe a,f są równe współczynnikom kowariancji 

między zmiennymi r, a czynnikami wspólnymi Ff; bezpośrednio z postaci modelu czynni­

kowego (55) oraz z założeń (56), (57) mamy bowiem 
(59) 

Cov(r,,Ff)~E[(r, -r,)F1 ]=E[(ta,,F, +a,e,)F1 ]= ta,,E(F,Ff)+a,E(e,Ff)=a,1E(F))=a,1 
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Z powyższego wynika, że ładunek czynnikowy a,f jest wielkością o dowolnym znaku, tj. 

a,f e (-=,+=). Ponadto, biorąc pod uwagę, że czynnik wspólny Ff jest zmienną wystanda­

ryzowaną, współczynnik korelacji pomiędzy zmiennymi r, i Ff wynosi 

'<lt=I, .. . ,T; f=I, ... ,m . (60) 

Z kolei każdy czynnik swoisty t:, jest wyłącznym atrybutem odpowiadającej mu zmien­

nej r, (t = l, .. . ,T). Gdyby było inaczej, to czynnik ten należałoby po prostu rozpatrywać jako 

jeden z czynników wspólnych Ff ; stąd bardzo ważne jest założenie, że czynniki swoiste są 

wzajemnie nieskorelowane tj. p(t:, ,t:1) =O. Wynika stąd bowiem bezpośrednio, że czynnik 

swoisty e, zmiennej r, jest nieskorelowany z pozostałymi zmiennymi r,, tj. 

p(r,,t:,)=0; '<ll,t=I, ... ,T; In . (61) 

Czynnik swoisty e, możemy więc interpretować jako tzw. ryzyko specyficzne obligacji czy­

sto-dyskontowej o okresie do wykupu t oraz rentowności r, (t = l, ... ,T). Natomiast każdy z 

czynników wspólnych Ff (f = l, ... ,m) reprezentuje sobą "jeden rodzaj" ryzyka, które jest 

wspólne dla wszystkich rozpatrywanych obligacji. 

Z modelu czynnikowego (55) oraz z założenia (57) wynika, że ładunek a, czynnika swo­

istego t:, jest liczbowo równy współczynnikowi kowariancji pomiędzy czynnikiem t:1 a 

zmienną r, ; mamy bowiem 

A [ "' ] "' Cov(r,,t:,) = E[(r, - r,)t:,]=E (~a,,F, + a 1 t:1 )t:1 = ~a,,E(F,t:,) + a,E(t:1
2 ) = a,f .(62) 

Jakkolwiek, z teoretycznego punktu widzenia ładunek a, - jako współczynnik kowariancji 

- mógłby być wielkością o dowolnym znaku, w dalszych rozważaniach dodatkowo założymy, 
że przyjmuje on wartości wyłącznie nieujemne; tj. a, e [O,+=) (t = I, ... ,T). Jest to zresztą 

zgodne z podana powyżej interpretacją. Ponadto, ze wzoru (62) oraz z faktu, że czynniki swo­
iste są zmiennymi wystandaryzowanymi wynika, że współczynnik korelacji pomiędzy zmien­
nymi r, i t:, wyraża się wzorem 

p(r,, t:1 ) = a, h,, e [O,+!], '<lt=I, ... ,T. (63) 

Podsumowując przedstawiony powyżej tok rozumowania można stwierdzić, że metoda 
analizy czynnikowej wiąże się z założeniem liniowej reprezentacji zbioru wzajemnie skore­
lowanych zmiennych r, - zbiorem zadanej liczby nieskorelowanych między sobą (ukrytych) 

czynników wspólnych Ff oraz czynników swoistych e, , przy czym przyjmuje się, że owe 

"hipotetyczne" czynniki wspólne są właśnie źródłem korelacji między zmiennymi r, 
(t = I, .. . ,T). 

Równanie modelu czynnikowego (55) zapisane dla kolejnych dyskretnych chwil czaso­
wych -r = l, ... ,M, ma następującą postać : 

rrt=fa,fF,f +a,ert ; T=l, ... ,M; t=l, ... ,T . 
f • I 
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W równaniu tym r", F" oraz e" oznaczają realizacje (dla r = 1, ... ,M) zmiennych losowych 

r, , Ff oraz e, . Jak można zauważyć, wartości ładunków czynnikowych a,f oraz a, nie zale­

żą od czasu bieżącego r = !, ... , M; oznacza to, że wartości ładunków czynnikowych są stałym 
atrybutem rozpatrywanego modelu (co jest niezmiernie istotne z punktu widzenia dalszych 
rozważań) . Natomiast wartości czynników wspólnych i swoistych zależą oczywiście od czasu 
bieżącego r . 

Zadanie analizy czynnikowej. 

Zadaniem analizy czynnikowej jest wyznaczenie na podstawie zadanej macierzy obserwacji 
X - oraz przy założeniu liniowego modelu (55) - kolejno następujących wielkości: 

macierzy kowariancji R zmiennych r,, t = l, ... ,T; tj . 

R = [ o-,, lrxr (65) 

ładunków czynników wspólnych a,f (t=l, ... ,T; f=I, ... ,m); ładunki te tworzą tzw. 

macierz "zmienna-czynnik" o postaci 

(66) 

ładunków czynników swoistych a, (t = I, ... ,T); ładunki te tworzą macierz diagonalną Jl 

o wymiarze TxT, tj. 

Jl.= Diag(a,)rxr , (67) 

wartości czynników wspólnych F" (r = I, ... ,M; f = I, ... ,m) będących realizacjami zmien­

nych losowych Ff w dyskretnych chwilach czasowych r = 1, ... ,M; wartości te tworzą 

macierz czynników wspólnych o postaci 

F=[Frt]Mx,,,, (68) 

wartości czynników swoistych e" (r=I, ... ,M;t=l, ... ,T); wartości te tworzą macierz 

czynników swoistych o postaci 

(69) 

Dodatkowo, na początkowym etapie analizy czynnikowej - wyznaczamy również na postawie 
wzoru (53) macierz korelacji Q = [p,, lrxr pomiędzy zmiennymi r,; jednak nie jest to bezpo-

średnio niezbędne dla identyfikacji modelu czynnikowego (55) (w omawianym wariancie 
metody). Macierz ta bywa natomiast pomocna dla celów interpretacji otrzymanych wyników. 

Tak więc etapem końcowym omawianej procedury jest ekstrakcja wartości liczbowych (tj. 
przebiegów czasowych) "ukrytych" czynników wspólnych Ff(r) (f = I, ... ,m) i czynników 

swoistych e,(r) (t=l, ... ,T). Dokonuje się tego na podstawie wyjściowej macierzy obserwacji 
X oraz przedstawionego powyżej całego ciągu dosyć rygorystycznych założeń analizowane­
go modelu. W tym tez sensie, prezentowany model czynnikowy można zaliczyć do klasy sta­
tystycznych modeli uczących się; por. Koronacki, Ćwik (2005). 
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W procedurze numerycznego rozwiązywania przedstawionego powyżej zadania istotna ro­
lę odgrywają wartości 

(70) 

gdzie h,2 - tzw. zasób zmienności wspólnej zmiennej r, (communality) . Bezpośrednio z mode­
lu (55) wynika, że 

var(r,)=<Y,2 =h,' +a,', Vt=l, ... ,T . (71) 

Zasób zmienności wspólnej (tzw. communality) h(, będący sumą kwadratów współczyn­

ników korelacji a,~ wszystkich czynników wspólnych F1 (f = l, ... ,m) ze zmienną r,, jest 

więc pewną miarą określającą jaka część całkowitej zmienności zmiennej r, jest wyjaśniana 
przez czynniki wspólne. Wynika to stąd, że całkowita zmienność tej zmiennej reprezentowana 
przez jej wariancję var(r,) ; por. (71 ). 

Podobnie, wartość a,' reprezentuje zasób zmienności swoistej zmiennej r, - wyjaśnianej 

przez czynnik swoisty e, (t = l, ... ,T). Ponadto, ze wzoru (71) wynika bezpośrednio, że 

h,2 e [0,<Y,2 ] oraz a,' E [O, <Y,2 ] . Vt=l, ... ,T . 

Podstawiając na przekątnej głównej macierzy korelacji R o postaci (7) w miejsce jedy­
nek, wartości zasobów zmienności wspólnych h,2 - otrzymamy tzw. zredukowaną macierz 

korelacji R' ; macierz tę przedstawiono w Tablicy 3. 

Tablica 3. Postać zredukowanej macierzy kowariancji R', gdzie h,' = I, a,'1 . 
/=I 

l h' 

R'= ~:, 

<Yr, 

(72) 

Biorąc pod uwagę wszystkie przedstawione powyżej założenia co do analizowanego 
liniowego modelu czynnikowego (55) można wykazać, że zachodzi (Koronacki, Ćwik, 2005) 

R=AAr +AA r =AAr +.Jł' . (78) 

Powyższe równanie stanowi reprezentację macierzową modelu czynnikowego (55). Z równa­
nia tego wynika, że zadanie analizy czynnikowej sprowadza się w zasadzie do rozłożenia ma­
cierzy kowariancji zmiennych r, (t = l, ... ,T) na dwie addytywne składowe. Pierwsza z tych 
składowych zależy wyłącznie od ładunków czynników wspólnych a,1 , natomiast druga - od 

ładunków czynników swoistych a, . W tym też sensie równania (55) i (78) są sobie równo­

ważne. 

Biorąc teraz pod uwagę, że dla zredukowanej macierzy kowariancji R' o postaci (72) 
mamy R' = R - .Jł ' , z zależności 78 otrzymamy następujące podstawowe równanie analizy 
czynnikowej (por. również Harman, 1967) 

R'=AAr. (79) 
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Wyznaczenie macierzy ładunków czynnikowych A (o wymiarze T x 111) spełniającej 

równanie (79) ma podstawowe znaczenie dla rozwiązania rozpatrywanego problemu. Za­
uważmy, że mając dane ładunki a,1 (t = l, ... ,T; f = l, ... ,111) czynników wspólnych możemy 

łatwo - na podstawie wzorów (70), (71) - wyznaczyć ładunki a, (t = l, ... ,T) czynników swo­

istych, a tym samym - macierz Yl o postaci (67). Macierz ta jest macierzą diagonalną - na 

jej przekątnej głównej wystarczy podstawić wartości 

a, =.Ja,2 -h,2 ; t=1, ... ,T , (80) 

co wynika bezpośrednio ze wzoru (71) oraz z założenia, że przyjmujemy a, > O. 

Na podstawie znajomości macierzy A, oraz wyjściowej macierzy kowariancji R można 
z kolei wyprowadzić następującą zależność określającą wartość macierzy czynników 
wspólnych F o postaci (68) 

(81) 

Wyprowadzenie powyższego wzoru, jak również dyskusję różnych metod "ekstrakcji" warto­
ści czynników wspólnych F,1 na podstawie otrzymanego modelu można znaleźć m.in. w 

obszernej monografii Harmana (1967); por. również Koronacji, Ćwik (2005). 

Mając wyznaczoną macierz czynników wspólnych F oraz zdefiniowany model czynni­
kowy (64) (tj. ładunki czynników wspólnych i swoistych określone) możemy - bezpośrednio 

z tego modelu - wyznaczyć wartości e„ macierzy czynników swoistych E o postaci (69). 

Stanowi to etap końcowy analizy czynnikowej rozpatrywanego zagadnienia. 
Na zakończenie powyższych rozważań należy podkreślić, że rozwiązanie podstawowego 

równania analizy czynnikowej jest zagadnieniem złożonym; ze wzorów (70), (72) i (79) wy­
nika bowiem, że równanie to jest nieliniowym równaniem macierzowym o skomplikowanej 
strukturze. Warto również zauważyć, że nie istnieje jednoznaczne rozwiązanie tego problemu. 
Można bowiem łatwo sprawdzić, że jeżeli macierz A spełnia to równanie, to równanie to jest 
również spełnione przez każde przekształcenie ortogonalne AP tej macierzy; gdzie P -

dowolna macierz ortogonalna o wymiarze (111 x 111) , tj. macierz, dla której zachodzi P' = p-'; 
por. Jakubowski (2007). 

Z powyższego wynika, że istnieje wiele metod rozwiązywania równania analizy czynni­
kowej (79), w których dla wyznaczenia macierzy A (z określonej klasy rozwiązań) stosuje 
się pewne dodatkowe kryteria. Najpowszechniej stosowaną metodą jest w rozpatrywanym 
przypadku tzw. metoda głównego czynnika Hotellinga; por. (Harman, 1967). 

6.2. Metoda głównego czynnika (zarys) 

Przedstawimy teraz skrótowo podstawowa ideę metody głównego czynnika (bardziej ob­
szerny opis tej metody zawiera m.in. praca Jakubowski, 2007). A mianowicie, posługując się 
wzorem (70) na zasób zmienności wspólnej h,' zmiennej r, - możemy wyznaczyć tzw. ogólną 
zmienność wspólną, charakteryzującą wszystkie zmienne r, (t = l, .. . ,T), tj. 

(83) 

T 

gdzie V1 = L a~ . (84) 
t= I 
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W powyższym równaniu przez V1 oznaczono więc część ogólnej zmienności wspólnej V, 

jaka wyjaśniana jest przez czynnik wspólny F1 (f = 1, ... ,m). 

Zauważmy, że wartość v1 jest równa sumie kwadratów współczynników kowariancji 

(tj. kwadratów ładunków czynnikowych) danego czynnika F1 ze wszystkimi zmiennymi r,; 
t = 1, ... ,T . Wskaźnik V1 jest więc miarą udziału czynnika F1 w wyjaśnianiu wszystkich wza­

jemnych korelacji między rozpatrywanymi zmiennymi wyjściowymi r, ( t = I, ... ,T ). 

Podstawowa idea metody głównego czynnika polega na takim doborze ładunków czynni­
ków wspólnych F1 (f = I, ... ,m), aby udział v1 tych czynników w wyjaśnianiu ogólnej 

zmienności wspólnej V był malejący. A dokładniej, postępowanie rozpoczyna się od określe­
nia ładunków czynnika pierwszego F;, którego udział Vj w ogólnej zmienności V powinien 

być maksymalny tj. V, =V, . Następnie dobiera się ładunki czynnika drugiego F, tak, aby 

udział V2 tego czynnika w wyjaśnianiu pozostałej zmienności wspólnej (tj. V-V,) był mak­
symalny, przy określonych uprzednio ładunkach czynnika pierwszego; itd. 

W praktyce, metodę głównego czynnika stosuje się sposób iteracyjny. To znaczy naj­
pierw zadaje się pewną początkową wartość h; zasobów zmienności wspólnej dla każdej ze 

zmiennych r, ( t = 1, ... , T ). Następnie dla zadanej w ten sposób macierzy R. - stosuje się po­

wyższą metodę w celu wyznaczenia ładunków dla wszystkich czynników F;,F,, ... ,F,,,, po 

czym dokonuje się modyfikacji wartości h'. według wzoru (70), tj . 

(h,'+1)' = t (a:r)'; t =l, ... ,T, (85) 
f =I 

gdzie i - numer iteracji; i= 1,2,3, .... 

Można wykazać (Harman, 1967), że zastosowanie metody głównego czynnika na każdym 
z etapów powyższego procesu iteracyjnego jest równoważne z wyznaczaniem (dla kolejno 
zadawanych wartości h'.) wartości własnych .ł1 oraz wektorów własnych w I zredukowanej 

macierzy kowariancji R'; J=I, ... ,m, ... ,T . Dowodzi się przy tym, że w punkcie zbieżności 

zastosowanej procedury tylko pierwszych m wartości własnych -ł1 jest dodatnich; pozostałe 

zaś wartości -ł1 są równe zeru (w przybliżeniu). Innymi słowy, zredukowana macierz kowa­

riancji R' jest macierzą dodatnio półokreśloną, przy czym rząd tej macierzy jest równy m. 

Rozpatrując wyniki końcowe analizy czynnikowej bierze się przede wszystkim pod uwagę 
procentowy udział P1 poszczególnych czynników wspólnych F1 w wyjaśnianiu ogólnej 

zmienności wspólnej V danej wzorem (83), tj. 

V 
P1 =...LxJOO%. 

V 
f=l, ... ,m. (91) 

Dokując analizy uzyskanych wyników, warto jest również obliczyć tzw. zasoby globalnej 
zmienności V,1ob zbioru zmiennych wyjściowych r1,r2 , ••• ,rr, określone przez sumę wariancji 

a-,' tych zmiennych; tj . 

T 

vglob = Lo-,2 . (92) 
taal 
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Następnie, możemy określić procentowy udział zasobów ogólnych zmienności wspólnej V w 
globalnych zasobach zmienności V,, •• , tj . 

Pr=~x l00% . 
Vgfob 

(93) 

Jak to wynika z analizowanych poprzednio wzorów (70), (71) i (83), współczynnik Pr 
jest zawsze mniejszy od jedności; tj . zachodzi V< V,, ••. Dany wzorem (93) procentowy 

wskaźnik Pr określa więc poziom dokładności z jakim - zgodnie z wprowadzonym modelem 
czynnikowym - układ skorelowanych zmiennych wyjściowych r, (t = l, ... ,T) może być przy­
bliżony zbiorem ortogonalnych czynników wspólnych F1 (f = l, ... ,m). Powyższe - przy zało­

żeniu, że w analizowanym modelu czynnikowym pominiemy czynniki swoiste t:, ; na 
przykład - w celu uproszczenia rozważań. 

6.3. Metody numeryczne 

Opisana metoda analizy czynnikowej jest oprogramowana w wielu komercyjnych pakie­
tach komputerowych przeznaczonych do zaawansowanych obliczeń statystycznych; m. in. w 
pakiecie STATISTICA oraz w pakiecie STATGRAPHICS (funkcja FACTOR). 

Jak już wspomnieliśmy, przedstawione powyżej w ogólnym zarysie zastosowanie tej me­
tody do konstrukcji modelu dynamiki nieoczekiwanych zmian struktury terminowej TS(r) 

stóp procentowych spot r, , z upływem czasu bieżącego r - zostało bardziej szczegółowo 
omówione (w nieco innym ujęciu) w pracy autora Jakubowski (2007). W pracy tej podano 
m.in. interpretację geometryczną analizowanego modelu w przestrzeni czynników wspólnych 
OF, ... F,, rzutowanej na dwuwymiarową przestrzeń OF.,F,; a także, przedstawiono zagadnie­
nie tzw. rotacji ortogonalnych, prowadzących do określonej modyfikacji modelu, otrzymane­
go metodą głównego czynnika (Hotellinga). 

Procedury owych rotacji ortogonalnych przestrzeni czynników wspólnych - o nazwach 
V ARIMAX, QUARTIMAX, oraz EQUIMAX są również oprogramowane w ramach wspo­
mnianych pakietów komputerowych. 

7. Zastosowanie zaawansowanych metod analizy stochastycznej 
- czynnikowa okresowość i czynnikowa wypukłość obligacji 

W poprzednim punkcie przedstawiliśmy poszczególne etapy identyfikacji modelu czynniko­
wego (55) rynkowych stóp procentowych spot r,, określanych dla kolejnych dyskretnych 
punktów czasowych r=l,2,3, ... , na podstawie rentowności do wykupu (YTM) obligacji czy­
sto-dyskontowych o okresach do wykupu t = l, .. . ,T. 
Model ten miał postać 

r, =i;+ fa,1 F1 +a,c,, 
/ • I 

v't=l, ... ,T . (94) 

Proces identyfikacji modelu polegał w rozpatrywanym przypadku nie tylko na określeniu 
współczynników a,1 , a, modelu, ale również na wyznaczeniu wartości czynników wspól-

nych F1 (r) (tj. macierzy F danej wzorem (81)) oraz czynników swoistych t:,(r) (tj. macie­

rzy E o postaci (69)). Zdecydowanie wyróżnia to powyższe podejście od metodologii analizy 
regresyjnej, w przypadku której przedmiotem identyfikacji są tylko współczynniki a,1 
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(oraz ewentualnie a,) modelu liniowego, natomiast F1 (f=l, ... ,m) traktowane sąjako egzo­

geniczne zmienne wejściowe o określonej interpretacji ekonomicznej oraz o wartościach zna­
nych bezpośrednio z przeszłych obserwacji. Zauważmy, że w przypadku modelu 
czynnikowego, wartości zmiennych F/r) wyznacza się dopiero na etapie końcowym kon-

strukcji modelu. 

W dalszych rozważaniach założymy (podobnie jak w prezentowanym poprzednio modelu 
Fishera, Weila, 1971) ciągłą kapitalizację odsetek. Wówczas, wartość bieżąca obligacji wie­
lokuponowej, jako funkcja stóp procentowych spot r, (t = l, ... ,T) - wyraża się wzorem 

T 

p = P(ro,, · ··,ro,,···•ror) = Ie, e_,,,. 
,..-1 

(95) 

Podstawowa idea omawianej dalej metody czynnikowej immunizacji zawiera się w na­
stępującym spostrzeżeniu: z wyprowadzonego modelu czynnikowego (94) wynika, że zamiast 
rozpatrywać zmiany wartości dP obligacji danej wzorem (95) ze względu na zmiany dr,, 

możemy analizować analogiczne zmiany dP ze względu na zmiany dF1 (f = !, ... , m) czynni­

ków wspólnych dla wszystkich stóp procentowych r, (t = l, ... ,T). Ze wzorów (94) i (95) wyni­
ka bowiem, że wartość bieżącą P obligacji możemy traktować jako pewną złożoną funkcję 
wektora czynników wspólnych F =[F;, ... ,F;,,], tj. 

P = P(F) = P(F; , ... ,F,,). (96) 

Zauważmy, że funkcja P(F) jest ciągła wraz z wszystkimi pochodnymi cząstkowymi dowol­

nego rzędu. Z formalnego punktu widzenia, funkcję te możemy więc traktować jako pewne 
gładkie odwzorowanie wektora czynników wspólnych F w przestrzeń R1 • Dynamikę nie­
oczekiwanych losowych zmian wzajemnie nieskorelowanych czynników wspólnych 
F;(-r), . . . ,F;,,(-r) z upływem czasu bieżącego -r, wywołujących określona zmianę kształtu struk­

tury terminowej TS(-r) - można zmodelować w postaci następującego stochastycznego rów­

nania różniczkowego i to : 

V f=l, . .. ,m, (97) 

gdzie µ1 - współczynnik dryfu (drift), u1 - współczynnik zmienności (volatility), przy czym 

µ1 , u1 SA danymi stałymi; W,.(-r) = W,. (w, -r) - standardowy proces stochastyczny Wienera, tj. 

proces gaussowski o przyrostach niezależnych oraz o parametrach W,. - N(O, -r) . 

Ponadto zakładamy, że procesy Wienera W,. (-r), W,(-r) (f, I= I, . .. ,m; f-#l) są wzajemnie nie­

zależne. Z formalnego punktu widzenia, równanie (97) określa więc różniczkę stochastyczną 
dF(-r) wektorowego procesu F=[F;, ... ,F,,] o nieskorelowanych współrzędnych. Wykażemy 

prawdziwość następującego lematu. 

Lemat I. Załóżmy, że różniczka stochastyczna dF(-r) wektora nieskorelowanych czynników 

wspólnych dana jest wzorem (97). Wówczas, różniczka stochastyczna ito wartości bieżącej 
P(F) obligacji wyraża się wzorem: 

"' aP 1 "' a'P , 
P(F)=dP(F;, ... ,F;,,)= I-dFI +-I-, (dFI). 

1 .1 aF1 2 1 .1 aF1 
(98) 
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Dowód. Wykażemy, że wzór (98) wynika z najprostszej wersji Lematu fto sformułowanego 
dla wektorowych procesów stochastycznych. Postać ogólną wielowymiarowego wariantu 
wzoru i to, z którego korzystamy poniżej - przedstawiono w Dodatku, zamieszczonym na 
końcu niniejszej pracy. 

Przy przyjętych przez nas założeniach co do wektorowego procesu F(i") oraz o różniczce 

stochastycznej dF(r) danej wzorem (97) - z Lematu i to mamy: dla dowolnej, ciągłej wraz z 
drugimi pochodnymi, nielosowej funkcji P [F(r), r], różniczka stochastyczna tej funkcji wy­
raża się wzorem 

(99) 

gdzie µ1 , o-1 -współczynniki równania (97). 

Jak można zauważyć, różniczka dP wartości bieżącej obligacji składa się z członu deter­
ministycznego stojącego przy dt , odpowiadającego za ewolucję w czasie (tzw. dryf) tej war­
tości oraz z członu stochastycznego, obrazującego za pomocą różniczek dW1 (f=l, .. . ,m) 

procesów Wienera - wpływ czynników losowych na przebieg tej ewolucji. Z równania (99), 
po przekształceniach, otrzymamy 

Wykorzystamy teraz tzw. prawa mnożenia różniczki stochastycznej dW1 (r) procesu 

Wienera (po. Weron A., Weron R., 1998): 

[dW(r)]2 =dr, dW(r)dr=0, (dr) 2 =0. (101) 

Pierwsze dwa z powyższych wzorów są symbolicznym zapisem następujących stochastycz­
nych zbieżności średniokwadratowych 

l.i.m. [t.W(r)]2 =dr 
ór • O 

oraz l.i.m. [t.W(r)M] =O. 
At • O 

(102) 

Natomiast wzór (dr)2 =0 jest symbolicznym zapisem oczywistego faktu, że wartość (t.r)2 

jest nieskończenie małą wyższego rzędu niż t.r, tj . (t.r)2 = o(f.r); tak więc wartość ta zani­
ka, dla nieskończenie małych przyrostów dr. 

Korzystając z praw mnożenia (101), iloczyn o-J dr występujący w ostatnim członie wzoru 

(100) możemy przedstawić następująco : 

(103) 

Z (100) i (103) mamy więc 
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Podstawiając teraz wyrażenie (97) do wzoru (104) otrzymamy ostatecznie 

"iJP "' "iJP 1 "' "iJ'p , 
P(F)=dP(F, , .. . ,F.,)=-dr+ L - dFI +-L-, (dFI ) . 

dT fa l dFf 2 / al dFf 
(105) 

Wyprowadzony wzór (105) dotyczy ogólnego przypadku, gdy funkcja P (-,) zależy w 

sposób jawny od czasu bieżącego-. . Natomiast dla analizowanej w niniejszym lemacie funk-

cji P=P(F), występująca w tym wzorze pochodna "iJP zanika i otrzymujemy szukaną zależ­a-. 
ność (98). 

c.n.d. 

Zauważmy, że wyprowadzony powyżej , na gruncie analizy stochastycznej, wzór (98) jest 
uogólnieniem klasycznego wzoru na różniczkę zupełną funkcji wielu zmiennych, rozpatry­
wanego w przypadku deterministycznym. Różnica jest taka, że w przypadku różniczki stocha­
stycznej lto - występuje dodatkowo człon zawierający pochodne drugiego rzędu; por również 
Sobczyk (1996), s. 130. 

Na rozpatrywane powyżej zagadnienie można również spojrzeć w inny sposób. A miano­
wicie, wyprowadzony powyżej wzór (98) moglibyśmy uzyskać w drodze "deterministycznej" 
rozwijając po prostu zależność P(F + dF) w szereg Taylora z dokładnością do członów dru-

giego rzędu i pomijając wszystkie pochodne mieszane, tj . ~ (f, l =1, . .. ,m; f '#l). Mając 
"iJF1 "iJF, 

jednak na uwadze fakt, że pochodne te są w istocie niezerowe, przedstawiona przez nas po­
wyżej procedura, wykorzystująca formalizm stochastycznych równań różniczkowych lto -
jest merytorycznie bardziej poprawna i uzasadniona. Tym bardziej, że w dalszych rozważa­
niach dotyczących zagadnienia immunizacji portfela, nie będziemy więcej korzystać z równa­
nia stochastycznego (97) ewolucji czasowej czynników wspólnych F1 (f=l, ... ,m) . Tak 

więc - dla naszych celów - Ne zaistnieje konieczność identyfikacji parametrów dryfu µ1 oraz 

zmienności a1 , co w praktyce mogłoby być dosyć kłopotliwe. 

Dzieląc obie strony równania (98) przez P, otrzymamy 

(106) 

W powyższym wzorze, wyrażenie występujące w pierwszym nawiasie prostokątnym definiu­
jemy jako czynnikową okresowość D1 obligacji; natomiast wyrażenie w drugim nawiasie 

prostokątnym - określamy jako wypukłość czynnikową V1 . Mamy więc 

V f=l , . .. ,m . (107) 

A zatem, z (106), (107) otrzymamy 

(108) 
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gdzie wielkość dP nazywamy niespodziewaną stopą zwrotu z obligacji wywołaną nieocze­
P 

kiwanymi zmianami dF1 czynników wspólnych (J =I , ... ,m). 

W celu wyznaczenia parametrów okresowości DI wypukłości V1 , danych zależnościami 

(107), a tym samym obliczenia odnośnych pierwszych i drugich pochodnych funkcji 
P(F) danej wzorami (95) i (94), skorzystamy ze wzorów na pochodna zupełną funkcji złożo­
nej. Mamy zatem 

dP _ ~ dP dr, _ ~ C -,; , 
--L.----L.ta,1 , e , 
dFI t=I d r, dFI t=I 

(109) 

(110) 

Z (107), (109) i (110) otrzymamy więc końcową postać wzorów na parametry D1 i V1 

• dP I ~ C _,, IP D1 =---= L,ta,1 , e ' , 
dFI p l = I 

V f=l, ... ,m , (111) 

V ~ I d 2 P I _ I z:' 2 2 C _,, , IP - ------ ta e 
1 2 aF/ P 2 ,=1 '1 ' ' 

V f=l, ... ,m . (112) 

Wyprowadzone powyżej wzory (108), (111) i (112) stanowią kompletny układ zależności, 

za pomocą których możemy oszacować niespodziewaną stopę zwrotu dP/P z obligacji wy­
wołaną nieoczekiwaną zmianą struktury terminowej TS stóp procentowych spot r, , przy za­
łożeniu, że zmiany te są reprezentowane przez nieskorelowane wahania dF1 

(J=l, ... ,m)ortogonalnych czynników wspólnych. Zauważmy, że wzory (111) i (112) na 
czynnikową okresowość D1 i czynnikową wypukłość V1 obligacji są bezpośrednimi uogól­

nieniami analogicznych wzorów (35) i (36) definiujących okresowość DWF i wypukłość V,.,,, 

obligacji, w przypadku rozpatrywanego wcześniej modelu Fishera-Weila, sformułowanego 
przy założeniu wyłącznie równoległych przesunięć dr krzywej dochodowości. Z formalnego 
punktu widzenia, wzory te różnią się tylko tym, że w przypadku modelu czynnikowego wy­
stępują w odnośnych zależnościach dodatkowo współczynniki (tj . ładunki czynnikowe) a,1 . 

Również wzór (108) określający niespodziewaną stopę zwrotu z obligacji jest bezpośrednim 
uogólnieniem analogicznego wzoru (37). 

Bardziej wnikliwa analiza porównawcza powyższych podejść prowadzi jednak do dal­
szych wniosków. Przede wszystkim zauważmy, że współczynnik a,1 występującym.in. we 

wzorze (li!) określającym parametr D1 okresowości czynnikowej obligacji - może być do­

wolnego znaku. Tak więc wpływ zmiany dF1 czynników wspólnych na niespodziewaną stopę 

zwrotu dP/ P - modelowany za pomocą równania (108) - ma o wiele bardziej złożoną naturę, 
w porównaniu z analogicznym wpływem nieoczekiwanego, równoległego przesunięcia dr 
krzywej dochodowości, rozpatrywanego w modelu Fishera-Weila za pomocą równania (37). 
W tym ostatnim równaniu, parametr okresowości DFI, przybiera bowiem zawsze wartości 
dodatnie. 
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Druga istotną różnicą pomiędzy modelem Fishera-Weila a modelem czynnikowym jest 
to, że wprowadzenie definicji zarówno czynnikowej okresowości (111) jak i czynnikowej 
wypukłości (112) wiąże się z przyjęciem po m parametrów D1 i V1 dla każdej z rozpatry-

wanych obligacji wielokuponowych, ponieważ rozpatrujemy łączne oddziaływanie m czyn­
ników wspólnych Fr Natomiast w przypadku modelu Fishera-Weila (jak też i w przypadku 

innych podejść klasycznych) dla każdej obligacji definiujemy tylko po jednym parametrze 
okresowości i wypukłości. Jednak w przypadku modelu czynnikowego nie powinno to być 
zbyt kłopotliwe, ponieważ - jak wykazują dotychczasowe doświadczenia - w praktyce, na 
rozwiniętych rynkach kapitałowych, wzięcie pod uwagę m = 3+4 czynników prowadziło do 
wyjaśnienia ok. 95-97 % zasobów zmienności ogólnej rynkowych stóp procentowych spot r, 
(t = l, ... ,T). 

Biorąc dodatkowo pod uwagę, że na rynkach tych rozpatruje się struktury terminowe stóp 
procentowych dla terminów zapadalności od 1 roku do 30 lat - a więc w sumie dla T = 30 
zmiennych r, - otrzymana w wyniku modelu czynnikowego redukcja liczby zmiennych obja­
śniających (przy minimalnej stracie informacji) - jest rzeczywiście bardzo znacząca. Wynika 
to zresztą z samej specyfiki metody analizy czynnikowej, w ramach której - jako punkt wyj­
ściowy do rozważań rozpatrujemy na ogół silnie skorelowane stopy procentowe r, . Zauważ­
my, że gdyby wszystkie współczynniki korelacji p,1 pomiędzy analizowanymi zmiennymi 

r, , r, (t, I= 1, .. . ,T; t at/) były równe jedności - do analizy układu T tych zmiennych, wystar­
czyłby jeden czynnik wspólny F,. 

W modelu czynnikowym opracowanym dla rynku amerykańskiego zidentyfikowano 
m=3 istotne czynniki wspólne (Litterman, Scheinkrnan, 1991): 

F, - czynnik wpływający na ogólny poziom stóp procentowych r, ; tzw. czynnik poziomu 
(level factor); 

F; - czynnik wpływający na nachylenie krzywej dochodowości; tzw. czynnik nachylenia 
(steepness factor); 

F3 - czynnik wpływający na stopień zakrzywienia krzywej dochodowości; tzw. czynnik 
krzywizny (curvature factor) . 

W celu bliższego wyjaśnienia takiej właśnie interpretacji tych czynników, wygodnie jest 
przedstawić analizowany dla czynników F,, F, i F3 model czynnikowy (94) tak - jak to przed­
stawiono w tablicy 4. 

Tablica 4. Model czynnikowy dla trzech czynników wspólnych F;, F2 , F,; 

r, - stopy procentowe spoi, i; - wartości oczekiwane stóp r, , 
E, - czynniki swoiste, a,1 , a, - ładunki czynnikowe 

r, = r; + a, ,F, + a 12F2 + a 13F3 + a,e, 

r2 = r, + a„F, + a 22 F2 + a 23 F3 + a,e, 

r, = r, + a„F, + a„F, + a„F, + a,e, 
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Zauważmy, że gdy wszystkie ładunki czynnikowe (a11 , • • • a,, , ... ,ar,) czynnika r; w 
zmiennych r, (t = l , ... ,T) są dodatnie - to wzrost lub spadek dp; wartości tego czynnika (przy 
pozostałych czynnikach nie zmienionych) będzie powodował jednoczesny wzrost lub spadek 
poziomu wszystkich analizowanych stóp procentowych spot r, . Czynnik r; można więc na­
zwać - czynnikiem poziomu. 

Ponadto, gdy początkowe wartości ciągu ładunków czynnikowych (a12 ,a 22 •• • a,2 , ••• ,ar,) 

stojących przy czynniku F2 są dodatnie, natomiast wartości końcowe tego ciągu są ujemne 
(lub na odwrót) - to wzrost lub spadek dF2 tego czynnika (przy pozostałych czynnikach nie 
zmienionych) - będzie powodował zmianę nachylenia analizowanej krzywej dochodowości. 
Czynnik F2 jest nazywany w tym przypadku - czynnikiem nachylenia. 

Natomiast, gdy skrajne wartości ciągu ładunków czynnikowych (a13 ,a23 ••• a,3 , •• • ,an) 

stojących przy czynniku F, są tego samego znaku, natomiast środkowe wartości tego ciągu są 
znaku przeciwnego - to wzrost lub spadek dF3 czynnika F, (przy pozostałych czynnikach nie 
zmienionych) stanie się przyczyną określonego odkształcenia krzywej dochodowości w górę 
lub w dół. Czynnik F, można więc nazwać w tym przypadku - czynnikiem krzywizny. 

Całkowity kształt analizowanej krzywej dochodowości wynikał więc z "linioweg" nało­
żenia się oddziaływań rozpatrywanych czynników wspólnych, zgodnie z modelem czynniko­
wym prezentowanym w tablicy 4. Ilustrację graficzną tych oddziaływań można sobie 
wyobrazić tak, jak to przedstawiono na rysunku 3. 

W lewej części tego rysunku zilustrowano dynamiczne zmiany początkowo płaskiej 
krzywej dochodowości; natomiast w prawej części rysunku - przedstawiono analogiczne 
zmiany, przy założeniu, że początkowy przebieg tej krzywej był nieliniowy. 

Zagadnienie maksymalizacji czynnikowej wypukłości portfela obligacji 

Podobnie jak to przedstawiliśmy dla przypadku klasycznych modeli zarządzania portfela­
mi obligacji, w przypadku gdy rozpatrujemy zagadnienie aktywnego zarządzania portfelem 
wykorzystującym model czynnikowy - niezmiernie istotnym zagadnieniem jest określenie 
takiej struktury koncentracji strumieni finansowych analizowanego portfela, aby portfel ten 
charakteryzował się maksymalną wypukłością. Jak już to podkreślono, wówczas bowiem taki 
portfel zapewni - przy określonych założeniach - maksymalną stopę zwrotu z dokonywanych 
inwestycji. 

Otóż można wykazać, że dla wszystkich portfeli o tych samych parametrach czynniko­
wych okresowości D 1 (f = 1, .. . , 3) oraz o tych samych parametrach czynnikowej wypukłości 

V2 i V, (tj. względem odpowiednio czynników nachylenia i czynnika krzywizny) - portfel 
typu barbel/ jest portfelem o maksymalnej wypukłości V, , względem czynnika poziomu r; . 
Dowód tego faktu został zamieszczony przez autora niniejszej pracy w Systems Research In­
stitute Working Paper: Jakubowski (2009) - w przygotowaniu. 

W dowodzie tym, do każdego z analizowanych strumieni finansowych CF, (t= l, ... ,T) 

portfela obligacji przypisano zmienną decyzyjną x, ;:: O; po czym - wyznaczono parametr 
wypukłości V, tego portfela ze względu na czynnik poziomu r;. Otrzymano w ten sposób 
zależność czynnikowej wypukłości V, rozpatrywanego portfela od wspomnianych zmiennych 
decyzyjnych. Następnie zaś - wykorzystując warunki Kuhna-Tuckera optymalności - wyka­
zano, że zagadnienie maksymalizacji parametru wypukłości V, sprowadza się do konstrukcji 
portfela typu barbell, dla którego tylko optymalne wartości .i, oraz .ir są niezerowe. 
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F; - czynnik poziomu 

r, r, 

J 
y=r:::, 

F 2 - czynnik nachylenia 

r, r, 

~-

F3 - czynnik krzywizny 

r, r, 

Rys. 3. Ilustracja oddziaływań czynników wspólnych F;, F2 i F3 na strukturę tenninową stóp 

procentowych; F; -czynnik poziomu, F2 - czynnik nachylenia, F3 - czynnik krzywizny. 
tródlo: Jakubowski (2007). 
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