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1 Wprowadzenie

Celem statystycznego sterowania procesami (SPC) jest wykrywanie ich rozregulowar, co w konsekwen-
¢ji powinno prowadzié do znajdowania i usuwania przyczyn rozregulowania, a wiec do poprawy jakosci
procesu. Od kilkudziesigciu juz lat stosowane sa do tego celu proste metody statystyczne, a w tym nie-
zwykle popularne karty kontrolne Shewharta oraz inne karty kontrolne jak np. CUSUM, MAV i EWMA.
Te klasyczne i szeroko stosowane karty kontrolne konstruowane s przy zatozZeniu, ze obserwacje pro-
cesu sa niezalezne o jednakowym rozkladzie. W wickszosci przypadkéw w praktyce zatozenia te sa
spetnione przynajmniej asymptotycznie. Jednakze istnieja procesy, dla ktérych wystepowowanie kore-
lacji pomiedzy kolejnymi pomiarami (obserwacjami) jest charakterystyczne. Do takich proces6w naleza
procesy chemiczne jak i r6zne ciagle procesy produkcyjne (Wardell, Moskowitz, Plante, 1994), (Alwan
i Roberts, 1995).

Wystepowanie zalezno$ci pomiedzy kolejnymi pomiarami procesu wplywa z reguly negatywnie na
dziatanie klasycznych narzedzi statystycznych. Stad tez zjawisko wystepowania zalezno$ci pomigdzy
kolejnymi pomiarami procesu warto wzia¢ pod uwage przy konstrukcji narzedzi statystycznej kontroli
jakosci. Pierwsze prace na ten temat powstaly w latach siedemdziesiatych (Johnson i Bagshaw, 1974),
(Vasilopoulos i Stamboulis, 1978). Natomiast najwiecej prac pojawilo sie pod koniec lat osiemdziesia-
tych i dziewigédziesiatych.

Opracowanych zostalo wiele konkretnych podej§¢ do problemu wystepowania korelacji migdzy po-
miarami proces6w. Najstarsze z nich to karty kontrolne z odpowiednio zmodyfikowanymi granicami
(Lu, Reynolds, 1999a, 1999b, 2001), (Schmid, 1995, 1997), (VanBrackle III, Reynolds, 1997), (Vasi-
lopoulos, Stamboulis, 1978), (Zhang, 1998). Drugie podejécie dotyczy kart kontrolnych dla residuéw.
Zaproponowali je Alwan i Roberts (1988). Wsr6d prac po§wigconych temu zagadnieniu warto wymieni¢
nastepujace: (Lu, Reynolds, 1999a, 1999b, 2001), (Montgomery, Mastrangelo, 1991), (Schmid, 1997).
Lu i Reynolds poréwnywali karty kontrolne ze zmodyfikowanymi odpowiednio granicami dla orygi-
nalnych danych z kartami dla residuéw. Pokazali, ze najlepsze wyniki otrzymywane s3 w przypadku
stosowania jednoczeénie kart EWMA lub CUSUM dla oryginalnych danych oraz karty Shewharta dla
residuéw. Inne, trzecie podejécie, wprowadzone zostato przez Yourstone i Montgomery (1989, 1991).
Opiera si¢ ono na monitorowaniu procesu na podstawie wsp6iczynnika autokorelacji, odzwierciedla-
jac strukture korelacji w monitorowanym procesie. Z kolei jeszcze inne, oryginalne, jedne z gtéwnych
podejéé do rozwazanego problemu to tzw. karta kontrolna ARMA (Jiang, Tsui, Woodall, 2000).

Procedury SPC dla skorelowanych danych sa zazwyczaj proponowane w przypadku monitorowania
pojedynczych pomiar6éw, ktérych kontrolowanie jest charakterystyczne dla ciagtych procesow produkcii.
Znacznie mniej prac dotyczy przypadku, gdy autokorelacja wystepuje wewnatrz probki. Przeglad prac
na ten temat mozna znalezé w artykule Knoth, Schmid, Schone (2001).

Rozwazajac rézne metody SPC dla skorelowanych danych nalezy wzia¢ pod uwage nie tylko ich
efektywnosé, ale i prostote (Vasilopoulos, Stamboulis, 1978). Wyniki otrzymane w pracy Wardell, Mo-
skowitz, Plante (1994) wskazuja, iz dziatanie zaproponowanej przez Alwana i Robertsa karty kontrolnej
residuéw w niekt6rych przypadkach dodatniej korelacji moze nie by¢ tak efektywne jak dziatanie pro-
stej karty kontrolnej Shewharta. Jednakze w pozostatych przypadkach zastosowanie tych raczej skom-
plikowanych procedur (ich uzycie wymaga ponadto odpowiedniego komputerowego oprogramowania)
wydaje sie jak najbardziej uzyteczne. Innym przyktadem sa wyniki otrzymane przez Timmera (1998).
W swojej pracy podaje on, iz w przypadku prostych modeli autoregresyjnych AR(1) zastosowanie wy-
tacznie prostych kart kontrolnych opartych na wspéiczynniku autokorelacji jako narzedzi SPC moze nie
byé efektywne.

Przy okazji omawiania narzedzi SPC dla skorelowanych danych warto wspomnieg, iz rozpatrujac
skorelowane dane nie mozemy polegaé, nawet w przypadku prostych kart kontrolnych, na metodach es-
tymacji odpowiednich parametréw opartych na zatozeniu o niezalezno$ci obserwacji. Konieczne sa tu
pewne ich modyfikacje (Maragah, Woodall, 1992). Ponadto stosujac procedury SPC dla skorelowanych
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danych dobrze jest znaé strukture korelacji, bowiem wiekszo$¢ owych procedur wymaga ich znajomo-
§ci. Czesto dodatkowo wymagana jest tez znajomo§é parametréw procesu. Lu i Reynolds (1999, 2001)
podali, iz precyzyjnej estymacji takich parametréw mozna dokonaé dysponujac co najmniej paruset ob-
serwacjami. Biorac pod uwage, ze wszystkie obliczenia potrzebne do budowy i uruchomienia procedur
SPC dla skorelownych danych nie sa prostym zabiegiem dla przecietnego praktyka, powstaje pytanie:
jak w prostszy spos6b radzi¢ sobie z problemem wystgpowania zaleznosci pomiedzy pomiarami procesu,
a doktadniej jak weryfikowaé wystepowanie zaleznosci wéréd pomiaréw procesu w prosty, uniwersalny
sposéb?

Oczywiste jest, iz praktycy woleliby unika¢ uzywania skomplikowanych procedur SPC dla skorelo-
wanych danych w przypadkach, w ktérych ich stosowanie nie wydaje si¢ niezbedne. Istotna wydaje si¢
zatem umiejetno§é rozstrzygania, czy w danej sytuacji konieczne jest stosowanie zaawansowanych me-
tod statystycznej kontroli jakoéci dla skorelowanych danych. W takim przypadku wazne jest wykrywanie
zaleznoéci pomiedzy obserwacjami w prosty i uniwersalny sposéb.

Najprostszym rozwiazaniem owego problemu jest karta kontrolna dla wspétczynnika autokorelacji
(Yourstone i Montgomery, 1989, 1991). Jednakze dziata ona efektywnie przede wszystkim dla proceséw
gaussowskich. W przeciwnym przypadku zaleca si¢ stosowanie nieparametrycznych testéw statystycz-
nych. Ciekawy przeglad takich testéw przedstawili Hallin i Melard (1988). Niestety wigkszo$¢ przed-
stawionych tam testéw jest skomplikowana i nie znajduje zastosowania w statystycznej kontroli jakosci.
Przedstawiona jednakze niedawno w pracy Fergusona, Genesta, Hallina (2000) statystyka 7 Kendalla
wykorzystywana do testowania zalezno§ci pomiedzy kolejnymi obserwacjami w prébie wydaje sie cie-
kawym narzedziem do zastosowania w dziedzinie SPC w aspekcie omawianego problemu. W oparciu
o te statystyke poszukiwana byla prosta metoda pozwalajaca wykrywaé zaleznosci pomigdzy kolejnymi
obserwacjami. ) '

W pracy zaproponowano tzw. karte Kendalla jako proste i uniwersalne nieparametryczne na-
rzedzie statystyczne shuzace do wykrywania zalezno$ci pomiedzy kolejnymi pomiarami procesu.

Podstawowe wiadomosci dotyczace wykorzystywanej statystyki  Kendalla, jej wtasnosci oraz kon-
strukcja proponowanej karty kontrolnej przedstawione zostaly w punkcie drugim autoreferatu. Staty-
styczne whasnosci karty Kendalla byty badane na podstawie symulacji metodami Monte Carlo. Opis mo-
deli wykorzystywanych do modelowania zalezno$ci pomigdzy kolejnymi pomiarami proceséw zawarty
jest w punkcie trzecim. Z kolei wyniki owych badar symulacyjnych przedstawia punkt piaty. W punk-
cie czwartym, korzystajac z definicji odpornosci procedur statystycznych zaproponowanej przez Zie-
linskiego (1978), przedstawiono wstegpne wyniki dotyczace odpornoéci karty Kendalla wobec pewnych
odstepstw od zatozer przyjmowanych przy konstrukcji klasycznych narzedzi SPC. W punkcie sz6stym
opisana zostata postaé karty Kendalla dla danych rozmytych. W zakoriczeniu przedstawiono podsumo-
wujace prace wnioski, a takze wskazano kierunki dalszych badan.



2 Karta Kendalla

Powszechnie znany w literaturze statystycznej wspéczynnik Kendalla jako rangowa miara zalezno$ci
dla préby dwuwymiarowej (X,Y") wprowadzony zostat w 1938 roku przez Kendalla. Do niedawna jego
rozktad znany byt wytacznie w przypadku niezalezno$ci. Tymczasem w 2000 roku Ferguson, Genest
i Hallin zbadali wlasno$ci wspéiczynnika Kendalla w przypadku, gdy kolejne obserwacje sa skorelo-
wane. Ich wyniki zostaty wykorzystane w-dalszej czgsci pracy.

Niech Z1, Za, - . ., Z, bedzie préba losowa ziozona z n kolejnych obserwacji kontrolowanego pro-
cesu oraz (X;,Y:), gdzie X; = Z;, Vi = Zypdlai=1,...,n—1 bedzie dwuwymiarowym wektorem
losowym. Statystyka 7 Kendalla opisujaca zalezno$¢ zmiennych losowych X 1Y ma postac:

y o
Tn = doVi-1, )
i=1

n—1

gdzie

V,.=card{(Xf’Yj):X"<Xi’Yj<m},i=1,...,n—1. V)

n—2
Réwnowaznie wspéiczynnik Kendalla mozna zapisa¢ uzywajac terminologii par niezgodnych, czyli ta-
kich par (Zi,Zi+1)v (Zj,Zj.H), dla ktérych Z; < Zj i Zi+1 > Zj+1 badz Z; > Zj iZi.H < Zj+1.
Woéwczas

aM
e Pk @
gdzie
n—1ln—1
M =3""I(Z < Zj, Ziir > Zj11), @)
i=1 j=1

za§ I(A) jest funkcja indykatorowa na zbiorze A. W przypadku wzajemnie niezaleznych par obserwacji
(X:,Y3),i=1,2,...,n — 1 rozklad prawdopodobieristwa statystyki (1) jest znany. Jednakze w rozpa-
trywanym przez nas przypadku zalozenie to nie jest spetnione, nawet wtedy, gdy oryginalne obserwacje
71,73, ..., Zn sa Wzajemnie niezalezne. Dla takiego przypadku Ferguson, Genest i Hallin (2000) wy-
znaczyli wartosci prawdopodobietistwa Pn(M < m). Dla matych préb, tj. o licznosci n = 3,...,10
obliczyli doktadne wartoéci tego prawdopodobieristwa, za$ dla wigkszych préb (n > 10) podali jego
przyblizone wartosci. W pracy wyznaczono prawdopodobiefistwa P(7n > Thryt)» 84Zi€ Terys jest war-
tocia krytyczna statystyki 7 Kendalla. W Tabeli 1 dla wybranych wartosci n przedstawiono prawdopo-
dobienstwa zaobserwowania wartoci 75, > Tkryt, gdy kolejne obserwacje Z1, Z3, . .., Zn sa wzajemnie
niezalezne.

Analizujac wyniki zamieszczone w Tabeli 1, latwo zauwazy¢, ze poza przypadkiem, dla ktérego
n = 61 gyt = 1 nie jest mozliwe skonstruowanie testu niezaleznoéci wobec dodatniej zaleznosci
z takim samym prawdopodobiefistwem falszywego alarmu jak w przypadku prostej karty kontrolnej
Shewharta. Dzieje si¢ tak réwniez dla dwustronnych testéw niezaleznosci, jak i préb o wigkszej licznosci
n (Ferguson, Genest, Hallin, 2000). Fakt ten wynika z dyskretnego chrakateru statystyki 7 Kendalla.

Wazna z praktycznego punktu widzenia charakterystyka jest oczekiwana liczba pomiaréw (ARL)
do pojawienia si¢ takiej sekwencji obserwacji, dla ktérych spetniona bedzie nieré6wno$¢ T, > Teryt-
W przypadku niezaleznosci kolejnych obserwacji pojawienie sig takiej sekwencji bedzie fatszywym alar-
mem sugerujacym rozregulowanie procesu. Niestety, wyznaczenie wartosci ARL w spos6b analityczny
jest niezwykle trudne ze wzgledu na wzajemna zalezno$¢ kolejnych wartosci statystyki 7,. W rezultacie
wartosci tej charakterystyki daja sie wyznaczy¢ wyltacznie metodami symulacyjnymi. Tabela 2 zawiera
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Tablica 1: Warto$ci krytyczne statystyki 7 Kendalla

n=6 | n=7 | n=8 | n=9
Tkryt P (T > Tkryt) [ Tkryt P (7' > Tkryt) I Tkryt P (T > 7'lc'rq,/t) | Tkryt P (T > Tk'ryt)
1 0.00267 1 0.00042 1 0.00006 1 0.00001
0.8 0.00834 | 0.866 0.00119 | 0.904 0.00014 | 0.857 0.00007
0.6 0.03056 | 0.733 0.00477 | 0.809 0.00069 | 0.785 0.00021
0.600 0.01356 | 0.714 0.00178 | 0.714 0.00071
0.619 ) 0.00565 | 0.642 0.00185
0.571 0.00514

Tablica 2: Wartosci ARL dla niezaleznych obserwacji

n=6 | n=7 | n=8 | n=9
Tergt ARL | Trye ARL| Tyt ARL| Ty ARL
1 422.0 1 2885.8 1 22586.0 1 > 150000.0
0.8 1514 0.866 1013.5 0.904 7799.0 0.857 15395.0
0.6 47.5 0.733 270.6 0.809 1891.2 0.785 5618.0
0.600 106.5 0.714 705.9 0.714 1784.7
0.619 246.0 0.642 724.9
0.571 291.4

wartosci ARL wyznaczone w podany spos6b dla obserwacji wzajemnie niezaleznych z rozktadu normal-
nego.

Otrzymane wyniki potwierdzaja wniosek, iz niemozliwe jest skonstruowanie testu statystycznego
o wlasnosciach bliskich karcie kontrolnej Shewharta. Wartosci ARL sa zdecydowanie wigksze lub wy-
raznie mniejsze od oczekiwanych, odpowiadajacych prawdopodobieristwu fatszywego alarmu 0,0027.
Duze wartosci ARL sa oczywiscie korzystniejsze, ale testy o takich wlasno$ciach maja jednocze$nie
duze warto$ci oczekiwanego czasu do wykrycia prawdziwych alarméw, co jest wtasno$cia zdecydowanie
niekorzystna, Z kolei bardzo mate wartosci ARL §wiadcza o wysokim prawdopodobieristwie fatszywych
alarméw.

Majac na uwadze prostote i uniwerslano§é poszukiwanego narzedzia do wykrywania zaleznoci po-
miedzy kolejnymi pomiarami proceséw, proponujemy skonstruowanie na podstawie statystyki (1) naste-
pujacej karty kontrolnej

UCL min (E(rn) + ko (), 1) (%)
LCL = max(E(r,) — ko(m),—1), ©)

gdzie UCL i LCL sa granicami kontrolnymi, odpowiednio, gérna i dolna. Do wyznaczenia granic kon-
trolnych wykorzystujemy wzory na warto$¢ oczekiwang E(7,) i wariancje o%(7,) podane przez Fergu-
sona, Genesta i Hallina (2000), a mianowicie

E(ry) = ,n>3, Q]

s N
3(n—1)
20n® — 74n® + 54n + 148
> 4. 8
Bn-12mn-22 "7 ®
Zaproponowana powyzej karta kontrolna w dalszej czgsci pracy nazywana jest karta Kendalla.

o2 () =
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Warto zauwazy¢, ze dla matych wielkosci n rozktad 7, nie jest symetryczny. W zwiazku z tym wia-
snosci karty Kendalla mogtyby okazaé si¢ lepsze w przypadku zastosowania granic kontrolnych niesyme-
trycznych wokét wartoéci oczekiwanej E(7y). Niemnicj ze wzgledu na prostote rozwiazania mozliwos¢
ta nie jest w pracy rozwazana. Wiasnosci zaproponowanej karty Kendalla przedstawione sa w piatym
punkcie autoreferatu.

3 Modelowanie zaleznosci

W dalszym ciagu przyjmuje si¢, ze X; = Z;, Yi = Ziy1, @ = 1,...,n — 1 sa zmiennymi losowymi
opisujacymi dwie kolejne obserwacje procesu w prébie Z1, ..., Zn. W celu zbadania wiasno$ci zapro-
ponowanej karty Kendalla konieczne jest zmodelowanie zaleznoci stochastycznej miedzy zmiennymi
XiY.

Metody badania zaleznosci sa powszechnie znane. Zwykle zaleznos¢ mierzy sie za pomoca réznych
wspblczynnikéw, np. wspéiczynnika Spearmana, Kendalla. Istnieje tez wiele dwuwymiarowych modeli
opisujacych zaleznoéci wystepujace w prébie losowej (Mardia, 1970).

W niniejszej pracy karta Kendalla badana jest przede wszystkim na podstawie poréwnania ze znang
karta autokorelacji. Oczywiste jest, iz karta autokorelacji powinna dziata¢ znacznie efektywniej niz karta
Kendalla w przypadku modelu autoregresyjnego. Jednakze mozna przypuszczad, ze w sytuacji, gdy za-
lezno$é miedzy X aY jest inna niz w procesie autoregresji, to proponowana karta moze dziata¢ znacznie
lepiej niz karta autokorelacji. Aby si¢ o tym przekonaé, nalezy w odpowiedni sposéb opisa¢ owa zalez-
no§é. Pomocne w tym celu okazuja sig¢ tzw. kopuly.

Podstawowe twierdzenie w teorii koput - twierdzenie Sklara (1959) przyczynito si¢ do wzrostu za-
stosowari koput zwlaszcza w dziedzinie modelowania wielowymiarowych rozktad6éw oraz ich symulacji.
Kopuly staly si¢ popularne w analizie szeregéw czasowych, szczeg6lnie w zagadnieniach finansowych
(Embrechts, Lindskog, McNeil, 2003).

W rozwazanym problemie modelowania zaleznosci stochastycznej réznej od zalezno$ci wiasciwej
dla modeli autoregresyjnych wygodne jest zastosowanie koput. W zwiazku z tym do opisu zaleznosci
pomigdzy kolejnymi pomiarami procesu wykorzystywane sa w pracy, poza modelem autoregresyjnym,
koputy Farliego-Gumbela-Morgensterna (FGM), Placketta i Franka. SzczegGlowe informacje na temat
tych koput mozna znalez¢é w pracy Nelsena (2006). W autoreferacie zostana one tylko pokrétce scharak-
teryzowane.

Ogélnie kopute mozna okre§lié jako dystrybuante rozkiadu prawdopodobieristwa na kostce jed-
nostkowej o réwnomiemych rozktadach brzegowych. W przypadku dwuwymiarowym kopute mozna
zapisaé jako funkcje: C : [0,1]2 — [0,1]. Zgodnie z twierdzeniem Sklara dystrybuante taczng Fio
wektora (X,Y"), gdzie X, Y sa ciagtymi zmiennymi losowymi mozna przedstawi¢ jednoznacznie jako
Fig(z,y) = C(Fi(z), F2(y)), gdzie Fi(z), Fa(y) sa dystrybuantami brzegowymi, odpowiednio, zmien-
nych X i Y. Uzywajac przeksztalcenia u; = Fi(z), uz = Fy(y), gdzie w1, ug pochodza z rozkiadu
réwnomiernego na przedziale [0, 1}, kopuly FGM (Crgar), Placketta (Cp) i Franka (CF) definiowane
sa, odpowiednio, nastepujacymi wzorami

Crom(u,uz) = wug {1+ a(l —wi)(1 —u2)}, e € [-1,1], ®
U U2, a=1,
CP(“I:'“Q) i [1+(a—1)(u1+ug)]—-\ﬂ1-ziz:3(u1+u2)]2—4u1u2a(a—1)’ a€ R\ {1}, 10)
1 —oun _ 1) (e — 1
Cp(uy,ug) = == In <1+ Fe e_3<j1 )), aeR\O. a1

Parametr o wystgpujacy w powyzszych wzorach charakteryzuje zwiazek migdzy zmiennymi X i Y.
Zmienne sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy & = 0, @ = 1, badz o = 0, odpowiednio, dla ko-
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put Crgar, Cp i Cp. Dla parametr6w o wigkszych badZ mniejszych od tych wartosci, sita zaleznoéci
wzrasta w kierunku, odpowiednio, dodatnim lub ujemnym.

Jak wcze$niej wspomniano, do opisu zalezno$ci pomiedzy zmiennymi X i Y uzyty zostat réwniez
dwywymiarowy rozktad normalny o tacznej gestoéci wektora losowego (X, Y") postaci

1
N S 12
f(z,y) sroxov Vi exp (—Q), (12)
gdzie
1 (z —mx)? (z —mx)(y —my) (y — my)?
Q_l_pz{ -2t ey } (13)

za$ paramter p jest wsp6lczynnikiem korelacji. Je§li zmienne X i Y sa niezalezne, wéwczas p = 0.
Rozklad warunkowy zmiennej Y dla danego X = z jest rozktadem normalnym ze $rednia my +
plox /oy)(z—mx)iwariancja oy /1 — p%. W szczegblnosci, gdy mx = my = 0orazox = oy =1
jest to rozktad normalny ze $rednia zp i wariancja /1 — p2. Proponowany model jest zatem dobrze zna-
nym modelem autoregresji.

Wykorzystujac wymienione modele zaleznosci, zbadano symulacyjnie wiasnosci karty Kendalla.
Wyniki tych badar zostaty zawarte w punkcie 5. ’

4 Odpornosé karty Kendalla

Pojecie odpornosci stosowane jest w odniesieniu do réznych procedur statystycznych. W literaturze ist-
nieje wiele interpretacji podanej pierwotnie w spos6b opisowy definicji odpornosci (Box, Andersen,
1955). Wiele prac badawczych na temat odpornosci po§wigconych jest odpornej estymacji parametréw
modelu. Sa wéréd nich prace Hubera (1964) i Hampla (1974), gtéwnych twércéw teorii odpornego wnio-
skowania statystycznego. Cho¢ przedstawione przez nich ujecia odpornosci sa rézne, oba miaty na celu
sformalizowanie idei odporno$ci. Odmienna, w stosunku do Hubera i Hampla, koncepcije odpornosci po-
dat Zielifiski (1978). Okreslit on odporno$é jako funkcje rzeczywista na przestrzeni parametréw danego
problemu statystycznego mierzaca wrazliwo§é zmian wartosci badanej statystyki lub zwiazanej z nig
wielkoéci. Koncepcja Zielifiskiego poprzez swa uniwersalno$¢ pozwala na badanie odpornosci réznych
procedur statystycznych wobec dowolnego rodzaju zaburzenia. Miedzy innymi z tego wzgledu wyko-
rzystywana jest w niniejszej pracy do badania odpornosci karty Kendalla.

Badajac odporno$é wedtug kryteriéw Zielifiskiego nalezy okreslié model standardowy i rozszerzony
opisujacy odchylenia od przyjetego modelu standardowego. Oczywiscie model standardowy jest szcze-
g6lnym przypadkiem modelu rozszerzonego. Uzywajac aparatu matematycznego oba modele mozna
zapisaé w nastgpujacy sposob.

Rozwazmy model statystyczny Mo = (X, A, Po), gdzie X jest przestrzenia prob, A —o-algebra zda-
rzen losowych w rozwazanym problemie statystycznym, a Py —pewna podrodzina rodziny P wszystkich
rozkladéw prawdopodobieristwa na .A. Niech 27 oznacza rodzing wszystkich podzbioréw rodziny P,
za$ 7 bedzie nastegpujacym odwzorowaniem

T Py — 2P,

Zaklada sie, ze P € m(P). Niech Py = Jpep, m(P). Wtedy model My = (X, A, P1) nosi nazwe
modelu rozszerzonego (rozszerzenia modelu Mp).

Odwzorowanie 7 interpretowane jest jako odzwierciedlenie odchyleri od przyjetego modelu (tzw.
modelu standardowego). Zamiast danego rozktadu P préby X1,. .., Xn, mamy rozktad w(P) okresla-
jacy model rozszerzony, tzn. model wlaczajacy odstepstwa od zatozen przyjetych w modelu standardo-
wym. Zakladajac, ze p oznacza pewna wiasnos statystyki ' = T'(X1, . . ., Xp), odporno$¢ statystyki 7'
definiowna jest w nastgpujacy sposéb

ro(T) =sup {p(T) : P € 7(P)} —inf {p(T): P € m(P)}. (14)
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Funkcja 7,(T") okresla miarg stabilnosci (wrazliwosci) wlasnoéci p statystyki 7" wobec odchyled od
modelu standardowego. Jest funkcja rzeczywista, co pozwala na poréwnywanie réznych procedur sta-
tystycznych pod wzgledem ich odpornosci. Statystyka T' jest wiec tym bardziej odporna, im bardziej
stabilna jest wlasno$é p, a wiec im bardziej jest bliska zeru funkcja 7 (T).

W badaniu odpornosci karty Kendalla jako model standardowy przyjeto model, w ktérym kolejne
obserwacje procesu Zi, ..., Zn s niezalezne o jednakowym rozktadzie normalnym. Odpornos¢ karty
mozna rozwazaé wobec dwojakiego rodzaju zaburzei. W pierwszej kolejnosci jako odstepstwo od mo-
delu standardowego przyjgto wystgpowanie zalezno$ci migdzy kolejnymi pomiarami procesu. W takim
przypadku modelem rozszerzonym jest model, w ktérym kolejne obserwacje procesu sg skorelowane,
a do opisu zaleznosci, podobnie jak proponowano wczeniej, uzywane s3 koputy. Natomiast jako drugi
oddzielnie rozwazany typ zaburzenia przyjete zostato odstgpstwo od normalnosci rozkladu. W literaturze
(Borror, Montgomery, Runger, 1999), (Chan, Hapuarachchi, Macpherson, 1988) najczesciej do opisu za-
burzenia normalnosci wykorzystuje si¢ rodzing rozktadéw Gamma, rozkladow t-Studenta, badZ rodzing
Tukeya. W niniejszej pracy jako drugi model rozszerzony potraktowano rodzine rozktadéw Gamma z pa-
rametrem skali rtéwnym 1.

Oprécez okreslenia wobec czego, nalezy jeszcze rozwazy¢ ze wzgledu na co badana jest odporno$¢
karty. Najczgsciej w przypadku badania odpornosci kart kontrolnych bada sig prawdopodobiefistwo fai-
szywego alarmu badZz ARL (Borror, Montgomery, Runger, 1999), (Chan, Hapuarachchi, Macpherson,
1988). W niniejszej pracy rozpatrywana jest odporno$¢ proponowanej karty Kendalla ze wzgledu na
ARL wobec dwojakiego rodzaju zaburzesi. Wyniki badafi przedstawione sa w nastgpnym punkcie.

5 Wryniki badan symulacyjnych

W celu zbadania efektywnoéci proponowanej metody wykrywania zaleznosci pomigdzy kolejnymi ob-
serwacjami kontrolowanego procesu przeprowadzono eksperymenty symulacyjne. Jako miarg efektyw-
nosci Karty przyjeto ARL, czyli oczekiwang liczbe pomiaréw do momentu wystapienia sygnatu alar-
mowego, tzn. oczekiwang liczbe pomiaréw (ARL) potrzebnych do wykrycia rozregulowania, gdy ono
istnieje lub oczekiwana liczbe pomiaréw do wystapienia fatszywego alarmu, gdy kolejne obserwacje s3
‘wzajemnie niezalezne.

Badania symulacyjne, niezaleznie od przyjetego modelu, przeprowadzono w nastepujacy sposob.
Dla ustalonej wielkosci préby n i przy zatozeniu, ze kolejne dwie obserwacje procesu Z;, Ziy1, t =
1,...,n — 1 w tej prébie sa zalezne, wygenerowano probe 21, ...,z i obliczono dla niej warto$é
statystyki 7 Kendalla. Jesli wartos¢ ta nie przekraczata granic kontrolnych karty Kendalla, to genero-
wano kolejna obserwacje 2,41 i wyznaczano warto$¢ statystyki 7 Kendalla na podstawie préby 2 =
23,--+, 72, = zny1. Krok ten byt powtarzany do momentu, gdy wartos¢ statystyki 7 Kendalla znalazla
sie poza granicami kontrolnymi karty. Liczba wygenerowanych obserwacji z; wlacznie z obserwacja, dla
ktérej przekroczona zostala linia kontrolna jest charakterystyka ARL.

Opisany proces symulacji byl powtarzany 10° razy dla préb o licznoei 10, 20, 50 oraz 10° razy
w przypadku préb o mniejszej licznosci. Wartosci ARL dla poszczeg6lnych rozmiaréw préb zostaty
usrednione.

Z uwagi na poréwnywanie zachowania si¢ karty Kendalla z dziataniem prostej karty autokorelacji,
analogiczne badania symulacyjne wykonano réwniez dla tej ostatnie;j.

Karta autokorelacji zostata tu zdefiniowana jako E(p,) =% ko(pn), gdzie E(pn) i o(pn) oznaczaja
warto$é oczekiwana i odchylenie standardowe wspéiczynnika autokorelacji pn,. Na potrzeby konstrukcji
karty przyjgto, iz warto$é oczekiwana i wariancja wsp6tczynnika autokorelacji przyjmuja swoje asymp-
totyczne wartosci, tj. E(pn) = 0,2 Var(p,) = ﬂ% (Moran, 1947).



Badania karty Kendalla i réwnolegle karty autokorelacji zostaty wykonane wediug nastgpujacego
scenariusza:

o przy zalozeniu, ze zaleznosé dwéch kolejnych obserwacji procesu opisywana jest przez dwuwy-
miarowy rozk}ad normalny

- wyznaczono ARL dla karty Kendalla z parametrem k = 3,
- wyznaczono ARL dla karty autokorelacji z parametrem k = 3,
— poréwnano obie karty dla préb o licznoéciach n = 101 n = 50,

o zakladajac, ze zalezno§é dwéch kolejnych obserwacji procesu opisywana jest za pomoca koput
FGM, Placketta i Franka

— obliczono ARL dla karty Kendalla z parametrem k = 3,
— obliczono ARL dla karty autokorelacji z parametrem k=3,

— poréwnano obie karty dla préb o licznosciach n = 10 i n = 50 w przypadku réznych
rozktadéw brzegowych.

Ponadto zbadano odporno$é karty Kendalla i poréwnano ja z odpornoscia karty autokorelacji. W dalszej
czedci tego punktu zostaly przedstawione w postaci tabel badZ wykreséw wyniki badad symulacyjnych.

Tabele 314 prezentuja otrzymane wartosci ARL dla obu kart z parametrem k=3 w przypadku modelu
autoregresji opisujacego zalezno$¢ miedzy kolejnymi obserwacjami. Na podstawie wynikéw z Tabeli 3
nie trudno zauwazyé, iz karta Kendalla z prosta do zapamigtania trzysigmowa reguta nie jest dobrym
narzedziem do wykrywania zaleznosci miedzy kolejnymi pomiarami procesu. Oczywiécie wartos¢ para-
metru k=3 nie powinna by¢ przyjmowana dla kazdego rozmiaru préby n. Dopiero dla préb o licznosci
co najmniej 10 otrzymywane wartosci ARL ukladaja si¢ symetrycznie. Jednakze nawet dla wigkszych
préb wyniki nie sa zadowalajace.

Z kolei wyniki w Tabeli 4 zdaja si¢ byé zaskakujace. Biorac pod uwagg rodzaj przyjetego modelu
mozna bylo sig spodziewaé, iz zachowanie karty autokorelacji bedzie znacznie lepsze niz karty Kendalla.
Dla matych préb obciazenie wsp6tezynnika autokorelacji oraz zastosowane przyblizenie Morana moze
mieé oczywiscie negatywny wptyw na wyniki. Ogélnie jednak nie obserwuje sie tu znaczacej przewagi
dziatania karty autokorelacji.

W celu poréwnania obu kart nalezy przyja¢ takie wartosci parametru k, by w przypadku niezalez-
nosci wszytskie wartoéci ARL byty sobie bliskie. Poréwnania obu kart dokonano dla préb o licznosci
n = 10in = 50, przyjmujac w pierwszym przypadku k = 2,7 oraz k = 2,65, za§ w drugim k = 2,2
oraz k = 2,16, odpowiednio, dla kart Kendalla i autokorelacji. Wyniki przedstawia Tabela 5 i Rysunek
1.

Wyniki w Tabeli 5 potwierdzaja wczesniejsze wnioski na temat zachowania si¢ obu kart. Dla préb
10-elementowych trudno jest okresli¢, ktéra z kart dziata lepiej. W przypadku ujemnej zaleznosci karta
Kendalla wykrywa wystepowanie zaleznosci szybciej niz karta autokorelacji, lecz w przypadku zalez-
nosci dodatniej sytuacja jest odwrotna. Dla préb 50-elementowych dziatanie obu kart jest wiasciwie tak
samo efektywne.

W kolejnym kroku wykonano analogiczne.badania, tym razem rozpatrujac kopuly jako model do
opisu zaleznoéci miedzy kolejnymi obserwacjami procesu. Jako rozkiady brzegowe zmiennych X 1Y
przyjeto rozktad normalny. Wyniki przedstawione sa w Tabelach 6 i 7 (dla koputy FGM) oraz na Rysun-
kach 24 (dla koput FGM, Placketta, Franka).

Poréwnujac wyniki w Tabelach 3 i 6 oraz 4 i 7, mozna spostrzec iz w przypadku karty Kendalla wy-
niki otrzymane dla obu modeli nie réznia si¢ istotnie. Niewielkie réznice wynikaja raczej z zastosowania
dwéch réznych generatoréw. Fakt ten wynika z nieparametrycznego charakteru statystyki = Kendalla.
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Tablica 3: Wartosci ARL dla karty Kendalla z parametrem k=3 dla modelu autoregresji

n

p 6 7 8 9 10 20 50
0.8 47.36 63.71 67.81 50.56 44.96 26.67 50.11
0.5 90.94 165.44 221.86 165.35 154.87 66.41 59.94
0.2 140.82 416.60 702.13 610.14 689.44 473.52 328.82
0.1 146.23 520.36 1156.77 859.95 1593.03 1026.06 1058.76

0 141.90 595.74 1623.15 1043.36 1497.27 1502.60 2597.57
-0.1 129.64 607.00 2003.14 1020.18 1597.13 1011.92 1053.87
-0.2 111.47 577.85 2286.24 796.90 1257.70 465.59 327.97
-0.5 56.18 220.44 952.73 194.62 247.45 61.30 58.82
-0.8 23.97 53.98 145.83 41.04 43.43 23.78 50.05

Tablica 4: Wartosci ARL dla karty autokorelacji z parametrem k=3 dla modelu autoregresji
n

p 6 7 8 9 10 20 50
0.8 2713.4 88.7 39.0 30.0 26.5 24.0 50.0
0.5 1539.3 251.7 115.8 87.6 75.7 51.7 57.0
0.2 732.8 796.3 494.7 415.5 386.1 352.9 301.1
0.1 400.4 991.1 793.0 720.3 693.6 822.7 1018.9

0 400.6 1004.8 1183.0 1190.2 1143.7 1427.0 2797.7
-0.1 287.3 834.3 1454.2 1662.3 1485.7 1121.7 1093.6
-0.2 200.1 590.9 1326.9 1677.6 1253.8 499.2 319.6
-0.5 61.3 133.9 266.9 297.2 185.3 57.8 56.8
-0.8 19.5 28.3 38.0 37.6 29.3 22.8 50.0

Tablica 5: Poréwnanie ARL dla kart Kendalla i autokorelacji dla modelu autoregresji
| n=10 | n=50

p | Kendall autocorrelation | Kendall autocorrelation
0.8 30.9 19.8 50 50
0.5 84.3 433 52.1 51.9
0.3 189.1 97.9 73.9 75.8
0.2 271.2 156.8 117.5 127.4
0.1 344.6 249.4 226.6 259.1

0 351.2 351.9 350.7 350.9
-0.1 286.4 385.6 226.3 189.8
-0.2 200.6 305.8 117.1 99.3
-0.3 132.2 193.3 73.3 66
-0.5 55.7 67.0 51.8 50.9
-0.8 19.4 19.4 50 50
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Rysunek 1: Poréwnanie ARL dla karty Kendalla (czarna linia) i karty autokorelacji (szara linia) dla
modelu autoregresji (a) n = 10, (b) n = 50

Tablica 6: Wartosci ARL dla karty Kendalla z parametrem k = 3 dla koputy FGM z brzegowymi rozkla-
dami normalnymi
| n
o p | 6 7 8 9 10 20 50

1 0.318 128.83  297.60 470.94 371.06 389.99 191.19 112.55
0.942 0.3 129.50  315.19 510.86 395.31 420.79 216.42 127.04
0.628 0.2 136.43 40249 729.07 578.95 651.87 443.14 288.60
0.314 0.1 145.80  490.94  1049.37 808.29  1016.84 969.05 955.37

0 0 14474 578.02 1506.35 1009.02  1475.79 1481.33  2593.94
-0.314 -0.1 132.16  593.57  2101.18 994.87  1637.61 950.73 962.21
-0.628 -0.2 11596  553.11  2469.10 809.24  1327.59 444.13 287.80
-0.942 -0.3 91.57 45941 232511 566.49 875.34 213.47 124.05

-1 -0.318 92.87 43873 223841 538.43 816.31 188.24 110.40

Tablica 7: Wartoéci ARL dla karty autokorelacji z parametrem k = 3 dla koputy FGM z brzegowymi
rozktadami normalnymi

| n
o p | 6 7 8 9 10 20 50
1 0318 | 104879 56154  287.43 22515 20295 15347 11572
0942 03 | 1021.87 59245 31175 24639 22283 17098 129.73
0628 02 813.13 79485  472.06  397.84 37321 34894  303.60
0314 0.1 56677 96189 75039  670.50  657.14 79317  999.54
0 0 39276 99818  1137.59 115581  1143.13  1459.37  2805.56

-0.314 -0.1 261.16 77192  1443.81 1706.57  1512.51  1083.89  1079.53
-0.628 -0.2 177.08  531.78  1263.12  1661.35  1233.48 493.23 321.80
-0.942 -0.3 124.47 34445 842.86  1102.55 736.39 226.63 133.82

-1 -0.318 116.06  317.42 772.82  1003.40 661.75 198.12 117.73
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Rysunek 2: Poréwnanie ARL dla karty Kendalla (linia czarna) i karty autokorelacji (linia szara) dla
koputy FGM o brzegowych rozktadach normalnych (a) n = 10, (b) n = 50
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Rysunek 3: Poréwnanie ARL dla karty Kendalla (linia czarna) i karty autokorelacji (linia szara) dla
koputy Placketta o brzegowych rozkladach normalnych (a) n = 10, (b) n = 50

Wyniki te potwierdzaja przypuszczenie, ze zachowanie si¢ karty Kendalla skonstruowanej na podstawie
nieparametrycznej statystyki nie zalezy od rodzaju zaleznosci wystepujacych wéréd obserwacji procesu.
Przypuszczenia takiego nie mozna wysnué dla karty autokorelacji. Wartoéci ARL otrzymane dla karty
autokorelacji dla modelu autoregresji i koputy FGM rdznia si¢ W znaczacy sposéb.

Podobnie jak dla poprzedniego modelu, dokonano poréwnania wynikéw dla obu kart przy ustalo-
nych licznoéciach prébek n = 10 i n = 50 w przypadku zastosowania réznych koput z brzegowymi
rozktadami normalnymi. Dla préb 10-elementowych przyjeto k = 2,71 ik = 2,73, odpowiednio, dla
kart Kendalla i autokorelacji. Dla préb o liczno$ci n = 50 dla obu kart przyjeto k = 2, 17.

Whioski sa takie same jak w przypadku modelu autoregresji. Dla préb 10-elementowych wartosci
ARL sa mniejsze dla karty Kendalla, gdy zaleznos¢ jest ujemna, za$ wigksze, gdy zalezno$¢ jest dodat-
nia. Dla préb 50-elementowych réznice w dziataniu obu kart nie sa widoczne.

Wyciagniete dotychczas wnioski przestaja by¢ prawdziwe, gdy jako rozktady brzegowe przyjmiemy
rozktady inne od normalnego. Wykonano badania symulacyjne biorac pod uwage wszystkie rozwazane
koputy z brzegowymi rozkladami wykfadniczymi i réwnomiernymi. Rozpatrzono przy tym dwie sytu-
acje: pierwsza, gdy nie wiemy, iz rozklad danych jest rézny od rozktadu normalnego; druga, gdy znamy
postaé rozkladu obserwacji. Rysunki 5-7 ilustruja wyniki otrzymane w przypadku wyktadniczych roz-
kladéw brzegowych. Rysunki 8-10 przedstawiaja za$ wyniki dla modeli z jednostajnymi rozktadami
brzegowymi. Na rysunkach linie czarna i szara opisuja wartosci ARL dla Kart, odpowiednio, Kendalla
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Rysunek 4: Por6wnanie ARL dla karty Kendalla (linia czarna) i karty autokorelacji (linia szara) dla
koputy Franka o brzegowych rozktadach normalnych (a) n = 10, (b) n = 50

i autokorelacji w przypadku pierwszym, tj. gdy nie wiadomo, iz rozktad brzegowy nie jest normalny.
W sytuacji, gdy znana jest postaé rozktadu brzegowego mozna odpowiednio zmodyfikowaé karte ste-
rujac wielko$cia parametru k. Modyfikacja taka jest konieczna dla karty autokorelacji. Na rysunkach
przerywang linig szarg oznaczono warto$ci ARL dla zmodyfikowanej karty autokorelacji.

Analizujac wyniki zgromadzone na Rysunkach 5-10, otrzymujemy ciekawe wnioski. Mianowicie,
w wielu rozpatrywanych przypadkach wyraznie widoczna jest przewaga karty Kendalla. Dla modeli
2 wykladniczymi rozktadami brzegowymi obserwuje sig ja juz dla préb 10-elementowych. Tymczasem
dla matych préb w przypadku modeli z jednostajnymi rozktadami brzegowymi karta Kendalla na pewno
nie stanowi konkurencji dla prostej karty autokorelacji. Niezaleznie jednak od charakteru rozktadéw
brzegowych karta Kendalla jest zdecydowanie lepszym rozwiazaniem od karty autokorelacji dla préb
50-elementowych. Szczeg6lng jej przewage obserwuje sie dla modeli z wyktadniczymi rozktadami brze-
gowymi. Nawet w sytuacji, gdy znana jest doktadana postaé rozkiadu brzegowego i mozliwe jest od-
powiednie ustawienie wielko$ci parametru k, karta Kendalla nie dziata gorzej od zmodyfikowanje karty
autokorelacji.

Powyzsze wyniki pozwalaja zaobserowaé jak wrazliwa jest karta autokorelacji wobec postaci roz-
ktadu brzegowego. Do badania zaproponowano dwa bardzo rézne rozktady: wyktadniczy i jednostajny,
by odzwierciedlié zachowanie sie kart w skrajnych przypadkach (cigzkie ogony, sko§nos¢). Réznice wi-
doczne w zachowaniu si¢ obu kart w przypadku réznych od normalnego rozktadéw brzegowych maja
istotne znaczenie z praktycznego punktu widzenia. Podsumowujac, kartg autokorelacji nalezy stosowac
z ostrozno$ia, jesli brak jest pewnosci co do normalnosci rozktadu brzegowego. Z kolei okazuje sig, ze
nawet w sytuacji, gdy znana jest posta¢ rozktadu, a zatem mozna przyjaé¢ odpowiednia wielkoé¢ parame-
tru k, karta Kendalla nie zachowuje sie gorzej od zmodyfikowanej karty autokorelacji.

Jak wcze$niej wspomniano, czasami trudno jest doktadnie poréwnaé efektywnos$¢ kart Kendalla
i autokorelacji. Dzieje sie tak np. w przypadku, gdy rozkiady brzegowe sa normalne. W takiej sytu-
acji wygodniej jest ocenié dziatanie obu kart na podstawie ich odpornoéci wobec konkretnych zaburzeri.
W punkcie 4 opisano stosowana w niniejszej pracy metodg badania odpornosci kart kontrolnych. Zgod-
nie z nig przeprowadzono badania symulacyjne i otrzymano wyniki odpornoéci obu kart wobec dwéch
réznych zaburzex.

W pierwszej kolejnosci, zbadano odporno$é kart wobec odstepstwa od zatozenia o niezaleznosci ob-
serwacji, przy ktérym konstruowana jest karta autokorelacji. Jako model rozszerzony przyjeto model,
w ktérym kolejne obserwacije opisuje koputa FGM. Cecha charakterystyczna, tego modelu, jest fakt, iz
opisuje on stabe zalezno$ci pomiedzy obserwacjami (wsp6lczynnik korelacji przyjmuje wartoéci w prze-
dziale [— %, %]) Poréwnujac wartosci ARL otrzymane podczas badan symulacyjnych dla réznych warto-
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Rysunek 5: Poréwnanie ARL dla karty Kendalla (linia czarna), karty autokorelacji (linia szara) i zmo-
dyfikowanej karty autokorelacji (przerywana linia szara) dla kopuly FGM o brzegowych rozktadach
wykladniczych (a) n = 10, (b) n = 50

Rysunek 6: Poréwnanie ARL dla karty Kendalla (linia czarna), karty autokorelacji (linia szara) i zmo-
dyfikowanej karty autokorelacji (przerywana linia szara) dla kopuly Placketta o brzegowych rozktadach
wyktadniczych (a) n = 10, (b) n = 50
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Rysunek 7: Poréwnanie ARL dla karty Kendalla (linia czarna), karty autokorelacji (linia szara) i zmo-
dyfikowanej karty autokorelacji (przerywana linia szara) dla kopuly Franka o brzegowych rozktadach
wyktadniczych (a) n = 10, (b) n = 50
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Rysunek 8: Poréwnanie ARL dla karty Kendalla (linia czarna), karty autokorelacji (linia szara) i zmo-
dyfikowanej karty autokorelacji (przerywana linia szara) dla koputy FGM o brzegowych rozkiadach
jednostajnych (a) n = 10, (b) n = 50

Rysunek 9: Poréwnanie ARL dla karty Kendalla (linia czarna), karty autokorelacji (linia szara) i zmo-
dyfikowanej karty autokorelacji (przerywana linia szara) dla koputy Placketta o brzegowych rozktadach
jednostajnych (a) n = 10, (b) n = 50
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Rysunek 10: Poréwnanie ARL dla karty Kendalla (linia czarna), karty autokorelacji (linia szara) i zmo-
dyfikowanej karty autokorelacji (przerywana linia szara) dla koputy Franka o brzegowych rozkladach
jednostajnych (a) n = 10, (b) n = 50
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$ci parametru o koputy FGM dla poszczegGlnych rozmiaréw préby, wyznaczono odporno$é kart wobec
wystgpowania stabych zalezno$ci dodatnich i ujemnych. Wyniki przedstawiaja Rysunki 111 12.

Na Rysunkach 11, 12 obserwujemy wigksza odporno$é, a zatem mniejsza wrazliwo$é na wystepo-
wanie stabych zaleznoéci wéréd kolejnych obserwacji dla karty Kendalla, szczeg6lnie wyrazna réznice
mozna zauwazyé w przypadku dodatnich stabych zaleznosci. Odpornosé obu kart jest porownywana dla
préb o licznosci co najmniej 9, gdyz z uwagi na dyskretny charakter statystyki 7 Kendalla por6wna-
nie kart nie jest mozliwe dla mniejszych préb. Otrzymane wyniki w sposéb bardziej jednoznaczny niz
dotychczas pozwalaja oceni¢ dziatanie obu Kart.

Przewaga karty Kendalla byla najwyrazniej widoczna w sytuacji, gdy rozklady brzegowe byly rézne
od normalnego. Potwierdzaja to réwniez wyniki odpornoéci wobec odstepstwa od zatozen o normalnosci.
Przyjmujac jako model rozszerzony rodzine rozkladéw Gamma(a, 1), gdzie a = 1,2, 3,4 obliczono
wartosci ARL dla obu kart. Wyniki przedstawia Rysunek 13.

6 Rozmyta karta Kendalla

W klasycznej teorii statystycznego sterowania procesem wszystkie parametry kart kontrolnych oraz wy-
niki kontroli sa opisane liczbami rzeczywistymi, a zatem s wyznaczone precyzyjnie. Sytuacja ulega
skomplikowaniu, jesli obserwacje procesu s3 nieprecyzyjne i okre§lone liczbami rozmytymi. Propono-
wana w drugim punkcie karta Kendalla dla danych precyzyjnych postuzyta jako swego rodzaju podstawa
do stworzenia rozmytej karty Kendalla, innymi stowy karty Kendalla dla danych rozmytych.

Rozmyta postaé statystyki 7 Kendalla wprowadzono w pracy Héberta, Massona, Denceux (2003).
W nowszym artykule tych samych autoréw (Denceux, Massona Héberta, 2005) zaproponowano réwniez
ciekawa metode wyznaczania jej funkcji przynaleznosci. Hryniewicz (2007) uzywal rozmytej statystyki
r Kendalla w analizie szeregéw czasowych sktadajacych si¢ z dwumianowych danych rozmytych. Prace
te nie wykluczaja jednakze rozpatrzenia bardziej ogélnego przypadku, kiedy szereg kolejnych obserwa-
cji jest dany wektorem liczb rozmytych (Zl, Zayenrs Z_n)..

W celu wyznaczenia rozmytej postaci statystyki 7 Kendalla dla rozwazanego szeregu zatozono, ze
kazda rozmyta obserwacja Z; opisana jest za pomoca funkcji przynaleznosci pi(z), 4 = 1,...,n. Do
wyznaczenia rozmytego odpowiednika statystyki Kendalla w rozwazanym szeregu wykorzystano zasadg
rozszerzania (Zadeh, 1965).

Latwo zauwazy¢, ze wielko§¢ V; dang wzorem (2) mozna zapisaé réwnowaznie jako

Vi= card;#i{(Zj, Zj1)  Z5 < Zis Ziw1 < Zi+1}y,b- —1,...,n—1 as)
n—2

Przyjmujac, ze kazda obserwacja Z; zdefiniowana jest przez a-ciecie [Z{, ph0<a<l podano

rozmyty odpowiednik wielkosci V;. Oznaczono go jako V; i okreslono za pomoca a-cigcia [Vfb Vif"v],

0 < a <1, gdzie

Ve — i card;zi{(25, zj+1) : 2 < Zi, Zj+1 < Zit1} 16)
WL elze 23 n—2
i=1,...,n
oraz
Ve — card#,-{(zj,zj'ﬂ) 125 < Ziy Zj+1 < Zi+1} an
U z,-e[Zl.‘"‘L,ZﬁU] n—2
i=1,...,n

dlai =1,...,n — 1. Znajac o-ciecia [V%, G0 <a<l dla kazdego i = 1,...,n — 1 mozna
bezposrednio wyznaczy¢ c-ciecia dla rozmytej statystyki 7 Kendalla 2,751, 0 <a < liwten spos6b
otrzymaé jej funkcje przynaleznosci.

15



300

250 g //
200 /

CARL 150 s

100

50

0
0 10 20 30 40 50 60

Rysunek 11: Odpornos¢ karty Kendalla (linia czarna) oraz karty autokorelacji (linia szara) wobec stabych
zalezno$ci dodatnich
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Rysunek 12: Odpornoé¢ karty Kendalla (linia czarna) oraz karty autokorelacji (linia szara) wobec stabych
zalezno$ci ujemnych
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Rysunek 13: Odporno$é karty Kendalla (linia czarna) oraz karty autokorelacji (linia szara) wobec od-
stepstwa od normalnoéci
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Pomimo zwieztych postaci wzoréw (16) i (17) wyznaczenie funkcji przynaleznosci rozmytej sta-
tystyki 7 Kendalla okazuje si¢, w og6lnym przypadku, zadaniem trudnym i skomplikowanym oblicze-
niowo. W sytuacji, gdy liczba obserwacji rozmytych w catym zbiorze jest niewielka mozna skorzysta¢
z og6lnej metody obliczania dokladnej postaci funkcji przynaleznosci zaproponowanej przez Héberta,
Massona, Denceux (2003). Innym rozwiazaniem jest zastosowanie algorytméw optymalizacji stocha-
stycznej opartych na metodach Monte Carlo (Denceux, Massona Héberta, 2005). Niemniej, w szczeg6l-
nym przypadku rozmytej karty Kendalla, kiedy liczba analizowanych obserwacji rozmytych moze by¢
stosunkowo duza, wymienione metody wcale nie musza by¢ skuteczne. Istnieje zatem potrzeba zapro-
jektowania efektywnego algorytmu obliczajacego 77 i (.

Pierwsza propozycja takiego algorytmu zostata przedstawiona w pracy Hryniewicza, Szediw (2008).
Wyniki otrzymane w trakcie wielu do§wiadczer symulacyjnych sktaniaty jednak do modyfikacji owego
algorytmu w celu uzyskania poprawy jego efektywnosci. Wprowadzono kilka zmian w jego budowie.
W autoreferacie w dalszej czeéci tego punktu ograniczono si¢ jedynie do podania komentarza na te-
mat dziatania proponowanego algorytmu oraz przedstawienia rozmytej karty Kendalla. Doktadny opis
algorytmu mozna znalezé w (Hryniewicz, Szediw, 2008).

Uzyskane wyniki symulacji zamieszczone w wymienionej poprzednio pracy prowadza do wniosku,
iz z uwagi na specyfike dzialania algorytméw nie zawsze wyznaczona para [rr,Ty] jest wasciwym
oszacowaniem a-ciecia dla rozmytej statystyki 7 Kendalla. Niemniej, w przypadku duzych préb otrzy-
mywane wyniki okazuja si¢ bardziej wiarygodne, zwlaszcza te dotyczece wielkosci 7y .

Na podstawie rozmytej statystyki 7 Kendalla, skonstruowana zostata rozmyta karta Kendalla. W prze-
ciwiefistwie do kart kontrolnych konstruowanych dla danych precyzyjnych, na rozmytych kartach nie s
zaznaczane kolejne pomiary procesu. Nie mozliwe jest zatem jednoznaczne okre§lenie, czy obserwo-
wany uktad pomiar6w wskazuje na istnienie zaleznosci pomigdzy kolejnymi pomiarami procesu. Pro-
blem ten mozna ominaé np. znajdujac precyzyjna reprezentacje rozmytych wartosci 7n, czy tez wpro-
wadzajac dodatkowy warunek przy podejmowaniu decyzji. W pracy zastosowano w tym celu posybili-
styczne podejscie zaproponowane przez Hryniewicza (2006). Zgodnie z nim odpowiednie decyzje po-
dejmowane sa po wyznaczeniu tzw. wskaznikéw mozliwosci i koniecznosci, iz obserwowana wielko$¢
%, znajdzie sie poza granicami kontrolnymi (5) i (6).

W celu podjecia decyzji, czy kolejne obserwacje rozmyte na karcie Kendalla sa zalezne zapropono-
wano uzycie wskaznika mozliwo$ci PD oraz wskaZnika koniecznosci NSD (Dubois, Prade, 1983). Bez
odwolywania si¢ w tym miejscu do definicji owych wskaZznik6w, mozna przedstawié przyjeta zasade
podejmowania odpowiednich decyzji.

Jako granice kontrolne, odpowiednio, gérna i dolna potraktowano nastgpujace wartosci wskaZnika
NSD

NSDy = Ness(7 > Ky) = 1— anu, (18)
gdzie
any = iléllf(a tTor > Ku) (19)
oraz
NSDy = Ness(Ky > %) = 1 — an,r, (20)
gdzie
aN,L=Slcllp(0:Z7‘g,U < Kp). 21

Do podjecia jednoznacznej decyzji konieczne jest przyjecie odpowiedniej warto$ci minimalnej dla N.SDy
i NSDry. Jesli obliczona warto$é wskaznika NSD jest wieksza badZ réwna od tej warto§ci minimalnej,

17



wéwczas mozemy stwierdzié, ze obserwowane dane rozmyte wykazuja charakterystyczny ukiad dla da-
nych zaleznych.

Stosujac klasyczne narzedzia SPC dodatkowo korzysta si¢ z tak zwanych sygnaiéw ostrzegawczych.
Dla omawianej rozmytej karty Kendalla jako narzedzia generujacego takie sygnaty mozna uzy¢ wskaz-
nika mozliwosci PD. Podobnie do rozwazanego wcze$niej wskaznika koniecznosci, wartosci wskaznika
PD odpawiadajace granicom kontrolnym wyznaczamy jako

PDy = Poss(7n > Ky) =1—apy, (22)
gdzie
apy = sgp(a (Teu = Ku) (23)
oraz
PDy = Poss(KL > %) =1—apr, (24)
gdzie
apr = igf(a i < KL). (25)

W tym przypadku réwniez przyjmowana jest warto§¢ minimalna dla PDy i PDy. Jezeli obliczona
warto§é wskaznika PD jest wigksza badZ réwna od ustalonej wartosci minimalnej, to mozemy przyja¢
ostrzezenie, ze uklad obserwowanych danych rozmytych jest charakterystyczny dla danych zaleznych.

Wiasnosci zaproponowanej rozmytej wersji karty Kendalla nie zostaty jeszcze dokladnie zbadane.
Kierunki dalszych badaii zwiazane z analiza zachowania sig karty dla nieprecyzyjnych danych zostaty
okre§lone w ostatnim punkcie autoreferatu.

7 Kierunki przyszlych badan

W pracy zaproponowano oryginalne zastosowanie nieparametrycznej procedury statystycznej - karty
Kendalla - do wykrywania rozregulowar procesu ujawniajacych si¢ w postaci zaleznosci wystgpuja-
cych pomigdzy kolejnymi jego obserwacjami. Wykonane dotychczas badania symulacyjne niosa ciekawe
i obiecujace wyniki. ) )

Statystyczne wiasnosci karty Kendalla nie zaleza od postaci rozktadu obserwowanych danych. Z tego
powodu moze byé ona bezpiecznie stosowana podczas wstgpnych badari procesu, kiedy dostepne infor-
macje nie pozwalaja na doktadny opis procesu, a w zwiazku z tym na wyb6ér odpowiednio efektyw-
niejszego narzedzia statystycznego. Aspekt ten pozostaje uzasadniony takze w przypadku, gdy dane nie
s okre§lone precyzyjnie. Jednakze z uwagi na nieprecyzyjnosé danych konieczne obliczenia staja si¢
znacznie bardziej zawite. Proponowany algorytm do wyznaczenia a-cigcia dla rozmytej statystki 7 Ken-
dalla ma raczej prosta postaé, niemniej jego efektywnos¢ nie jest w dalszym ciagu zadowalajaca.

Dalsze badania dotyczace postaci algorytmu obliczajacego a-cigcia dla rozmytej statystki 7 Ken-
dalla powinny prowadzi¢ do zaproponowania algorytmu znacznie bardziej efektywnego, wyznaczaja-
cego w doktadniejszy sposéb a-cigcia.

Z kolei innym ciekawym i waznym problemem jest analiza wartosci ARL dla rozmytej karty Ken-
dalla, czyli sprawdzenie w jaki sposéb nieprecyzyjnos¢ danych wptywa na istotna charakterystyke kart
kontrolnych, jaka jest §rednia liczba pomiaréw do pojawienia si¢ pierwszego sygnatu alarmowego - ARL.
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