





Statystyki porzadkowe z préby z rozkladu dyskretnego

Auna Dembifiska, Barbara Zogata

1 Wstep

1.1 Cel pracy

Celem pracy jest opisanie rozkladéw tacznych i warunkowych dla statystyk porzgdkowych dla préb z rozkladéw
dyskretnych. Sytuacja gdy zmienne losowe, na podstawie ktérych tworzymy statystyki sa niezalezne o jednako-
wym rozkladzie jest opisana w artykule [1]. Dowody znajdujacych sig tam twierdzeri zostaly dokladniej opisane
w dalszej czesci pracy.

Gléwnym celem pracy jest opisanie przypadku, gdy zmienne losowe, na podstawie ktérych tworzone sg
statystyki sa niezalezne, ale maja dowolne, byé moze rézne rozkiady. Niektére twierdzenia przedstawione w [1]
daje sie uogdlnié na ten przypadek, jednak nie wszystkie sa prawdziwe, co bedzie pokazane.

Pierwszy rozdzial po§wiecony jest wprowadzeniu do zagadnienia poprzez podanie definicji i oznaczen {pod-
rozdzial 1.2). W rozdziale 1.3 wyjasnione zostalo dlaczego sytuacja gdy rozklady zmiennych sa dyskretne jest

tridniejsza od sytuacji zmiennych o cigglym rozkladzie.
W drugim rozdziale rozwazane sy rozklady laczne statystyk porzgdkowych zaréwno w sytuacji, gdy zmien-

ne majy jednakowe rozklady, jak i gdy rozkiady sa dowolne. Rozdzial zaczyna si¢ od opisania najprostszego
przypadku, czyli znalezienia rozkladu pojedynczej statystyki porzadkowej w sytuacjl zmiennych o jednakowym
rozkladzie (podrozdzial 2.1 ). Nastepnie przechodzimy do rozkladu lacznego & pierwszych statystyk porzadko-

wych (podrozdzial 2.2), a na kofcu przedstawione jest twierdzenie méwigce o rozkladzie lacznym dowolnego

podzbioru statystyk pozycyjnych (podrozdzial 2.4).
Trzeci rozdzial opisuje pewien rozklad warunkowy i pokazane jest tam, ze nie wszystkie wlasnosci ktére

zachodzg dla zimiennych losowych o jednakowych rozkiadach sa prawdziwe w ogélniejszym przypadku zmiennych

niezaleznych, ale o dowolnych rozkiadach.

1.2 Statystyki porzadkowe - definicje i oznaczenia

W podrozdziale tym przedstawione zostang potrzebne w pracy definicje i wykorzystywane oznaczenia. Zaczniemy

od definicji statystyk porzadkowych o ktérych mowa w tej pracy.

DEFINICJA 1.1.
Niech (X1, Xa,..., Xy) bedzie n-wymiarowym wektorem losowym o skiadowych pochodzqcych z dowolnych roz-

kladéw. Odpowiadajgey jej ciag statystyk porzqdkowych (pozycyjnych) Xy, X(z), ..., Xy to cigg zloony
ze zmiennych losowych X; zapisanych w niemalejgcym porzqdku: najmniejsze sposréd X, to X1y, drugie co do

wielkosci to X(gy, ..., najwigksze z X; to X(n).

UWAGA 1.1.
W oczywisty sposéb dla dowolnych rozkladéw zachodzi nieréwnosé

Xy s X €00 € Xy,
natomiast dla rozkladéw absolutnie cigglych powyzsze nieréwnoséci sa ostre, czyli
X(l) < X(g) <. < X(n).

Ozuacza to, ze¢ w przypadku gdy mamy do czynienia z rozkiadami dyskretnymi, w prébkach moga wystepowad

obserwacje zwigzane, czyli moga istnieé¢ takie indeksy 4, 7, ze X; = Xj.

Zdefiniujemy teraz zwiazane bloki obserwacji, z ktdrych bedziemy korzystaé¢ w dalszej czesci pracy.



DEFINICJA 1.2,

Niech t) < ta € ... < tn - cigg liczb rzeczywistych. Mowimy, zZe podeigg ti, < iy, < --- < ty, ma r zwigzanych
blokdw o dlugoéei z; dla kazdego bloku, jezeli:
=...=1;_ = tiy,

ty, =ty, =...=1%, < ti:lﬂ =...= t.i:]+:2 <. .0 < ti=1+--<+xv—1+‘ PO,

=

.
dlar=1,... k oraz ) z; = k.
i=1

UWAGA 1.2.
Najezegsciej wykorzystywanym podciggiem bedzie po prostu k pilerwszych wartodci ciggu ¢ < ... € t,, czyli

t; < ... <ty Bedziemy go czasami oznaczad tr = (t1,...,tx).
Ponizej zaprezentujemy przykiad zwigzanego bloku obserwaci.

PRZYKEAD 1.1.
Zaldziny, ze wylosowano 30 obserwacji:

3,0,6,208,39,36,3,2,4,6,6,1,3,2,0,0,2,89,55,5/4,8,9,9.
Ukladajace je w kolejnodei rosnacej i odcinajac pierwsze 20, otrzymamy:

0,0,0,01,222233,33,34,4,55,5 666,68 8,809,9,9,0.

Zatemr w tym wypadku:

tao = (t1,...,t20) = (0,0,0,0,1,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,5,5,5,6).
Otrzymalidmy w ten sposéb 7 zwigzanych blokéw o dlugoseiach:

0,0,0,0, 1 ,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,5,55, 6 .
St N e e e N

z=4 2=l g,—4 zy=5 2522 zg=3 F1=1

Kolejug definicjg, wykorzystywang w dalszej czedel pracy do czytelnego zapisu wyprowadzonych wzoréw bedzie

definicja permanentu.

DEFINICJA 1.3.
Niech A = (ai5)ij=1,..n bedzie kwadratowq macierzq rzgdu n. Wiedy permanent macierzy A jest zdefiniowany

jako:
ki3
Perd = Z H i
(31,-ndn)= i=1
permutacje
zb. {1,...,n}
UWAGA 1.3.

Detinicja permanentu jest bardzo podobna do definicji wyznacznika macierzy. Réznica polega na tym, ze w per-

manencie skladniki sumy dla kazde] permutacji sg brane ze znakiem ,+”, podczas gdy w definicji wyznacznika

sq brane ze znakiem permutacii.

PRZYKEAD 1.2.
Jako przyklad znajdziemy wyznacznik i permanent ponizszej macierzy

app ayp a1 4 7
A= 253} any as3 = 2 5 8
6 9

a3y @z Qgg



W tym celu szukamy wszystkich permutacji zbioru {1, 2,3}: (1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(8,2,1).
Permanent i wyznacznik wynoszg odpowiednio
PerA = anaass +anazsasz +ai2a21a33 + arzazaas; + 13021032 + 213622031 =
=5.9+8:6+4-2-9+4-8:34+7-2:-6+7-5-3 =450,
DetA = ajja2a33 — 011023032 ~ 612021333 + @12023G31 + 813021032 — 613022031 =

=5-9-8.6~-4-2-94+4-8-3+7-2:6-7-5-3=0.
W pracy bedziemy wykorzystywall przedstawione ponizej oznaczenia.

OZNACZENIE 1.1.

Niech X3, ..., X, bedg zmiennymi losowymi o dyskretnych rozkladach z dystrybuantami £, ..., Fy, i funkcjami
prawdopodobienstwa py, ..., pn odpowiednio. Takg sytuacje bedziemy oznaczaé X; ~ Fy,p; dlad=1,...,7.
Jesli dodatkowo rozklady te bedg takie same, czyli F; = F,p; = p dlai = 1,...,n, to sytuacje takg bedziemy
oznaczat Xy, ..., Xp~Fplub X;~ Fipdlai=1,...,n

OZNACZENIE 1.2.

Niech Xy,..., X, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o takich samych dyskretnych rozkladach z dystrybu-
antami & i funkcjami prawdopodobienstwa p. Taka sytuacje bedziemy oznaczaé Xy, ..., X, i F,plub X; i Ep
dlai=1,...,n

OZNACZENIE 1.3,
Niech F' bedzie dystrybuantg rozkladu dyskretnego, a zo € R. Wtedy poprzez F(xj) bedziemy rozumieli:

Fag) = lim F(z).

= g

1.3 Dlaczego przypadek zmiennych dyskretnych jest trudniejszy od przypadku
ciagtego

Rozklady statystyk porzadkowych dla przypadku zmiennych o rozkladach absolutnie cigglych sa znane i opisane
ua przyklad w pracy (2]. Nie mozna jednak tych rozwazan latwo przenies¢ na przypadek, gdy zmienne maja
rozklady dyskretne. Wynika to z faktu, o ktérym wspommniano przy definicji statystyk pozycyjnych: w prébach
pochodzacych z rozkladéw dyskretnych mogg wystepowaé obserwacje zwigzane.

Sytuacja zmiennych dyskretnych jest rozwazana w pracy [1], jednak praca ta dotyczy jedynie przypadku, gdy
wszystkie zmienne majg taki sam rozklad. W ponizszej pracy poza dokladnym opisaniem pizypadku z (1],

zostanie rozpatrzona sytuacja zmiennych niezaleznych o dowolnych rozkladach.

2 Rozklady laczne statystyk porzadkowych

Ponizszy rozdzial poswigcony jest rozkladom lgcznym statystyk porzadkowych. Rozwazania rozpoczniemy od
najprostszego przypadku, czyli znalezienia rozkladu pojedynczej statystyki porzadkowej w sytuacji, gdy ob-
serwacje na podstawie ktérych tworzone sg statystyki sg niezalezne i pochodzg z takiego samego rozkladu
dyskretnego. Nastepnie zajmiemy sig juz réznymi rozkladami tacznymi w sytuacjach gdy zmienne sg niezalezne

i majy takie same lub dowolne rozklady.

2.1 Rozkiad pojedynczej statystyki P(Xquy = z)

Na poczatku znajdziemy rozkiad prawdopodobienstwa pojedynczej statystyki porzadkowej, czyli P(X () = 2),
w najprostszej sytuacji: Xi,..., Xn id F, p. Mozna to zrobié na kilka sposobdw.

Pierwszym z nich jest znalezienie bezpodrednio funkeji prawdopodobienstwa.



Funkcja prawdopodobiefistwa: P(X () = z)

Jak zauwazyliSmy wezedniej, w odrdéznieniu od przypadku cigglego nie mozna stwierdzié, ze z prawdopodobien-
stwem 1 zachodzi Xp_yy) < Xky § Xpry1) > X(iy. Trzeba rozwazyé réwnies sytuacje, w ktérych mogg wystepo-
wac obserwacje zwigzane, zatem z prawdopodobienstwem wigkszym od 0 zaréwno moze zachodzié X,y = X,
dla ky <k, jak i X4,y = X1y dla ky > k. Mozliwe do zaistnienia sytuacje obrazuje rysunek:

—_ | | L | (
t T - — —1 — T

Koy Kooy Xoeo Xy Xorw) Xprurn Xm

=T >z

dla s=0,...,k—-1 oraz u=0,...,n—k

<z
Zdefininjmy zatem zdarzenia odpowiadajgce powyzszej sytuacji:

dokladnie s 4 u + 1 obserwacji jest = z,
Ay, 0§ dokladnie k — s — 1 obserwacji jest < z,

dokladnie n ~ k& — u obserwacji jest > z.

Zdarzenia te sa parami rozlaczne, zatem:

k—1ln-k k—1n—-k
P(Xy =2) =P [ Aw) =3 D Pldsa).
s=0 u=0 9=0 u=0

Zeby znalesé P(Ay ), zdefiniujemy kolejne zdarzenia:

Bl(sy © dokladnie s + w + 1 obserwacji jest =z,
Boggy + dokiadnie k — s — 1 obserwacji jest < z,
Byey : dokiaduie n — k — u obserwacji jest > =,

wtedy:

P(Asi) = P(B1(su)s Bagsuy, Bagew)) =
= P(B1 (50) )P Basw) Bagsu) P(Bagsu)| Bi(swyr Bagswy) =

= (o)t (M T T IR = Pla <
= (s+u+1)!£;!—}/u{'f)/(k '}:/:.T;(/:‘{? 3l [p(z)]* e [Fa™)|F =11 — Fz)"=*v =

N (s+u+l)!(k—?!_1)!(n—u oy PRI L - B

Zatem ostatecznie:
- l
PNy =)
e ZZ (s+u+1)(k—

T P T L - PE T )

Dystrybuanta rozkladu: IP’(X(H < )

Drugim sposobem jest znalezienie P(X(4) < =), czyli dystrybuanty Fy,, (z), ktérg oznaczymy Fyy(2).
P(X(xy € =) = P(co najmniej k obserwacji jest € z) = (x).

Zdefiniujmy zatem zdarzenia dla s =0,...,n — k:



| dokladuie k + s obserwacji jest <z oznaczmy to jako By,
"7 dokladnie n — k — s obserwacji jest >z oznaczmy to jako By(s).

Zdarzenia A, sg parami rozlaczne, zatem:

n—k& n—k
) :]p(U Ay) = Z]P’(AJ) =
s=0 s=0
n—k
= ZIP(BI(s))P(BZ(S)'Bl(S)) =
=0
-k
B n YRS — ()R
=3 (o1, e - Fe

Jezeli checemy jednak znalezé P(X ) = ), to wystarczy skorzystaé z faktu, ze:

P(Xw) = @) = Fin(z) ~ Fiyle™) =

=5 () (P mptr - ey - ).

W teu sposéb znalezliémy rozklad pojedynczej, k-tej statystyki porzadkowej. W dalszej czesci tego rozdzialu

zajmiemy sie rozkladami lacznymi statystyk porzadkowych.

2.2 Rozklad laczny k pierwszych statystyk porzadkowych P(X) =t1,..., X = )
2.2.1 Przypadek zmiennych niezaleznych o jednakowym rozkladzie

Pierwszym i najprostszym rozkladem lacznym jaki znajdziemy bedzie rozklad k pierwszych statystyk porzgdko-
wych, Poniewaz tak jak w powyzszym podrozdziale mozliwe jest wystgpowanie obserwacji zwigzanych, skorzy-
stawy z notacji wprowadzonej w podrozdziale 1.2 i niech ¢y, . . ., t,, beda wartosciami realizacji proby. Zakladamy,
Ze

i =ta=...= ty < t21+1 ==l <0 < tz,+...+z,<_1+1 =...= tzl+,..+z,< = bk

., £ ma r zwigzanych blokéw, zatem wystapilo dokladnie r rdznych obserwacji i kazda z nich

Oznacza to, ze ty, ..
, zr razy. Przy tych zaloZeniach postaé rozkladu opisuje ponizsze twierdzenie.

wystgpila odpowiednio 2y, ...

TWIERDZENIE 2.1,
Nicch X1, ..., X, M Fp.

Wtedy:

B(Xgy = t) = P(X(1y = 1,0, Xy = t) =
3 &

o=

-3 B § P R L
s=0 (n — k — s)I(z + s)l [] ;! =1
j=1

2.2)

Dowo6d:



Szukane prawdopodobiefistwo mozna zapisaé w nastepujacy sposéb:

P(Xy = t1, ..., Xy = te) = P(21 obserwacji jest xéwnych t.,,
25 obserwacii jest réwnych t,, 4.,,
zp_.1 obserwacji jest réwnych ¢, 4.4z,
co najmniej z, obserwacji jest réwnych ty,

pozostale sa wigksze od t).

Interesujaca nas sytuacje obrazuje ponizszy rysunek:

| | = 4 : | [ V.
T T 1 | T L T

Ny Xy Xagotzary 0 Xeg Xory - Xos) Xeevsrny - Xny

=t., =t =ty Stk

Zdefiniujmy zatem odpowiednie zdarzenia dla mozliwych wartodci s, czylidla s =1,...,n—k:

zy obserwacji jest réwnych t; = ... =t¢,,,

B obserwacji jest véwnych ¢, 41 = ... =134z,
A

ot s obserwacji jest réwnych t. 4 4z =k,

nw~k~—s obserwacji jest wiekszych od .

Wetedy, korzystajac z tego, ze zdarzenia A, sg parami rozlaczne otrzymujeniy:

n—k n—k
P(Xy = t1,.., Xy = 1) = P(| A) = D P(A4,) = (+).
s=0 =0

Aby znaleié prawdopodobienstwo P(A;) zdefiniujemy kolejne zdarzenia:

By z obserwacji jest réwnych t; = - =1,
By : z obserwacji jest réwnych t;, 41 =+ =t
By z+s obserwacii jest réwnych t;, 4.4z, = tk,
C.: n—k-—gs obserwacji jest wiekszych od t.

vl
Zatem A, = (| BN By N Cyyy, wige mozemy znalezé szukane prawdopodobieristwo:
I=1



n—k n—k

ZP&V Be(s),Cs) = Y P(B1)P(F2|By) - .- B(By(y|By, .., Bro1)P(Cy|By, ..., Brs), Cs) =
=0 s=0
i n-—-z n—z z
z 41 2 TRl T e T Zets n—k—
=§Z(H)w@ml( y )@mﬁnw~hn+( LTI Wl ) - P =

=0 < <! r h——v-—-—/

21 zp+zg Kty

TIrees ‘H p(e;) 11 plts)

i=1 J=z1+1 Fmzpdedzao141

=y n! z7)T (n—z1=rm=%_q)! H ok
- 021!ML71}M¢Z;{;!'22!'“.'(71—21-“.— —s)!(z, +s)‘ p(t) tk)] [1_ =
=

(n—k=s)t

i [T o6 el - Flg

r—1
s=0 TT z;W(n — k — s)!(z + ) =1
J=1

n-k

2.2.2 Przypadek zmiennych niezaleznych o dowolnych rozkladach

Powyzsze twierdzenie 2.1 dotyczy sytuacji, w ktdrej wszystkie obserwacje X; sa niezaleine i majg taki sam
rozklad. Mozemy sie jednak zastanowi¢ jak zmieni si¢ przedstawiony wzér, jezeli przyjmiemy, ze jedna sposréd

ziniennych X; ma inny rozklad od pozostalych. Sytuacje t¢ mozna opisaé przy pomocy ponizszego twierdzenia.

TWIERDZENIE 2.2,
Niech Xy, ..., X, bedg niezaleinymi zmiennymi losowymi oraz: X1 ~ G,g t Xa,..., X, iid Fp.

Wiedy:

P(Xgy =t1,- o Xgy =) =

(n-1)! L = B (3 zmglteinnz,) | (ot S)o(ts)
H P ];I Zo (zr +s){n~k —s)! < E Ptz t2.) * p(t)

m=1

(n—k = s)[1 - G(t)]
R S 0% M‘ #9

Dowéd:
Na poczatku definiujemy zdarzenia A4, oraz By,..., B(s), Cs) tak samo jak w dowodzie twierdzenia 2.1:

z obserwacji jest réwnych t; =... =1, {ozn. By),

z9 obserwacji jest réwnych ¢, 1 = ... =, 4+, (ozn. By),
A

Zr + 5 obserwacji jest réwnych ;4. ¢z, =tk (ozn. B.i),

n—k-—s obserwacji jest wigkszych od ) (ozn. Cy),

i otrzymujemy:

n-k -k

P(Xay =t1,..., Xy =te) = Y P(As) = 3 B(By,..., By, Cpyy) = ().

Nastepnie zdefinivjmy zdarzenia Dy, dla m = 1,...,7 oraz D i Dx, odpowiadajace wszystkimn mozliwym war-

tosciom zmienuej X;.



Dy Xi=ty4. 4z, gdziem=1,...,r,
D: Xi#Ftoygogz, Ym=1,.. 7 A Xy <ty
DY Xy >t
r
Wtedy D1, ...,Dy, D, D* sg parami roziaczne oraz P( | D,,UDUD*) = 1. Oznacza to, Ze mozemy skorzystaé
m=1
ze wzoru na prawdopodobiefistwo catkowite, warunkujae po zdarzeniach D,,, D, D*. W ten sposéb rozwazymy

osobno kazda mozliwg wartosé X;.

n—k
=5 Z P(Bi,...,C){Dm)P(Dy) +P(B1, ..., Cpq| DYP(D) +P(Bi, ..., Coy | D) = (x%).
s=0 { m=1

(2%) @)

{1sxm}

Rozpiszemy teraz kazdy ze skladnikéw sumy osobno.

Pievwsza grupa skladnikéw sumy dla m = 1,... r — 1 wynosi:

(Lxm) :<nz_1 1) [p(tz )] - (" o —; T 1) (R | sl SR

Zm — 1
x ( - le; o z'") (GO LR (" - zl; v 1) (e x
x (Z - z B j) [1— Ft) " =
k
= (n_ 1)!Zm H )[ ( ] [l—F(t )]n—k sg(z21+ +vm)
TI 2!z + s)l(n — k — s}l 3=1 Pllarstz)’
i=1
adlam =1
e =(" " pteape - (U0 ; S 1)1p<tk)]‘v-+“g<tk>(z CE - R -
o ) - Pl
T 2z + s)i(n — k — s)l 5=1 ¥
i=1

Poniewaz P(By, ..., Ciy)D) = 0, to (27} = 0, a trzeci skladnik sumy wynosi:

(”; 1) [p(ts, )] - .. - (n _— —zr .+—Szr_1 - 1>[p(tk)]z..+s <:'_‘7}::: )[1 — Pl — G =

@)=
S Tl S NN (POSTMPR RO 1—:%8%

,ﬁ 2z + 8)l(n — k - 5)l J=t

J=1



Zatem:

(*x):nik Til (n_l)!zm HP tk [1_ t )]n k— sg(t2)+ 2 )+
50 Lm=1 rﬁl 251z + $)l(n—~ k — s)l 3=1 Pltaittzn)
j=1
B
) [Toiper - P S
IT zif(z + 8)i(n — k — s)l =1 Ptk

i=1
(n—1){n —k—5s) nok—s 1~ G{t)
+ = () [p(ee))7 {1 — F(t)] ——_J =
IT 23!z + 8)\(n— b - s)wnl " R
=1

_ - S )P = P [ $3 2mgltastnn) |, (2 +5)9(t)
= ) s e (S ey T e

sz] j=1 =0 =1
(n—k —s)[1— G(ty)]
T RG] )}

Kolejuym uogélnieniem bedzie znalezienie powyzszego prawdopodobiefistwa w sytuacji, gdy zmienne sa nieza-

]

lezue, jednak kazda ze zmiennych X; ma inny rozkiad F;.

TWIERDZENIE 2.3.
Niech X; ~ Fy,p; dlai=1,...,n oroz zmienne X; sq niezalezne.

Wtedy:
P(Xy =t1, o, Xy = te) =
n—k 1 k+s n
=5 Y = Hpj &) I] pittr) [L- Byt =
#=0 (jr,dnd - [T z:l(z, +8)(n—k — s)ti=t i=k+1 i= ’»+5+1
permutacje [y
b {1,...,n}
nek "
= Z et PerM, (2.4)
=0 IT =iz +)i(n— k= )1
i=1

gdzie dla s = 1,...,n — k macterze M, majg postaé:

n(t) p2(t) . pa(th) ]
pilts) palts) ... palte)
Pl(ﬁ-) Pz('tk) Pn(tk) ks wierszy
M, = : : :
pi(te)  palts) o palti)
1= Fi(te) 1= Fy(ts) ... 1— Fa(te)
: : n—k — s wierszy
L1- Fi(te) 1-F(te) ... 1 - Fn(t;,)J

Dowdd:
Ponownie szukamy prawdopodobieristwa

n—k
PNy =t Xy =te) = Z P(z; obserwacji =1t;,,...,z+s obserwacji = ty,n—k—s obserwacji > 1) = (»,

s=0



Jednak tym razem kazda ze zmiennych X; ma inny rozkiad, zatem nie mozna zliczaé ich tak jak w poprzednim

przypadlku.

Zdetiniujmy zdarzenia:

ij:"' XJ”=tzx,
gdzie (J1,...,Jn) - dowolna permutacja {1,...,n}.
XJ:1+...+:,._1+1 = XJI.-H = tk,

XJ'L+~+1 > i, .. XJn >ty

Wtedy:

n—k
:ZP( U Pogy) = (%),

=0 (Jiidin)

Suma P( {J  Py,,.;,)) nie sklada sie jednak z rozlacznych zdarzen, poniewaz istnieja réine permutacie:
(e

oo dn) # (ke ka) 820 Py gy = P,k
np. (1,2, z,...,n) #(2,1,...,21,...,n), ale odpowiadajace im zdarzenia sg réwne.

Trzeba si¢ zatem zastanowié ile razy kazde zdarzenie wystgpuje w powyzszej sumie. Aby je zliczyé spojrzymy

na postaé dowolnego z nich:

Xju'-'vX ERRRE] Xj:!+-'+:,._‘+17"'YXj=)+"-+zy-+sYXjk+~+17"‘1Xju
~—~———
permutacja takiej grupy (z,+3)! permutacji (n—4A—s) permutacji

nie zmieni zdarzenia,
gdyz kazdy z X-6w z tej
grupy jest =ts,.
grup¢ mozna spermutowad
na zy! sposobow

Rozwazajac analogicznie pozostale grupy obserwacji otrzymamy, ze kazde zdarzenie powtarza sig w sumie

U Py, doktadnie z;!- .. ze 1 {zr 4 5)!(n — k — s)! razy. Zatem prawdziwa bedzie réwnosé:
[T
U Pos)= X 7 ,(zl+ 3% =5 Pl
i) (rpga) 1T IS TSR

Pozostaje znalezienie P(Py, .. 5,)), ktdre latwo wyznaczymy korzystajac z niezalezuosci obserwaciji Xy, ..., X,

]P(P(Jx-u-,.i..)J
= P(le == Xj: =tz VXJ':,+...+:.._,+1 == Xjk+» = thXjk+n+l S TR ’Xju > tk) =

kts n

—HpJ @) I] et [] 0-Fite)

i=h+1 i=k+4s+1

Ostateczuie otrzymujemy:

n—k

() =3B | Pypg) =

=0 (fiyeigu)

ks n

1
= (t 1~ F5 (t)) = (% * %),
1z + )n— k — ”PJ- 1:LAPJ L)L‘k|+s+1[ Gi(te)] = (x5 %)
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Jezeli dodatkowo dla s = 1,...,n — k zdefiniujemy macierze

{ pi{t1) pa(t1) - pa(ty) ]
pi(ta) p2(t2) ... palts)
P1('tk) pz(ltk> o pn(‘t/.-) k -+ s wierszy
My = : : :
p1{tr) palts) ... pa(te)
1—F1(tk) 1 *Fz(t}g) 1-Fn<tk)
: : : n—k — s wierszy
1= Fi(te) 1~ Fate) ... 1— Fn(tk)J

to przy pomocy definicji permanentu (definicja 1.3) mozemy uproécié zapis:

*** Z 1 PEI'A/[S.
=0 .;!(zr+s)!(n—k—s)!

il

UWAGA 2.1.
Mozemy zauwazy¢, ze wzér 2.4 mozna zapisaé przy zaloZeniu, ze wszystkie zmienne X; majg takie same

rozklady, czyli F = F, p=p; dlai=1,...,n. Wtedy:

n—k b+s n
1
Al m L=k =% HPJ' II pitte) [ 11 -Fitel =
520 (roge) b Empr il i=k41 imktstl
EIR
n—k 1 k+s n
=2 2 3 Hp I1 st T (1-Pea)=
I e Wor + s n—k =) i=ht1 i=ktstl
n—k 1 k k+s n
2221!'~~'/~w e+ 8)l{n—k H HP(tk) H (1= Fte)l Z 1=
5=0 i=1 i=k+1 i=k+s+1 [CE )
N’
=n!
n—k n, k
=2 TPl (1 = P,
5=0 (n — k — 5)l(z, + §)! [] 25! =1
j=1

Zyodnie z oczekiwaniami otrzymali$my wzér 2.4 z twierdzenia 2.3,

UWAGA 2.2.
Podobnie, wzér 2.4 moina zapisal przy zaloZeniach twierdzenia 2.2. Zakladamy zatem, ze X1,..., X, sa nie-

. - . . . iid
zaleznymi zmiennymi lasowymi oraz X1 ~ G,g1 Xo,..., Xp ~ Fp.

Clicemy przeksztalci¢ odpowiednio wyrazgenie:

nebk 1 hts n
. 1— F; (te)] = .
; z1! czrel(z 8 (n -k —s) (“‘Z,:J“)'I:IPJ- it 111 (fk)i=H+1[ (0] = (&)

rozbijemy na n sum, w zaleznosci od tego,
ktére z j; jest réwne 1

11



Przeksztaleamy zatem zaznaczony powyzej fragment wyrazenia.

k k+s n
> et T] putt) I B-Fitt)l=
(irvendn) i=1 i=k+41 i=kdstl

dla krétszepo zapisu oznaczymy: A

= > A+ > A+t Y 4=

(Graensdn) tyeeoyin) (1s-15n)
pdzie ji=1 gdzie jp=1 gdzie j,=1
= Y A+.+ 3 At b Ao+
(J1sedn) (Frvenda) (G1s-adn)
gdzie ji=1 gdzie jz) 4. 42, +1=1 gdzie jzy 4. 4z, =1
(1mw)
Y At Y At++ Y A+ Y A=)
(2 peeadn) (laeeidn} {F2s0dn) (2 0dn)
gdzie ju.z, 4151 gdzie jyt.=1 gdzie Jiry41=1 gdzie ju =1
(2%) (3%)

Rozpiszemy teraz poszezegdlne fragmenty: (1mx) dla m = 1,...,7 — 1, (24), (3*) zakladajac, ze X; ~ G,¢
i Xo, .o, Xy, i EFp.

Najpierw rozwagymy pierwszy fragment, czyli sume po permutacjach zbioru {1,...,n}, w ktérych na miejscach
od zj+...+ zZm—1+ 1 do 21 +... + 25 znajduje sie 1.

.
o= 5> St [T - FaP ™= + 4

t z
(J11eyn), gdzie » et
Jarte oy a1=1

k
oy e Tl P =

4
Gitrerin), gdzie Pl 21t 2
Joptotzn =1

= i(n - i) H (61~ Fle)™™

Lot +-m

-

Teraz popatrzymy na sume po permutacjach, w ktérych na miejscach od & — z,. + 1 do & + s znajduje sie 1.

@)= 3

k k
A Tolpeal - FeoP ™ +ov 50 S T pelpteal)t - Pl

¢
Girrdod )is oy PLE)
wdzie jy s q1=1 gdzie jk=l
k
- n—k— 5— n—k—

+ > ekl T e - Pt > HP Ip(e)) gt = Fta))* "% =

(1vendn) i=1 (J1,adn) i1

pdzie jop1=l gdzic jrp,=t

3
g{tx ke
= (ot )= D T e lplea)* 1 - P
Plte) 3
Na koniec zajmiemy sie sumg po permutacjach, w ktérych na miejscach od k + s+ 1 do n znajduje sig 1.

@Bg= 3 H(t o) [t = P =1 = Gltx)] + ...+
(Griongn) =1
gdziej“”H_l

+ Z Hp W~ P~ 1 - Gt)] =

(1,
gdzie ] .=1

k&
=n~k-~ )(n—l F(t Hp p)]* (1~ Flee)™ 5.

1:1
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Zatem:

r—1 tz] zm . .
(%) =W§1zm(n 1)iig z‘: :Z Ep Jo[L ~ F(t)) ko
+ (ilr + S)(TL — 1}!1“(/)—8%)— Hp(ti)[P(tk)]s[l _ F(tk)]”_k—s+
k
+(n—k—2s)(n-— HP [p(te)] [1 — F(tk)]"_k“-‘_
z=1

Ostatecznie otrzymujemy teze twierdzenia 2.2:

(- [p(t F]** = (2 zmgltaysotnn) | (2 +8)glt)
=3 IS Z TR (:4:1 O R T
j=1

. <n-k~s)<1—G(tk)>)}

1< F(iz)

Zualezliémy zatem rozkiad laczny k pierwszych statystyk pozycyjnych w trzech sytuacjach: gdy zmienne na
pudstawie ktorych tworzymy statystyki majg jednakowy rozkiad, gdy jedna ze zmiennych ma inny rozklad niz
puzostale oraz gdy kazda ze zmiennych moze mieé inny rozklad. Nastepnie sprowadziliSmy przypadek najbardziej
ogdluy do dwéch mniej ogéluych. Twierdzenie 2.1 z tego podrozdziatu bedzie wykorzystywane jeszcze pdzniej

w przykladach w rozdziale 77, a kolejny podrozdzial jest poswigcony kolejnej, bardziej ogdlnej sytuacji.

2.3 Rozkiad lgczny: P(X(l) =11,... ,X(k) = 1y, X(q) = tq)

Kolejng rozwazang sytuacja bedzie znalezienie rozkiadu lacznego: P(X(1y = t1,..., Xy = te, X(g) = &) dla
k < ¢. Szukamy zatem prawdopodobieiistwa, Ze pierwsze & statystyk porzadkowych ma pewne okreslone wartosci

i dodatkowo pewna dalsza, g-ta statystyka ma réwniez jakas$ okreslong wartosé. Nalezy rozwazyé dwa przypadki:

e gdy tx = t, wtedy postaé rozkladu P(X(y = t1,..., Xy = tx, X() = f,) sprowadza sig latwo do

przypadku z twierdzenia 2.1,
o gdy tr < tg.

2.3.1 Przypadek zmiennych niezaleznych o jednakowym rozkltadzie

Tak jak w poprzednim podrozdziale zaczniemy od najprostszej sytuacji, czyli zmiennych o jednakowym rozkla-

dzie. Obie powyzsze sytuacje zostang opisane przy pomocy ponizszego twierdzenia.

TWIERDZENIE 2.4.
Zulsimy, ze Xy, ..., Xn % F,p. Ozmaczmy Xy = (X1, Xey) 070z tic = (1., ).

Wriedy:
=y n! et
P . Hp(tj)[P te))°[1 = Fte)) e gdy t = tq,
s=0 T 2tz +a=k+s)i(n—g~s)t 7=
J=1
P(Xgg = tie: Xg) = ) = { qokm1gmhetoun—g ,
Z Z Z = = H p(t)[p(te )] x
w=0  h=0 w=0 I'[ Nzt (n—k~u—h—v)w! J=1
X[F(t7) - ] [Pt~k =h2 1 — F(t,)]Y gdy b < tg.
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Dowéd:
Spojrzymy najpierw na prostszy przypadek: ¢, = t,. Zakladamy, Ze oznaczenia dotyczace obserwacji zwigzanych

nie zinienily si¢ mimo, ze obserwacja t powtarza si¢ wiecej niz z, razy. Zatem wartodci statystyk porzadkowych

Xy, - Xy wygladaja nastepujaco:

L= =t <. <lgtiz+1 = =lg gz, =l = ... =1,

21 zptg—k
Szukane prawdopodobienistwo wynosi:
PXagy=t,..., Xy = te, Xy =t4) = P(Xy = ty,..., Xy = t1) = (),

zatewl korzystajac z twierdzenia 2.1:

W=3 = a [T 2telpte)]" [t ~ Fa)]™=.
s=0 2(zr + @ =k + s)l{n — g — )l =1
j=1

Drugin przypadliem jest sytuacja: ¢, < #,. Oznacza to, Ze moga istnie¢ obserwacje lezace pomiedzy ) i #,.

Sytuacje te niozna zilustrowad przy pomocy ponizszego rysunku.

Zrtu h n—k-u—hev v

{ ! | : | | 1 L 1
T —F T T T T T T T T

Ny Xy o gz - Xedw) Xty - Xevuth Xptwarr) 7 Xnevy Xnowvrs) - X

=t =ty €(tr,tq) =tq >ty
dla
w="0...,9—k=-1,
h=0, .., 9—k—-u-1,
v="0..., n—q

Zdefiniujury zatem dla powyzszych u, h, v zdarzenia:

zy obserwacji jest réwnych t; = ... =t;, ozn. By,

o obserwacji jest réwnych t;, 41 = ... =tz 4., ozh. Ba,
Al 4z 4w obserwacji jest réwnych t, 1 4, =t ozn. By,

h obserwacji nalezy do przedziatu (tg,t4) ozn. Ciay,

n—k—u—h—v obserwacji jest téwnych t, ozn. Dupyy,

v obserwacji jest wiekszych od tg ozn. Egy,.

Zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi:
P(Xy =t1,. .., Xy = ey Xy = tg) = P( U U Auny) = (¥),

a poniewaz zdarzenia Ay, s parami rozlgczne, to:



Teraz trzeba znalezé P(Aypy) i zrobimy to analogicznie do wyprowadzenia z dowodu twierdzenia 2.1.

P(Auns) = P(B1)P(Be|By1) - ... - P(Buyrl By, .-y Br—1)P(Ciy| B, - ., Beuyr) X
X P(Dunwy B, - - 2 Bruyes Con))P(Ew)| B1s - -+ Bayrs Ciyy Dwiy) =

- (’1) Pt} (” TR z"‘) [Pltar s ge ) (” o “) F(62) — Flt)]'x

o S | e B

n—k~-u—-h-v

nl k
= : ([T pellp(l(F(e7) = Fle)*
IT z'(zr + @)hl(n =k —u — h ~ v)lu! =1
=1

X {p(ta)"E L = Pty

Zatewm ostatecziie:
g—k—1g=k—u-1ln—g

G=3 5 T & ([T Pteollp(en)] x

w0 k=0 v=0 ] z;l(z + uphl(n — k—u — & — v)lol i=L
j=1

X [F(ty) = F)) plt)]" 71 = F(tg)]".

2.3.2 Przypadek zmiennych niezaleznych o dowolnych rozktadach

Ty razem od razu opiszemy z pozoru trudniejszy przypadek, czyli sytuacje w ktérej kazda zmienna X; ma

inny rozklad. Pomijany sytuacje, gdy jedna ze zmiennych ma inny rozklad od pozostalych.

TWIERDZENIE 2.5.
Niech X; ~ Fi,p; dlai = 1,...,n oraz zmienne X; s¢ niezalesne. Oznaczmy Xy = (X(1y,..., X)) omaz

T = (tl,...,tk).

Wiedy:
n—g ) q 443
> 5 - Il ps(t) TT pyi(t)x
9=0 (G1,eeidn)= H-’--!(z'-+q—k+s)!(n—q—.q)! i=1 i=q+1
permutacye zb.
{1,....n} =
7t
x 13“[1 — Fj, (ty)) gdy . = tg,
i=qts
P(Xy = te, Xy = t4) = g—k-lg—k~u—1n—q
B =t X =ta) = PRI e 1 x
u=0  A=0  v=0 (ji,fud= [ zitleetu)thi(n-k—n—i—v)lu!
permutacje zb. 3
{1,....n}
k k+s k4u+th
x [Tps(t) TI pu(te) 1 (F5.(67) — Fy. ()] x
i=1 i=k41 k+u+l
n—-v T
x O I1 0 palty) IT 1 Fi(t)) gdy t <t
i=k+uth+1 i=n—v+1
kS o)
> prery L PerM; gdy ty = tg,
T e, L sttetamheaitng-o)
----- n} B
g—k—1lg~k—u—ln-g @
= o ! PerM}  gdy ty < t,.
u=0 A=0 v=0 (iodn)= ] zd(zetu)thl(n-k—u—h—v)ht
permutacje zb.
{1,0m =
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ydzie:

[ pa(t1) pn(t1)
p1{22) pn(ta)
pts) o palta) } ktu [ mie) Pulty) 1
: : pi1(ta) Pn(t2)
p1{ts) e Pn(tx) : .
Filty) = i) - Falty) = Falts) ) e palty)
Rty) = Fulte) .- Fa(ty) = Falts) pilte) o Palty)
Pi(ty) Pnlty) 1= Fi(tg) ... 1= Fu(ty)
: : } n—k~u—~h-v :
p1lty) pn(tq) I.I_Fl(tq) 1_Fn(tq)J
1-Fi(t,) ... 1— Fu(t,)
: : v
1=Fit) ... 1-Fa(ty) J
Dowdd:

Ponownie musimy rozpatrze¢ dwa przypadki: ¢ = t, oraz tj; < t,.

¢+s

n—q—s

Pierwszy z nich mozna latwo sprowadzié do sytuacji opisanej w twierdzeniu 2.3, uwzgledniajac jedynie zmiany:

ki — q oraz z, — z, + q — k, poniewaz wtedy szukane prawdopodobiefistwo jest réwne:
IP(X“) =ty,... ,X(k) = tk,X(q) = tq) = P(X“) =1t1,... ,X(q) = tk) = (*),

a r-ty blok zwigzanych obserwacji jest diuzszy o g — k. Zatem:

n—g q q+s n
1
W= > = [Ieit IT pate) TT 01— Futwl
520 Greedn)= T zlzr +g— k4 8)i(n— g — s)l =1 i=g+1 i=g+s+l
perniutacje zb. =y
{lewn

Jezeli dodatkowo dla s = 1,...,n — k zdefiniujemy macierze:

[ p(t) o palty) ‘{

nlt2) ... paltr)
P1 (tq) oo palty) 7t
MY = :
Pl(t(l) Pn(tq)
1—Fity) ... 1= Fu(t)
n—q-—3s

L _]wi‘l(tq) 1—15“,1(tq)J

to powyzszy wzdr mozemy przy pomocy definicji permanentu (definicja 1.3) zapisaé nastgpujgco:

n—gq 1

(#%) = Z Z — Per/\/fs(l).
s=0  Grewdud=  [] zl{zr +g~k+ s)i(n—g—s)!

permutacje zb. ;1
(L.m

= ().

Dowdd twierdzenia w drugim przypadku bedzie podobny do dowoddw twierdzen 2.3 oraz 2.4. Najpierw zdefi-

nujemy parami rozlgezne zdarzenia A,y tak jak w dowodzie twierdzenia 2.4:
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z obserwacji jest 1éwnych t; = ... =1,

zg obserwacji jest réwnych t;, 41 = ... = {;,44,,
Awne %z 4 u obserwacji jest réownych ¢, 4 4. =tk,

3 obserwacji nalezy do przedziatu (tg,t,),

n—k—u—h—v obserwacji jest réwnych tq,

v obserwacji jest wigkszych od 2,

dla
w=0,...,q- k-1,
h=0,....,—k~-u-1,

n="0,...,n—-q

Weedy:
g—h—-lg—k—u—1n—gq g—h—lg—k~u—1n—q
P(X(y = t1, .., Xy = by Xggy = tg) = P U Udw) = Y 3 ST PAw) = (+).
=0 h=0 v= u=0 h=0 v=0

Aby znale?é prawdopodobienstwo P(Ayny) zdefiniujmy zdarzenia:

Xj‘ == XJ‘:, =t;,
gdzie (j1,...,jn) - dowolna permutacja {1,...,n}.
Poj) Kooty gr == Xy =t
l\’j"‘f"ﬂ"' X.‘fk+u+h € (tk:tq)v
Xjipnann == Xj, = tgy
Kioirr- 2 XG>t
Wtedy:

g—k—1q—k-~u—1n—g

Gry= 3 ST SPC U Poiey) = (k%)

u=0 h=0 v=0 (F1reriin) ~
permutacje zb.

(1m}
Tizeba zliczy¢ ile razy kazde zdarzenie wystepuje w sumie  (J Py, ;.- Sliczymy je tak samo jak w
(F1ieidn)

dowodzie twierdzenia 2.3:

‘le v Xj:, N Xj:‘+...+=,._1+1 s Xjk e Xjk+u X.‘I'A-+u+1 e Xjk+u+h Xjk+u+/z+l i 'Xjn‘u X.'i'.Au+1 i 'Xju

—_—— ——

5! (2ot At (n—k—u—h—v)t vl
permutacji permutacji permutacji permutacji permutacii
=1
Zatem kazde ze zdarzenr powtarza sig [] zi!(z +u)lhl(n — k — u — h — v)lv! razy, wiec:
i=1
1
P U Pooad)= DO = PPy, ,.00)-
(Groeedn)= Groednd= [T zl(zr +u)lhl(n —k —u — h — v)lv!
perinutacje zb. permutacje zb. ;q
{11} (L
Ze wzgledu na niezaleinodé obserwacji X1, ..., X, zachodzi:
k& ktu ktuth n-v n
P(PG,...5) = [ psts) 1] prtts) 1 IBttd) = F.0) T[] mtted) [ - Falel,
i=1 i=kt1 ktut1 imktubhtl i=n—vtl
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zateny ostatecznie

q—hk=1g—k—u—-1n—yg 1

(%) = E E E E —1 .
w=0 =0 w=0 (igud—  J] zil(z +w)hi(n— k —u— h — )l
permutacje zb. ;5

{1,...,n}
ktu k+uth n~v n
me @) T pt) T Fey) - Fuee) [ pitty) J] [0-Fult))=(&)
i=k+1 ka1 i=k+ut+h+l iz=n—v4l

Jezeli dodatkowo dla odpowiednich u, h, v zdefiniujemy macierze:

[ ) Pa(ty)
pu(ta) e Pnlts)
pl(:tk) Pn(:tk) ktu
n (:tk) e Pr (:i»c)
MG, = A

Fl(tq_) — Bt ... Fn(tq_) — Fo(ty)
Pl(tq) Pn(tq)

Pl(.tq) Pn(.tq)
1-Fi(ty) ... 1=Fu(ty)

Bi(tg) = Fute) ... Fulty) — Falte) }

=Rty ... 1-Fulty) |

to powyzszy wzor przyjmie postad:

g—k~1lg—k—u-1n—g 1

XX X X = PerMj,

w=0  h=0  v=0 (G.gu)- ] zlz +u)lbl(n -k~ u—h—v)iv!
permutacje zb. ;_;
{Tn

UWAGA 2.3.
Podobuie jak w uwadze 2.1 do twierdzenia 2.3, we wzorze z powyzszego twierdzenia 2.5 mozna dodatkowo

zalozy¢, ze zmienne Xy, ..., X, maja jednakowe rozklady i wtedy otrzymamy wzdr z twierdzenia 2.4,

UWAGA 2.4.

W tym podrozdziale rozwazyliSmy sytuacje zmiennych niezaleznych X, ..., X, o jednakowym rozkiadzie, a na-
stepnie przeszli$my od razu do przypadku, gdy zmienne te maja dowolne rozklady. PomineliSmy przypadek, gdy
tylko jedna zmienna Xy ma inny rozklad. Wynikalo to z faktu, ze rachunki bylyby analogiczne do tych z twier-
dzenia 2.2 (méwigcego o rozkladzie k pierwszych statystyk porzadkowych w przypadku gdy jedna zmienna ma
inny rozklad), a jedynie bardziej zlozone. Teraz jednak mozemy, korzystajac z udowodnionego twierdzenia 2.5,
zalozyc, ze Xy ~ G,g 1 jest niezalezna od Xa,..., X, ig F,p 1 wtedy przeksztalcié wzér z twierdzenia 2.5.

Zrobimy to tylko w sytuacji, gdy t < t,.
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Zgodnie z oznaczeniami w twierdzeniu 2.5, w ogdlnej postaci wzér przyjmuje postaé

—k—1g—k— —
1
Z Y Z - S PaMi = (%)
u=0 h=0 =0 H MNzr +u)hl(n —k —u—~ A~ oMot Giveda)—
i=1 permutacje zb.
{1,..,n}
(+)
Rozpiszgemy zaznaczony fragment:
=3 PaM =
(G1iedn )=
permutacje zh, 9Zneczmy:A
{1,...,n}
= 3 A+..+ > A+ S A+t
(G1senrdn] (J1y0001dn), gdzie (11enadn)s gdzie
gdzie jy=1 Fertotem 14121 Jeptodzm =1
(1me)
Ato+ 3 A+ S A++ S A
i (110130 ), gdzie (Graeardn), Bdzie jr, )y gdzi

Jhra=1 Fhusr=1

(1r*)
+ 03T A+ Y Av ST A+ ST A=(xn)
(31,000 ), gdzie (41509}, gdzie (G12e2dm )y gdzie (1yendn), gdzie
dkdutht1=1 Ju—w=1 Fn—vir1=1 Jn=1

(34} (4%)

Rozpisujac kazdy z elementédw powyzszej sumy analogicznie jak w uwadze 2.2 otrzymaiy

(1) = 5~ 12 () Pl L = F(t)),

:
(1) = (s + )= DEEE TT e e () - Feol o

L - e

Gt — N k
(2) = i =1 B =TT F() - Pl e ™ = Pl
[l =1

k
() = (n—k—h=u=v)n~ 1)!193(?) [l (Ft5) = P )l = Pt

k
(4%) = v(n —1)! HIP t)“IF(E]) = P [p(to)]" ™57 1 = F(t))".
i=1

Zatem:

9(tzih. iz
mJ( z14...+z )+

n—k-—v—u—~hry _ v
o) (= P [2m =

13
(o) = (n = W PP F () — Fe) ol
i=1
(= ug(tk) G(t;) - Gltr) 3 ¥l 1= Gty
) T R —Fa T T T T T ) TR |
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Ostateczuie otrzymujemy:

g—k—1g—k~u—1ln-g (n-1)!

w=> ¥

«=0  A=0  wu=0 H zil(zr + wlhl(n — k —u — h — v)lv!

ped

x HP [P (F () = F(ee)) o) 7 M 1 = F(tg)]”x

t GtZ)— Gt -
924 tza) 3 (/‘) (&) +(n—k—h—u—v) gt )+vl G(ty)
PlEzy 4tz p(te)  F(tg) — F(tx) p(ty) Flt,)
Wyprowadzilismy zatem wzdr na rozklad lgczny w sytuacji, gdy jedna ze zmiennych na inny rozkliad od pozo-

stalych, czyli w prébie z jedng obserwacja odstajaca.

+ (2

m

2.4 Rozklad laczny dowolnego podciagu: P(X(,) = tiy, ..., X,y = ti,)

Ostatnim rozkladem lgcznym jaki znajdziemy bedzie rozklad laczny dowolnego podciggu statystyk porzadko-
wych. Jest to przypadek najbardziej ogllny i zawiera te oméwione w podrozdzialach 2.2 i 2.3. Chcemy znalezé

rozklad lgczny dowolnego podciggu indekséw (iy,...,%4) C (1,...,n), zatem bedziemy szukaé:

]P(X(,-’) =iy 1X(ik) = tu)-
Wykorzystamy w tym celu notacjg przyjeta w definicji 1.2 zwigzanych blokéw obserwacji, czyli:

<l p1=... =1 <ol e b= = b =

tiy =ti, = ... =1, oy 4eg

=1

2.4.1 Przypadek zmiennych niezaleznych o jednakowym rozkladzie
Ponowuie na poczatku rozwazymy przypadek, gdy Xi,..., Xn i Fp.

TWIERDZENIE 2.6.
Niech Xy,..., X, ig F,p oraz t;,...,t, ma v zwigzanych blokéw. Przyjmijmy tez dodatkowo, ze vo = 0,

Vg1 =1y Spp) =N — Uy, ti=‘+_u+:n = —0o0, tiz1+...+:,,“ = 00.
Wtedy:
T TR e R LI ol Rt R e
LRI R ES Db SH SED SERSS S
5120 vy=i.,  $2=0  vgmiga 5.=0
n il
x Z H-——-——————Ft‘ ~ Pl o P, L T
Y I o e ) Pl N Bl
=iy =
Dowod:

Dowdd jest analogicany do dowodéw twierdzen 2.1 i 2.4, jednak z uwagi na ogélniejszy charakter tego twierdze-

nia, bedzie on wymagaé bardziej zlozonej notacji.
Zauwazimy najpierw, ze zdarzenie X,y = ti,,..., X(i,) = 5, ozhacza, ze pewna czgs¢ obserwacji jest réwna

tiis..ez, dlarxéanych 7, a pozostale sa albo mniejsze od t:,, albo wigksze od ti, albo lezq pomiedzy t:. , ... ,

ati. . dla réznych j.
Opisang sytuacje najlepiej zobrazowadé ponizszym rysunkiem, w ktérym dla wigkszej czytelnosci zaznaczone sg

Jjedynie indeksy statystyk porzadkowych.

¥1 v —91 92 vz—vy—$2 Vr—Up_1—9, n—v,
S B N M ST
1 i) iz V1 Tz 41 Taitzr V2 Thez,41 ik Ur n

an



Dodatkowe wartosci sy,..., s, oznaczaja odpowiednio liczbe obserwacii, ktdre nie sg réwne t, 4. 4., dla zad-

nego j, lecz lezg gdzie§ pomigdzy tymi wartoSciami. Natomiast vy, ..., v, sg punktami na osi indekséw.

Tak zdefinjowane sy,...,s, 1 v1,..., v, Mmogy przyjmowaé nastepujace wartosci.
51=0,...,4 —1, YL =ia, ey dn g1 — 1
s =0, g gz 1 — 1L — Uk, U = g qbzgr e ca bz bkl ~ by
sp =0,z b1~ LU = Up = g g gz B =
=0,... iz 41— 1~ vy, =g, 7

Zdefiniujmy dla powyzszych s = (s1...,8,) i v = (vy,...,v,) nastgpujace zdarzenia:

51 obserwacji jest mniejszych od ¢;_| (ozn. By (s,
vy — 5 obserwacji jest réwnych ti., (ozn. Cysvy)s
Sk obserwacji nalezy do (tiz,q...42_ys bizg4otzy) (0211 By s1),
Asv i vg — k-1 — Sk obserwacji jest réwnych £, 4 1z, (0zn. Cy (s1y),
5y obserwacji nalezy do (fiz, 4.4z,  tisy+..4z.) (020 By (sy),
Uy — U,y — S, obserwacji jest réwnych ¢;, (ozn. Cr,(s,v)),
n— vy obserwacji jest wigkszych od t;, (ozn. Dis vy)-

Wtedy szukane prawdopodobiefistwo mosna zapisaé:

P(X(iy) = iy Xiy = ta) = P(J Asv) = ().

s,v

Zdarzenia Ag v s parami rozlaczne dla powyzszych zakreséw, zatem:
() = 3> P(Asy) = ().
5,V

Pozostaje znalezienie prawdopodobienstwa P(4sy) = P(B1,Ch, ..., By, Cr, D) w sposdb analogiczny do tego

2 dowodéw 2.11 2.4,
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P(Asv) = P(B1,s,v), Closyvys - -+ s Breo(s,v)s Chi(e,v)r - -+ Bry(sivyr Crosovyy Disivy) =
=P(B),(5)}P(C1,(s|Br,is)) * -+ - P(Ds, )| Brgsv)s Critsivyr - -1 Britsiv)s Chugsv)r -+ Brys.v)s Crosivy) =

« ( T Uk Sk ) [CCTRND At PP (" ‘5”*“) (Flt o) = P

I

Up — Vk—1 — Sk

oY e [ COINE od aieg EE W

Up — VUr—1 — Sr
n!

- sl vy — spMsal(ve —vr — so)l - sel(Ue —vper — sl s (ve — vy — s)l(n - wp)!

) P PG, ) = Pl 1 - () = Pl I (L= P )"
X [t I M Pl I - ot o =

- _ 1 TR, ) = Pt )N
iHl sjl)(vr — 51)![112(%‘ = i1 = s5)](n =~ ve )l 7=2
j= j=

X (U= P )" ot 177 [T, )77 = (o),

Jezeli dodatkowo przyjmiemy, Ze:

vy =0

et = o [pltins e RS = Dol P =1,
Spgy = 1= Up

by = 00 = [F()I = (FT,) = Fltins eI

ey =00 = (1= FE™ = [P, )= Pl )1

to wtedy powyzszy wzér mozna zapisa¢ w postaci:

T ) P R I e
*%k) = ———— . — : . - R
( o1 % (vj —vj1 — s5)! bt fpbetny /) P sy
Zatem:
r+1
[ ———— 1 -~ F(t;. . % (s, D At
szv:}:Il SJ'(‘U_, — v — s])'[ ( 1=‘+_,_+,j) ( 1.1+..,+.1_1)] [P( oty )]
UL REE A R R T TS | R B
SEETETY DD DB | e —
5120 vi=is,  82=0  vz=i, 4z, 50=0 V=i je=1
AU R RPN 1) o S
[}

UWAGA 2.5.

Powyzszy wzdr mozna sprowadzié do wzordw z twierdzent 2.1 1 2.4, czyli zakladajac, ze ciag indekséw wyno-
st odpowiednio: (iy,...,ix) = (1,2,...,k) 1 (i1,...,ix) = (1,2,...,k,q). Zalézmy zatem, ze chcemy to zrobié

w plerwszej z sytuacji, cayli (i1,...,1) =(1,2,..., k). Skoro ¢y = 1,...,¢ =k, to:



s1=0, wy =z,

sa=0, wy=2z+4 29,

S =0, tm=21+...4 2,

sp=0, wv.=k...,n
Dodatkowo zalozylidmy, ze $,41 = n — vr, Vry1 = 0, b4 42,4, = 00, Zatem:
iy=1is41—lis p1—1-v iz pap -1 oz 41— 1=t
PXp =tarXap=ta) =3 35 3 30 e X X
31=0 vy=1ds, §9=0 V2=da) 42y 8,=0
n v+l n!
% e [F(t;, V= Qi NP o 7007 =
ug;g 8! (vs —vjy — sl et et ke
nortl r+1 r+1
=> I m H(F torn) = Fltaean 1 TP I 707175 = (5),
vk g=1 3" J~1 =1
(1%) (2%} (3%)
Ruzpisujac poszezegdlne fragmenty powyzszego wyrazenia otrzymujemy:
r41
n! n!
(1%) = = .
111 silvy —vm1 — s ol g v = k4 ) (n— )t

W wyrazeniu (2%) jedynie czynnik odpowiadajacy j = + 1 jest r62ny od 1, zatem:

r+1

(20) = [TIF(5sra) ~ Fltne s, )% = [1 = Fla)]" .

Ostatni fragment wyrazenia wynosi:

r41 k—z,
(34) = H[p e P TIT = [p(t, ) [l ) ()] T = T p(t) (e R
i=1
Zatem:
k—z,
Z ! TT Pt (el ==+= (1 = F(t)*= = (o0).

.-.(v, ~k+ z)Hn —vp)! =1
1

":ll

.
I

Aby zobaczyé, ze powyzszy wzdr jest wzorem z twierdzenia 2.1, wystarczy przenumerowaé wyrazy sumy, pod-

stawiajge s = v, — k. Wtedy:
n—k k—~z,

()= 3 — = TJ peoliptes) )11 — Pl =
s=0 H Wzy + s)(n — &k — s)! i=1

n—k &
™ TPt lpl (s = Fea) .

5=0 z;!(2p + s)(n — k — s)! =1

I

Postepujac analogicznie moglibysmy otrzymaé wzér z twierdzenia 2.4.

2.4.2 Przypadek zmiennych niezaleznych o dowolnych rozkladach

Na koiicu zajmiemy si¢ przypadkiem najbardziej ogélnym, czyli zmiennymi niezaleznymi, ale o dowolnych roz-
lladach dyskretnych. Ponizsze twierdzenie jest zatem analogiem twierdzenia 2.6, z oslabionymi zalozeniami:

zmienne losowe na podstawie ktérych tworzone sg statystyki porzadkowe mogg mieé dowolue rozklady.
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TWIERDZENIE 2.7.

Niech X; ~ F;, pi - niezalezne zmienne losowe oraz t; ..., ti, mar zwigzanych blokdw. Przyjmimy dodatkowo,

vy =0, V41 =7, Srpy =1 -V, by, L= =00, t{=‘+”_+:v_“ = 00.
Wtedy:
dp~1tegp1—liz p1~1—01 iz 4oppr1—1 LIRS S
P(X(y =t Xy = ti) = E E E E E E x
(G1yegn)  S1=0 vi=iy, 92=0 V2= gy $-=0
- permutacje zb.

{1,...,n}

u T+l Vy—1+5y (3

x 2 Hm IT wti, ) Futew ) I el

v.=iy b=1 a=vy_1+1 a=v,.p+ss+1

Dowdd:
Dowdd jest podobny do dowodéw twierdzeii 2.3 i 2.6. Tak jak w twierdzeniu 2.6 szukamy prawdopodobiefastwa

(X =t X(iy = tiy,) i zdefiniujemy w tym celu zdarzenia w podobny sposéb jak w dowodzie twierdze-

nia 2.3.

Koo XJ.”1 <ti, = s1 obserwacji jest < iy

Kiurerr s Kgyy, =t = vy — 51 obserwacji jest =¢;, ,

N ’Xj|/,,._x+"vn

¢
o1 dir

€ (tisysoiey_yrbisgpogen )y = Sm Obserwacji € (tix.+“.+x.,,,, Ve bk

P(s V) .
DI TN Ky raesre s Ko =ty gy = Um = U1 = 5 Obserwacji jest =ti,,. ..,
Xj‘.,__l+1 yeor v/‘{ju,“,w,. € (tikﬂ,. ’ tib)a = s, obserwacji jest € (tik—g,. ) tik)v
Ko yrwertrr -1 Kg, = i, = U, — vp_ — S, obserwacji jest =¢;,,
Kiyoprr o0 X > tigy = n — v, obserwacji jest >t,,,
dla sy, s, oraz vy,...,u, zdefiniowanych tak samo jak w dowodzie tw. 2.6 oraz (ji,...,jn) - dowolnej
7 )

permutacji zbioru {1,...,n}.
Wtedy:

P(Xyy = tiy,., X =ti.) =P( | U ((Js,,v),h) (*).

(G1reeidn) (8,¥)
Dla ustalonej permutacji (71, ..., Jn) 1 réanych s;, v; zdarzenia P("”"‘))j") sg parami rozlaczne, zatem:
=3B U Fp) =)
(8v)  (Gredn)

Jedunak dia réznych permutacji (ji,...,jn) zdarzenia P( ] ) nie sg rozigczne, ale powtarzajg sig. Zatem

wystarczy zliczyé ile razy kazde ze zdarzef powtarza sig. thzamy je tak samo jak w dowodzie twierdzenia 2.3

i otrzymjeny:

sior ~ sl oo 8l (Um = U1 — S ) o s (U = Vs — S0l (n — v )L

Zatem:

1 (5,v) _
=3 2 T =T s o o s o ) = ()

(5.%) (F1vnndin)



Trzeba juz tylko znaleié IP’(P(S‘V} p ;)) i robimy to tak jak w dowodach twierdzen 2.3 i 2.5, korzystajac z tego,

ze X, sy niezalezne.

Vm—1+%m

BEEY 0 = TIE) T Bl T B, o) =Bty oo,
a=1 a=s)+1 A=y _1+1
Ur—1+9r

Van

x I s T Flta) = Bl )]x

a=vy—1+8m+1 o=v,_1+1

v, n
x I ) T D - Fu)l = (o).
a=v, g tsetl a=v,+1
Jezeli dodatkowo przyjmiemy, 2e vg =0, vry1 =0, Sep1 =n~vr, by, L =—00 4, . . =00, t0 wtedy

rh1 Vbo1tSy uy

(x %)= H H J.. [ :.) - F (tiq+.,,+.-b_, )] H P (ti=,+,..+=,, )

b=la=wv,_1+1 a=wv,_1+5,+1

Zatem ostatecznie:

r+1 Vo1 +9) vy
W= ¥ Uemmamy I B )BT pulen)=
{5,v) (J1,000dn) b=1 a=uy_+1 a=vy_1+5p+1
T LD R T L fpmsppi—l=Ur1 n

- X 2. Z > X >
Glondn) $1=0 vy=is 39=0 vp=ig gay 2,20 =i

r+1 1 vy—1t+8y Ly,
X H spl{vp — vp_y — Sb)! H (F:'itx(t;:‘+._.+:b) J..(th,+ FEpog )} H Py, (t‘i.-,+.,.+=,,)-

b=1 a=vy_,+1 a=uy_;+au+1

3 Rozklady warunkowe

3.1 Prawdopodobiefistwo warunkowe P(X(, = t,| Xy = t1,..., Xy = t)

W tym rozdziale naszym celem jest znalezienie prawdopodobiefistwa warunkowego. Zakladamy, Ze znamy war-
todci pierwszych k statystyk porzadkowych i na tej podstawie szukamy prawdopodobiefistwa, ze dla g > k, ¢-ta

statystyka porzadkowa przyjimie dang wartosé.

3.1.1 Przypadek zmiennych niezaleznych o jednakowym rozkladzie

Tak jak w poprzednich rozdzialach zakladamy, ze zmienne losowe X; pochodza z rozkladéw dyskretnych. Ozna-

czymy dla 1 <k <n: Xy = (Xay, ..., X)) oraz tr = (81, .., tx) takie, Ze:

= =ty <lygy = =l e <o <layzeg 41 = =l 4 g, = Lk

Naszym celem bedzie znalezienie rozkladu warunkowego:
IP(X(,” = tq|X(1) =ty1,..., Xy = te) = IP(X(q) = tq!X(k) = tg).

Talt jak poprzednio, najpierw znajdziemy ten rozklad przy zalozeniu, ze Xi,..., X, i F, p, a nastgpnie oslabimy

to zaloZenie zakladajac jedynie niezaleinosé obserwacji. Postaé szukanego rozlkladu warunkowego w przypadku

zmiennych niezaleznych o jednakowym rozkladzie wyniknie z trzech ponizszych lematéw.
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LEMAT 3.1.
Zalozmy, ze Xi,..., Xn id Fip oraz cigg t1 < ... € &, mar zwigzanych dlokéw. Wiedy:

P(X(kwz) < X(gmzpd1) = Xpmzoary = - = Xy = te) =
=t ! —\1k—z, z,.438 n—-k—s
= X TG T e R - Pl @0

Dowéd:
Szukamy prawdopodobiefistwa tego, ze dokladnie & — 2, obserwacji bedzie mniejszych niz tr, co najmniej z,

bedzie rownych i, a reszta bedzie wieksza od ;.. Szukamy zatem prawdopodobiefistwa, ze zajdzie zdarzenie:

k — z, obserwacji jest mniejszych od #,
Z:{ conajmniej z. obserwacji jest réwnych tx,

pozostale obserwacje sg wigksze lub réwne ty.
Zdarzenie to mozna zilustrowaé przy pomocy rysunku:

‘ £ | | | +
T t T T T T

XNy Kpmz) Xpmzrty 0 Xy Xy Xessny - Xmy

<ty =tx >tk
Zdefiniujuly zatem dla 5 = 0,...,n — k zdarzenia:
k—z obserwacji jest mniejszych od tx  ( ozn. By,),
At $ z s obserwacji jest réwnych tx ( ozn. By,),

n—~k—~s obserwacji jest wigkszych od ¢, ( ozn. Bj,).

Wtedy
n—k

P2y =P(|J 4q) = (%),
=0

a poniewaz zdarzenia A, sg parami rozlaczne, to

Szukamy zatem prawdopodobienstwa P(A4,).

P(As) = P(Bis, Bas, Bas) =
= P(B1s)P(Bas|B1s)P(B3s|B1s, Bus) =

- (2 e ("2 mear (R mear -

T e e R Flap =
P (F(E)5 > pto)]™ (L = Pe)]" ™ .

T -z (n—k—8)i(z +5)!

Ostateczuie otrzymujemy:

P(X(hmz,) < Kgmzot1) = X(pmzr2) = = Xy = 1) =
n—k
_ n! —\1k—z, z.4s[1 _ n~k—s
= 2 e R e T Rl Pl
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LEMAT 3.2.
Tak jok w lemacie 3.1 zaldzmy, ze Xy,...,Xn i F,p oraz cigg t1 < ... < tp ma r zwigzanych blokéw. Dla

g > k zachodzi:

P(X ko2, < Xppoz,41) = Xpozpy = - = Xy = e, X(g) = 1g) =
ng

2, Ty O T )| e L~ P67, gdy b =1,
§=

g—k=1g=k—l-un—g

Z k T l?!. 7 X
= & & G etk hy

}EE)F > ) FET) = Fle)] p)" 471 = F(g)]¥, gdy te <t

Dowéd:
Najpierw zajmiemy si¢ przypadkiem, gdy ¢ = t,. Jest do dokladnie taka sama sytuacja jak w lemacie 3.1,

trzeba tylko uwzgledni¢ we wzorze dodatkowe ¢ — k obserwacji, ktére sg réwniez réwne t,.. Pokazuje to ponizszy

rysunek.

L ) 4 —_ 4 4 : (
— T — T T T — T

Xy Xy Xppmzown) - Xy - Xig) - Xigs) Xpparn) - Xy

<t =ty >ty

Zatem korzystajac z lematu 3.1, dla t; = ¢, zachodzi:

P(Xpmzy < Xpospty = Xposp2) = 0 = Xy = tr, Xy = tg) =
~ nl —\1k—z z,4q—k+s n—g-s
- (k—Zr)!(Zr+‘I—k+s)?(ﬂ“q—s)![F(tk W @)t - PP (33)

s=0

Nastepnie rozwazymy przypadek tp < t,. Sytuacje najlepiej zilustrowaé rysunkiem.

k—z, 24w h n—k-u—h-v v

i ! | ' | | | I ) |
T T T T T T T T T T

Xy Xpemz) X zrny - Xegw) Xprurn) - Xopruwrnurng) - Xnovy Xamvrr) - X

<ty =ti E(trity) =ty >ty

Zdefiniujmy zatem zdarzenia:

k- z obserwacji jest mniejszych od tx  ( 0zn. Biunv)),
Z +u obserwacji jest rowiych ty ( 0zn. Bauhny)s
Auwns 1 R obserwacji lezy pomiedzy tr i ¢, (0zn. Banwy),
n—k—v—u—h obserwacji jest réwnych ¢, ( ozn. Byunvy)
v obserwacji jest wigkszych od t;  { ozn. Bsgupuy)s

dla:
v=0,...,n—g,
w=0,...,~ k-1,
h=0,....¢~-k~1—u
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Wtedy Vu, v, h bedzie k — z, obserwacji mniejszych niz ¢, co najmnie]j z, ~ 0 obserwacji réwuych ¢, oraz co naj-
mniej 1t — k—(n—q) —u— (¢ —k —1—u) =1 obserwacja réwna ¢,.

Dla tak zdefiniowanych zdarzeft Ay, mozna zapisaé:

negq—k— -
P(Xk-z2,) < X(gmzyb1) = Xipmzty = - = Xy = te, X, U U U Auhu) = (*).

Wszystkie zdarzenia Ay p, 5§ parami rozlaczne, zatem:

~gg—k-lg~k—l-u
=Y 5 T P
v=0 u=0  h=

Wystarczy teraz znalezZé P(A,p, ).

P(Auns) = P(B1, By, Bs, By, Bs) =
= P(B1)P(By|51)P(Bs| By, B2)P(Ba| By, Bz, Ba)P(Bs| By, B2, B3, By) =

( N ) 9) (” 4‘:;) fp(ta )]t (” o “) (F(t7) — F(aa))x

(LRt st () reor =

n-k—-u—-h—v
n! b5 (b= (n—k—a=R)
T ) k)T (2 + Wi m— k=TT Al{n — =)l (1 — & —u— h— o)l
X PO [p(t)]H(F () = Fte)] plta)]* 5" [F(tg)]* =

BRI u)!h!(Tr‘: sy e e | LU g LGV R CIUY RS GOl
X [p(tq)]n—k—u—h—'u[F(tq)]v'

Zatem ostatecznie:

P(X(kmz) < Xpmzort) = Koty = = Xy =t Xg = ty) =
n-gg-k-lg—k-1-t

n!
= Z Z Z (k~z: )z +u)hl(n—k —u — h —v)lv! (P el IR - Pt
X [p(t)]*TE TR F (e

Ostatui faktem potrzebnym do znalezienia szukanej postaci rozkladu jest ponizszy lemat.

LEMAT 3.3.

Tak jok w lematach 3.1 1 3.2 zaldzmy, ze Xy,..., Xn iid F,p oraz cigg ¢, < ... < tx ma v zwigzanych blokdw.

Dl ¢ > k 2achodzi:

P(Xig) = g Xee) = 6) = P(Xq) = 84{X(h—20) < Xpzrrn) = Xipozrz) = - = Xy = 8)-

Dowod:
Nalezy rozwazy¢ 2 przypadki: ¢, < t, oraz tp =t,.

Zajmiemy sig najpierw pierwszym z nich. Zapiszmy lewa strong nieréwnoéci.

L=PX@g =t{Xw) =ti,...,. Xy =) =
_PX@ =t Xy =t X =)
B P(Xy =t1,. s Xy = &) =) (34)
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Korzystajac z twierdzent 2.1 i 2.4 mozemy zapisaé postaé licznika i mianownika:

k-
gk 1k 1-un qMW[p(zk)l"lF(z;)—F(zk>J"lp<tq>l"“'-““""[1—F<:,,)1"
PO M

-1

v=0 SATE IR ST S N )
(¥) = = =
. ,L)t'l CYICIONIE 20N ki
<1
5=0 (n—k—«s)!(z..-f—s)!r_‘

&1

CE IR ] (R () = P ()] A - P
) hin—F—u=h o)l

nz p(t)]* 1 F(ty)m k-

w=0 h=0 u=0

(n—k<s)l(z,+3)
Korzystajac z lematéw 3.1 1 3.2 mozemy rozpisaé prawa strone.
PXpz) < Xppozpgyy = - = Xy =t Xig) = 8g) _
P(X(koz) < Kipmzprry == Xy = 1)
"‘i tas kzl“”‘ & A LI (e PG ) = P p(e)] = F = 1= P(a)]?

T ) T =% —5 ~o =T}

P=

u=0 h=0 w=0

R IO il ST O
= E—ai (e, + 8)l{n—k—s)!

g—k—lg—k~l-un—gq w - " n—keu—h—v v
[P (F () - F(t)]" p(ty)] [1-Fe,)
= hZ::o ygo (z,.+u)!]|!'u!(n"k—u—'u—h)! '
(6] (1= Pt )] =k—s
Z t.+s)|<n =i

Zatem L=P.

Analogicznie postepujemy, gdy ¢ = t,. Rozpisujemy najpierw lewa strone réwnosci:

k
- Ln// Ip(te)]* 11 = Fle)" =
£zt q—ktv)l(n—k-v)| P

n—k N
> _._._LT[ [P t)] {1 - (tk)]n—k_s

=0 <n—k—s)!<zv.+s>% !
=1

n—q .
s p(t)] A= F ()"~
v

— (z,Fg—A+u)(n~k—v}l

"Z_:k ()] {1~ Pt )] =H =

= {(n—k—a)l{z,+9)!
A nastepnie prawg strone:

n—q
S e b BT () P01 - Pl

P = 50 _

B [p(te) e (1 = F(ag)]r—b=e

§=0
n—q

2 IM]q—k+u[1_F(“_ )
(z.+g—k+s){(n—g—s)!

E (tL)"l LA(79) inkiintl

(zr+s)i{n—k-s)!
Zeby zobaczyé, ze L=P, przenumerujemy indeksy w sumie z licznika powyzszego wyrazenia.
vi=n-—-qg—5 = S§=n-—g-—S5,
s=0 = v=n-gq,

s=n—-q¢ = v=40
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Wtedy:

n-gq n—k-v

Zr T q— ) [n—F o)l

v=0

= nlk =L
E [p(t))* (1= F(ti)] k=

{(n—~k—6)!I(z,+3)!

§=

Zatem L = P,

WNIOSEK 3.1.

Wiadomo, ze statystyki porzadkowe utworzone na podstawie zmiennych losowych z rozkladu dyskretnego, ktory

ma co najuiniej 3 punkty w nosniku nie posiadajg wlasnosci Markowa, czyli dla 2 € k < ¢ € n nie zachodzi:
P(X(g) = talXwy = tes - Xy = 1) # B(Xg) = 2al Xy = ).

Jest to pokazane na praykiad w {2].
Lemat 3.3 pokazuje jednak, ze jesli do warunku po prawej stronie réwnosci dodamy informacjg o tym jak dlugi

jest ostatui zwigzany blok obserwacii, to 16wnosé bedzie prawdziwa, wige

P(X () =t/ Xy = tr, ..., Xy = t1) = P(X(g) = £4| Xy = tx, ostatni zwigzany blok obserwacji ma dhugos¢ z.) =
=P(X(g) = gl Xp-z0) < Xpwzot1) = Kpmzpr) = - = Xy = 1)

Po udowodnieniu lematéw: 3.1, 3.2 oraz 3.3 mozemy znaleZé juz szukane prawdopodobieristwo warunkowe.

TWIERDZENIE 3.1.

Zaliimy, e X1,...,Xn id Fp oraz cigg t; < ... <t mar zwigzanych blokéw. Dla 1 < k < ¢ < n, p(t;) >0
Vi =1,...,k, zachodzi:

dla tg =tg,

dla by < tg,

SO ol

P(X(q) = talXp = te) = {

gdzie:

“‘:”il 1 (1—F(tk)>"y

 (zrF =k~ vl p(ts)
n—k v
B 1 1— F(t)
B_Z(;,.+n—/€—v)!v!< plt) > !
g~h—lq—k~1—un—g 1
c=3 2 X(; (zr + W)hlvi(n — k—u— v — Rl

w=0 h=0 v=

n=0

TP (E]) = Pl pE)]" YL = F(t,)),

n—k 1

D=3 mh’m)]'[l - Pl )

Dowod:
Korzystajac z lematu 3.3 mozna zapisaé:

P(X () = 1%y = te) = P(X(g) = 8| Xthoz) < Xz 1) = Xporgy = - = Xy = i) =
Py <Kz = Xprm = =X =te X =t) _ (35
P(Xemz) < Xgmzo 4y = Komzopy = o = Xy = L)
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Rozwazmy najpierw przypadek t. < t,. Wtedy korzystajac z lematéw 3.1 i 3.2 oraz z powyzszej réwnosci
mozemy napisaé:

1-—un—g

k=1 gk~
ZO ;Zo Zo Mz,«i—u)!lz’!‘:!(n—k—u—u—h)!W[p(tk)y(+u[1 = Fe,)l”
(= S itb_o= .
;) = .(z,,+;)!<n-k«s)JW[P(tk)V‘(Jr’[1 = F(te)]r*

1B = Fe) (e h e
1

g—k—1lg—k=l-un—g

L rammimsmeomy PR () = F) ()" 1 - F(ty)]

u=0 h=0 w=0 (

n—k -

o
2 Grameerma PO - Fe] i
Nastepnie spdjrzmy na przypadek ¢y = t,. Ponownie korzystajac z réwnosci 3.5 zapisujemy:

(5) = DXz <Kozt = Kpponimy == Xy =te = =X =) _ ()
P(X(goz) < X(poz,41) = K(pozoq2) = = Xxy = &)

Tym razem zastosujemy lemat 3.1 zaréwno do licznika, jak i do mianownika i otrzymanmy:

n—gq

,Zu Mzr+£+5)!(n—q—-s)!W{p(tk)V(+q~k+s[l - F(tk)]n_q‘_s
(**) == n—k
) ey Ee T e B[ - Pt

n~—q

L GG P = P

= — = (** *).

p e P L - Fg)r ke

Aby przedstawié powyzszy wynik w takiej postaci jak w tezie twierdzenia, wystarczy przenumerowaé wyrazy w
suwach.

W liczniku podstawiamy v :=n — ¢~ s

3 —n-q-uv,

stqg—k+s —-»z,.+;{—k+n—/q—u=z,.—k+n—v,
g—k+s —f—k+n-g-v=n—k-v

s=10 —v=n-—4g,

s=1n-—q — v =0

A w mianowniku podstawiamy v:=n—k —s:

5 —n-k—uv,
z+s — z+n—k-wv,
s=0 —vu=n—k,

s=n—-k —v=0
Ostatecznie otrzymujemy:

n—gq

n—q v
- " —F(ty

5 ) '——'_(z,.+n—1k—u)!u! Ip(t )P VL - F(t) ZO (z,-+n—1k—'u)!1,v! (1 (u))

v =

(***):

n—k s Y . T -k 1 1-F(t) v
L ermrmm PP - Pl L e ( )
V= v=l

plte)
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3.1.2 Przypadek zmiennych niezaleinych o dowolnych rozktadach

Kolejny sytuacjg jest rozwazenie zmiennych niezaleznych o dowolnych rozkladach. Okazuje sig, ze nie da sig
udowodnié faktéw analogicznych do tych z poprzedniego podrozdzialu. MoZna pokazaé, ze lematy 3.1 1 3.2 sa
prawdziwe przy zalozeniu, ze X; ~ Fy, p;, jednak lemat 3.3 nie jest prawdziwy w tym przypadku, co pokazemy

na przykladzie.
Aby pokaza¢ kontrprzyklad trzeba najpierw wykazaé prawdziwosé faktu analogicznego do lematu 3.1.

LEMAT 3.4.
Zaldzmy. e X; ~ Fyp; dla i = 1,...,n sq¢ niezaleinymi zmiennymi losowymi oraz cigg i) € ... <ty mar

rwigzanych blokéw. Wieedy:

PNz, < Koz b1) = Xpmzoany = - = Ky =13) =
-k nl k—z, k+s n
=L g rae ey L@ T el 1 B-Fwl @0
Kl o i=k—z,+1 i=k+s+1
Dowdéd:

Dowdd jest podobny do dowoddw twierdzen dotyczacych zmiennych o dowolnych rozkladach oraz dowodu le-

watu 3.1, Zdefiniujmy zatem zdarzenia:

X oon Ko, <t
: gdzie (J,...,Jn) - dowolna permutacja {1,...,7}

P((Jn) g
Xjk—:,»+l’ XJ'L+,. =1,
Kjppor = - =X, > b
Wtedy:
nek
P(X(kz) < X rutt) = X orprn) == Xy =te) = D_(PL | P§) . 0=(x

9=0 (F1seeidn)

Swua U P(s) 4.y sklada sig 2 powtarzajacych sie zdarzen. Kazde ze zdarzenn powtarza sig w sumie

€77
Utenda)
U P((J .) y dokladnie (k ~ 2 )z + )i (n — &k — 5)! razy. Zatem:
Gteeendu)

n—k 1

=2 X G s foan )] = ()

=0 (F1,000du)

Pozostaje znalezienie P(P((].sl)‘ L )). Korzystajac z niezaleznodci obserwacji X; otrzymujemy:

k~2z,. k+s 7
BEG) ) H Fuo)y II »ote) ;,H (1= Fy(t)]:
i=k—zo+1 i=k+s+1

Zatem ostatecznie otrzymujemy tezg lematu:

n—k k—z, k4s n
= 3 B I1 »pe I -Fu

920 (j1,ogn) i=1 imk—z.+1 i=kyatl

Pokazemy teraz, ze nie jest prawdziwy analog lematu 3.3 dla zmiennych o dowolnych rozktadach.
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KONTRPRZYKEAD 3.1.
Pokazemy, ze dla niezaleznych zmiennych X; ~ Fi, p;, w sytuacji gdy F;, p; moga by¢ ré2ne, nie musi zachodzié:
P(X () = )Xy = 1) = P(X(y = 8| X(koz) < Xhmzogt) = Xipmzppzy = - = Xy = te). (3.7

Niechn=¢g=3, k=2 r=2,2 =1, 20 =1, 8 =t, oraz ty =4, ¢ =5, t3 = t5. Rozwazmy rézne rozklady

geometryczne:
4 (6" 6\"
X1 ~ geom(0.4) = py(z) = % (ﬁ) JFR{z) =1~ (E)
X n(08) s po(r) = > (2 B@=1-[(2)
2 ~ geom(0.8) = pa(z) = oitg) o T) = 10
6 /4\" 4\"
X3 ~ geom(0.6) = pa(z) = o (—1—6> VB (r)=1— (1—0>
Witedy wzér 3.7 przyjmuje postaé:
P(X(3) = 3] X (1) = t1, X(2) = t2) = P(X(3) = t3]Xa) < X(2) = t2).

Rozpiszemy osobno lews i prawg strone réwnania, korzystajac ze wzoréw z twierdzenia 2.3 i lematu 3.4 odpo-

wiednio:
L= P(Xpy =81, Xy = 12, Xig) = ta) _
P(X(1y = t1, X(2) = ta)
2 dpi (4)ps ()i (t2)
(J1,52.32) = (L#)

o z )(%le (t1)p5, (82)psy (t2) + Py (81)Pa (E2)[1 — Fyy (E2)])

J1,J2.3a
po MW <Xy =t Xigy =t5) _

]P()((l) < X(g) =t3)
2 AF ()P (te)pss (t2)
(J1d2.3) _ (P*)
32 (3F5 (8305 (22)pss (ta) + Fy, (63 )Py, (22)[1 = i (22)))

(152,34}

Powyzsze obliczenia zostaly wylkonane przy pomocy pakietu R i otrzymano wyniki:

(L*) = 0.3539
(P*) = 0.3183

Zatem widad, ze dla powyzszego przykladu réwnosé nie zachodzi.

WNIOSEK 3.2.
Dla niezaleznych zmiennych dyskretnych o dowolnych rozkladach nie zachodzi, ani wlasnos¢ Markowa, ani tez,

w przeciwienistwie do zmiennych o jednakowych rozkladach, warunek z lematu 3.3.
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