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Streszezenie: Punktem wyjécia do rozwazan jest stwierdzenie, ze de-
kompozycja wielowymiarowych zbiorowosci — z ktérymi ma si¢ do
czynienia w ocenach jako$ci procesu edukacyjnego — na podzbiory
jednorodne, nie musi by¢ wykonywana w oparciu o pelen zbiér cech,
charakteryzujacych elementy zbiorowoéci (studentéw lub nauczycieli).
Moze by¢ przeprowadzona w oparciu o podzbiér cech najbardziej in-
formatywnych. W pracy zaproponowano ogo6ina, unormowang miarg
stopnia informatywnosci cechy i pokazano, Ze istniejgce dotychczas
miary sg jej szczegOlnymi przypadkami. Szczegélowo rozpatrzono
rézne miary informatywnosci oparte na pojeciu iloéci informacji w
sensie Shannona. Przedstawiono metode identyfikacji podzbioru cech
najbardziej informatywnych sposréd z gory ustalonego zbioru cech.
Zaproponowano metodg dekompozycji niejednorodnej zbiorowosci na
czgéci jednorodne w oparciu o zespot cech najbardziej informatyw-
nych. Sformulowano kryterium minimalizujace ryzyko bigdu decyzyj-
nego, przy przydzielaniu studentow badZ nauczycieli do juz istnieja-
cych grup jednorodnych. Przedstawiono metodg weryfikacji hipotezy o
jednorodnoéci, sformutowang w kategoriach ilosci informacji.

Slowa kluczowe: proces edukacyjny, ewaluacja, model matematyczny,
analiza danych wielowymiarowych, informatywno$¢ cech, ilog¢ informa-

cji, entropia
1. Wprowadzenie

Waznym czynnikem ksztaltowania jakosci edukacji w szkolnictwie wyz-
szym jest systematyczne sprawdzanie i ocenianie osiggnie¢ studentéw oraz
nauczycieli akademickich, a nastgpnie wykorzystywanie tej wiedzy do ksztal-
towania jako$ci szkoly, a zwlaszcza realizowanego w niej procesu edukacyjne-
go. Sa to zagadnienia zwigzane z tzw. pomiarem dydaktycznym. W teorii po-
miaru dydaktycznego proces oceniania nazywa si¢ tez ewaluacja (Niemierko
1975, 1990, 1991).

O wyborze postaci matematycznego modelu obiektu rzeczywistego decy-
duje sie, przede wszystkim, na podstawie analizy systemowego sformutowania
zadania oraz analizy zbioru danych, ktére maja by¢ uzyte do szacowania warto-



$ci parametréw modelu (Kacprzynski 1974; Bubnicki 1974, 2005; Gutenbaum
2003). Zaklada sie, ze dane sa zawsze obcigzone jaka$ doza niepewnosci, przy
czym w tradycyjnym nurcie teorii identyfikacji przyjmuje sig, ze jest to nie-
pewno$¢ probabilistyczno-statystyczna, nazywana tez stochastycznoscia. Ma-
tematycznym modelem wielkoéci nieznanej jest w tym przypadku zmienna
losowa o znanym (rachunek prawdopodobiefistwa) lub nieznanym (statystyka
matematyczna) rozkladzie prawdopodobienstwa.

Spéjrzmy teraz na zadanie podziatu zbiorowosci studentéw (nauczycieli)
na grupy jednorodne z punktu widzenia teorii informacji. Podejécie to daje
mozliwoé¢ sprowadzenia zadania podziatlu do zadania identyfikacji zbioru
najbardziej informatywnych cech i sformulowania go w kategoriach pojgcio-
wych entropii i informacji. Metody wykorzystujace miary entropii i informacji
s szczegolnie wygodne wtedy, gdy wsréd tych charakterystyk studentéw (na-
uczycieli), ktére przyjmujemy za podstawe podziatu ich zbiorowosci na grupy
jednorodne, dominuja cechy jako$ciowe, Jest oczywiste, ze nie wszystkie cechy
sa jednakowo istotne. Intuicja podpowiada, ze za istotne nalezy uznaé te, ktére
sa najbardziej informatywne, z punktu widzenia zadania podzialu zbiorowosci
studentéw (nauczycieli) na grupy jednorodne, a wigc te, ktérych znajomos$é
pozwoli z duzo wigksza wiarogodnoécia niz znajomoéé innych wnioskowaé o
wartodciach pozostatych cech. Powstaje wigc koniecznos¢ identyfikacji cech
istotnych.

Przyjmiemy, ze wszystkie cechy sa wyrazone w jednostkach nominalnych.
Jest to réwnowame stwierdzeniu, ze s3 one jakosciowo nieuporzadkowane.
Przyjecie tego zalozenia pozwala oceniaé stopiefi informatywnosci cech za
pomoca iloéci informacji Shannona (Shannon 1949; Brillouin 1969; Nowakow-
ski i Sobczak 1970).

2. Wybér cech istotnych (najbardziej informatywnych)
2.1. Uwagi wst¢pne

Probabilistyczno-statystyczne miary zaleznosci miedzy cechami daja naj-
lepsze wyniki wtedy, gdy wartodci wszystkich rozpatrywanych cech ilocio-
wych bad? jako$ciowych sa wyrazone w jednostkach odpowiadajacych im skal
nominalnych. Skale te mozna konstruowaé zaréwno dla cech iloéciowych (np.
numer studenta na liscie, oceny z poszczegdlnych przedmiotéw, ocena $rednia
semestralna itp.), jak i jakoéciowych (student zdolny, pracowity, mato aktywny
itp.), przy czym istota kazdej skali nominalnej jest gradacja stopnia natezenia
przejawiania si¢ danej cechy. Nalezy pamigtaé, ze kazda skala nominalna ma
wiasno$¢ symetrycznoscei i przechodniosci. Skale te powinny byé skonstruowa-
ne w taki sposéb, zeby réznice migdzy elementami nalezacymi do jednej i tej
same)j klasy byly male, a réznice migdzy elementami nalezacymi do dwéch
réznych klas - duze.

2




Probabilistyczno-statystyczne miary zaleznosci, w wigkszoéci oparte na
statystyce chi-kwadrat, sa dobrze omdéwione w literaturze (zob., np.: Hald
1952; Anderson 1952; Cramér 1945; Hellwig 1966; Fisz 1967; Neyman 1969,
Barra 1982; Pacut 1985; Zielinski 1990; Rao 1994; Pluciriska i Plucinski 2000;
Nowak 2002), pomijamy wigc ich przedstawienie. Skupimy si¢ na rozpatrzeniu
miar opartych na pojeciu ilo$ci informacji.

2.2. Miary oparte nia pojeciu ilo§ci infermacji

O ile pojecie niezaleznodci jest w rachunku prawdopodobiefistwa i staty-
styce matematycznej rozumiane w sposéb jednoznaczny, o tyle pojgcie zalez-
nosci ma wiele znaczen. Bedziemy mowi¢, ze dwie cechy sg od siebie funkcyj-
nie zalezne, jesli znajomo$¢ wartosci jednej z nich pozwala jednoznacznie
okre$li¢ warto$¢ drugiej. W tym przypadku znajomos$¢ wartosci jednej cechy
calkowicie usuwa nieokreslono$¢ co do wartoéci drugiej. Zmniejszenie nie-
okre$lonogci jest zawsze konsekwencja otrzymania okreslonej ilosci informacji.
Jak wiadomo (Ashby 1956; Beer 1959; Klir 1976; Bene§ 1979; Bertalanfy
1984; Heller, Lubanski i Slaga 1992; Penrose 2005) informacja pociaga za sobg
ograniczenie réznorodnosci stanéw obiektu. Z kolei, ograniczenie réznorodno-
§ci stanow jest jedng z gtownych metod regulacji obiektow rzeczywistych,
poniewaz im mniejsza jest réznorodno$¢ stanéw obiektu, tym bardziej jest
przewidywalne jego zachowanie. Wedle Ashby’ego (1956): ,,Ograniczenie
roznorodnoscei jest relacjq miedzy dwoma zbiorami, ktora ma miejsce wtedy,
gdy réznorodnogé majaca miejsce w jednych warunkach jest mniejsza niz roz-
norodno$¢ w innych warunkach”. Z tego punktu widzenia identyfikacjg staty-
stycznej zaleznosci zmiennej losowej X; od zmiennej losowej X, mozna
traktowa¢ jako okreslenie, w jaki sposob ograniczenie roznorodnosci wartosci
zmiennej X, wplywa na ograniczenie réznorodnosci wartosci zmiennej ¥ w
poréwnaniu z réznorodno$cia jakgq miataby zmienna X,, gdyby byla rozpa-
trywana niezaleznie od .JX,. Konstruujac probabilistyczno-statystyczne miary
zalezno$ci zmiennych losowych na ogoél szuka sig takich formul matematycz-
nych, ktore w przypadku niezaleznosci zmiennych X, i X, beda przyjmowaly
warto$¢ zero, zas w przypadku ich funkcyjnej zaleznos$ci — warto$¢ jeden.

Spelnienie tego drugiego warunku osigga si¢ za pomoca operacji normowarnia
miary. Jezeli wigc przez U(X;) oznaczymy nieokreslono$¢ zmiennej losowej

X, rozpatrywanej niezaleznie od X, za$ przez U(X,|X,) nieokreslono$¢

zmiennej losowej X, pod warunkiem, ze sq znane wartosci zmiennej losowej

X,, to staje si¢ oczywiste, ze ogdlng postacia unormowanej miary wplywu

stopnia rdznorodnoéci zmiennej X, na stopiefi réznorodnosci zmiennej X,

jest

VX)) -UX, | X)) @
U(Xxy)

WX, X)) =




W przypadku, gdy zmienne X, i X, sa wzajemnie niezalezne, wtedy znajo-
mo$¢ warto$ci zmiennej X, nie zmniejsza nieokreslonodci co do wartodci
zmiennej X, . Wobec tego U(X, | X})=U(X,) i W(X,|X,)=0.Natomiast
w przypadku, gdy migdzy zmiennymi X; i X, zachodzi zaleznosé funkcyjna,
wtedy U(X, | X)) =0 i W(X,|X,)=1.Miarg (2.1) mozna uwazaé za wskaz-
nik wzglednego zmniejszenia nieokreslonosci zmiennej X, wskutek otrzyma-

nia informacji o zmiennej X .

Wchodza w gre rézne sposoby definiowania i formalizacji poj¢é nieokre-
$lonodci i informacji, a w $lad za tym rézne mozliwosci okreélania miary (2.1).
Zalézmy, 2e pojgcia te sa okre$lone w sensie nadanym im przez Shannona
(zob., np.: Shannon 1949; Kullback 1959; Jaglom i Jaglom 1973; Sobczak
1981). Jezeli wigc zmienne losowe X| i X, sg dyskretne i pierwsza z nich
przyjmuje wartofci x; z prawdopodobienstwami p; (i =1.2,...,7), a druga
warto§ci y; z prawdopodobienstwami g; (j=12,..,J), to entropie tych

zmiennych wyrazaja si¢ wzorami

l .
H(X)=-Y plogp;, (2.22)
isl
J
H(X;) == q,logg, - (2.2b)
=

Entropia tacznej zmiennej losowej (X, X,), ktdrej realizacjami sa pary
liczb (xy;,x,;) o prawdopodobiefstwach py; (i=12,..,7;j=12,.,J) jest

okre$lona wzorem

i J
H(X, X,) ==Y p,logpy . (2.3)
i=l =l

Jak wiadomo, znajac prawdopodobienisiwa faczne p; zmiennej losowej
dwuwymiarowej mozna wyznaczy¢ prawdopodobienistwa warunkowe

P =2l (=125 j=12..7). (2.4)
p.

{



Na podstawie prawdopodobiefistwa warunkowego definiuje si¢ entropie
warunkowg. Na przyklad, entropia warunkowa zmiennej losowej X, przy

warunku, ze X| = x; ({ =1,2,...,1) jest zdefiniowana nastgpujaco

J
H(X,| X)) ==Y pyilogpy - 2.5)
J=l

Jezeli wige w formule (2.1) uwzglgdnimy zaleznosci (2.2b) i (2.5), to for-
mula ta przyjmie postaé

H(Xy) - H(X) | X))

2.6
H(X,) @9

R(X, [ X)) =

Rozpatrzmy réznicg stojaca w liczniku tego wyrazenia i przyjmijmy oznacze-
nie

I(X\, Xy) = H(X;) - H(X; | X)) 2.7

Wielko$¢ 1(X,,X,) nazywa sig ilosciq informacji w sensie Shannona. Pozwa-
la ona zapisaé formulg (2.6) w postaci

11Xy

2.8
H(X,) @9

R(X; | X)) =

Wielkos¢ R(X,]|X,) jest wigc unormowanym wspdiczynnikiem iloéci infor-
macji. Wspolczynnik ten ma nastgpujace wiasnosci:

1. 0SR(X,,X|)<1, przy czym R(X;|X|)=0 jesli zmienne X, i
X, saniezalene, oraz R(X, | X,) =1, jesli zachodzi migdzy nimi

Scista zalezno§¢ funkcyjna.
2. Warto$¢ R(X,|X,) nie zalezy od zmiany kolejnosci pofozenia

rozpatrywanych elementdw na odpowiedniej skali, tzn. od zamiany
miejscami wierszy badZ kolumn macierzy danych.

Entropia shannonowska nie jest jedyna mozliwg reprezentacjq nieokreslo-
nosci. Zatozmy, jak poprzednio, Zze zmienne losowe X, i X, sa dyskretne, przy

czym pierwsza z nich przyjmuje wartoci x; z prawdopodobiefistwami
pi (=12,..,1), druga za$§ wartoSci x,; z prawdopodobiefistwami g,
(j=12,..,J) . Niech f(g) bedzie funkcjg postaci (2.1) okreslona na przedziale
0< ¢ <1, malejaca w tym przedziale i spelniajaca warunek f(1) =0. Zal6zmy,



ze jedli zostala zaobserwowana ta warto$¢ zmiennej X, , ktérej prawdopodo-
bienstwo wystapienia jest réwne g , to wielko§¢ f(g) pozwala oszacowac $red-

nig ilo&¢ informacji otrzymanej w wyniku obserwacji. Srednia ta wyraza sie
nastepujaco

J
> a,/@). @.9)
=1

Zauwazmy, ze jezeli prawdopodobienstwo ktérejkolwiek z obserwacji jest
réwne 1 (obserwacja pewna), to $rednia (2.9) jest réwna zeru. Dla obliczenia
wartosci tej éredniej trzeba w kazdym konkremmym przypadku zastapi¢ w for-
mule (2.9) prawdopodobieristwa teoretyczne ich wartosciami empirycznymi
p; (j=12,.,m). Wtedy nieokreslonosci wystepujace w wyrazeniu (2.1) beda

wyrazaly si¢ — odpowiednio — formutami:

UX2) =Y p,/(p)) (2.10)
i
oraz
1 J
CAPOED WD WITCIOP @11)
=t =l

Poniewaz liczba funkcji f jest praktycznie nieograniczona, wigc nieograni-
czona jest réwniez liczba miar postaci (2.11). Rozpatrzmy, dla przykiadu, trzy
rodzaje funkcji /.

W przypadku, gdy f(g) =-logq, otrzymuje sie¢ unormowany wspéiczyn-
nik ilodci informacji R(X, | X,), okreslony wzorem (2.8).

Jezeli g(q)=1-¢, to miara (2.1) przyjmuje postaé
! J J
2 2
ZP;.ZP/U "ZPJ
j=t

(X, | X)) =22

J
1~>.p]
/=t

(2.12)

Jest to tzw. wspéiczynnik Wallace'a (Wallace 1983). Ma on nastepujace wia-
snosci:



1. 0st(X,|X)<1, przy czym 7(X,]|X,)=0 , jesli zmienne
X i Y sa niezalezne, oraz t(X,;|X|)=1, jesli migdzy
zmiennymi zachodzi $cisla zalezno$¢ funkcyjna,

2. Wartoé¢ wspolczynnika (X, | X,) nie zmieni si¢, gdy zmie-
ni sig¢ kolejno$¢ polozenia rozpatrywanych elementéw na od-
powiedniej skali, tzn. gdy dokona sig przestawienia wierszy
badz kolumn macierzy danych.

Wspolczynnik Wallace’a jest naturalng realizacjq zasady proporcjonalnej
predykcji, sformulowanej przez Goodmana i Kruskala (Goodman i Kruskal
1954, 1959, 1963, 1967). Stwierdza ona, ze miarg zaleznosci zmiennych loso-
wych X; i X, powinno by¢ wzglgdne zmniejszenie prawdopodobienstwa
bledu predykcji zmiennej X,, pod warunkiem, Ze zmienna X, jest znana, w
poréwnaniu z prawdopodobienstwem bledu predykcji X, bez znajomosci
X, . Istota metody Goodmana-Kruskala polega na analizie tablicy zalezno$ci w
taki sposéb, ze prowadzacy analiz¢ przewiduje prawdopodobiefistwo tego, iz

q.
P (2.13)

J
Z Pl

j=1

sposréd rozpatrywanych obiektéw bedzie nalezalo do kategorii ; z punktu
widzenia cechy reprezentowane] przez zmienng losowg X, , jesli wiadomo, ze

pod wzgledem cechy reprezentowanej przez zmienng losowa X, naleza one
do kategorii i. W tym przypadku, jesli nie wiadomo do jakiej kategorii nalezy
obiekt wzglgdem cechy X, to prawdopodobiefistwo jego przynaleznosci do

kategorii j wzglgdem cechy X, wynosi

P

J
2.7y
J

(2.14)

gdzie g (g 20) jest dowolnq statq. Jesli nie wiadomo, do ktérej kategorii nale-
2y obiekt wzgledem cechy X, to oczekiwana czeg$¢ blednych przewidywan

wynosi

-z (2.15)




Rémica migdzy tym wyrazeniem i $rednia wazona liczba blednych predykeji,
gdy znana jest kategoryzacja wzgledem cechy X, rozpatrywana w stosunku
do liczby blednych predykcji, gdy nie jest znana kategoryzacia wzgledem ce-
chy X, przedstawia sobg — w istocie — procent wielko4ci objasnianej wariacji.

W szczegblnym przypadku, gdy ¢ =1, otrzymuje si¢ wspéiczynnik Wal-
lace’a. Wspélczynnik ten wyraza fakt, ze zmniejszaniem sig btedéw predykceji
rzadzi zasada proporcjonalnosci (tzn. jesli, na przykiad, 7 =0.50, to przyjmuje
si¢, ze znajomosé kategoryzacji obiektow wzglgdem cechy X, sprawia, ze
liczba bledéw zmniejsza si¢ dwukrotnie). Tym samym ocenia si¢ mozliwos¢é
poprawnego zaszeregowania obiektu do kategorii j (j =1.2,..,m) wzgledem
cechy X,, jedli wiadomo, 2e nalezy do kategorii i (i=12,...,n) wzgledem
cechy X, przy czym réwnoczeénie ocenia si¢ silg zalezmodci migdzy cechami
X, 1 X,. Wszystko to zwigksza heurystyczng wartoéé procedury pomiaru sity
zalesmodci migdzy cechami, jako elementu analizy statystycznej.

Jedli przyjac, 2ze g =0, to otrzyma si¢ miarg¢ zaleznosci znana jako wspol-
czynnik Goodmana-Kruskala ( Goodman i Kruskal 1954,1959,1963, 1967):

!
ZPi. mj”‘ Py~ mj‘x P

AX, | X)) =-E , (2.16)
1-max p
J

gdzie max p; jest prawdopodobieristwem odpowiadajacym wartoéci modalnej
J
rozkladu brzegowego cechy X,, za§ max p,; jest prawdopodobienstwem
J

wartodci modalnej rozkladu brzegowego cechy X, pod warunkiem, ze cecha
X, przyjeta wartodé .

Wspétczynnik Goodmana-Kruskala tez mozna otrzymaé jako szczegdlny
przypadek miary (2.1), gdy

1, gdy 0=gs<gq,,

2.17)
0, gdy gq,<¢g<l.

f(q)={

Rozpatrywanie wspélczynnika A(X, | X|) w ramach koncepcji Goodma-
na-Kruskala polega wigc na szacowaniu wartoéci wzglednego bledu prognozy,
ze obiekt nalezacy do danej kategorii wzglgdem cechy X, , nalezy pod wzgle-



dem cechy X, do tej kategorii j, ktérej odpowiada najwigksze prawdopodo-
bienstwo. W ten sposob minimalizuje si¢ liczbe blednych prognoz.

Zaleta wspdlczynnika Goodmana jest mozliwo$¢ szybkiego przeprowa-
dzenia obliczen, ale powazna wadg jest to, ze z faktu, iz A(X, | X;)=0 nie

wynika, ze cechy reprezentowane przez zmienne X, i X, sa statystycznie
niezalezne, lecz jedynie to, ze wartosci modalne tych cech sg takie same.
Zwrocmy tez uwagg, ze wspolczynniki v(X, ] X,|) i A(X,|X,) sq stosunkami
prawdopodobienistwa, co pozwala interpretowac je na gruncie klasycznej staty-
styki matematyczne;j.

Mimo specyficznych odrgbnodci wszystkie trzy wspolczynniki —
R(X,|1 X)), t(X;| X)) i A(X,|X,) — maja wazng wspolng wlasnos¢. Jest
nig asymetria, czyli fakt, ze R(X,|X,) = R(X, | X;), (X, | X)) =v(X; ]| Xy)
i AX; ] X)) = A(X, ]| X;). Asymetria oznacza, ze zalezno$é migdzy cechg
X, , traktowana jako zmienna zalezna (objasniana) i cechg JX,, traktowang

jako zmienna niezalezna (obja$niajaca) musi by¢ rozpatrywana jako zaleznos$¢
probabilistyczno-statystyczna, a miary zaleznosci musza by¢ interpretowane
jako wskazniki wzglednego zmniejszenia nieokreslonosci wiedzy o X, pod

warunkiem znajomosci X .

W sytuacjach, kiedy kierunek zmiennosci X, w zaleznosci od zmian X

nie jest oczywisty, Rehak i Rehakova (1973) proponuja korzysta¢ z nastepuja-
cych symetrycznych postaci wspdlczynnikow R(X, X)), ©(X,|X}) i

AXy 1 X))

10X, | X)) @18

R(X,, X)) = ,
SIHX) + H(X;)]

I J
> Zf:(l’;] -pp ) f;{—p"—J

=1 j=l iPy

{EAPOE —
1
Jj=i

{=]

N[ —

(2.19)

I J
Z max p,; + Z m,ax Py~ (max p; + m;lx Py )J
~ - i
=l /=l . (2.20)

I
2
A&, X)) = 1
1~5(mjc1xp,;+maxp.j)
i Jj




Zalety i wady tych wspdiczynnikéw sa takie same, jak ich postaci asyme-
trycznych.

Iloéé'informacji w sensie Shannona jest wielkoscia symetryczng wzgledem
zmiennych X, i X, .Podobnie jak statystyka chi-kwadrat wyraza ona jedynie

fakt wystgpowanie lub niewystgpowania statystycznej zaleznodci migdzy tymi
zmiennymi. W przypadku, kiedy nie ma koniecznosci podzialu zmiennych na
objasniane i objasniajace, informacyjna miarg ich zalezmosci moze by¢ wspét-
czynnik Rajskiego (1964)

1(X),X,)

, 221
H(X\,X3) @21

R(XI’X2)=

gdzie H(X,,X,) jest entropia taczng cech X, i X,. Wspédlczynnik ten ma
nastgpujace wiasnodci:

1. 0<R(X,X;)sl1,

2. R(X,,X,)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy cechy X i Y sa nieza-
lezne.

3. R(X,,X;)=1 wtedy i tylko wtedy, gdy miedzy zmiennymi za-
chodzi $cista zalezno$¢ funkcyjna. Zalezno$¢ ta ma miejsce wtedy,
gdy w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie macierzy zalezmoéci
wystepuje jeden i tylko jeden element rézmy od zera. Jesli jest to
element stojacy na przecigciu wiersza (i =1,2,...,I) oraz kolum-
ny j (j=12,.,J), to zachodzi réwnoé¢ p; =p, = p ;. Wobec
tego w tym przypadku iloéé informacji w sensie Shannona wynosi
H(X,X,)=H(X))+ H(X,))-H(X,,X,)=H(X,,X;). Ostate-
cznie wige R(X, X,)=1.

Zauwazmy jeszcze jedng wazng wlasno$é wspdlczynnika R(X|,X;). Z
klasycznej statystyki matematycznej wiadomo, ze jesli wspoélczynnik korelacji
zmiennych X, i X, jestréwny zeru, to z tego nie wynika, 2e cechy te sa nieza-
lene. W przypadku wspdlczynnika R(X,, X,) jest inaczej: z zerowej wartosci
tego wspolczynnika wynika niezalezmo$¢ zmiennych losowych.

Wspdlczynnik R(X,, X,), podobnie jak inne informacyjne miary zalezno-
§ci oparte na pojgciu tacznej ilosci informacji J(X|,X,), moze byé uzyty do
oceny zalezno§ci danych ilo$ciowych badZ jakosciowych, podzielonych na klasy
wyznaczone przez progi zmiennosci wartoéci zmiennych losowych X, i X,.
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Taka kategoryzacjg¢ przedstawia sig zazwyczaj w postaci tablic dwudzielnych
(zob., np.: Fisz 1967; Hellwig 1980).

Na podstawie wielkoéci /(X|, X;) mozna konstruowa¢ rozmaite miary,
wyrazajace sil¢ wplywu zmiennej X, na zmienna X, . Przykiadem moze by¢
wspotczynnik

(X, X,)
[(Xy, X)) =22l (2.22)
PO HWX)
Mozna go zapisa¢ w postaci
rox, x)=2&) - H 1K) @.23)

H(X))

Wspolczynnik ten objadnia, jaka czgé¢ entropii cechy X, okresla entropia
cechy X;. Zwroé€my uwage, ze mimo formalnej identycznoscei formul (2.6) i

(2.23) sens kazdej z nich jest zupelnie inny. Przede wszystkim zauwazmy, ze
wspolczynnik (2.6), ktérego rownowazna forma jest (2.8), mozna przedstawi¢
w postaci

X 1 X) H{X))
R(Xy | X)) = HX,) F(XZvXI)H(X2)~ (2.24)

Formula ta stwierdza, ze wielko$¢ wzglgdnego zmniejszenia nieokrelonosci
zmiennej X,, spowodowanego oddzialywaniem zmiennej X, jest proporcjo-
nalna do wzglednej entropii zmiennej X,. Istnicje wigc zwiazek migdzy
wspdlczynnikiem R(X,|X,), jako wskaZnikiem wzglednego zmniejszenia
entropii zmiennej X, pod warunkiem, ze jest znane X, a R(X,}|X;) jako

wskaznikiem wptywu zmiennej X| na zmienna X, .

Podobnie jak w przypadku wspdlczynnikéw R(X,| X)) 1 (X, ]X))
wymienmy podstawowe wilasno$ci wspélczynnika I(X,, X;). Oto one:

Je$li zmienne X i X, saniezalezne, to I"(X,,X,)=0.

2. Jedli migdzy cechami X 1.X, zachodzi jednoznaczna zalezno$¢
funkcyjna, to I"(X,,X,)=1.

3. Poniewaz [(X,,X,)<min{H(X;),H(X,)], wigc jesli nieokre-
$lono$¢ wlasna zmiennej X, jest wigksza niz bezwarunkowa
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entropia zmiennej X, , tzn. je§li H(X,)> H(X,), to niemozli-
wy jest pelny wptyw cechy X| naceche X, .

4. Wspdtczynnik 77(X,,X;) moze byé uwazany za czgiciowy
wskaznik informatywnoéci zmiennej X,. Wlasnos¢ ta moze byé
wykorzystana przy rozwigzywaniu takich zadan zwiazanych z
klasyfikacja i podzialem, jak identyfikacja najbardziej informa-
tywnych cech, konstruowanie najbardziej efektywnej reguly de-
cyzyjnej itp.

Jezeli rozpatrywane zbiorowosci sa odpowiednio duze, to statystyki od-
powiadajace oméwionym wyzej informacyjnym miarom zaleznodci majg
podobne wiasnosci asymptotyczne. Na przyklad, Khan (1973) udowodnil, ze
jesli jest prawdziwa hipoteza o niezaleznodci X, i X, to statystyka 2a] ma

rozklad asymptotycznie chi-kwadrat o (r ~1)(s —1) stopniach swobody, na-
tomiast w- przypadku prawdziwodci hipotezy alternatywnej statystyka ta ma
asymptotycznie niecentralny rozklad y? (chi-kwadrat) o (r~1)(s—1) stop-
niach swobody i parametrze niecentralnoci 72 = 2nl. Warto$é oczekiwana
niecentralnego rozkladn y? wynosi (»-1)(s—1)+ A%, za§ wariancja jest
réwna 2[(r —1)(s —1)+24%]. Przy duzej niecentralno$ci dobrg aproksymacja
niecentralnego rozkladu y* jest rozklad normalny o takich samych parame-
trach. Wykorzystujac ten fakt mozna przedstawi¢ wspdiczynnik R(X, | X,)w
takiej postaci:
2

RX, X)) mr— X 2.25
= X 2

Khan i Ali (1973) udowodnili tez, ze podobne wlasnosci asymptotyczne
maj3 statystyki odpowiadajace wspolczynnikom A(X, | X|) i 7(X,; | X)) .

Wykorzystujac powyzsze wlasnosci mozna w nastgpujacy sposéb weryfi-
kowaé poziom istotnosci informacyjnej miary zaleinosci zmiennych X, i X, :

1. Znajac liczno$é n badanej zbiorowodci, okreéla sie liczbe stopni
swobody i ustala sig poziom istotnosci.

2. Na podstawie tablicy rozkladu y? okresla si¢ wartod¢ krytyczna

2
Iy =-)2“’—— , Z ktérg poréwnuje sig wartos¢ I(X,, X,).
n
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3. Je$li Iy 2 I(X,,X;), to przyjmuje sig, ze na przyjetym poziomie
istotno$ci hipoteza o niezaleznosci zmiennych X, i X, jest
prawdziwa.

4. Jesli Iy <I(X,,X;), to przyjmuje sig, ze na przyjetym poziomie
istotnosci hipoteza o niezaleznosci cech X, i X, jest niepraw-

dziwa.

Zwro¢my uwagg, ze wykorzystujac koncepcje informacyjnej miary zalez-
nosci mozna skonstruowa¢ wskazniki dotyczace zaleznosci migdzy zmiennymi
wyrazonymmi w jednostkach jednej i tej samej skali, jak i migdzy zmiennymi,
ktérym odpowiadaja rozne skale, Zwréémy tez uwagg, ze jesli zmienna X jest
okreslona w skali nominalnej, a cecha X, w skali przedzialowej, to pojgcia
nieokreslono$ci (entropii), nieokre$lonosci warunkowej (entropii warunkowej)
oraz informacji bezpo$rednio wiazg si¢ z tradycyjnymi pojgciami statystyczny-
mi, takimi jak réznorodnos$é, zmienno$¢ czy wariancja. Poniewaz przy pomia-
rach w skali przedzialowej nie otrzymujemy samej tylko informacji o kategorii
zmiennej X, , ale takze ocenia si¢ w kategoriach ilo$ciowych stopiefi odmien-
nosci od innych obiektéw nalezacych do danej kategorii, wigc wygodnie jest
postugiwaé sig nastgpujaca definicja nieokreslonosci:

1 J
UX) =D 3 (-9, (2.26)
i=l j=I
{ J
UK 1 X =23 0y =70 @.27)
il j=I
gdzie
1 I J 1 I J
i=—ZZy.~,~, ii=——ZZy,-,. (2.28)
4 a ey o

W tym przypadku informacyjna miara zalezno$ci (2.1) przyjmie nastgpujacg
posta¢

I J I J
PR ACTEIEDW AT
,72 - i=l j=1 — i=1 j=I . (2‘29)
PPN TS
i=1 j=1
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Po uwzglednieniu formut (2.28), wprowadzeniu oznaczenia

1

3 0 G-
Fo— i (2.30)

= 1 LI
DT

7T A

i wykonaniu odpowiednich przeksztatcen formula (2.29) przyjmie postad

2 _ (r—l)F

—(r—l)F+n——r- @31)

7

Jak wiadomo (Oktaba 1966), w przypadku gdy punkty odpowiadajace pa-
rom (x,y,), gdzie ¥, jest drednia warunkowa zmiennej X, przy ustalonej
wartosci cechy X, ukladajq si¢ wzdhiz pewnej krzywej, nie mozna méwi¢ o
korelacji. Miara wspélzaleznodci cech X, i X, jest wspdlczynnik n(X,, X )
nazywany stosunkiem korelacyjnym zmiennej X, wzgledem 2zmiennej X.
Jego kwadrat jest definiowany jako stosunek sumy kwadratéw odchylen 4red-
nich warunkowych od sredniej ogdlnej do sumy kwadratéw odchylen y (Okta-
ba 1966), tzn.

I
> G-

n*(Xp, X)) == (2.32)
DDy -y
ist j=1

Oczywiscie, 0<7%(X,,X,)<1. Wartoéé wspélczynnika n?(X,,X,) jest
zawsze wigksza lub réwna wartosci wspélczynnika korelacji, przy czym réw-
no$¢ ma miejsce jedynie wtedy, gdy regresja jest prostoliniowa. Stosunek kore-
lacyjny przyjmuje warto$¢ zero wtedy, gdy Srednie warunkowe y; leza do-
kladnie na prostej réwnoleglej do prostej do osi x, a wigc gdy nie zaleza od x.
Poza tym, jesli migdzy cechami X, i X, zachodzi zwiazek funkcyjny wyra-
zony za pomoca odpowiedniej formuly matematycznej, to wspdlczynnik kore-
lacji jest réwny jednosci. Stosunek korelacyjny mozma uwaza¢ za miarg ten-
dencji skupiania si¢ punktéw wzdhuz krzywej regresji. Im bardziej te punkty
przylegaja do krzywej regresji, tym kwadrat stosunku korelacyjnego jest bliz-
szy jednosci. Jak wida¢, stosunek korelacyjny 52(X 2,X}) jest wigc czgscio-
wo zgodny z koncepcja informacyjnego podejécia do konstruowania miar za-
leznosci.
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2.3. Podzial zbiorowo§ci studentow na grupy jednorodne — ujgcie teorioin-
formacyjne

Rozpatrzmy teraz zadanie podzialu n-osobowej zbiorowosci studentow
(nauczycieli) S na grupy jednorodne, wykorzystujac miary oparte na pojeciach
entropii i informacji. Jak zobaczymy, podejécie to pozwoli powiaza¢ zadanie
identyfikacji najbardziej informatywnych cech z zadaniem podzialu i rozwia-
zywac je facznie. Utrzymujemy zalozenie, ze rozpatrywane cechy sa wielko-
$ciami skategoryzowanymi. Chcemy oszacowa¢ stopien informatywnos$ci kaz-
dej z cech za pomocy ilosci informacji Shannona. Jak juz powiedzieli$my,
miara ta pozwala oceni¢, o ile zmniejszy sig¢ nicokre$lono$¢ naszej wiedzy o
wielkosci x;, jesli jest znana warto$¢ x,. Najbardziej informatywng bedzie

wigc ta cecha, ktorej wplyw na dang cechg jest najwigkszy, tzn. dla ktérej wy-
razenie

! 7
Zr,.j =}—;——ZIU (2.33)

I,
==L (i=12,.,0;j=12,.,7;i % j). 2.34
T ( J 7 (2.34)

Oczywiécie, rOwnowaznikiem tego zadania jest maksymalizacja wyrazenia

i
M=31, (=12..7). (2.35)
i=]

inf

Przyjmijmy, ze kazdy ze studentow jest scharakteryzowany za pomoca m
cech binarnych. Jesli liczba studentéw posiadajacych cechg i jestrowna n;, to

entropia zbiorowosci S wynosi

H(S)=munlogn~ Z[n,. logn; +(n—n;)log(n—n,)]. (2.36)

i=l

Podstawa logarytmu moze by¢ dowolna, ale w przypadku cech binarnych wy-
godnie jest przyjaé podstawg rowna 2.

Rozpatrzmy cechg X ; i podzielmy zbiorowo$¢ studentdw na dwie czgéci,

S i85, (S=8uVS;, §NS,; =), zaliczajac do §; tych wszystkich studen-
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téw, ktérzy posiadaja cechg X;, a do S, wszystkich pozostalych. Entropia

zmniejszy sig¢ o wielkosé

AH(S,S,,8,)=H(S)~-H(S)~H(S,), (2.37)
gdzie
I
H(Z)=Y pylogpyys (Z=5,5). (2.38)
i=1
inf

Uwzgledniajac ten fakt mozna przedstawié¢ wyrazenie (2.37) w postaci

m=1 m—4
AH(S,8,8)= ) [H - HGI =D Iy » (2.39)
i=1 i=1

i=f inf
a biorac pod uwage (2.35) otrzymamy

AH(S,8,8)=M;, (j=12..J). (2.40)

A zatem, zmniejszenie entropii przy podziale zbiorowosci studentéw na
grupy wedle posiadania cechy X, jest réwne stopniowi informatywnosci tej

cechy. Zwréémy uwage, ze zaleznodé (5.40) bedzie prawdziwa réwniez wtedy,
gdy podziatu zbiorowosci studentéw dokona si¢ nie wedle cechy dwuwarto-
iciowej, lecz wielowartosciowej (wiele alternatyw).

Jezeli obliczymy wartos¢ M ; dla kazdej cechy j (j=12,.,J), to na

pierwszym kroku postgpowania za najbardziej informatywna trzeba uznaé t¢
ceche , dla ktérej M ; przyjmuje wartod¢ maksymalng. Na nastepnych krokach

nalezy dokonywaé podzialu zawsze wzgledem tej cechy, dla ktorej
AH =maxAH ;. Procedur¢ podzialu nalezy zatrzymaé wtedy, gdy zostanie
J
osiagnigty z gory okreslony stopient jednorodno$ci otrzymanych podzbioréw.
Jednorodnoéé grup moze by¢ oceniana w rézny sposéb. Méller i Capecchi
(1975) zaproponowali nastgpujace postgpowanie. Niech r;(k) bedzie liczba
réwng modalnej czgstosci wystgpowania cechy X, (j=12,..,J) w klasie &
(k=12,.,K), tzn. réwna najwiekszej liczbie studentéw charakteryzujacych
si¢ posiadaniem jednej z gradacji cechy X, wéréd wszystkich studentéw nale-
zacych do klasy k, bliskich sobie w sensie tej cechy. Estymatorem prawdopo-
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