





Wyznaczanie mediany Kemeny’ego dla porzadkéw czgsciowych

z zastosowaniem binarnej macierzy poréwnan parami

Mediana Kemeny’ego jest jedna z metod wyznaczania oceny grupowej, ktora
charakteryzuje si¢ dobrymi (Nurmi, 1987, Davenport, 2004) wiasciwosciami. Zostata ona
sformutowana przez Kemeny’ego i Snella (Kemeny, Snell, 1962) i przez wiele lat z uwagi na
ztozonos$¢ obliczeniowa (wyznaczanie mediany Kemeny’ego jest problemem NP-trudnym,
(Davenport, 2004)) byta rzadko stosowana. Rozwdj algorytméw  optymalizacji
catkowitoliczbowej ufatwia jej praktyczne stosowanie.

Zazwycza) przyjmowane s§ pewne zalozenia odnosnie postaci ocen ekspertéw, jak
réwniez oceny grupowej. W wiekszosci metod zaklada sig, ze eksperci porownujg wszystkie
obiekty, tzn. rozwazane sa jedynie porzadki liniowe, z elementami réwnowaznymi lub nie.

W praktyce tworzenia oceny grupowej zdarza sie, ze eksperci nie sa moga porownac
niektérych obiektéw i podaja porzadki czesciowe dla rozwazanych zbioréw obiektow.
W pewnych przypadkach ocena grupowa roéwniez moze mieé postaé porzadku czesciowego.
Uogolnienie metod wyznaczania oceny grupowej, ktére pozwoli na uwzglednienie takich
sytuacji moze by¢ interesujace. Propozycje rozwiazania tego problemu podat Litvak (Litvak,

1982).

Przyjmujemy nastepujqce okreslenia:
= ekspert podaje porzqdek liniowy, jezeli oceniane sq wszystkie obiekty (mozliwos$é
wystgpowania obiektow réwnowaznych jest dopuszczana lub nie),

= uporzqdkowanie obiektow — porzqdek liniowy obiektow,



= jezeli ekspert nie jest w stanie pordwnaé niektérych obiektéw — podaje porzqdek
czesciowy (mozliwosé wystepowania obiekiow réwnowaznych jest dopuszczana lub
nie),

s opinia - podany przez eksperta porzqdek cze¢sciowy (np. w postaci graficznej jako

diagram Hassego).

1. Posta¢ ocen podawanych przez ekspertéw. Binarne macierze poréwnan parami

Niech @ oznacza zbiér obiektow, Oie 7 i=1, ..., noraz K= {1, ..., K} zbior ekspertow
dokonujacych oceny. Opinie ekspertdw moga by¢ podawane w skali porzadku lub w skali
liczbowej. W niniejszej pracy ograniczamy rozwazania do tej pierwszej mozliwosci.

Oceny podawane w skali porzadku moga mie¢ dwojaka postaé.

Po pierwsze mogg to by¢ uporzadkowania obiektéw, przy czym zazwyczaj przyjmuje
sie, ze obiekt uwazany za najlepszy (w sensie wybranego kryterium/ kryteriow) jest
umieszczony na pierwszym miejscu, za$ uwazany za najgorszy na ostatnim. Obiekty
rownowazne, ujmowane W nawiasy, umieszczane sa na tej samej pozycji, np.

P = {0y, (Oz, O3), O4, Os}. Ten zapis jest wygodny przy zapisie porzadkow liniowych.
Po drugie eksperci moga poréwnywal obiekty parami podajac tzw. macierze poréwnan
parami.

Zakladamy, ze wszystkie rozwazane relacje miedzy obiektami odnosza sie do
przyjetego kryterium (kryteriow) ich poréwnywania. Dla uproszczenia zapisu w dalszych
rozwazaniach to zatozenie jest pomijane.

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

O, »* O, jezeli zdaniem eksperta k obiekt O; jest lepszy od Oj,

0, ~* 0O, jezeli zdaniem eksperta k obiekty O; i O; sa rownowazne,



o, <* 0;, jezeli zdaniem eksperta k obiekt O jest lepszy od obiektu O;,
0, 1*¥ O, jezeli zdaniem eksperta k obiektu O; nie mozna poréwnywac z obiektem O;,

Przykiadem porzadku czesciowego jest relacja (>, =, L) na zbiorze obiektéw &
Wprowadzamy binarna macierz poréwnan parami zdefiniowana nastepujaco (dla

uproszczenia zapisu indeks k oznaczajacy numer eksperta zostat pominiety).

0; - 0 by=Lb;=0
. 0, ~0; b;=1b;=1
Jezeli , to . 9]
0, <0, b; =0,b; =1
0,10, b; =0,b;=0

Macierz B okresla relacj¢ binarng (>, =, 1) na zbiorze obiektow ¢
Korzysci wynikajace z zastosowania binarnej macierzy pordéwnan parami B dotycza
w gtownej mierze badania przechodniosci:
e sprawdzania przechodnio$ci opinii eksperta opisanej za pomoca macierzy B,
e sformufowania warunkéw przechodnio$ci oceny grupowej w zadaniu optymalizacji
(problem ten zostanie omowiony w p.3,

e szukania ewentualnych cykli w macierzy rozktadu gtosow ekspertow.

Opinia P jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy jej macierz binarna B spetnia
warunek(Ross, Wright (1999))

B*B <B, (2) 2)
gdzie * oznacza iloczyn boole’owski macierzy.

Wyraz o wspotrzednych (i, ) iloczynu boole’owskiego B*B ma postaé

bi1-bij v biz-baj v ... v biebyj v LV binby.

Z warunku (2) wynika, ze powinny by¢ spelnione nierdwnosci



bizbij v biz by v . v biebig v oLV binbyg by, dlad, j=1, .., n 3)

Macierz rozkladu gloséw ekspertow Lp (z zastosowaniem binarnych macierzy porownan
parami) definiujemy analogicznie, jak klasyczna macierz rozktadu gtosow ekspertow L (Bury,
Wagner, 2008).

Niech lg;; — oznacza liczbe ekspertow, ktorych zdaniem obiekt O; = O;.

. kK 1 e 1 k ok
Na podstawie (1) mamy by =1, jezeli O; >" O; lub O; =" O;.

K
Stad Iy = > b . *
k=1

Warto zauwazy¢, ze w przypadku, gdy eksperci podaja liniowe uporzadkowania bez obiektow
réwnowaznych, macierz Lg jest identyczna (z dokladnoscig do wyrazdw na przekatne)
giéwnej) z klasyczng macierza rozkladu gloséw ekspertow L.

Wprowadzamy funkcje boole’ owska B(x) okre$long, jak nastepuje

1 dlaxz1
B(X):{O Q)

dlax <t

Binarng macierz rozkiadu glosdéw ekspertéw definiujemy jako

BL = [B(ls i)]- (6)
Badajac przechodnio§¢ macierzy BL (6) mozna sprawdzié, czy zagregowana ocena grupowa
(wyrazona za pomoca macierzy Lg) jest przechodnia, a jezeli nie — czy wystepujg w nigj

cykle.

2. Odleglosci miedzy uporzadkowaniami
Definicja
Odlegtos¢ migdzy para obiektéw (Oi, O;) w danej opinii P* i para obiektow (O;, O;) w opinii

P* wyrazona przy uzyciu macierzy B ma postaé



M

dy (P4, P*) =[blt — bl |+[ok b}

Definicja

Odlegtos¢ miedzy opiniami P* i P* definiowana przy uzyciu macierzy binarnej B ma postac

) ®)

(PP = 33 (o iy b= 3 575 b b3 oy -

i=1 i

Definicja

Odleglosé dg danej opinii P od zbioru opinii podanych przez ekspertow P® = (P!, P .. PM}

dana jest zaleznoscig

1nnK

Gy P, P) = 36 (P P)= 155 3 (b - by 4o ). ©

k=1 i=1 j=1 k=l

Mediana Kemeny’ego (dla binarnej macierzy poréwnan parami) jest to opinia Py, ktorej
odleglos¢ d,(P™ P) od zbioru P® opinii podanych przez ekspertow jest najmniejsza.
Zadanie wyznaczania mediany Kemeny’ego mozna sformutowac nastepujaco:

znalez¢ takq opini¢ P, opisana za pomocg macierzy B, ze

min d(P® P) > P, . (10

Rozwigzanie tego zadania wymaga sformutowania warunku przechodniosci szukanej opinii P.

Zaktadajac, ze w opinii P moga wystepowaé obiekty réwnowazne lub takie, ktérych nie

mozna poréwnaé, odlegtosé (8) miedzy opiniami P i P mozna zapisaé jako



7= 1 i;ﬂbg—l’+|b;|)+lzl:'0b§j+]b;—11)+iz

ijel, <1,
gdzie
I, - zbiér par indeksdw (i, j) takich, ze wopinii P O; > O,
I; - zbiér par indeksow (i, j) takich, ze wopinii P 05 < 0;,
I, — zbidr par indeksow (i, j) takich, ze wopinii P O; = O;,
I3 ~ zbidr par indeksow (i, j) takich, ze wopinii P O; L O;.

Ze sposobu okreslenia zbiorow I, oraz I; wynika, ze jezeli (i,]) € I, to (, i) & 1;.

Stad
Tl )= T3l

1

Odiegtosé d,, (P*,P) przybiera postaé

dB<pk,P):%[qu,;-1|+b;p+iz’qb;_1J+\b;|>+qu;_1}+)b;_1)+§¢b;4+;b;})}

ijel, ety ijsl,

- 2ot 3 2t -obi - T

i,j<l, ijsly

Wprowadzamy pomocnicze zmienne binarne x;;, z; oraz yy okreslone nastgpujaco.

1 jezeli wuporzadkowaniu P obiekt O, >~ O,
X. = N
Yo w przeciwnym razie
1 jezeli wuporzadkowaniu P obiekt O, = O,
o w przeciwnym razie '
1 jezeli wuporzadkowaniu P obiekt O; L O,
1% w przeciwnym razie '

Odlegtos¢ d,(P™,P) mozna zapisaé jako

(ot =14y =)+ Zloif+ i), v

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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Wspétczynniki bry; bejj, bejj sq definiowane nastepujaco

), (18)

br, = ZQb‘ 1ot
be, = i)bg -1, (19)

(20)

> 1) )

be, = Zi‘bﬁ

J=1 k=1
Macierze BR=[brjj], BE=[be;], BC=[bc;] stanowia odpowiedniki macierzy strat [r;], [e;]

definiowanych na podstawie klasycznych macierzy parami (Bury, Wagner, 2008) .

3. Sformulowanie zadania optymalizacji

Zadanie minimalizacji odlegtosci mozna zapisac nastepujaco:

min d (P, P)= ZZbruxlJ +ZZbeUzU ﬁLZ“Zbcuy,J 21

ST =1 i = e

Macierz B=[bj] oraz zmienne xj zj yi i, j = 1, .., n sa powiazane nastepujacymi
zaleznoSciami.

I=X,nj:l,.i.111 b‘l =X + Zy» (22)

Xy +X;+z+y; =1, (23)

x;+x; €1, z4 =Zi, Yy =YXy =0, y;=0, z;=1, b;=1 (24)

Warunek (23) oznacza, ze miedzy obiektami O; oraz O; zachodzi jedna z relacji (>, <, ~, 1).



Ograniczenia dla zadania optymalizacji

Podstawowym ograniczeniem jest nieréwno$¢ (3) zapewniajaca przechodnio$¢ opinii P.
Mamy n* warunkéw przechodniosci (3) dla kazdego by;.

Dla i=j (wyrazy na przekatnej glownej macierzy B) by=1 i nieréwnosé (3) jest spelniona
zawsze. Zostaje n* — n warunkow.

Aby alternatywa (3) byta spetniona dla kazdego by, w szczegdlnosci dla b = 0, musi by¢é
spetniona koniunkcja warunkow

¥ b, b, <b,, k=l,..n. (25)

ISKES] u?

Ze wzgledu na fakt, ze dla k=i (i analogicznie dla k=j) nieréwnos¢ b;-b, =b; <b; jest
spetniona zawsze, zostaje (n-2) warunkéw V b, - b, < bij, k=1,.,n k#i, k#j.
L)

Dila kazdego z n(n-1) elementdow by macierzy B poza przekatna giowna mamy (n-2)
warunkéw, Razem jest n(n-1)(n-2) warunkow przechodnioscel,

Nastepnym krokiem jest zastapienie iloczynu V b, b, <b,, k=1, n, k # i, k # ]
Lz

kombinacjg liniowa (bitbi-1).

W tabelach przedstawiono wartosci odpowiednio iloczynu bycby; oraz sumy by+by-1:

bik-by; bik+byg-1
blk I bik
0 1 0 1
by by !
0 0 0 0 -1 0 J
1 0 1 ‘I I 0 1 J

Wartoéci wyrazen réznia sie jedynie dla by = by = 0. W tym przypadku nierdwnoéé

by - by <b, jest speiniona dla kazdego by;.



Zadanie wyznaczania mediany Kemeny’ego przybiera postac:
mindy(P®,P)= min dy(P“,P)=_min [ZZbr,.jxij +2. 3 bez, +22bcﬁyuj (26)
XY Zi BT ) =) i=l j=i =l j=t

z ograniczeniami

VoV Y b,+b,—1<b, @27

i, jel,n, e k=], ke ke
oraz (22)+(24).

Zadanie jest rozwiazywane za pomocg pakietu CPLEX.

Analogiczne zadanie (dla klasycznej macierzy pordwnafn parami) jest kiopotliwe do
wiasciwego sformutowania z uwagi na trudnos¢ zapewnienia przechodniosci rozwiazan.
Warto zauwazyl, ze jeZeli w opiniach ekspertéw nie ma obiektéw nieporownywalnych
rozwiazania i wartosci odleglosci da i dp otrzymywane przy uzyciu klasycznej macierzy
poréwnan parami A oraz binarnej macierzy poréwnan parami B sg jednakowe (Bury, Wagner,

2009a),

Sformutowanie zadania optymalizacji binarnej (26) z ograniczeniami (27) i (22)+(24)
umozliwia uwzglednienie dodatkowych warunkéw narzuconych na postaé oceny grupowej,

np. dla porzadkow liniowych Y y; =0, przy braku elementow réwnowaznych
i,j=1...,n

v oz =0.

i j=l,.n,iz] y
4. Przyklady obliczeniowe

Przyktad 4.1.

Pigciu  ekspertow podato liniowe uporzadkowania czterech obiektow (bez obiektow

réwnowaznych).



P! 0, O,
P 0, 0,,
P> 0,, O,
P 0, Oy,
P> O, O,

>

Macierz rozktadu

O,
Os,
0,
Os,
0o,

0O;
O3
O,
0,
(oN

glosow ekspertdow L=[lj] — wyznaczona na podstawie klasycznych

macierzy poréwnan parami A* — ma postaé:

01 0, 03 04l 2

j=T

0,0 3 4 4( 1
L= 0,/2 0 2 4/ 8
osl1 3 0 2/ 6
O/ 1 1 3 0] 5

Warto zauwazy¢, ze obiekt Oy jest zwyciezca w sensie Condorceta.

Binarne macierze poréwnan parami maja postac¢ (pominieto oznaczenia obiektow)

B! B? B’ |
T o 11 IS TS 1 0 0 1
1111 0 1 1 1 I 1 0 1
0 0 1 0 0 0 1 o0 11 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1
B* | B’
1 1 1 0 11 11
0 1 0 0 0 1 0 1
0 1 1 0 o 1 1 1
NS T N 0 0 0 1

Po dodaniu do siebie macierzy B* otrzymujemy
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