
A us  d e m  N a c hl a ß.
Di e  f ol g e n d e n a us d e m N a c hl a ß  p u bli zi ert e n  St ü c k e  h a b e n  z u m gr o ß e n  T eil  

n e b e n d e m hist oris c h e n I nt er ess e a u c h s ol c h es d ur c h A uff ass u n g  u n d M et h o d e,  
w e n n  a u c h di e  R es ult at e  u nt er d es u n a b h ä n gi g wi e d er g ef u n d e n  si n d. Es  h a n d elt  
si c n u m f erti g e o d er f ast f erti g e A us ar b eit u n g e n;  a uf di e P u bli k ati o n  v o n U n 
a us g e ar b eit et e m k o n nt e u m s o e h er v er zi c ht et w er d e n,  als D e d e ki n d  i n d e n  
f ol g e n d e n Bri ef e n  a n Pr o b e ni us  d a v o n  ei n vi el  kl ar er es  Bil d  g e g e b e n h at, als  
es d er  N a c hl a ß  b ot.

D er  N a c hl a ß  b est a n d  a us et w a 5 0  M a p p e n,  D e d e ki n d  h att e  all es u n d  j e d es 
a uf g e h o b e n; es ist als o ni c ht  a us g es c hl oss e n, d a ß si c h g el e g e ntli c h  n o c h  et w as  z ur  
P u bli k ati o n  G e ei g n et es  fi n d et. Als  hist oris c h i nt er ess a nt ist vi ell ei c ht n o c h z u  
er w ä h n e n ei n e w o hl  u n mitt el b ar a n di e erst e n V orl es u n g e n  a ns c hli e ß e n d e D ar 
st ell u n g d er  G al oiss c h e n  T h e ori e;  o d er a u c h ei n e s e hr a usf ü hrli c h e, a us fr ü h er 
Z eit  st a m m e n d e D arst ell u n g  d er  Ri e m a n ns c h e n  G e o m etri e,  a us d er i n di e Ri e 
m a n n- A us g a b e  ( L at ei nis c h e Pr eis ar b eit)  n ur k ur z e A us z ü g e  d ur c h W e b er  ü b er 
n o m m e n w ur d e n.  N o et h e r.

X X X V.

All g e m ei n e  S ät z e  ü b er  R ä u m e.

§  1.

Ei n  S yst e m  v o n P u n kt e n  p,  p'  · · · bil d et  ei n e n K ör p er,  w e n n  f ür 

j e d e n P u n kt  p  d ess el b e n  si c h ei n e L ä n g e  ö  v o n  d er  B es c h aff e n h eit  a n 

g e b e n  l ä ßt, d a ß  all e  P u n kt e,  d er e n  A bst a n d  v o n  p  kl ei n er  als  ό  ist, e b e n 

f alls d e m  S yst e m  P  a n g e h ör e n. Di e  P u n kt e  p,  p'  · · · li e g e n i n n er h al b P.

§ 2.

Ist P'  ei n K ör p er,  d ess e n s ä mtli c h e P u n kt e  a u c h P u n kt e  d es  

K ör p ers  P  si n d, s o h ei ßt P'  ei n T eil  v o n P.

§ 3.

S at z. All e  P u n kt e,  d er e n A bst a n d  v o n ei n e m f est e n P u n kt e  p  

kl ei n er  als ei n e g e g e b e n e  L ä n g e  d  ist, bil d e n  ei n e n K ör p er  ( d er K u g el  

h ei ßt;  p  h ei ßt  d er Mitt el p u n kt,  ö d er  D ur c h m ess er  d ess el b e n).

B e w eis.  Ist p p'  ≤  d,  s o w ä hl e  m a n  d'  <;  d  —  p p'\  s o si n d all e  

P u n kt e  p ",  f ür w el c h e  p' p "  ≤  d'  ist, a u c h  s ol c h e P u n kt e  p ” , f ür w el c h e  

p p "  ≤  d ist ( w eil p p "  ≤  p p'  ÷  P' P " ∖
D e d e ki n d,  G es a m m elt e  W e r k e,  II.  2 3
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§4.
Ist P ein Körper und m ein Punkt, um welchen sich eine Kugel 

beschreiben läßt, deren sämtliche Punkte nicht innerhalb P liegen, 
so sagt man, der Punkt m liege außerhalb P.

§ 5·
Satz. Ist P ein Körper, und existiert wenigstens ein Punkt m 

außerhalb P, so gibt es auch unendlich viele solche Punkte außer
halb P, und dieselben bilden einen Körper.

Beweis. Da m außerhalb P liegt, so gibt es eine um m be
schriebene Kugel K, deren sämtliche Punkte rn! nicht innerhalb P 
liegen. Alle diese Punkte τ∩! liegen außerhalb P\ denn ist ö der 
Halbmesser von K, und also wτn' ≤ ö, so beschreibe man um m' 
mit einem Halbmesser ö' ∙≤ d—mTfi eine Kugel K\ so bildet K' 
einen Teil von K·, also liegt m' (nach § 4) außerhalb P. Daß das 
System M aller außerhalb P liegenden Punkte m einen Körper 
bildet, folgt auf dieselbe Weise.

se
ist P ein Körper und n ein Punkt, welcher weder innerhalb P 

noch außerhalb P liegt, so heißt π ein Grenzpunkt von P.

Ist P ein Körper und TI das System aller Grenzpunkte n von P 
(wenn überhaupt solche vorhanden), so heißt TT die Begrenzung 
von P.

. §8·
Satz. Liegen sämtliche Punkte eines Körpers P' nicht inner

halb eines Körpers P, so liegen sie auch sämtlich außerhalb P.
Beweis. Es sei m' ein beliebiger Punkt von P'; so läßt sich 

um m eine Kugel beschreiben, deren sämtliche Punkte innerhalb P, 
also nicht innerhalb P liegen. Nach § 4 liegt m außerhalb P.

§9·
Satz. Ein System TT' von Punkten π, welche sämtlich Grenz

punkte eines Körpers P sind, kann keinen Körper bilden.
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Beweis. Die Punkte π von ∏' liegen (nach § 6) sämtlich nicht 
innerhalb von P. Wäre ∏' ein Körper, so lägen alle Punkte n von 
77' (nach § 8) außerhalb P. Weil aber die Punkte n von ∏' sämtlich 
Grenzpunkte von P sind, ist dies (nach § 6) unmöglich.

Erläuterungen zur vorstehenden Abhandlung.
Diese ersten Begriffe der Punktmengenlehre — eine Weiterführung findet 

sich in dem nächsten Stück — werden des historischen Interesses halber wieder
gegeben. Dedekind sagt darüber in einem Brief an Cantor (vom 19. Januar 1879, 
über Invarianz der Dimension):

„Bei einer Publikation würde ich es für wünschenswert halten, wenn die 
Namen oder Kunstausdrücke der Mannigfaltigkeitslehre (beiläufig gesagt, ich würde 
dem ebenfalls Riemannschen Wort „Gebiet“ seiner Kürze halber entschieden den 
Vorzug vor dem schwerfälligen Worte „Mannigfaltigkeit“ geben) recht genau 
definiert würden; es wäre sehr verdienstlich, wenn diese ganze „Gebietslehre“ ab 
ovo dargestellt würde, ohne die geometrische Anschauung zuzuziehen; und dabei 
müJQte z. B. der Begriff einer von dem Punkte a nach dem Punkte b innerhalb 
des Gebietes G stetig führenden Linie recht bestimmt und deutlich definiert werden. 
Die Definitionen von Netto*) (dessen Abhandlung mir sehr wohl gefällt, und 
dessen Beweis, wie ich glaube, mit einigen Modifikationen ganz zutreffend wird) 
enthalten einen guten Keim, aber sie scheinen mir der Vereinfachung und zugleich 
einer Vervollständigung fähig. Ich würde mir ein solches Urteil nicht erlauben, 
wenn ich nicht vor vielen Jahren, als ich noch die Dirichletsche Potential·: 
Vorlesung herausgeben und dabei das sogenannte Dirichletsche Prinzip strenger 
begründen wollte, mich schon recht viel mit solchen Fragen beschäftigt hätte. 
Ich habe einige solche Definitionen, die mir eine recht gute Grundlage zu geben 
scheinen; aber ich habe später die ganze Sache liegen lassen, und könnte für 
den Augenblick nur Unvollständiges geben, da ich durch die Umarbeitung der 
Dirichletschen Zahlentheorie ganz in Anspruch genommen bin.“ 
________________ Noether.

*) Grelle 1878.

23*
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