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Wyznaczanie oceny grupowej przy użyciu metody Dodgsona. Wady i zalety 

Wstę11 

!\'letoda Dodgsona ( l, 5] należy do grupy metod, w których ocena grupowa jest wyznaczana 

na podstawie porówna,\ parami. Wywodzą się one z metody Condorceta (2, 6], której 

podstawę stanowi intuicyjne założenie, że obiekt który ma być uznany za najlepszy - zgodnie 

z uporządkowaniami podanymi przez ekspertów - powinien być oceniony przez większość 

ekspertów jako lepszy od pozostałych. Stosowanie tej metody utrudnia fakt, że zwycięzca w 

sensie Condorceta nie zawsze istnieje. 

W 1874 Charles Dodgson, znany również jako Lewis Carrol, zaproponował sposób 

wyznaczenia najlepszego ob iektu w sytuacji, gdy nie ma zwycięzcy w sensie Condorceta. 

W ostatnich latach pojawiło się kilka interesujących publikacji analizujących właściwości 

metody Dodgsona (3 , 4, 7, 8, 9]. Większość z nich wskazuje na istotne niedostatki tej metody. 

H. Nurmi [7] - powołując się na prace Fishburna (3] i Ratliffa (8] zwrócił uwagę na fakt, że 

nie spełnia ona tak zwanego warunku jednorodności. 

l. Opis metody Dodgsona 

Załóżmy, że dany jest zbiór n obiektów O= {01, ... , 0 11 ) oraz grupa K ekspertów. Zadaniem 

ekspertów jest uporządkowanie zbioru obiektów zgodnie z danym kryterium (zbiorem 

kryteriów). Zakładamy również, że opinie ekspertów są podawane w skali porządku . Aby nie 

komplikować rozważai\ zakładamy, że w uporządkowaniach ekspertów nie występują obiekty 

równoważne. 

Przyjmujemy, że opinia eksperta o numerze k ma postać uporządkowania Pk, w którym obiekt 

uważany za najlepszy jest umieszczony na pierwszym miejscu zaś na ostatnim miejscu 

umieszczony jest obiekt uznany za najgorszy. 
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pk={O . ., ... ,O,}, k=l, ... K, 
1, •• 

gdzie O., oznacza obiekt umieszczony przez k-tego eksperta na j-tym m1eJ scu w 
'; 

uporządkowaniu. 

Zgodnie z założeniem, że nie występują obiekty równoważne, liczba pozycji 

w uporządkowaniu jest równa liczbie obiektów. 

Niech I;; oznacza liczbę ekspertów, którzy uznali, że obiekt O; jest lepszy od obiektu O;. Dla 

uproszczenia zapisu będziemy stosować oznaczenie O; > Oj. Przy przyjętych założeniach 

liczba ekspertów, którzy wyrazili przeciwną opinię, to znaczy uznali, że Oj > O; jest równa 

lj; = K-l;j, i, j = l, ... ,n. 

Na podstawie współczynników I;; można wyznaczyć macierz rozkładu głosów ekspertów 

o, : _() ,_:~~_: __ <? .. 
QI 1 - I 112 . ··· ; jin 

o2 ! 121 . - ••. ! ,211 . ( 1) 

Przyjmiemy, nie wchodząc w szczegółowe rozważania, że pojęcie większości ekspe11ów K_,. 

jest określone następująco 

f K+l . 
-- dla K meparzystych 

K = 2 
" 1 I( . 

/ 2 + I dla K parzystych 

(2) 

Definicja I [2], [6] 

Zwycięzcą w sensie Condorceta jest obiekt O;, dla którego l;j ~ Kw, 

j= I, .. , n, j * i. 
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Definicja 2 [I] , [5] 

Jeżeli nie istnieje zwycięzca w sensie Condorceta, to zwycięzcą w sensie Dodgsona jest 

obiekt O;, dla którego liczba zmian jego pozycji w uporządkowaniach podanych przez 

ekspertów, których należy dokonać, aby ten obiekt został zwycięzcą w sensie Condorceta, jest 

najmniejsza. 

Z reguły przyjmuje się, że jedynie obiekty zajmujące sąsiednie pozycje mogą być 

p1·ze111ieszcza11e [7]. 

2. Analiza własności metody Dodgsona 

Definicja 3 [5, 7] 

Ocena grnpowa ma własność jednorodności, jeżeli jest ona niezmiennicza względem 

zwielokrotnienia liczby ekspertów. Będziemy przyjmować, że w takim samym stopniu 

zwielokrotnieniu ulegają liczby ekspertów, którzy podali te same uporządkowania. 

7akladamy. że K ekspe1iów podało uporządkowania zbioru n obiektów 

O = i 01, .. ,011 }. Ponadto przyjmujemy, że na podstawie podanych uporządkowa1\ można 

wywnioskować, że zwycięzca w sensie Condorceta nie istnieje a zwycięzcą w sensie 

Dodgsona jest obiekt O;. Założymy ponadto, że dla s; obiektów nie jest spełniony warunek 

O; > 0 1, t = i 1, ... ,i,;. 

Jeżeli przyjmiemy, zgodnie z (2), że Kw oznacza większość ekspertów a I;, oznacza liczbę 

ekspertów, których zdaniem O; > 0 1, to liczba zm ian opinii ekspertów niezbędna, aby obiekt 

O; został zwycięzcą w sensie Condorceta - oznaczymy ją przez d; - jest równa 
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d; = S;Kw - Ll;, 
1>-: J; 

Przvklad I. 
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1; = {t • l;, <Kw} s; = card(J;) (3) 

Dany jest zbiór 5 obiektów O ={ 0 1, 0 2, 0 3, 0 4, Os) oraz zbiór 1 1 uporządkowa1\ ( P 1, . ,P 11 ) 

podanych dla tych obiektów 

Tabela I 

Lekspertów Uporządkowanie 

1 pl. 04 > 02 > 03 > 01 > Os 

I P"• Os> 01 > 04 > 03 > 02 

I p· 04 > 02 > 03 > o, > 01 

I P4• 03 > 01 > 04 > 02 > Os 

I P,• 03 > 01 >o.> Os> 02 

1 P"• 01 > 04 > 02 > 03 > Os 

1 P'• 03 > 01 > 04 > 02 > Os 

1 P"• 02 > 01 > Os> 03 > 04 

I P"• 03 > 01 > 04 > Os > 02 

I P"'• QI > Q4 > Q, > 02 > 03 

I P"• 02 > 01 > 04 > 01 > Os 

Liczba ekspertów Jest 111eparzysta, a zatem, zgodnie z (2), liczba ekspe1iów stanowiących 

. k „ I( K + I 12 6 w1ę szosc =-- = - = . 
" 2 2 

Macierz rozkładu głosów ekspertów ma postać 
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o, 02 03 04 Os d; WB; 

o, 7 5 9 9 d1 = I 30 

02 4 6 2 7 d2 = 2 + 2 + 2 = 6 19 

o, 6 5 5 8 d1 = I+ I= 2 24 (4) 

04 2 9 6 9 d4 = 4 26 

o, 2 4 3 2 d,=4+2+3+4=13 11 

Z macierzy (4) bezpośrednio wynika, że nie istnieje zwycięzca w sensie Condorceta. 

W przedostatniej kolumnie macierzy (4) są podane odległości d; dla poszczególnych 

obiektów. Odległość d; osiąga najmniejszą wartość dla d1, tzn. dla obiektu 0 1; zależności 

111iędzy odległościami cl,, i = I, ... , 5) są jak następuje: d1 < d1 < d4< d2< d,. 

Obiekt 01 jest zwycięzcą w sensie Dodgsona. Aby obiekt ten został zwycięzcą w sensie 

Condorceta, należy dokonać zmian opinii jednego z ekspe11ów np. w uporządkowaniu P1, P4, 

P', P7 lub P9, tzn. zamienić miejscami obiekty 03 i O,. 

Warto zauważyć, że obiekt O; jest również zwycięzcą w sensie Bordy. Kolejność wai1ości 

wskaźnika Bordy WB; jest następująca: 

2, I. Metoda Dodgsona a warunek jednorodności 

Zakładając, że liczba ekspertów K jest parzysta, dla obiektu d; mamy 
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d. =s.(~+1J-I/ 
I I 2 ttJ; li 

(5) 

Aby wykazać, że ocena grupowa tworzona przy użyciu metody Dodgsona nie spetnia 

warunku jednorodności, rozpatrzymy dowolny obiekt Or 

Dla obiektu Oj „odległość" di jest równa odpowiednio 

cl.=s .( !<+1) - '°'. I .I .I / L__, Jl 
~ 1,.; JJ 

(6) 

Zgodnie z założeniem, że obiekt O; jest zwycięzcą w sensie Dodgsona przyjmiemy, że 

(6) 

Jeżeli liczba ekspertów zostanie zwiększona do pK'l, przy czym - jak podkreślono we 

Wstępie - zakładamy, że w tej samej skali wzrosną wszystkie liczby I;, oraz I;,, to nowe 

odległości - oznaczymy je odpowiednio przez d;,,. oraz d.i,, - można zapisać następująco : 

(8) 

(9) 

Można łatwo wykazać, że 

d;p = p[s{~ + 1J- ~Pl;, ]-s;(p-1) = pd; -s;(p-1) = p(d; -s;)+s; (IO) 

1' Zaklaclamy, żer jesl liczbą calkowilą. 

.. 
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Podobnie diP = p(d; -s;)+s;. (7) 

• 
Przeana li zujemy teraz, jakie warunki powinny być spełnione, aby 

cli,.• > d.i1•. ( 12) 

Uwzględniając zależności (JO) i (I I) mamy 

p[(d; -d;) + (si -s;)] > (si -s;) ( 13) 

Z warunku (7) wynika, że d; - di < O. Należy zatem rozważyć dwa przypadki: 

( 14) 

wtedy 

( d -d J pl-' __ .r + I > I . 
s.i -si 

(15) 

Zatem, aby warunek ( 15) był spełniony, musi zachodzić nierówność 

d -d. I 
_ , __ J >-- 1 ( I 6) 
S; -S; p 

b) Sj - s; < O, Sj f: s;, czyli s; - Sj > O 

wtedy 

( d -d J p ' . ! - I >- I 
si -s_i 

(8) 

Przy przyjętych założeniach ta nierówność nie może być spełniona. 

Założymy teraz, że liczba ekspertów Kjest nieparzysta, wtedy 

.. ( 18) 
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W dalszej analizie należy rozróżnić dwa przypadki: 

l. pK jest liczbą parzystą, co oznacza - przy przyjętych założeniach odnośnie K - że p jest 

liczbą parzystą, 

wtedy 

( I 9) 

Zatem warunki , jakie powinien spełniać współczynnik p są takie, jak podaje nierówność 

(Błąd! Nie można odnaleźć źródła odwołania.). 

2. pK jest liczbą nieparzystą, co oznacza - przy przyjętych założeniach odnośnie K - że p 

jest liczbą nieparzystą, wtedy 

( pK+ I) °" s ( S-) s. cl =S --- - / pl =pd --'- (p-l)=p cl _ _.!_+-'-
l i' I 2 ~ 11 1 2 I 2 2 

Zate111 wa runek (20) przyj111ie postać 

Analiza nierówności (2 I) wymaga uwzględnienia dwóch przypadków: 

a) Sj - s; > 0, 

wtedy p - '--1 + - > -[ d-d IJ I 
S; -S; 2 2 

Aby warunek (9) 111ógl być spełniony, musi zachodzić nierówność 

cl; - cl; l l 
-->--
sj-S; 2p 2 

(20) 

(2 I) 

(9) 

(IO) 
.. 
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b) Sj - S; < O, Sj f- S;, czyi i S; - Sj > O, wtedy 

( I I ) 

Z nierówności (II) bezpośrednio wynika, że przy przyjętych założeniach nierówność ta nie 

może być spełniona. 

Należy podkreślić, że przy s; = Sj zarówno nierówność (I O), jak i ( 11) nie mogą być spełnione. 

Przykład 2 

W pracy Ratliffa (8] jest podany następujący przykład przedstawiający uporządkowania 5 

obiektów podane przez 70 ekspertów. Dane dotyczące tego przykładu zawiera Tabela 2. 

Tabela 2 

Liczba ekspe1tów Uporządkowanie 

11 (44) pl: 01 > 02 > 03 > 04 > Os 

9 (]6) p2 : 02 > o, > 03 > 04 > oj 

14 (56) Pl : Os > O, > Q4 > 03 > 02 

14 (56) P4: 02 > 01 > 04 > Os > 01 

11 (44) Ps: Os > 04 > 02 > 03 > 01 

11 (44) P6: 01 > 03 > 04 > Os > 02 

Macierz rozkładu głosów ma w tym przypadku postać 
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o, 02 03 04 Os 

01 36 45 45 Jl 

0 2 34 45 34 34 

03 25 25 45 25 

04 25 36 25 45 

Os 39 36 45 25 

Liczba ekspe11ów stanowiących większość K" =~+I= 70 +I= 36. 
2 2 

Z macierzy ( 12) bezpośrednio wynika, że nie istnieje zwycięzca w sensie Condorceta. 

Odległości d; (i= I, .. . ,5) sąjak następuje: 

ci,= 1·36-31 =5 

d2 = 3·36 - 3.34 = 6 

d3 = 3·36 - 3·25 = 33 

d4 = 2·36 - 2·25 = 22 

d5 = I ·36 - 25 = I I 

( 12) 

(13) 

Zwycięzcą w sensie Dodgsona jest więc obiekt O,. Aby obiekt ten został zwycięzcą w sensie 

Condorceta, należy dokonać zmian opinii 5 ekspertów w uporządkowaniu pJ_ 

Aby obiekt 0 2 został zwycięzcą w sensie Condorceta, należy dokonać dwu zmian opinii 

ekspertów w uporządkowaniu P\ dwu zmian w uporządkowaniu P5 oraz dwu zmian 

w uporządkowaniu P6, razem 6 zmian. 
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Jeżeli liczbę ekspertów podających swoje opinie w postaci uporządkowań P1, , P6 

purnnożymy przez 4 (nowe liczby ekspe11ów są podane w Tabeli 2 w nawiasach), to macierz 

rnzkladu głosów ekspe11ów przyjmie postać: 

01 02 o) 04 O, 

01 144 180 180 124 

02 136 180 136 136 

03 100 100 180 100 

o~ 100 144 100 180 

O; 156 144 180 100 

L. b k , . I . k , , I( pK 1 70- 4 1cz a e spertow stanow1ącyc 1 w1ę szosc w= - + = -- + I = 141. 

Odległości d;p (i = 1, ... ,5) są jak następuje: 

d1,, =I· 141-124=17 

d4" =2· 141-2-100=82 

d2" =3· 141-3 -136=15 

d5P = l · 141-100=41 

2 2 

d3,, =3· 141-3-100=123 

Zwycięzcą w sensie Dodgsonajest więc obiekt 0 2 a nie obiekt 0 1. 

W przypadku obiektu 0 1 mamy: 

a dla obiektu 0 2 mamy: 

s, = I, 

S2 = 3, Ll2, = 102, 
11:;J? 

( 14) 

(28) 

(29) 

Liczba ekspertów K = 70 jest liczbą parzystą oraz s2 > s1, a zatem na podstawie wzoru (Blącl! 

Nie można odnaleźć źródła odwołania.) warunek, aby po zwielokrotnieniu liczby ekspe11ów 

o liczbę p zwycięzcą w sensie Dodgsona został obiekt 0 2 jest następujący: 
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p[(5-6)+(3-1)]>(3-I) ( I 5) 

Przy przyjętych założeniach mamy 

5-6 =-_!_>-I+_!_ 
3-1 2 p 

skąd bezpośrednio wynika, że ni erówność ( I 5) jest spełniona jeżeli p >2. 

( 16) 

Tak więc obiekt 02 będzie również zwycięzcą w sensie Dodgsona dla p 2'. 3, a nie tylko dla 

p = 4, jak podał Ratliff. 

Dla p = 3 macierz rozkładu głosów ekspertów ma postać 

01 02 03 04 Os 

01 108 135 135 93 

02 102 135 102 102 ( 17) 

0.1 75 75 135 75 

04 75 108 75 135 

Os 117 108 135 75 

L. b k , . h . k " K pK I 70 . 3 6 1cz a e spertow stanow1ącyc w1ę szosc w = - + = --+ I = I O . 
2 2 

Odległości cl,,, (i= I , .. ,5) są jak następuje : 

d,,. = I· I 06 - 93 = I 3 d 2,, = 3· I 06 - 3· I 02 = 12 d.1,, =3·106-3-75=93 

cl =2·106-2-75=62 -lp d 5,, = I · I 06 - 7 5 = 3 I 
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llwngi 1<011cowe 

Metodę Dodgsona można traktować jako naturalne rozszerzenie metody Condorceta, 

bowiem polega ona na „skorygowaniu" rzeczywistej macierzy rozkładu głosów ekspe11ów 

tak, aby zaistniał zwycięzca w sensie Condorceta. Ta korekcja macierzy rozkładu głosów 

ekspertów narzuca konieczność „poprawienia" rzeczywistych uporządkowa11 podanych przez 

ekspertów. Zmiany te są dokonywane w taki sposób, aby odległość (4) wyznaczona dla 

obiektu. którego pozycja jest zmieniana, była najmniejsza. Aby obiekt, dla którego ta 

odległość osiąga najmniejszą wartość, był zwycięzcą w sensie Dodgsona, muszą istnieć - w 

odpowiedniej liczbie - rzeczywiste uporządkowania, w których przemieszczane obiekty 

zajmują sąsiednie pozycje. 

Fakt, że ocena grupowa nie ma własności jednorodności wynika z przyjętej postaci 

odległości (4). Z drugiej jednak strony należy podkreślić, że jest to metoda nieskomplil-;owana 

pozwalajaca wyznaczyć ocenę grupową bez złożonych obliczeń, jak ma to miejsce wna 

przykład w przypadku mediany Kemeny'ego czy Litvaka. Mimo oczywistych wad można ją 

więc wprowadzić do katalogu metod stosowanych do wyznaczania oceny grupowej 

w komputerowych systemach wspomagania pracy grupowej. 
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