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Streszczenie

Matematycznym modelem procesu edukacyjnego w szkole wyzszej moze by¢ sto-
chastyczna sie¢ sptywowo-rozptywowa, ktérej wezly reprezentujg kierunki studiow,
semestry, jakosciowe grupy studentdw itp., a intensywnosci przejsé migdzy wezlami
sa wyrazone w kategoriach prawdopodobienistw przejs¢. Sterowanie procesem edu-
kacyjnym moze by¢ rozumiane jako proces ukierunkowanego oddzialywania nan za
pomoca takich czynnikdw i w taki sposob, by stale maksymalizowad wartosci praw-
dopodobienstw przejs¢ w przod. Aby moc to robic, trzeba dysponowaé narzedziem
pozwalajacym dynamicznie, wieloaspektowo i obiektywnie oceniaé¢ poziom wiedzy
studentéw oraz dzieli¢ ich zbiorowos$¢ na grupy jednorodne na podstawie uzyska-
nych przez nich wynikéw. Kategoryzacja ta moze by¢ pomocna przy opracowywa-
niu formalnej, organizacyjnej i merytorycznej koncepcji indywidualizacji studidéw.
W pracy zaproponowano metod¢ przeprowadzania takiej kategoryzacji, oparta na
traktowaniu zbiorowosci studentéw jako populacji statystycznej. Sformutowano kry-
terium jednorodnosci uwzgledniajace wieloaspektowosé ocen studentéw i przedsta-
wiono iteracyjng procedur¢ prowadzaca do podziatu populacji studentéw na grupy
Jjednorodne. Z punktu widzenia statystyki matematycznej granice migdzy niektorymi
grupaimi moga nie by¢ istotne, podano zatem statystyczne kryterium badania istotno-
$ci podziatu. W przypadku, gdy granica miedzy dwiema sgsiednimi grupami nie jest
istotna faczy si¢ je w jedng grupe. Podano przykiad zastosowania metody w eduka-
¢cji. Sformutowano podstawowe wnioski odnoszace si¢ do procesu edukacyjnego.

Slowa kluczowe: edukacja, szkota wyzsza, sterowanie edukacja, pomiar dydaktycz-
ny, nigjednorodnosé zbiorowosci studentéw, podzial na grupy jednorodne, ryzyko,
nieokreslonos¢.




1. Wprowadzenie

Przeplyw strumienia studentéw przez uczelniany system edukacyjny szkoly wyzszej jest
procesem sterowalnym. Mozna nan patrzeé¢ z réznych punktéw widzenia. Jednym z mozli-
wych jest traktowanie systemu edukacyjnego jako jednostki makroskopowej, ktorej wyjécie
jest zwiazane z wejsciem za pomoca dynamiki procesu edukacyjnego. W kazdym roku aka-
demickim wejsciem jest grupa miodziezy legitymujacej si¢ $wiadectwem ukonczenia szkoly
$redniej i $wiadectwem maturalnym, ktéra - z chwilg akceptacji ich kandydatur przez wiadze
uczelni — zyskuje status studenta i rozpoczyna studia na wybranym wydziale. Studia s wielo-
stopniowe. Po ukonczeniu pierwszego stopnia (studia licencjackie lub inzynierskie) jego ab-~
solwenci albo opuszczajg uczelnie, albo tez dotaczajg do grupy studentéw kontynuujacej na-
uke na studiach magisterskich. W kazdym roku akademickim ma si¢ zatem do czynienia z
dwiema grupami absolwentéw uczelni: tymi, ktérzy opuszczajg uczelni¢ z tytutem licencjata

lub inzyniera oraz tymi, ktérzy opuszczajq jq z tytulem magistra.

Grupy 0s6b podejmujacych studia na uczelni, rozpatrywane na przestrzeni pewnej liczby
lat akademickich, tworza strumieni wejscia, natomiast analogicznie rozpatrywane grupy ab-
solwentdw tworzga strumienie absolwentow. Kazdy z tych strumieni ma okreslong specyfike
ilosciowg 1 jako$ciows, na ktoérgq w duzej mierze moga oddzialywaé wladze uczelni, postepu-
jac zgodnie z obowiazujacym w kraju prawem uczelnianym oraz statutem wiasnej uczelni.
Powstaje jednak pytanie, za pomocg jakich czynnikdéw i w jaki sposéb mozna §wiadomie i
celowo ksztaltowaé dynamike procesu edukacyjnego, aby w ramach istniejacych zadan pro-
gramowych oraz uwarunkowan kadrowych, organizacyjnych, finansowych, administracyj-
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nych, prawnych, lokalowych i innych osiaga¢ na koniec kazdego roku akademickiego jak
najlepszy koncowy efekt edukacyjny. Wbrew pozorom nie to zadanie fatwe, poniewaz obiek-

tem sterowania sq ludzie.

Sterowanie dynamika przeptywu studentow przez uczelniany system edukacyjny jest zlo-
zonym wieloaspektowym 1 wielokontekstowym procesem decyzyjnym. Dla racjonalnego
prowadzeniu tego procesu, wdrazania podejmowanych w jego toku decyzji, monitorowania i
oceniania ich skutkdéw, a nastgpnie zwrotnego wykorzystania tej wiedzy do optymalnego
ksztaltowania procesu edukacyjnego sg potrzebne matematyczne modele jego dynamiki.
Mozna ja opisywaé w réznoraki sposob. Zawsze jednak, z uwagi na wlasciwe procesowi edu-
kacyjnemu czynniki ryzyka i nieokreslonosci powinno sig konstruowa¢ modele uwzgledniaja-

ce te cecly, np. modele probabilistyczno-statystyczne.

Czynniki ryzyka i nieokreslonosci zwiazane z realizacja procesu edukacyjnego dotycza
zarowno poszczegolnych studentow, jak i calej uczelni jako systemowej jednostki edukacyj-
nej. Juz sam wybor przez przysziego studenta tej a nie innej uczelni oraz tego a nie innego
kierunku studiow jest obciazony ryzykiem nietrafnosci tej decyzji. Zaréwno osobisty stosu-
nek studenta do nauki, jak tez jako$é programéw nauczania oraz tryb i styl prowadzenia zajeé
edukacyjnych maja bezpoéredni wplyw na jego przyszlg karier¢ zawodowa. Dobrze wyksztal-
cony absolwent bedzie skutecznie konkurowat z absolwentami innych uczelni przy ubieganiu
si¢ o intratng posade, potrafi nie gorzej niz inni zorganizowa¢ i prowadzi¢ wlasne przedsig-
biorstwo, tworzy¢ nowe miejsca pracy itp. Aby to jednak osiggnaé, musi juz w toku studidw
zrozumiec, ze z kazdg jego decyzja, nawet tg dotyczacy jego zachowar jako podmiotu proce-
su edukacyjnego, jest zawsze zwiazana jaka$ forma ryzyka i nauczy¢ sie skutecznego poste-

powania w takich sytuacjach. Ryzyko jest zwiazane takze z realizacjg procesu edukacyjnego




przez uczelni¢. Program studiow jest przygotowany w taki sposéb, by byt zgodny z obowia-
zujacymi w tej mierze standardami ustalonymi przez wladze edukacyjne kraju, ale jakos$¢ i
poziom jego realizacji zaleza zaréwno od rzeczywistego poziomu wiedzy 0s6b podejmuja-
cych studia (jej formalnym potwierdzeniem jest $wiadectwo ukonczenia szkoly sredniej i
$wiadectwo maturalne), jak i1 od osobistego stosunku studenta do nauki oraz merytorycznego
poziomu i pedagogiczno-dydaktycznych umiejetnosci kadry prowadzacej zajecia. Zle przygo-
towani kandydaci i niewlasciwie dobrana kadra dydaktyczna stwarzaja ryzyko duzego odsie-
wu | promowania absolwentéw o niskim poziomie wiedzy fachowej, co musi negatywnie rzu-
towaé na jako$¢ uczelni. Wazne jest wiee, aby proces edukacyjny by} realizowany w sposob
gwarantujacy studentowi zdobycie petnych kwalifikacji zawodowych na jak najwyzszym po-
ziomie, a zarazem minimalizujacy ryzyko niskiej calosciowej oceny uczelnianego procesu

edukacyjnego.

2, Kontelks pracy, jej cel i zakres

Praca jest kontynuacja tematyki badawczej prowadzonej przez autoréw w poprzednich la-
tach, dotyczacej teorii kapitatu intelektualnego, z uwzglednieniem matematycznego modelo-
wania dynamicznych aspektow procesu edukacyjnego prowadzonego w szkole wyzszej (Be-
rezinski 2002, 2003a, 2004; Berezifiski, Falkowska-Singer i Wagner 2001; Berezinski i Ho-
tubiec 2004). Szczegdlny akcent byt polozony na konstruowanie stochastycznego sieciowego
modelu przeplywu studentow przez proces edukacyjny, jako narzedzia wspomagajacych dhu-
gofalowe ksztaltowanie polityki edukacyjnej uczelni w zakresie naboru i trybu ksztalcenia
studentéw (Berezinski 2003b; Berezinski, Inkielman i Wagner 2004a, 2004b). W dotychczas
wykonanych pracach przeanalizowano podstawowe cechy i uwarunkowania procesu eduka-

cyjnego, wynikajace ze specyfiki organizacji szkoly wyzszej, z indywidulanych predyspozycji
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intelektualnych miodziezy podejmujacej studia oraz z osobistego podejscia studentéw do na-
uki. W wyniku tych analiz sformulowano system zalozen, ktore polozono u podstaw modelu
dynamiki przeplywu studentéw przez proces edukacyjny. Model mial posta¢ otwartego, nie-
jednorodnego, pochlaniajacego tanicucha Markowa. Wprowadzono pojecie wektora stanu pro-
cesu edukacyjnego, oszacowano liczbg mozliwych standéw, wytestowano hipotezg o niezalez-
noscl stanéw, skonstruowano macierz przejscia migdzy stanami i wytestowano hipotezy o
niejednorodnoéci i rzedzie {ancucha. Specyficzna struktura macierzy przejscia pozwolila
otrzyma¢ analityczne formuly, wyrazajace oszacowania, jakie musza spetnia¢ prawdopodo-
bienstwa przejscia. Model zostal pozytywnie zweryfikowany na danych rzeczywistych doty-
czacych jednego z wydzialow szkoly wyzszej, przy przyjeciu 5. letniego cyklu studiow. Z
uwagi na niekompletnos¢ zbioru danych i niemozno$¢ jego uzupehienia, do estymacji macie-
rzy przejécia uzyto odpowiednich metod matematycznych, wspomaganych praca zespotu eks-

pertow.

Wysoka zgodnos¢ wynikéw otrzymanych za pomoca modelu z historycznymi danymi
rzeczywistymi sklonita do kontynuowania prac nad modelem w 2005 r. W szczegolnosci do-
tyczyly one kwestii sterowania dynamika przeptywu studentow przez system edukacyjny
szkoty. Poniewaz rozwazania toczyly si¢ w kontekscie skonstruowanego w poprzednich la-
tach stochastycznego sieciowego modelu procesu edukacyjnego, wigc przyjgto, Ze sterowanie
dynamika przejscia studentdéw powinno odbywaé si¢ poprzez celowe ksztaltowanie przez
wladze i kadre uczelni tych czynnikow, ktore pozytywnie stymutujaco wplywaja na wartoscei i

kierunek zmian prawdopodobienistw przejsc.

Wiadomo, ze pod wzgledem stopnia opanowania wiedzy przedmiotowej i umiejgtnosci jej

wykorzystania zbiorowos¢ studentéw jest silnie niejednorodna. Nie wszyscy studenci rozpo-
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czynajg studia z takim samym przygotowaniem wyniesionym ze szkoty sredniej. Czeéé stu-
dentéw stabszych zdota nadrobi¢ braki, inni mogg borykaé sie z trudnosciami nawet przez
caly okres studiéw, Sa tacy, ktérym nauka nie przysparza klopotow, ale sa i tacy, ktérzy nowg
wiedze przyswajaja z duzym trudem. Czg$¢ studentéw uczy sie systematycznie, cze$¢ jednak
albo robi to nieregularnie, albo wrecz odklada nauke na okres bezposrednio poprzedzajacy

kolokwia lub egzaminy.

Te sytuacje i postawy znajdujg odbicie zaréwno w wewnetrznych wynikach nauczania, jak
i w zewngtrznych ocenach szkoly wyzszej, robionych przez wladze edukacyjne kraju, pla-
cowki naukowo-badawcze, redakcje czasopism itp. (Muszynski 1971; Konarzewski 2004;
Kropiwnicki 2002; Strézynski 2000). Metodologig sprawdzania oraz oceniania stopnia i jako-
$ci opanowania przez studenta wczesniej zaplanowanych tresci programowych zajmuje sie
teoria pomiaru dydaktycznego (zob., np., Niemierko 1999). Chociaz zwraca sie w niej uwage
to, ze — na przyklad - calo$ciowa semestralna ocena studenta nie moze by¢ li tylko srednig
aryimetyczng ocen semestralnych z poszczegéinych przedmiotéw lecz musi mie¢ charakter
wieloaspektowy, ilosciowo-jakosciowy, uwzgledniajacy réwniez inne czynniki, to mimo
wszystko w szkolnictwie powszechne jest postugiwanie si¢ tg Srednig jako miernikiem wiedzy
studenta. A przeciez wynik egzaminu zalezy nie tylko od wiedzy studenta, ale takze od formy
egzaminu, od osobowosci egzaminatora, od kondycji psychicznej studenta, uwarunkowan
losowych itp.' Zdajac sobie sprawe z tych uwarunkowan dydaktycy od dawna zwracajg uwage

na konieczno$¢ indywidualizacjt edukacji (zob.., np., Nawroczynski 1957; Flechsig i Hatler

' Jedni wola egzaminy testowe, inni tradycyjne, jedni fepiej wypadaja na egzaminach pisemnych niz ustnych,
drudzy — odwrotnie. Egzaminator moze by¢ wybitnym specjalista w swojej dziedzinie, ale nie mie¢ umiejgtno-
$ci pedagogicznych i nie umie¢ sprawdzié rzeczywistego stanu wiedzy studenta. Student moze by¢ bardzo do-
brze przygotowany do egzaminu, ale nie umieé uzewngtrznié¢ swej wiedzy (paralizuje go osoba egzaminatora,

przezywa silny stres wywolany sama §wiadomoscig koniecznodci poddania sig egzaminowi itp.)



1975; Arends 1988; Okon 1995; Kupisiewicz 2000; Poétturzycki 2002). Mimo duzych wysil-
kow ze strony pedagogdéw urzeczywistnienie tego zamiaru wcigz napotyka na opory. Podsta-
wowy z nich wynika z mieszania poje¢ nauczania indywidualnego i indywidualizacji naucza-
nia. Nauczanie indywidualne dotyczy osob, ktérych aktualny stan zdrowia uniemozliwia lub
powaznie utrudnia w jakim$ okresie uczestniczenie w zajgciach obowigzkowych prowadzo-
nych w szkole. Indywidualizacja nauczania oznacza, ze osoba prowadzaca zajgcia kieruje
sWojg uwage na poszczegolnych studentéw i dostosowuje nauczania do ich predyspozycji. W
nauczaniu zindywidualizowanym prowadzacy zaje¢cia musi umieé oceniaé uzdolnienia oraz
wiadomosci studentow i organizowaé grupy, najlepiej jednorodne, tj. o zblizonym poziomie
wiedzy i podobnych kompetencjach przedmiotowych. Grupy takie nie mogg by¢ ustanowione
raz na zawsze, ale muszg by¢ tworzone przez prowadzacych zajgcia w sposéb dynamiczny.
Studenci, ktorzy na jednych zajeciach u tej samej osoby byli w jednej grupie, na innych mogg
by¢ wilgczeni do innej grupy. Indywidualizacja nauczania pozwala prowadzacemu zajecia na
zroznicowanie zadan stawianych poszczegolnym grupom i taki dobdr treéci nauczania, aby jak

najlepiej odpowiadaty one mozliwosciom i potrzebom studentéw nalezacych do danej grupy.

Powstaje pytanie, jak poméc wladzom i pracownikom dydaktycznym wyzszej uczelni w
rozpoznawaniu predyspozycji studentdw i tworzeniu takich grup. Metodg wspomagajaca to
moga by¢ statystyczne metody badania jednorodnosci populacji i — w razie stwierdzenia istot-
nej niejednorodnodci — podziatu populacji niejednorodnej na zbiory jednorodne w sensie z
gory ustalonego kryterium. Kryterium to moze by¢ jednoaspektowe (jednowymiarowez) lub

wicloaspektowe (wielowymiarowe’). W pracy interesuje nas przede wszystkim ten drugi

* Mozna, na przyklad, dokona¢ podzialu zbiorowosci studentéw ze wzgledu na semestralng ocena z jakiego$
przedmiotu, $rednig semestralng ze wszystkich otrzymanych ocen, zdolno$¢ ptatnicza itp.
> Mozna dzieli¢ zbiorowosé studentéw réwnoczesnie z punktu widzenia wielu cech, na przykiad z punktu wi-

dzenia wynikow osiaganych w nauce oraz zdolnosci platniczej (klasyfikacja dwuaspektowa), badZ réwnocze-
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przypadek, jako sytuacja ogélniejsza i bardziej poprawna z pedagogicznego i dydaktycznego
punktu widzenia. Przyjmujemy, ze zbiorowos¢ studentéw spetnia w wystarczajacym stopniu
warunki uprawniajace do uwazania jej za populacj¢ statystyczng, w matematycznym rozu-

mieniu tego pojgcia.

Zasadnicznym celem pracy jest opracowanie statystycznego modelu sterowania procesem
edukacyjnym. Przez sterowanie rozumiemy takie swiadome oddziatywanie wladz uczelni na
prawdopodobiefistwa przejécia studentéw przez ten proces’, aby maksymalizowaé szanse
ukonczenia uczelni przez jak najwigksza liczbg studentéw, jak najlepiej przygotowanych do
przyszlej pracy zawodowej. Poniewaz zbiorowos¢ studentéw jest bardzo zréznicowana pod
wieloma wzgledami, wigc stosowanie jednej strategii sterowania w odniesieniu do wszystkich
studentéw jest niewlasciwe. Z tego powodu u podstaw modelu lezy koncepcja podziatu calej
zbiorowosci na grupy jednorodne w sensie z gory ustalonego systemu cech. Kategoryzacja ta
moze by¢ pomocna przy opracowywaniu formalnej, organizacyjnej i merytorycznej koncepcji
sterowania jakoscig procesu edukacyjnego, na przyklad przez indywidualizacje studiow.
Omodwiono tradycyjng metod¢ testowania jednorodnosci dwoch zbiordw statystycznych i
uogdblniono ja na przypadek wielu zbioréw. Sformutowano wieloaspektowe kryterium jedno-
rodnosci i podano iteracyjng procedurg prowadzaca do wieloaspektowego podziahu populacii
studentéw na grupy jednorodne. Z uwagi na na ogdt duzg liczebnosé populacji studentéw
liczba zbior6w otrzymanych w wyniku uzycia tej metody moze by¢ duza, ale — z punktu wi-
dzenia statystyki matematycznej — granice migdzy niektérymi z nich moga nie byé istotne. Z

tego powodu sformulowano statystyczne kryterium badania istotnosci roznic miedzy sasied-

$nije z punktu widzenia semestralnych ocen z matematyki, informatyki i ekonomii (klasyfikacja trojaspektowa)
itd.

* Mozna to robi¢ poprzez doskonalenie organizacji pracy pionu administracyjno-finansowego i edukacyjnego,
$wiadczenie pomocy socjalnej, indywidualizacj¢ nauczania itp.
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nimi grupami. W przypadku, gdy réznice migdzy dwoma zbiorami nie sg istotne laczy si¢ te
zbiory w jeden. Podano przyklad zastosowania tej metody w edukacji. W zakonczeniu pracy

sformulowano podstawowe wnioski wynikajace z metody dla procesu edukacyjnego.

3. Wieloaspektowy podzial populacji studentéw na zbiory jednorodne

3.1. Ogolna koncepcja kryterium jednorodno$ci dwdch zbiorow

Populacje statystyczne moga by¢ jednowymiarowe lub wielowymiarowe, przy czym w
obu przypadkach mogg by¢ one jednorodne lub niejednorodne. Populacja jednorodna — to
zbiorowos¢ elementéw jednotypowych w sensie posiadania jakiejs cechy lub zbioru cech.
Zbiorowos$¢ jednorodna w $wietle pewnej cechy lub zbioru cech moze nie by¢ jednorodna w
Swietle innej cechy lub innego zbioru cech. Pojecie jednorodnosci zbiorowosci ma wige cha-

rakter umowny.

Podstawowy aparat statystyki matematycznej odnosi si¢ do zbiorowosci jednorodnych. Z
tego powodu, jezeli zbiorowos¢ jest niejednorodna, to trzeba ja najprzod podzieli¢ na rodzine
parami roztacznych i wyczerpujacych ja zbiorowosci jednorodnych i do kazdej z nich odrgb-
nie stosowac rozumowanie statystyczne. Problemem tym zajmowalo si¢ w przesziosci wielu
wybitnych probabilistow i statystykow, takich jak Hotelling (1951), Anderson (1958), Fisher
(1958), Kullback (1959), Bolszew i Smirnow 1968; Day (1969), Rabinowicz (1973), Kadibur

i Jelisiejewa (1975), Lehmann (1986) i inni.

Na ogot rozpatrywano niejednorodng zbiorowos¢ statystyczng, ktora arbitralnie dzielono

na dwa roziaczne i wyczerpujace ja zbiory i badano jednorodnosé jednego z nich w stosunku
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do drugiego. Jezeli ktérakolwiek z grup okazata si¢ niejednorodna, to postgpowanie to powta-
rzano w odniesieniu do niej dopéty, dopéki nie otrzymano zbiorowosci jednorodnych. For-
malnie ideg te przedstawiano w nastgpujacy sposéb. Zatézmy, ze wyjsciowa zbiorowos$é zo-
stala podzielona na dwie roziaczne i w pelni ja wyczerpujace czesci, z ktorych pierwsza jest
zbiorem liczacym n, a druga —~ zbiorem liczacym m elementéw. Niech X, (i=12,...n) i ¥,
(j=12,...,m) bedg zmiennymi losowymi, przyjmujgcymi — odpowiednio — wartosci x,
(i=12,.,n) i y, (i=12,..,n). Elementy pierwszego zbioru sa wigc realizacjami zmiennych
losowych X, a drugiego ~ realizacjami zmiennych losowych Y. Niech F,(x) bedzie dys-
trybuantg empiryczng odpowiadajaca pierwszemu zbiorowi, a G, (x)- drugiemu. Rozpatry-

wano statystyki

Wy ==_inf [G,()~F,(x)] M
W= sup (G, (x)=F, ()] )

i testowano hipotezg zerowa
Hy: E[F,(0)]=EIG,(x)], 3

gloszaca, Ze wartosci oczekiwane rozkladow F (x) i G, (x) sa takie same. Jezeli réwno$¢ ta
byta spelniona, to przyjmowano, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, iz zmienne lo-

sowe W_ i W' wystepujace w hipotezach alternatywnych

mn mn
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H

o inf E[G, (x)-F,(x)] 4

Hy: sup E[G,(x)-F,(x)] (3

—DLx<Nn

maja taki sam rozktad prawdopodobienstwa i uznawano, Ze zbiory sg jednorodne.

Istnieje wiele szczegolnych, mniej lub bardziej skomplikowanych, wersji tej metody.
Kazda z nich ma swoje zalety, ale poniewaz wszystkie wywodza sie z tej samej idei ogolne;j,
wige kazda z nich ma rowniez wady i niedostatki wiasciwe tej idei. Podstawowa z nich jest to,
7e — z punktu widzenia zastosowan — statystyki (1) i (2) dotycza sytuacji abstrakcyjnych, po-
niewaz zakladaja, ze badana zbiorowos¢ zawiera nieskonczenie wiele elementéw. Tymcza-
sem faktyczne zbiorowosci statystyczne sa zawsze skonczone. Wnioskowanie o ich jednorod-
nosci na podstawie statystyk okre§lonych na zbiorach nieskoiczonych moze doprowadzi¢ do
odrzucenia hipotezy o jednorodnosci, gdy jest ona prawdziwa, lub do przyjgcia hipotezy o
jednorodnosci, gdy jest ona falszywa®. Istnieje zatem potrzeba konstruowania takich metod
podzialu skonczonych niejednorodnych — jednowymiarowych i wielowymiarowych ~ zbio-
row zbiorowosci statystycznych na zbiory jednorodne, w ktorych kryteria podziatu beda

uwzgledniaty skonczonos¢ rzeczywistych zbiorowosci.

3.2. Uszczegélowienie kryterium jednorodmnosci zbioru i rodziny zbioréow

Niech Z bedzie skonczong niejednorodng zbiorowoscig statystyczng liczaca n elemen-

tow. Kazdy jej element z jest realizacja pewnej zmiennej losowej X, o dystrybuancie

® W statystyce matematycznej pierwszy z tych przypadkéw nazywa si¢ bledem pierwszego rodzaju, a drugi —
bigdem drugiego rodzaju (zob., np., Hellwig 1980; Pawlowski 1980).
11




FAY). Oznaczmy zbi6r zmiennych losowych X, symbolem X* i niech ¥’ bedzie zbiorem
wartosSci zmiennej losowej Y. Na zbiorze X* wprowadzamy relacje rownowaznosci okre-
$long nastgpujaco: zmienne losowe X, i X, sa wzajemnie sobie réwnowazne, jezeli maja
taki sam rozktad prawdopodobienstwa, tj. jezeli F, (¥)=F,,(Y). Wprowadzenie tej relacji
pozwala rozbi¢ zbiér X* na klasy réwnowaznosci. Niech [ bedzie liczba tych klas. Podzia-
fowi zbioru X* na I klas rownowaznosci odpowiada podziat populacji Z na [ takich roz-

tacznych zbiorow Z, (k=12,..,1), ze

Z=Z,0Z,0u..VZ,. (6)

Jezeli 1=1, to cala rozpatrywana zbiorowos¢ jest jednorodna. W przeciwnym przypadku jest

ona niejednorodna.

Rozpatrzmy jakikolwiek podzbior X” zbioru X7. Jezeli dla kazdej pary elementéw

z,,2, € R idlakazdego ¥ Y’ jest spetniona réwnosé

F(Y)-F, (Y)=0. )

to powiemy, ze jest on jednorodny. Niech X% bedzie pewna rodzing podzbiorow zbioru X,
Powiemy, ze jest ona rodzing zbioréw jednorodnych, jezeli dla kazdego R — R’ i dla kazdego
Y eY’ jest spetniony warunek

F,(Y)eR(Y)-F,(Y)e R(Y)=0. (8)
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Powiemy tez, ze rodzina R’ zbiorow jednorodnych jest zbiorem jednorodnym, jezeli dia kaz-

dej pary jej podzbiorow R,,R, c R" i dlakazdego ¥ €Y’ ma miejsce rownos¢

F(D)eR (V)-F(Y)€R,(Y)=0. ©)

Czesto moéwi sig i jest to poprawne, ze zbiorowos¢ niejednorodna to taka, ktora nie jest
Jednorodna, lecz jest to okreslenie niekonstruktywne. Aby moéc sprawdzac jednorodno$¢ zbio-
rowosci statystycznych, trzeba dysponowaé formalng definicja niejednorodnosci. Mozna jg
wprowadzi¢ poprzez zaprzeczenie sformutowanym wyzej warunkom jednorodnosci. Jezeli
wige dla pewnego podzbioru X* zbioru X* istnieje taka para elementéw z;,z, € R, ze dla

co najmniej jednego Y €Y’

F,.()-F, (I)>0, (10)

lub

F,(1)-F, (Y)<0, (1n

to powiemy, ze zbior X* jest niejednorodny. A zatem, jezeli jakas rodzina zbioréw zawiera
chocby tylko jeden zbior niejednorodny, to jest to rodzina niejednorodna. Zwréémy uwagg, ze
sgq mozliwe rézne stopnie nasilenia niejednorodnoscei rodziny zbioréw. Niejednorodnosé moze

by¢ catkowita (ma to miejsce wtedy, gdy wszystkie elementy rodziny zbioréw sa niejedno-




rodne), lub czgsciowa (gdy co najmniej jeden z nich jest jednorodny). W praktyce zdecydo-

wanie dominuje ta druga sytuacja.
3.3. Hipoteza o jednorodnosci w przypadku wielowymiarowych rozkladéw normalnych

Dotychczas nie przyjmowalismy zadnych zalozeri odnosnie do postaci rozkiadu prawdo-
podobienistwa zmiennych losowych, ktérych realizacjami sg elementy zbiorowosci Z. W za-
sadzie mogg to by¢ rozklady dowolne, jednak ogélna tearia wiclowymiarowych rozkladéw
prawdopodobiefistwa jest jeszcze zbyt stabo rozwinigta, by na podstawie jej dorobku moc
podejmowaé préby opracowywania metod podziatu niejednorodnych zbiorowosci na jedno-
rodne w innych przypadkach niz normalny. Z tego powodu w analizach teoretycznych po-
wszechnie przyjmuje si¢, ze elementy abstrakcyjnych wielowymiarowych zbiorowosci Z sa
realizacjami zmiennych losowych normalnych®. W tym przypadku (zob., np., Anderson 1958;
Kendall i Stuart 1960, Morrison 1990), statystycznym modelem n-elementowego zbioru m-
wymiarowych obserwacji jest n-elementowy zbiér m-wymiarowych normalnych zmiennych

losowych X, (i =12,...,n) o gestosciach

f(X,0,,5)= : exp[—i(X—e,)“z;' (X -0, )} (12)

Qm?E, 2

gdzie X" =(¢,,¢,,...E,,) - wektor zmiennych losowych, ®7 =(0,,,0,,,..,0,,) - wektor

wartosci oczekiwanych zmiennych losowych & (j=12,..,m), %, - macierz kowariancji,

¢ Nie jest to tozsame z zalozeniem, 2e rozklady w populacjach empirycznych beda normalne.
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(-)r- operacja transpozycji, |-} - symbol wyznacznika. Wielowymiarowym odpowiednikiem

warunku jednorodnosci (7) staje si¢ formuta

P(X,0,,2)-F(X,0,.5,)=0, (13)

ktéra musi by¢ spelniona dla kazdego wektora X e X'. Warunek (11) jest rOwnowazny za-

daniu, by dla kazdej pary elementow z,,z, zbioru Z zachodzila rowno$¢ wartosci oczekiwa-

nych i réwnos¢ macierzy kowariancji, tzn. by ®, =®, i L, =%, .

Wielowymiarowymi odpowiednikami warunkow niejednorodnosci (10) i (11) sa nierow-

nosci

F(X.,0,,%,)-F(X,0,,2,)>0, (14)

lub

F(X,0,.2,)-F(X,0,.L,)<0, (15)

z ktorych jedna albo druga musi by¢ spetniona dla co najmniej jednego X € X'. W przypad-

ku, gdy dla kazdej pary z,,z, € Z jest spelniony warunek z, =Zz1 , to nierownosci (14) 1
(15) sa rownowazne zadaniu, by dla co najmniej jednej pary z,,z, € Z zachodzila relacja

0. =0, .




Vielowvmiarowym odpowiednikiem kryterium (9) jest stwierdzenie, ze rodzina zbioréw
X7 jest jednorodna, jezeli dla kazdej pary zbioréw X", X* nalezacych do tej rodzinv z-

~hodzi réwnosé

1ye,-L e, -0, (16)

Ny zer! Ny zert

gdzie 0 =(0,0,...,0). Jezeli wigc zbiér X jest niejednorodny i jezeli /=2 (dzielenie zbioru
NSl

na dwie czesci), to w zbiorze wszystkich mozliwych jego podzialéw istnieje co najmniej je-

den taki podzial, ze

Lye,-LYe 0. a7)

Ry cert My pent

Szczegolnym przypadkiem tych rozwazan jest sytuacja, gdy dla kazdego z e Z zmienne
losowe & (j=1,2,..,m), odpowiadajace aspektowi j, sa niezalezne i maja takie same wa-
riancje. Wtedy miarg jednorodnosei m-wymiarowej normalnej zbiorowodci statystycznej jest

funkcja

d4Q)=~Ye,- LYo, (18)

Ny zer! My zert

gdzie O jest podzbiorem zbioru P wszystkich mozliwych podzialow badanej zbiorowosci na
dwie czgsci. W tym przypadku hipotezg zerowa jest stwierdzenie, ze w badanej m-

wymiarowej zbiorowosci funkcja d(Q) jest réwna zero. Przyjecie tej hipotezy jest réwno-
16




znaczne z uznaniem, ze nie ma podstaw do uwazania, iz ta zbiorowos¢ nie jest jednorodna. W

praktyce oznacza to z reguly przyjecie postulatu jednorodnosci.

Zalozmy, 7e przedmiotem badai jest zbiorowos$c jakichkolwiek obiektow i przyjmijmy, ze
kazdy z nich jest scharakteryzowany za pomoca m cech ilosciowych. Zatézmy, ze przepro-
wadzono n obserwacji i zapiszmy wynki i-tej obserwacji w postaci wektora

X, =(X,05X 550X ) (i=12,.,n). 19)

Zbior wszystkich wynikoéw mozna przedstawi¢ w postaci prostokatnej macierzy danych

X X Xy, Xl
X=X {=|x - x . x| (20)
X, Xy e X, e X,

Dane zawarte w tej macierzy tej macierzy mogg by¢ uwazane za realizacje m niezaleznych
zmiennych losowych. Przyjmiemy, ze s3 to zmienne normalne. Niech 8 =(9,....0,....0 )
bedzie wektorem wartosci oczekiwanych tych zmiennych. Z uwagi na niezalezno$¢ zmien-

nych macierz kowariancji ma postac

oy 0 0
=t 0 ... o, ... 0 [. 21)
o ... 0 C
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Zbiér danych bedzie jednorodny, jezeli dla kazdej pary elementéw z,,z, € Z bedzie spel-

niona rownos$é

8, -0, =(0,..0,..0) (22)
2 )

i rownoczesnie dla wszystkich podzbioréw Q zbioru P bedzie spelniony warunek

d(Q)=(0,..,0,..0). (23)
Nt/

Hipotezg alternatywna jest zbior atternatyw okreslonych nier6wnoscia

H,: d(Q)#(0,.,0,.0), 24)
: -9

m

ktéra — wystarczy, zeby byla spetniona dla co najmniej jednego (O, aby caty zbidr byl niejed-

norodny.

3.4. Kryterium weryfikacji hipotezy zerowej o jednorodnosci wielowymiarowego zbioru

danych

Dla skonstruowania kryterinm weryfikacji hipotezy o jednorodnosci wielowymiarowego
zbioru danych statystycznych wykorzystamy koncepcj¢ Hotellinga badania jednorodnosci w

przypadku dwoch zbioréw danych (Hotelling 1951). Zbudowal on statystyke
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T'=n(X-0)z(X-0) 25)
gdzie X jest wektorem wartodci $rednich, I - macierza kowariancji. Uogélnimy podejscie

Hotellinga na przypadek podziatu zbioru danych na wiele podzbiorow.

Aby to zrobi¢, spdjrzmy na macierz danych (20) jako na jedng z mozliwych realizacji

ziniennej losowej macierzowe;j
K |=[¢q - & o Sum (26)

i podzielmy te macierz w dowolny sposob na dwie rozlaczne czgéci, zawierajace — odpowied-
nio — n, i n, =n-n, wierszy. Struktur¢ tego podzialu mozna zilustrowa¢ nastgpujacym zapi-

sem

K, Su §lj §Im
my | O A i
K " g’l. 1 {n, Yl §nlm
Kn,ﬂ - {n,'ﬂ,l . B 5"[”‘-' . - 5",-‘”,'" (27)
n, : . . : . : n,
K, Gt by G

Oznaczmy géma z tych macierzy przez K', a dolna przez K. Statystycznym estymatorem
g p Y

m-wymiarowej réznicy d(Q) dla kazdego zbioru podziatow Q bedzie wektorowa zmienna

losowa K Q)= (f, ,...,é f ,...,fn, )}, okreslona w nastepujacy sposob
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RQ)=>T K-+ VK, 28)

7 zer! ) zen?

Jej sktadowymi sa jednowymiarowe zmienne losowe, okreslone formulg

E=tse - Lse  (i=12..m). (29)

1
e Ny rer?

Wystepujace w tej formule wartodci $rednie sa estymatorami nieznanych wartosci oczekiwa-

nych ® 10 .

Przyjmijmy, ze £, sa zmiennymi normalnymi o wariancjach 0'12 (j =12,...,m). Skoro tak,

. 1 1 . - .
10 zmienne ——Zf,j oraz —Z{,, tez maja rozktady normalne. Ich wartosci oczekiwane
) leR M rer?

2 2

L . , N .. L. O, .

nosza — odpowiednio — ®’ i ® ,, zas wariancje przyjmuja wartosci — i —. Zmienne
J J y J n n
1 2

losowe .f . (=12,..,m), okreslone wzorem (29), jako sumy dwéch niezaleznych zmiennych

losowych normalnych tez sa zmiennymi normalnymi. Ich wartoéci oczekiwane wyrazaja si¢

formutami
E)=0 -0,  (j=12.,m), (30)

a wariancje wynosza
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b= (j=12,..m). a1)

Wartosci zmiennych losowych f , oblicza si¢ na podstawie macierzy danych za pomocg

formut

o1 1 ,
E=—yx—— 2, (J=12..m), (2)

1y jep! Hy ter?

Bazujac na tych rozwazaniach mozna dla kazdego Qe P, odpowiadajacego hipotezie ze-
rowej (24), skonstruowaé funkcje wiarogodnosci L(Q) i wykorzysta¢ ja do zbudowania kry-

terium weryfikacji hipotezy o jednorodnosci. Funkcja ta ma posta¢

m m [ . r_ 2
[ 1 & (£, (€' -©,)] 3

ol Y3
L@ =0 ¢ [TDE, L :
Q=em [H f)] e P Y

W przypadku, gdyby hipoteza o jednorodnosci byla prawdziwa speiniony bylby warunek

®' =0, i funkgcja la wyrazitaby si¢ wzorem

m

Q)= (brﬁ(ﬁ D(é,)] ex;{—%i D:.f )]. (34)
J=1 4= J

O zachowaniu sie tej funkcji decyduje przede wszystkim wyktadnik funkcji exp. Wartosé

sumy stojacej w tym wykladniku oblicza si¢ postugujac wzorem

21




2 (& -8)’
S (35)
- D*¢é)

Poniewaz liczbowa warto$¢ licznika wyrazenia stojacego pod znakiem sumy jest kwadratem

wartosci wyrazenia (32), za$ mianownik wyraza si¢ formulg

()= (36)

4
mn,

wigc wyrazenie (35) jest suma kwadratow m zmiennych losowych postaci

(€, =&) [ mm a7
o, n+n,

Sa to zmienne normalne o zerowych wartosciach oczekiwanych7 i wariancji rownej jeden.
Pozwala to sadzié, ze w przypadku prawdziwosci hipotezy zerowej suma (35) ma rozktad y’
o m stopniach swobody. Wobec tego, kryterium weryfikacji hipotezy o jednorodnosci dwaoch

zbioréw moze by¢ funkcja
nn
U(p?)=—2-% L 2 (38)

gdzie n, jest licznoscia jednego, a n, - licznoscia drugiego z poréwnywanych zbiorow, empi-

ryczne wartosci wielkosci ¥}, i X, oblicza si¢ wedtug formut

7 Tak jak to jest przyjete w hipotezie Zerowej.
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