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1. Wstep

W analizie niezawodnos$ci systeméw uwzglednia si¢ przewaznie czynniki o. charakterze
,wewnetrznym”, na przykfad, losowe uszkodzenia elementéw systemu spowodowane wadami
materialowymi, fizyko-chemicznymi procesami starzenia , bledami personelu obslugi itp.
Uszkodzenia takie maja m. in. nastgpujace cechy:

- pojedynczo$é strumienia uszkodzefi, tj. mate prawdopodobienstwo jednoczesnego uszk-
odzenia pewnej liczby elementow systemu;

- losowy charakter uszkodzef, czesto o rozktadzie wyktadniczym lub bliskim jemu;

- uszkodzenia poszczegolnych elementéw mozna zwykle uznaé za niezalezne;

- czas naprawy jest zwykle stosunkowo krotki (minuty, dziesiatki minut).

Niekiedy, obok tak rozumianego pojgcia niezawodnosci systemow, wprowadza sig pojecie
zywotnosci systemow. Zywotno§¢ systemu jest cechg charakteryzujaca odpornosé systemu na
oddziatywanie czynnikow zewngtrznych w stosunku do systemu i powodujacych wigksze lub
mnigjsze uszkodzenia pewnej czesci elementéw systemu.. Inna definicja zywotnosci pod tym
pojeciem rozumie zdolno$¢ systemu do zachowania podstawowych funkcji przy oddziatywaniu
czynnikow otoczenia zewngtrznego o charakterze katastroficznym.

Czynniki zewnetrzne o charakterze katastroficznym oddzialujace na system mozna podzieli¢

na dwie grupy:

- czynniki o charakterze zywiotowym (naturalnym), np. pozary, wytadowania atmosferyczne,
obsunigcia ziemi, powodzie, wichury, duze opady atmosferyczne;

- czynniki umyslne, zwiazane z dzialaniami nieprzyjaciela, np. atak terrorystyczny, atak
artyleryjski, atak rakietowy, bombowy, radio-elektroniczny, dywersja itp.

Istnieja pewne podobieistwa migdzy niezawodnoscia a zywotnoscia systemow. W obu
przypadkach rozwazane sa uszkodzenia elementow systemu. W podobny sposob definiuje si¢
wskazniki niezawodno$ci i zywotnosci. Istniejg jednakze rowniez istotne réznice. W analizie
zywotnosci, w przeciwienstwie do analizy niezawodnosci, gtéwna role odgrywaja czynniki
zewnetrzne w stosunku do systemu, zarowno o charakterze zywiotlowym, jak tez umyslnym.
Analiza zywotnosci systemow charakteryzuje sig nastgpujacymi cechami:

- wystepuja rownoczesne uszkodzenia lub zniszczenia wielu elementow systemu tzw.
uszkodzenia mnogie spowodowane wspolnq przyczyna;

- charakter czynnikéw umyslnych, a wigc i uszkodzen nimi spowodowanych, nie jest czysto
losowy, chociaz w przypadku niewystarczajacej informacji o przyszlych zamierzeniach
nieprzyjaciela mozna zatozy¢ losowo$¢ uszkodzen mnogich;

- uszkodzenia majg zazwyczaj charakter dlugotrwaly, usuwanie uszkodzefi jest kosztowne i
pracochionne.

Wielu badaczy traktuje uszkodzenia mnogie i pojedyncze tacznie, uwazajac zywotnosé jako
szczegolny przypadek niezawodnosci. Dotyczy to zwlaszcza takich systemow technicznych jak
sieci energetyczne i rurociaggowe, elektrownie konwencjonalne i jadrowe, instalacje chemiczne.
Uszkodzenia mnogie sg wowczas traktowane jako uszkodzenia zalezne spowodowane wspolng
przyczyng. Przy takim podejsciu wskazniki zywotnosci definiuje si¢ doktadnie w taki sam sposob
jak wskazniki niezawodnosci.

W niniejszym opracowaniu prezentowana jest pewna metoda analizy niezawodnosci
systemow w polaczeniu z pewnymi elementami analizy ich zywotnosci. Przyjeto ogdlne
zalozenie, ze destrukcyjne oddziatywania zewnetrzne na system maja charakter losowy i
wplywaja na pogorszenie parametréw niezawodnosciowych pewnych grup elementéw lub nawet
wszystkich elementow. Rozpatrywane zagadnienie mozna ujaé nastepujaco: interesuje nas
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zachowanie si¢ systemu (z punktu widzenia niezawodnosci) w sytuacji oddzialywania na
system pewnych narazen powodujjcych przyspieszone uszkodzenie wyrdinionej grupy
elementow. Zywotno$¢ systemu jest oceniana rozkladem czasu Zycia systemu po
wystapieniu uszkodzenia elementéw wyréznionego zbioru elementéw. W celu uzyskania
liczhowych charakterystyk oceniajacych Zywotnosé systemu mozna — korzystajgc z tego
rozkladu prawdopodobienstwa - w prosty sposéb wyznaczy¢ przydatne wskainiki, na
przyklad wartos¢ oczekiwang.

2. Zywotno$é systeméw 2 i 3 elementowych

Zywotno$é systemu opisywaé bedzie tzw. resztkowy czas zycia systemu, tzn. czas zycia
liczony od chwili uszkodzenia si¢ ostatniego elementu sposréd elementdw pewnego
wyrdznionego zbioru. Ten wyrdzniony zbidr elementéw systemu bedziemy nazywaé zbiorem
inicjalnym. W niniejszym punkcie bedziemy rozpatrywac wszystkie mozliwe systemy 2 i 3
elementowe. Jest to rozdzial wstepny, poprzedzajacy ogdlny przypadek dla systemow
wieloelementowych. Jego rolg jest réwniez to, by idee resztkowego czasu zycia systemu i jego
rozktadu prawdopodobiefistwa mozna bylo wprowadzi¢ i wyjasni¢ dla bardzo prostych
przypadkow.

OZNACZENIA

ci — element i

T, — czas poprawnej pracy elementu ¢;

F;, £, ~ dystrybuanta i gestos¢ rozkladu elementu ¢;

¢; — inicjalny zbidr j, tzn. taki zbiér elementéw systemu, ze z chwila uszkodzenia ostatniego z
nich zaczyna sie resztkowy czas Zycia systemu

L= {{y, &,..., &m} zbidr wszystkich rozpatrywanych zbiordéw inicjalnych

A; — intensywnos¢ uszkodzen elementu ¢;

T, — resztkowy czas zycia systemu

F, — dystrybuanta zmiennej losowej T,

System o strukturze szeregowej

Dla dowolnego systemu o szeregowej strukturze niezawodno$ciowej i dla dowolnego zbioru
inicjalnego (; zawsze zachodzi tozsamosé

T,=0 -1
Z tego powodu systemy szeregowe nie bedg rozpatrywane, gdyz sa trywialne z punktu widzenia
analizy zywotnosci.




Dwuelementowy system o rownoleglej strukturze niezawodnosciowej
W przypadku wyznaczania F, dla sytuacji gdy T; zaczyna si¢ z chwila uszkodzenia elementu
Cj, Inamy:
L= {{:1} 5 El = {C;} (2"2)
Przyjmijmy, ze element c; stanowi rezerwg goraca dla elementu c,. Oznacza to, ze oba elementy
pracuja jednoczesnie, a po uszkodzeniu ktoregokoiwiek z nich, element zdatny przejmuje na
siebie pelne obciazenie. A zatem

Tr = Tz - T], Jeéll Tz > Tl

W przeciwnym przypadku T, = 0.
W rozpatrywanym przypadku mamy

Fi(t) = P{Ty-Ti<t | Ti<Tz} (2-3)
Stosujac do (2-3) wzor na prawdopodobienstwo warunkowe otrzymujemy

Ffy) = PUTrTi<7) A (T1<T)YPLT<T3} = PO<TyT) sti/P{T,<T5} (2-4)

Dla niezaleznych zmiennych losowych T, i T, mamy:

PLO<T, T, ST}:Tfl(t)[F(tH)-F,(t)]dt (2-5)

gdzie

F(t+1)-F,(t)=P{c, uszkodzi sigmiedzyt i { + 7 }

graz
PAT, <T, )} = [ fu()[1=Fy(1)] (2-6)

Ostatecznie, ze wzoru (2-4) wynika

[AED-Fde [ fn-Fyeso))a
Fr)=* —1-t

@

[fcn-F)jar [ Rt -Fye)jde

(2-7)

W przypadku rozkiadu wykiadniczego czasow poprawnej pracy elementow, tzn. gdy

f; (t) = ﬂ,’ exp(~/1it), F;(t) =1- exp(_/l;t)v (2 - 8)



ze wzoru (2-7) otrzymujemy

F(t)=1-exp(-A,7) (2-9)

Powyzszy wzor pokazuje tzw. brak pamigci rozktadu wykiadniczego.

W dotychczasowych rozwazaniach zaktadalismy, ze T, < T; nie ma sensu. Jednakze, jesli nie
obserwujemy uszkodzenia elementu ¢, to sensownym jest przyjaé, ze T, = 0, jesli ¢, uszkodzi
jako pierwszy. Wobec tego

F(t)=P{T,<T,}+P{0<T,-T, <1} (2-10)

W szczegdlnosécei, dla niezaleznych zmiennych losowych T, oraz T, , na podstawie (2-5) oraz
(2-6) otrzymujemy:

F(t)= [ KO =F())di+[ fi([ Fy(1+7)~Fy(1)]dt =

I—Tfl(t)[l—Fz(Hr)]dt (2-11)

W przypadku rozktadow wylkdadniczych, z (2-11) otrzymujemy

4
+4,

F(e) =1~ ep(~Ay)

1

W przypadku rezerwy zimnej, tzn. gdy element c; nie pracuje i oczekuje w pogotowiu na
ewentualne uszkodzenie ¢;, a po jego uszkodzeniu natychmiast podejmuje jego zadanie, mamy

trywialny wynik
F(rt)=F(r) (2-12)

Powyzszy rezultat moze by¢ formalnie wyprowadzony z (2-11) przez zamiang T, przez T,-Ty:

F(t)=Fy(t)[ i(1)di = Fy(t)

Obecnie rozpatrzymy F, dla T, zaczynajacego sie z chwila uszkodzenia sie pierwszego elementu.

Mamy wiec
L={0, 8}, G={ca}, &={c)




W przypadku rezerwy goracej, ze wzgledu na to, ze pierwsze uszkodzenie si¢ elementow c, oraz
c; wykluczaja sie wzajemnie, dla niezaleznych zmiennych losowych Ty oraz T, mamy:

Fo(v)= [{ (I Fy(1+)=E (O] +[ (D[ Fy(1+7) = Fy(1)])dt

W przypadku rozktadéw wyktadniczych otrzymujemy:

1

F =
A7) PR

[/11 exp(_lzf) + j‘z exp(_llf)]

Dla jednakowych elementéw zA = A, = A, mamy:

Ft)=1—exp(-At)

Tryyelementowy system o strukturze szeregowo-rownoleglej

Rozpatrzmy system o strukturze szeregowo-rownoleglej jak na rysunku 2.1.

Rys. 2.1. Niezawodnos$ciowy schemat blokowy 3-elementowego systemu szeregowo-rownolegiego

Zatozmy, ze
L={El} , ‘31:{01}.
Jesli ¢, uszkadza sie jako pierwszy, to T, = min(T2,T3). A zatem

F (t)=P{min(T,,T,)~1, Sr'Tl <min(T,,T; )}=

~ P{min(T,T,)-T, <t ] [T <min(1;, 15 )]}
N P{T, < min(T,,T, )} N

_P{0<min(T,,T,)-T <7}
© PT <min(T,,T, )}




Dia rezerwy zimnej {elementu c; wobec elementu c,) i przy zalozeniu niezaleznosci zmiennych
losowych Ty, Tz 1 T3 otrzymujemy zaleznosc:

P{o <min(7,,7, )T, Sr}:Tf,(t){[l—Fz(t)][lvFs(t)]—[l—Fz(t+r)][l—FJ(t+r)]}dl
Ze wzgledu na to, ze
a<min(b,c)=(a<b)r(a<c)
mamy:;

PAT, <min(T, T} = | fu (DI - Ey(1)][1- Fy(0)]di

A wiec:

[ A~ E(OIN -~ Fy(1)] = V= Fy(T + )]\~ Fy(t+ o) e
F(r)=2 - =
[reon-Fjn-Fyd

[ AN -Fyttve)-Fyreo)pa

=1-
[F(ON=Fy()I - Fy(1)]dt

W przypadku rozkladoéw wyktadniczych czaséw poprawnej pracy elementow systemu otrzymujemy:
F(t)=1-expf~( A, + ;)

Jesli odrzucimy zalozenie, ze element ¢, uszkadza si¢ jako pierwszy, to elementy c; oraz c,
mogga si¢ uszkodzi¢ przed elementem c,. Oczywiscie, w takim przypadku jest T, = 0. Tak wiec,
podobnie jak dla (2-10) dla rezerwy goracej mozemy napisac:

F.(t)=P{T, <min(T,,T,)} + P{T, <min(T,,T, )} + P{O < min(T,,T, )~ T, <7 }

Dla 1 2 0 mamy ostatecznie:
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F(t)= fﬁ(t)[l-ﬂ (O)J(1-Fy(1)]d1 +If3(f)[1—F, (DI[1~Fy(t)]dr +
+]:f1(t){[1_Fz (V= Fy()]dt = [1=Fy(t+7)][1=-Fy(t+7 )]}t

Dia rozkladow wykdadniczych otrzymujemy

A+ A
F =1-—232—"—exp[—(A, +A,)r
[(7) PRSI P~ + 25 )7]

W przypadku rezerwy zimnej (elementu c; wzgledem elementu ;) i niezalezno$ci T\, T, i Ts, T,
musimy zastapi¢ przez T, — Ty.. Wtedy, przy zalozeniu, ze element c,uszkadza si¢ pierwszy:

]gfx(f)[l'Fz(T)][l‘F:(H'T)]dt
F(r)=1-2

[ R =Fy1))ar

W przypadku rozkladow wykfadniczych mamy:

F(t)= 1_§:‘—exp[—(ﬂ,Z +A,)c]

2
Podobnie, jesli nie wykluczymy przypadku Ts < T\, to
F(t)=P{T, <1, }+ P{O <min(1,, T, -1, )<t =

= [ AN =F)dt+ [ f(OU = Fy(0)]dt = [1= Fy(2))[1- Fy (t +7 )t

W przypadku rozktadow wykladniczych powyzsza rownos¢ przyjmuje postaé:

A
F(t)=1-——exp/—(A, + A, )T
(7) P Pl (A, + A )T ]
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Przypadek L = {£,} , £; = {c2} rozwiazuje si¢ trywialnie przez zamiang indeksow 1 oraz 2
w wyzej przedstawionych réwnaniach.

Przypadek L = {£;} , €= {c3} jest trywialny, gdyz F(t) = 1(1).
Jesli rozpatrujemy przypadek, w ktorym T, rozpoczyna si¢ z chwila uszkodzenia dowoinego
pierwszego elementu, to mamy

L={0, &, &}, C6={c}, 2={c}, &= {cs}.

Jesli element c; uszkadza si¢ pierwszy, to T, = 0. Jednakze w ogolnym przypadku jako pierwsze moga
uszkodzié sig elementy c, lub c,, wiec pytanie o rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej T, ma

sens.
W przypadku rezerwy goracej i niezaleznosci T, T, oraz Ty mamy:

Fo (1) = [ AUV = Fy ()1~ Fy ()] = [1=Fy(t+7)][1=Fy(t+7)Jjdt +
+ [ L= F (DI = Fy(1)] = [\=Fy(1+7)J[1=Fy(t+7)] i +
+ [ (ON=F (1)) = F(1)]dt

W przypadku rozktadéw wyktadniczych otrzymujemy:

B Avexpf ~(A, + A, )t ]+ A, exp[~(A, + A, )r]

F(r)=1
A7) A+ Ay + Ay

Trzyelementowy system o strukturze rownoleglo-szeregowej

Rozpatrzmy obecnie 3-elementowy system o strukturze rownoleglo-szeregowej przedstawionej na
rysunku 2 2.

Rys. 2.2. Niezawodno$ciowy schemat blokowy 3-elementowego systemu rownoleglo-szeregowego
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Niech L={&} , &={c}.
Jesli ¢, uszkadza sig jako pierwszy, to dla rezerwy (elementu c; wzgledem szeregowego pofaczenia

c; oraz ¢3) Ty = Ts — Ty Zatem

P{[T,~T, <[ T, <min(T T, )}

F =P{T, -1, <ofy, <min(T,,T, )} = =
(7) {T,-T, T'1< in(T,,T, )} P(T, <min(T, T, )}

_PHO<T -T, <t )n(T, <T, )}
N P{T, <min(T,,T, )}

Jak w podobnych przypadkach powyzej, mamy:
PHO<T T, <7) (T, <Tz)}=ff;(f)[l—Fz(t){[l—Fg(f)]~[1*f}(1+7)]}dt
[}

oraz

PAT, <min(T, T, )} = | fu(0)[\=Fy() {1~ Fy(t) ]t

A zatem

]E SO [V=F,(E){{1-F5(t+1)]dt
F(t)=1-"
[Hon-Fin-Fyoja

W przypadku rozkiadéw wyktadniczych, jak mozna bylo sie spodziewac, jest

F(t)=F(1)

Jesli — w przypadku rezerwy goracej — Ty < T\, to (przy uszkodzeniu ¢;) T, = 0, niezaleznie od T,. A
zatem

F(e)=P(T, <[ }+P{0<T,-T <7}
I dalej
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E(e)=1= [ fu(t)Ft+ e
0

W przypadku rozkladow wyktadniczych

A
F(r)=1-—1 -
A7) s exp(~A,7)

W przypadku rezerwy zimnej (c3) i T, < T,, Ts zaczyna sig, gdy ¢, si¢ uszkadza. Wtedy
F(t)= [ A= Fy()]F,(v)dt+ [ £(0] fi(1+ 5)Fy (s dset +
0 0 0

+ [ L[ (1= $)[Fy(s+7)= F, (s)]dsdt

Po prostych przeksztatceniach powyzszego réwnania otrzymujemy:

E(t)= Fg(r)]ifl(t)[l*Fz(t)]dt +[ AOO[ A1+ s)F, (s 4+ )dsd

W przypadku rozktadéw wykladniczych

A A HA+A

F(r)=1-
A,

exp(~Ayr)

Po powyzszych rozwazaniach rozpatrywanie przypadku L = {€;} , £; = {c;}jest trywialne
gdyz wystarczy we wszystkich wzorach zamieni¢ indeksy 1 oraz 2.

>

Przyjmijmy teraz, ze L = {€,} , £; = {c3}. Przypadek ten jest praktycznie przypadkiem
zawartym w (2-2) dla 2-elementowego systemu rownolegtego. Wystarczy ¢, zamienic z ¢, oraz
,uszkodzenie ¢,” zamieni¢ na ,uszkodzenie ¢, lub ¢,”. A zatem, przy zalozeniu, ze c; uszkadza si¢
pierwszy otrzymamy:
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AU = F(OIN=Fy()] = (V= Fy(t+5))[ 1= Fy(t+ )]}t
F(r)=" 8 =
[ Aon=Fir-r)jd

[ A= Fi(te )1 =Fygre )
=1-2

[ A(ON=F()]1-Fy(1)]dt

W przypadku rozkiadéw wykladniczych
F(t)=1-exp[(A + A, )]

Jesli ¢ nie uszkadza sig jako pierwszy, to T, = 0. Zatem, wykorzystujac poprzednie rozwazania,
bezwarunkowy przypadek mozemy zapisac jako

E(t)=1- Zf,(t)[l ~F(0)][1~F,(t)]d1 +
;fja(z){/l ~F()][1= Fy(1)] = [\~ F,(t + T )][1 = Fy(t+ ) ]dt =
=1- If,(t)[l ~ Fy(t+5)][\ - Fy(t+1)]dt

W przypadku rozkladéw wykladniczych mamy

Fr(‘[’):l—‘zjj’":_'_j‘—{(lh‘exp[-‘(ﬂl +/12)T]}

Dla przypadku

L=, b, G}, L={c}, L={c}, C3={c3}
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ze wzgledu na to, ze ,,¢; (i=1,2,3) uszkadza si¢ jako pierwszy” wykluczaja si¢ wzajemnie, dla
rezerwy goracej mamy

F,(T)=_ff,(t)[l—Fz(t)]{[l*Fs(t)]—[l—Fg(HT)]}dH
+sz(f)ll—Fl(f)]{[l—Fz(t)]*[1-F3(1+T)]}dt+
+Tf3(t){[l—F,(t)]{[l—Fz(f)]—[I—F.(f+f)[l~Fz(t+T)]}dt

W szczegodlnosci, dla wylkdadniczych rozkladéw czasow poprawnej pracy elementow systemu
otrzymujemy:

A+ A A
F(r)=—2"0  rleexp(-A,0)] +—— 2 fl—exp[—~(A, + A -
()= T e (oAl g (el (A w2

=1—(A, + A, Jexp(-A,v)— Ayexp[ (A, + A, )T ).

3. Zywotno$¢ systeméw — przypadek ogélny

W ogblnym przypadku rozpatrywania zywotnoSci systemow mozemy postawic nastepujace
pytanie: jaki jest rozklad czasu poprawnej pracy systemu po uszkodzeniu wyrdznionej grupy
elementow, poddanych zwigkszonym narazeniom zewngtrznym? Rozklad ten okresla
zachowanie si¢ systemu po ewentualnym uszkodzeniu pewnej grupy elementéw poddanej
nienormalnym narazeniom (burza, wichura, pow6dz itp.), a tym samym okre$la jego zZywotno$¢.

Umiejetnosé wyznaczania takiego rozkiadu jest zatem wazna dla praktyki.

Wprowadzmy nastgpujace oznaczenia, uzywane w niniejszym punkcie:

OZNACZENIA

S system

i element i systemu

n liczba elementow systemu

T czas poprawnej pracy elementu c;, zmienna losowa

Fi, £ dystrybuanta i gesto§é rozkladu prawdopodobiefistwa czasu popr. pracy elementu c;
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G i-ty minimalny przekroj niezdatnosci systemu
N liczba minimalnych przekrojow niezdatnosci systemu
T czas poprawnej pracy systemu, zmienna losowa

G(ty,ta,...,t,t) dystrybuanta rozktadu tacznego wektora losowego Ty, T, ..., T, T

NAZEWNICTWO 1 DEFINICJE

T, resztkowy czas zycia systemu, zmienna losowa

¢, inicjalny zbiér j, tzn. taki zbior elementow systemu, Ze z chwila uszkodzenia ostatniego z nich

zaczyna si¢ resztkowy czas zycia systemu
{0, Oy,..., Lm}  2bidr wszystkich rozpatrywanych zbiorow inicjalnych

zbior, potaczenie pewnych inicjalnych zbiorow ¢;

L=
L;
K; liczba zbiorow inicjalnych tworzacych L;
1 liczba zbiorow L;
F,  dystrybuanta zmiennej losowej T
R,  Funkcja niezawodnosci resztkowego czasu poprawnej pracy systemu: R, =1 - F;

F.; pomocnicza funkcja uzywana przy wyznaczaniu F,

Qi(ty,ta,.., b, t) funkcja otrzymana z G(ty,to,...,to,t) dla L
Afxy,T,S,L)

Ai(xy,T,S,L) ztozone zdarzenia losowe
A’(x,S,L)

A”(y,T.5)

A skrot dla A(x,y,T,S,L)
iLcce H zbior indeksow dla wszystkich ¢; zawartych w H

Ci\t; Ci bez tych ¢, ktére nalezg do &;

Objasnienia

Zbidr L wszystkich zbioréw inicjalnych okresla warunki do rozpoczecia resztkowego czasu
poprawnej pracy systemu: T, zaczyna si¢, gdy uszkodzi si¢ ostatni element przynajmniej jednego
zbioru inicjalnego. Na przyklad, jesli dla systemu o strukturze niezawodnosciowej ,2-z-3.F/G”
ustalimy trzy jednoelementowe zbiory inicjalne, to T, zaczyna si¢ , gdy uszkodzi si¢
ktérykolwiek z elementow tego systemu. W przypadku gdy ustalimy tylko jeden
jednoelementowy zbior inicjalny, to T, zaczyna sie z chwila uszkodzenia si¢ tego elementu.
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Zauwazmy jednak, ze wcze$niej, tzn. przed uszkodzeniem elementu bedacego zbiorem
inicjalnym, jeden — lub oba - z pozostatych elementéw moze si¢ uszkodzi¢, a tym samym z
niezerowym prawdopodobienstwem T, = 0.

Zalozenia

1. System oraz jego elementy sa dwustanowe w sensie niezawodnosci, tzn. mogga jedynie by¢ w
stanie zdatnoéci albo tez w stanie niezdatnosci (uszkodzenia).

2. W systemie wystepuje jedynie elementy bazowe, tzn. nie jest rozpatrywana rezerwa zimna.

3. System jest koherentny, tzn. jest monotoniczny, a wszystkie elementy sg istotne, i znana jest
jego struktura niezawodnoéciowa.

4. Znany jest rozkiad faczny czas6éw poprawnej pracy elementow systemu (jeéli uszkodzenia
elementow systemu sa stochastycznie niezalezne, to znane sa rozklady czasu poprawnej
pracy wszystkich jego elementow).

Rozwigzanie ogolne

Do wyznaczenia rozktadu prawdopodobienstwa resztkowego czasu poprawnej pracy
systemu przydatne jest rozpatrzenie zdarzenia

A(xy,7,5,L) = {A’(x,5,L) N A™(y, 1,5)} ¢.1
gdzie
M
A(xS,L)=< J (T, <x)

J=1 i el.’j
jest zdarzeniem losowym polegajacym na tym, ze do chwili x wszystkie elementy przynajmniej
jednego zbioru inicjalnego €; uszkodza sie, zas

A (y,7,S)=(T>y+7)

jest zdarzeniem polegajacym na tym, ze do chwili (y+1) system nie uszkodzi sie.
Prawdopodobienstwo P{ A(x,y,t,S,L)} jest kompozycjg rozkladu tacznego czasdow poprawnej
pracy elementéw pewnego podsystemu i funkcji niezawodnosci systemu. Z zaleznosci (3.1) oraz z

definicji T, wynika, ze funkcja niezawodnosci R, resztkowego czasu poprawnej pracy systemu ma
postac:

R(t)=P{T >1}= j%P{A(x,y,r,S.L),jx:y:tdt . (3.2)
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Musimy obecnie wyznaczy¢ P{A}. Na podstawie wzoru Poincare otrzymujemy

M
P{A(x,y, 0.8, L)}=3 Py [ (T, <x)n(T>y+7){+
= j:c]-e[i

—iP{ N (. <x)r\(T>y+T)}+

L=l i e(t ot )
i~J

Fot(MUPS () (T, <x)A(T>y+7) (3.3)

2
m:c,,,EUq
=1

W celu otrzymania prawdopodobienstw innych zdarzen podobnych do przedstawionego
wzorem (3.3) przyjmijmy, ze

L.E{f.',Uf,,Uu-Uf,n} Lh#EL#FEL, K <M. (34)

(Liczba zbiordw typu L; jest réwna 2™-1).

Z kolei, przyjmijmy, ze
A(xy,7.8,1, )= ﬂ (T, <x)(Tzy+7) (3.5)
_]C] GL’
Ze wzoru (2.3), dla odpowiednio zdefiniowanych zbioréw L; mamy:
! -
P{A(x,y,7,8,L )} :Z(—l)"“ P{A(x,y1,8L )} (3.6)
i=1

Uzywajac podstawienia

F,,.(f)=f;;P{A,(x,y,T,S.L,)ix:y:tdt}. (3.7)
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ze wzordw (3.2) oraz (3.6) otrzymujemy:

R(t)= Y (~USE, (1) (3.8)

Obecnie nalezy zamodelowal to, ze T, zaczyna si¢ kiedy wszystkie elementy dowolnego
zbioru inicjalnego {;uszkodza si¢ i konczy sig¢ gdy wszystkie elementy dowolnego minimalnego
przekroju niezdatnoséci Cy uszkodza si¢. Pokazemy, ze F,(t) moze by¢ wyznaczony za pomoca
dystrybuanty rozkladu lacznego wektora losowego (Ti, Tz, ... , T.). Mozna wykazaé, ze
dystrybuanta rozkiadu {acznego wektora losowego (T), T, ..., T,) jest rowna

G(tl,tz,...,t",t):P{LNJ{ () (T, <min(t, 1))~ (T, <z)}} (3.9)

k=1| i eCy JeyeCy

Funkcja G(ty,ty, ... ,tat) jest nieciagta w punkcie t=t. Dlatego rozniczkowanie w t; = t jest
utrudnione. Jednakze, dla potrzeb wyznaczania prawdopodobiefistwa zajscia zdarzenia A;
wystarczy rozpatrywaé chwile t; < t dia wszystkich j:cjeL;, gdyz interesujg nas uszkodzenia
elementéw nalezacych do zbioru L; przed chwila y, bedaca poczatkiem T.. Ponadto, dla j:¢;eL;
wystarczy rozpatrywaé chwile t; > t, poniewaz interesuja nas uszkodzenia elementow nie
nalezacych do L; tylko po chwili y+1. A zatem, do wyznaczania F, (1) mozemy uzywac, zamiast
funkcji G(t,ta, ... ,tat), prostszej funkcji Qi(ty,ta, ... ,tot) otrzymywanej z G(tytz, ... twt), przy
czym zamiast wyrazeit rodzaju min(t;,t) wstawiamy tylko t; dla jigeL; it dla jicjeL;. Oznacza
to, Ze

Q,(tl,tz,...,t",t):P{O{ N (T <t,)n () (G <0)n ﬂ(%%.)}}:

k=1 jrc,eCpnly L eCil miCy, #Cy

k=1| jooyely LeeCy\L;

:P{O[ﬂ (T, <t,)n ()T, <f)}} (3.10)

Z definicji Q; wynika, ze dla tj > t (jieL;) oraz dla j <t (jicjeL;) mamy Q;=0. Dla t; <t
(:cjeLs) funkcja Q; jest ciagta a w punkcie ;= t jest lewostronnie ciagta. Ponadto, dla t; > t
(:cjeLs) Qi jest ciagla i jest ona prawostronnie ciagla w punkcie t; = t. Oznacza to, ze dla tj <t
(G:geLly i dla t; > t (icgeLi) Qi ma pochodne czastkowe wzgledem t; oraz t. Wobec tego
mozZemy napisac:

P{Ar(x’y'T’S’Li)/le:y:t :J‘J‘{ : Q,-(OO,...,z,,,,.,oo,zi,..‘,oo,y)}dydz, (311)
0+

Loz
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We wzorze (3.11) z; wystepuje zamiast tj (j:.c;eL); co wystepuje zamiast t,, (m:ca&L;). Catkujac
(3.11) wzgledem y otrzymujemy

1

2
SEICITARTY N I—E)T{Q,(w,.,.,zl,...,oo,z,,...,oo,oo)A 0.(,.002,,10030,2, 00,0,y )Mz,
0

i

(3.12)

Z zaleznosci (3.7) oraz (3.12) mamy:

F (r)= I;—{Q,(oo,...,zi,...,oo,z,,...,00,00)—Q,(w,...,z,,...,m,z,,...,oo,y)} dat
Z
v OZ;

(3.13)

Wstawiajac (3.13) do (3.8) na koniec otrzymujemy podstawowy wynik:

; ®
F(r)=1~ Z(—-l)""*'.“éj—{Q,(oo,...,zl yeey 0, Z;00,00,00 ) = O (00, 2, ,-~.,00.Z,,~-~,°°,y)} dt
=t 0

i ‘z.:l

UWAGA 1

Jesli L; jest przekrojem niezdatnosci (tzn. uszkodzenie wszystkich elementéw ze zbioru L;
powoduje uszkodzenie systemu), to (patrz (3.5)) P{A(x,y,7,5,L;)} = 0 dla wszystkich © > 0, a
wowezas (patrz (3.7)) Fii = 0. Oznacza to, ze rozpatrujac kolejne zbiory L; we wzorze (3.8)
mozemy pominal te zbiory L, ktore sa przekrojami niezdatnosci systemu.

UWAGA 2
Po pominigciu wszystkich zbioréw L; bedacych przekrojami niezdatnosci systemu, czesto zdarza
sig, ze liczba pozostatych zbiorow L; jest mata. Na przyktad, jesli system toleruje k-1 uszkodzen

elementéw (tzn. gdy jest to system o strukturze ,k-z-n'F”) i L jest zbiorem wszystklch k-1)
elementowych zbiorow elementow, to

M:(n J oraz =2 -1

Ale w tym przypadku liczba nietrywialnych zbioréw L; jest rowna n.
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UWAGA 3

Ze wzoru (3.9) wynika, ze dystrybuanta aczna G(#,15, ... ,t,1) jest suma 2"-1 sktadnikéw. Ale
funkcja Q; (patrz (3.10)) bedaca podstawa do wyznaczania P{A(x,y,t,S,L)} jest — po redukcji
identycznych elementéw — suma nie wigcej niz 28 sktadnikow, gdzie k jest liczba elementow
rozpatrywanego zbioru L;. B

UWAGA 4

Uwzgledniajac UWAGI 1 — 3 fatwo mozna zalgorytmizowaé przedstawiong wyzej metodg i
przy pomocy komputera wyznacza¢ dystrybuantg¢ resztkowego czasu poprawnej pracy
dowolnego systemu o koherentnej strukturze niezawodnosciowe;.

Przyklady

We wszystkich przyktadach zalozono, ze elementy systemu uszkadzaja sie niezaleznie od
siebie.

Przyklad 3.1. Dwuelementowy system o réwnoleglej strukturze niezawodnosciowej

Zatéozmy, ze L = {€y, €2}, (= {a}, €2 = {c;}. Oznacza to, ze T, zaczyna si¢ wraz z
uszkodzeniem pierwszego elementu. Z (3.3) wynika, ze

PLA(x,y7,8, L)} = PYT, <x)o(T, <x)|n(T>y+1)}=
=P{T, <x)n(T2y+t)}+PYT, <x)~(T2y+7)}-
—P{(Tl <x)N(T, <x)m(T2y+r)}.
Z powyzszego wyrazenia wynika, ze: Ly = (¢}, Lz = {¢z2}, Ls = {ci,c2}. Zbidr L; jest

przekrojem systemu, a zatem (patrz UWAGA 1) nie jest rozpatrywany. Wobec tego taczna
dystrybuanta wektora losowego (T, T,, T) ma postac:

Gl t,,1) = PYT, <t ) (T, <t )~ [(T, <t)~(T, <t)]}=

P{[(Tl <min(t,t)] ~[(T, <min(t,,t)]}

Ze wzoru (3.10), dla £, = {¢;} mamy:
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O\t 4,,t) = PUT, <t ) (T, <t)}=F,(t, )F,(1),
a wiec

0
E;Ql(zptz't) :fl(zj JEL(1),
1
5}
—Ql(zl,co,oo) :_fl(zg):
0Oz,
0
BZ—QI(ZPOO.1+T)=f,(zl)Fz(t+‘r).
1
Stosujac zaleznosé (3.13) otrzymujemy:

Fa(1)= ff, (t-F, (1+2 ).

Podobnie,

Fa(0)=[ fy(0lt- Fye+ )it

Ostatecznie, na mocy (3.8) otrzymujemy (dla 1 >0)

F,(r):l—ff,(z)[l—ﬂ (t+r)]dt—rfz(t)[l—Fl (t+7 )l =

:I{fl(i)[F, (t+1)=Fy( )b+ £, (0l (14 0)= F, (1)},
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Przyklad 3.2. Dwuelementowy system o szeregowej strukturze niezawodnosciowej.

W systemie o szeregowej strukturze niezawodnosciowej dowolny zbidr jego elementow jest
przekrojem niezdatnosci. A zatem, na podstawie UWAGI 1:

0 dlar<0

F.(r)=
1, dlat > 0.

Przyklad 3.3. System o strukturze ,,2-z-3:G/F”

Niech L = {{, £, €3}, €1 ={ci}, €= {cz}, & = {c3}. W niniejszym przykladzie mamy: M. =
3,1=2%1="1, a zatem mamy 7 roznych zbiorow typu Li : Ly = {¢;}, Ly = {c2}, Ls = {ca}, Ly =
{c1, 2}, Ls = {cy, c3}, Lg = { ¢z, 3} L7 = {cy, ca, ¢3}. Zauwazmy, ze zbiory Ls, Ls. L oraz Ly sg
przekrojami niezdatnosci systemu, a zatem Fi(t1) =0 dlai=4, ... |7 Ze wzgledunato, 2 K; = 1
dlai=1, 2, 3 (patrz (3.4)) to na podstawie wzoréw (3.5) i (3.6):

P{A(x,y,7,8, L)} = PYT, <x)(T2y+1)}+ P{T, <x)(T 2 y+1)}+

+P{T, <x)(T2y+1)}

Dystrybuanta faczna wektora losowego (T, T2, T3, T) moze by¢ zapisana w postaci:

Gt 1y, t,,1) = P{T, <1, T, <t,,T, <t,,T <1}=

=PUT, <t, ) (T, <t, ) (t, <ty )

AT, <) (T, <) O(T, <)~ (Ty <1)O(Ty <t) (T, <t)]}=
=PUT, <min(t,t)) (T, <min(t,,t)) (T, <t, Jo

(T, <min(t 1)) (T, <t, )~ (T, <min(t,,t))

(T, <t, )T, <min(t,,t)) (T, <min(t,,1})}.
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Ze wzoru (3.10), dla L, = {c¢;} otrzymujemy:

Ot t,,15,8)=PUT, <1, ) (T, <t) (T, <t; )

(T, <t)N(T, <t)(Ty <t)o(T, <t, ) (T, <t) (T, <t)}

= Fy(t, JE,(OF (1) + Fy (4, )F, (4, )Fy (1) + Fy (4, )F,(1)Fy (1) = Fy(t, )Fy(1)F(1) -
— (1, )F,(1)F,(1) = F(1, )F,(1)Fy(t)+ Fy(1, )F,(1)F,(1) =

= R F,()F 1)+ Fy (4, )F (1) = Fy(1)F (1))

a%Q(z‘,,z,,],,):f,(zl)[Fz(r)F,(r)+1:;(zz)1n;(r)—Fz(t)Fa(t)]],
iO(zl,oo,oo,oo):fI(Zl),

Oz, ~

Ea—Q(z,.oo,OOJH)=f,(Z.)[Fz(Hf)+F3(t+T)—Fz(I+f)Fa(t+r)]]=
Zl

= fi(z, == Fyt o )1-Fy(t+7])

Stad, na podstawie wzoru (3.13) otrzymujemy

Fa(t)= Tf,(t)[l ~FEy(t+ci-F(t+ e

W analogiczny sposdb mozna pokazaé, ze

Fa(t)= [ A= R eft-Fyrvchi

Fu(c)= [ fet-F 4 cft-Fy(re o
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W ten sposob, na podstawie wzoru (3.8)

F(t)=1- i ]if,(t)[l—Fl,(i+r)Il—Fk(t+r)]di.

J.ik=t g
i# Jrk
Ze wzgledu na to, Ze
1= [1-FuW] [1~F(t)] [1-F3(1)]

jest dystrybuanta 3-elementowego systemu o strukturze szeregowej, to mamy

@

[alt-n-Fin-Fwin-ro)=1

0

Wobec powyzszego wzor na F(t) mozna zapisa¢ w postaci:

o= 3 [1l-F - Ral-l-F e olt- R

i,jk=1g
i jrk

Przyklad 3.4. Trojelementowy system o strukturze rownoleglej

a) Zatozmy, ze L = {{, L, {3}, €= {cy, ez}, €= {c1, ¢}, L3 ={cy, ca}. W tym przypadku
otrzymujemy: L) = {c;. ¢;}, Ly ={c1, &3}, Ls={cz c3}, La=Ls=Ls=Ls=(c;. ¢, c3}. Zbiory
Li (1=4, ...,7) sa przekrojami niezdatnosci systemu. Podobnie jak poprzednio mozna pokazad,
ze

F(o)=1= 3 [lwF,w) = s, olh-Fos ol

lub, alternatywnie,

R(r)= i If,(t){[l—F/(t)]—[I—F](t+r)]}{[lka(t)]—[l—F,{(t+r)]}dt

i.k=1g
i# 2k
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b) Zatézmy teraz, ze L = {{), {2}, €, ={c1}, U2={cs c3). Wtym przypadkuL; = {c1}, Lz = {cy,
¢}, Ls={cy, ¢, C3}. Zbidr L; jest przekrojem niezdatnosci systemu. Mozna fatwo pokazaé, ze

E(0)=1=[{f,(= Fy(t+ )R (t+ Dl [ OF ()4 Fy(O) f, (Ol - Fy 1+

Przyklad 3.5. Tréjelementowy system o strukturze réwnoleglo-szeregowej

Rozpatrzymy ponownie system o strukturze jak na Rysunku 2.2. Dla tego systemu: N =2, C,
= {C], Cz}, C’_J = {Cz, 03}.

Zatoézmy, ze L = {{y, €2}, € ={c1}, L= {c,}. Oznacza to, ze T, zaczyna sie, gdy uszkodzi
si¢ element c; lub element c;. W rozpatrywanym przypadku element c3 jest nieobserwowany. Mamy
trzy zbiory typu Lii Ly = {c1}, L2 = {c}, L; = {cy, ¢s} oraz (patrz 3.4)) K, =K, = 1, K3 = 2.
Dystrybuanta tgczna wektora (T,, T, Ts, T) moze by¢ zapisana jako

G(1, 1y, 1,,1) = F,(min(t, ,t JF,(1, )F, (min(t,(1)) +

Iyt ) (min(t,,t ) Fy(min(t, 1))~ F (min( 1t ))F,(min(t,,t )F, (min(;,1)).

Dia L, = {c}, korzystajac z (3.10), otrzymujemy:

Qi1 15,1) = Fy (4 ) (4, )F (1) + Fi (4 )R, (DF (1) - B (1) F,(1F (1) =

= F(H ) (1, )F ().
A zatem
0
az_Ql(txvtz»tstt) = .fl(zl )Fz(tz)Fs(t)-
1
Stosujac (3.13) otrzymujemy
Fo(e) = AUl - Fy(t+e )t
0
oraz podobnie

Fa(t)= [ At -Fy(t+ o b



Dla L; = {cy, ¢} mamy
Os(1),4,,15,1) = Fy(z4 )y (25 )F3(1),

stad zas

—aji‘Qs(Z;vz.vtsvt) = [fl(zs)Fz(zs)+F1(23)fz(23)]F3(t)'

Ze wzoru (3.13) otrzymujemy

E,a() = [[A(OF+ B f(OIt=Fy(t+ o)l

a z (3.8) ostatecznie otrzymujemy

Fr(T):1*Tfn(t)[l‘FJ(H'T)]df—jffz(t)[l—F,(t+r)]dt+
T[fl(t)Fz(mF,(t)Fz(r)][1—F3(z+T)]d;

Zauwazmy, 7e F(0+) # 0. Jest to poprawny rezultat, gdyz element c; nie jest obserwowany i z
pewnym dodatnim prawdopodobienstwem moze si¢ on uszkodzi¢ pierwszy. Oznacza to, ze
uszkodzenie dowolnego obserwowanego elementu (c; lub c3) powoduje uszkodzenie systemu i tym
samym czasem resztkowy czas poprawnej pracy systemu jest rowny 0.

W bardziej zlozonych przypadkach niz te wyzej rozpatrzone, wyznaczenie dystrybuanty
resztkowego czasu poprawnej pracy systemu wymagaloby przeprowadzenia wielu bardzo
pracochionnych obliczen. Z wyzej przeprowadzonych rozwazan wynika wrecz, ze dla rzeczywistych
systemow, skiadajacych sie z dziesiatkow elementéw i dla bardziej licznych zbiorow inicjalnych,
rozwigzanie tego zagadnienia byloby niewykonalne, Z rozwazan tych wynika jednakze réwniez to, ze
opisywana metoda do$¢ fatwo daje si¢ algorytmizowa¢. Odpowiednio skonstruowany program
komputerowy pozwala interesujacy nas rozklad zmiennej losowej T, wyznaczaé metodami
numerycznymi. W ten sposob otrzymujemy tylko wartosci liczbowe dystrybuanty zmiennej losowej
T, lub jej wykres, nie za$ jej posta¢ funkcyjna, lecz dla praktycznego zastosowania tej metody do
oceny zywotnosci systemOw jest to na ogot wystarczajace.
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