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Streszczenie

W warunkach coraz bardziej konkurencyjnego rynku edukacyjnego i poglgbiajacecc
si¢ nizu demograficznego potrzeba posiadania modelu wspomagajacego zarzadzanie procz-
sem edukacvjnym jest zgtaszana przez coraz wigksza liczbe uczelni. W pracy — na przykla-
dzie szkoty wyZszej - sa przedstawione wyniki badan prowadzonych przez autoréw nad za-
stosowaniem lancuchéw Markowa do modelowania dynamiki procesu edukacyjnego.
Oméwiono podstawowy kontekst zadania modelowania tego procesu kfadac szczegdlny
akcent na uwarunkowania wynikajace z realizowanej w kraju reformy edukacji. Rozpatrzo-
no uczelni¢ wielowydzialowa o takim sanym cyklu studidw na kazdym wydziale i wpro-
wadzono pojecie wektora stanu procesu edukacyjnego. Skltadowymi wektora sa rzeczywi-
ste opcje okreflajace uczelniany status studenta. Zidentyfikowano i przeanalizowano moz-
liwe przejécia migdzy stanami. Stwierdzono, ze macierz przejscia jest macierza pochlania-
jaca, rzadka, Wyprowadzono analityczne formuly na obliczanie wartodci prawdopodo-
bienstw przejsé. Wskazano na metodologiczna niepoprawno$¢ przyjmowania a priori, ze
ciag stanéw procesu edukacyjnego jest jednorodnym faricuchem Markowa pierwszego rze-
du. Przedstawiono test do weryfikowania hipotezy o niezaleznosci, test do sprawdzania
jednorodnosci lancucha i test do weryfikacji hipotezy o rzedzie taficucha. Duzo uwagi po-
$wigcono nieokre§lonosci procesu edukacyjnego: przedstawiono mozliwosé jej oceny za
pomoca entropii informacyjnej oraz mozliwo$¢ wykorzystania znajomosci entropii stanu
procesu edukacyjnego do oceny rzgdu taicucha. Skonstruowano model procesu edukacyj-
nego realizowanego na poziomie szkoly wyzszej. Ma on postaé szesnastostanowego
pochianiajacego niejednorodnego tafncucha Markowa. W oparcin o dane rzeczywiste
obrazujace zmiany stanu procesu edukacyjnego wybranego wydzialu jednej z uczelni
krajowych dokonano estymacji macierzy przejsé dla kilku kolejnych lat akademickich,
mmaleziono funkcje opisujace zmiennodé elementéw tych macierzy w czasie i zbudowano
macierz dynamiczna, ktéra uzyto do skonstrnowania prognozy standéw procesu
edukacyjnego dla pieciolemiego horyzontu czasowego. Wyniki sq pozytywne i wskazuja na
celowo$é dalszych badaft teoretycznych i aplikacyjnych nad modelowaniem i
prognozowaniem dynamiki proceséw edukacyjnych za pomoca modeli taficuchowych.
Sformutowano kilka propozycji w tym zakresie, w tym propozycje wzbogacenia
tradycyjnych metod szacowania macierzy przejicia o metody ekspertéw wspierane
logicznymi analizami przyczynowo-skutkowymi i rachunkiem prawdopodobienistwa
subicktywnego. Zwrocono rdwniez uwage na potrzebe rozwinigcia modelu przez
wprowadzenie elementow sterowania procesem edukacyjnym.



1. Geneza problemu, cel i zakres pracy

Bedaca w toku realizacji reforma naszego systemu edukacyjnego stawia kazdej szkole
poziomu podstawowego, gimnazjalnego, licealnego i wyzszego wymdg systematycznego
doskonalenia jakosci nauczania i wychowania. Szkoly znalazly sie jednak w zasadniczo
innych warunkach funkcjonowania niz jeszcze kilkanascie lat temu, a warunki te ustawicz-
nie zmieniajg si¢, czynigc ze szkot podmioty rynkowe. Metody ksztaltowania jakosci, ktére
zdawaly egzamin w okresie scentralizowanego zarzadzania o$wiata, kiedy zarzadzanie
szkola w zasadzie sprowadzalto si¢ do rygorystycznego wykonywania polecefr otrzymywa-
nych z jednostki nadrzednej i prowadzenia zwigzanej z tym sprawozdawczosci, w warun-
kach rynkowych utracily racje bytu. W ksztaltowaniu jakosci dzisiejszej szkoly trzeba
oprzedé sig na wykorzystaniu naukowej wiedzy z zakresu zarzadzania, a sam proces ksztal-
towania jako$ci musi by¢ wspomagany wykorzystaniem modeli matematycznych, techniki
komputerowe;j i technologii informacyjne;j.

Syntetycznym wyrazem jakosci szkoty jest przede wszystkim skuteczno$¢ realizowane-
go w niej procesu edukacyjnego. Narzedziami wspomagajacymi ksztaltowanie tej skutecz-
nosci powinny byé skomputeryzowane pakiety modeli matematycznych odwzorowujacych
podstawowe aspekty procesu edukacyjnego i jego wielokontekstowej oceny. Korzystac z
takich modeli bedzie mogla jednak tylko odpowiednio przygotowana kadra dyrekcyjna i
nauczycielska. Z tego powodu istnieje pilna potrzeba przedlozenia czynnikom zatozyciel-
skim szkot i jednostkom sprawujacym nam szkotami nadzér pedagogiczny stosownego wa-
chlarza ofert dotyczacych zapoznania zarzadéw szkét i kadry nauczycielskiej z co najmniej
podstawowymi ideami teorii zarzadzania oraz ze strukturg i zasadami korzystania z takich
pakietéw. Trzeba przede wszystkim uswiadomié im, ze chociaz w gre wchodza réine rodza-
je matematycznych modeli procesu edukacji i jego oceny, to jednak zawsze posta¢ modelu
zalezy od zadania, do ktdérego rozwiazania model ma stuzy¢ oraz od ilosciowo-jakosciowej
struktury i sktadu zbioru danych, w oparciu o ktére bedzie si¢ estymowaé nieznane wartosci
parametrow modelu (zob., np.: Bubnicki, 1974; Gutenbaum, 1987; Kacprzynski, 1974;
Manczak, 1974).

Zarzadzanie szkola jest zadaniem systemowym, hierarchicznie ustrukturalizowanym,
wykonywanym w warunkach réznorakiego ryzyka i nieokreslonosci. Jest to system wieloce-
lowy, ktérego podstawowa dziatalno$¢ ma by¢ ukierunkowana na jak najlepsze prowadzenie
procesu edukacyjnego, przy pelnym uwzglednieniu obowiazujacych standardéw edukacyj-
nych i innych norm regulujacych tryb dziatania szkoly. Swiadome ksztaltowanie procesu
edukacyjnego wymaga z jednej strony ciaglego monitorowania i oceniania stanu edukacji
kazdego indywidualnego ucznia, a z drugiej monitorowania stanu edukacji calej populacji
uczniowskiej jako calosdci, badZ jej wyodrebnionych grup. Chociaz tradycyjne metody wy-
konywania tego zadania s stopniowo, ale systematycznie wspierane wykorzystaniem tech-
niki komputerowe;j i technologii informacyjnej, to jednak postep w tej dziedzinie jest zbyt
wolny. W ksztaltowaniu jakosci procesu edukacyjnego jeszcze prawie w ogole nie korzysta
si¢ z mozliwosci, jakie w tym zakresie oferuje teoria modelowania systemowego. W szcze-
gélnosci nie korzysta sig z modeli systemowych odwzorowujacych na réznych poziomach
szczegotowosci proces przechodzenia uczniéw lub studentow przez kolejne fazy edukacji
szkolnej. Istnieje pilna potrzeba skonstruowania takich modeli, przy czym powinny one by¢
nie tylko poprawne metodologicznie, ale i uzyteczne praktycznie. Te uzyteczno$¢ mozna
osiagnal przez zapewnienie zgodnosci modelu z rzeczywistym procesem edukacyjnym i
zachowanie kanonéw teorii modelowania. Postulat zgodnosci nie oznacza jednak, ze model
ma odwzorowywaé wszystkie mozliwe aspekty procesu edukacyjnego. Skonstruowanie



takiego modelu jest niemozliwe, bo kazdy model jest uproszczeniem rzeczywistosci. Chodzi
o to, aby jak najwierniej i w jak najprostszy spos6b odwzorowywal te aspekty, ktore sa
wazne z punktu widzenia rozwiazywanego zadania.

Zadaniem, ktérym zajmujemy si¢ w tej pracy nie jest skonstruowanie calosciowego,
systemowego modelu zarzadzania szkola. Taki model bgdzie budowany w przysziosci, ale
warunkiem powodzenia tego przedsigwzigcia jest wezesniejsze zbudowanie modelu dyna-
miki przechodzenia uczniéw lub studentéw przez szkolny proces edukacyjny. Zbudowanie i
wstgpna weryfikacja takiego modelu na danych rzeczywistych jest podstawowym celem
niniejszej pracy. Przyjmujemy, 2e model musi odwzorowywaé faktyczna organizacj¢ proce-
su edukacyjnego (podziatu na klasy lub wydzialy, liczby lat nauki lub studiéw, struktury
powiazan mi¢dzy tymi elementami, zasad promowania itp.) i rzeczywisty tryb przepiywu
uczniéw lub studentéw przez wszystkie kolejne jego fazy. Podstawowa funkcja modelu ma
by¢ prognozowanie ogodlnej liczby uczniéw lub studentéw szkoly w okre§lonym horyzoncie
czasowym oraz dynamiki ich rozktadu migdzy poszczegolne klasy i lata nauki lub wydziaty
i lata studiéw w kolejnych latach szkolnych lub akademickich. Posiadanie takiego modelu
jest waime dla zarzadzania szkota, poniewaz informacja o spodziewanej w przysziosci ogdl-
nej liczbie ucznidéw lub studentéw szkoly i spodziewanej dynamice struktury tej zbiorowo-
$ci w jej przechodzeniu przez kolejne fazy realizowanego w szkole procesu edukacyjnego
jest jednym z podstawowych czynnikéw potrzebnych do tworzenia wigzki scenariuszy roz-
woju i ksztaltowania jakosci szkoly oraz wyboru w kazdej konkretnej sytuacji tego sposréd
nich, ktéry bedzie maksymalizowat indywidualna i spoleczna uzyteczno$é edukacji, a row-
noczesnie minimalizowal rozmaite formy ryzyka indywidualnego i zbiorowego, na ktére sa
narazeni uczniowie i studenci oraz szkota jako instytucja. Model bedzie miat postaé taficu-
cha Markowa. O jej wyborze zdecydowaly wyniki wczesniejszych badan w zakresie mode-
lowania procesu edukacyjnego oraz dwa aspekty: struktura zbioréw danych dokumentuja-
cych przebieg edukacji kazdego ucznia lub studenta oraz postaé zbiorczych statystyk przy-
gotowywanych w kazdej szkole na poczatek i koniec kazdego semestru i roku szkolnego lub
akademickiego oraz przeznaczenie modelu. Oméwimy teraz pokrotce wpltyw kazdego z
tych aspektow na wybodr postaci modelu.

Z teorii modelowania matematycznego wiadomo, ze silny wplyw na wyb6r postaci mo-
delu maja dane, na podstawie ktérych — po wybraniu postaci modelu - szacuje si¢ liczbowe
warto$ci jego parametréw. W szkolnictwie dane te majg na og6! posta¢ wielowymiarowych
szeregdbw czasowych ilustrujacych rzeczywisty tryb przeplywu uczniéw lub studentéw
przez podsystem edukacyjny szkoly w jakims okresie czasu. Z reguly przedstawiaja one
liczbowa strukture zbiorowosci uczniéw lub studentéw na dzien rozpoczecia badZ zakoni-
czenia semestru czy tez roku szkolnego lub akademickiego. Istnieje dobrze opracowana i
wciaz dynamicznie rozwijajaca si¢ teoria wielowymiarowych szeregbéw czasowych (zob.,
np.: Hannan, 1970; Brillinger, 1975; Halbfleisch, 1985a, 1985b; Barndorff-Nielsen i Cox,
1994; Lindsey, 1996; Kantz i Schreiber, 1997). W teorii tej dominuje nurt badan z gory za-
kladajacy, ze wektory liczb bedace elementami szeregn czasowego sq realizacjami wzajem-
nie niezaleznych wielowymiarowych zmiennych losowych charakteryzujacych stan badane-
g0 procesu, przy czym najczesciej przyjmuje sig, ze sq to zmienne gaussowskie. Jest to za-
tozenie wygodne i chetnie przyjmowane, daje bowiem mozliwosé postugiwania sie efek-
townym aparatem matematycznym. Trzeba jednak wprost stwierdzié, ze w wigkszosci za-
stosowan jest to zalozenie utopijne, nadmiernie upraszczajace istote modelowanego procesu
i wypaczajace sens modelowania. W szczeg6lnosci odnosi si¢ to do modelowania procesow
edukacyjnych. Nie jest naszym zamiarem generalne krytykowanie analiz opartych na zato-
zeniu niezaleznosci w szeregach czasowych, bowiem w wielu konkretnych zastosowaniach



zalozenia te sa akceptowalnymi aproksymacjami rzeczywistodci, a oparte na nich modele
przyniosty i przynosza w rdéznych dziedzinach wiele praktycznie uzytecznych rezultatow.
Chcemy jednak zwrdci¢ uwage na to, ze istniejg réwniez i takie procesy rzeczywiste, w od-
niesieniu do ktérych przyjmowanie zaloZenia o wzajemnej stochastycznej niezaleznosci
kolejnych stan6w byloby merytoryczna niewlasciwoscia. Jak wiadomo, jezeli zalozenie o
niezaleznosci jest dopuszczalne, to catosciowe wlasnosci procesu bada si¢ korzystajac z
twierdzen granicznych dotyczacych sum zmiennych losowych niezaleznych o jednakowych
lub réznych rozktadach prawdopodobiefistwa (zob., np.: Cox i Miller, 1965; Fisz, 1968;
Kalbfleisch 1985a, 1985b; Plucinski i Plucinska, 1979; Lindsley, 1996). Faktycznie nigdy to
zalozenie nie jest w rzeczywistosci spelnione, gdyz przeczyloby to fizycznej i systemowej
zasadzie powszechnego uwarunkowania zjawisk, lecz zawsze ma charakter przyblizony
(zob., np.: Bertalanfy, 1968; Zadeh i Polak, 1969; Kliir, 1972; Haken, 1978, 1983; Prigogine,
1980, 1997; Hubert, 1997; Tempczyk, 1995). Mozna je przyjmowac, jezeli wigzi systemowe
pomiedzy poszczegélnymi elementami obiektu badar s na tyle slabe, ze z praktycznego
punktu widzenia nie ma potrzeby ich uwzgledniania. Jezeli jednak wiezi te nie moga by¢
pominigte, to korzystanie z twierdzef granicznych rachunku prawdopodobiefistwa byloby
sprzeczne z logika analizy systemowej, fizyki i synergetyki, w ktorych jednym z gtéwnych
metodologicznych kanonéw jest stwierdzenie, ze poniewaz calo$é jest czym$ wiecej niz
sumg elementow, wigc catosciowych wlasnosci systemu nie mozna otrzymac przez arytme-
tyczne zsumowanie odpowiednich wlasnoéci wszystkich elementéw (zob., np.: van Gigch,
1978; Heisenberg, 1977, Haken, 1978, 1983). Z punktu widzenia modelowania dynamiki
procesu przeptywu uczniéw lub studentéw przez system edukacyjny szkoly jest to uwaga
wazma, bowiem logika procesu edukacyjnego jest taka, ze kolejne jego stadia i stany nie sg
niezalezne, lecz silnie zaleza od wszystkich stadiow i stanéw poprzednich. Zwréémy tez
uwage na to, ze o ilosciowo-jakosciowym rozkladzie zbiorowosci uczniéw lub studentow
danej szkoly decyduje przede wszystkim tadunek wiedzy i stopien umiejgtnosci jej wyko-
rzystania przez poszczegdlnych uczniéw lub studentéw. Punktem wyjscia do rozpoczgcia
edukacji ucznia lub studenta w danej klasie lub na danym roku studiéw jest aktualny stan
jego wiedzy, kiory - rzecz jasna - wyraza caly dotychczas zdobyty przez niego ladunek
wiedzy i to nie tylko szkolnej. Poniewaz szeregi czasowe charakteryzujace dynamike zmian
ilosciowo-jakosciowej struktury zbiorowoséci uczniéw lub studentéw odwzorowuja w spo-
séb jawny lub uwiklany zmiany ilosciowo-jakosciowej struktury ich wiedzy i umiejetnosci,
wigc jest uzasadnione przyjecie zalozenia, ze w szeregach tych zachodzi wlasnos¢ Marko-
wa. Jej istota jest jawna stochastyczna zalezno$¢ biezacego stanu procesu od jednego lub
wigkszej liczby standw bezposrednio go poprzedzajacego.

Chociaz proby skonstruowania takiego modelu dynamiki przeplywu uczniow lub stu-
dentéw przez podsystem edukacyjny szkotly, ktéry odwzorowywatby t¢ zaleznosé, sg po-
dejmowane od dawna, to opublikowanych prac na ten temat jest w $wiatowe;j literaturze
przedmiotu niewiele. Wigkszo$¢ prac z tego zakresu ma bowiem charakter niepublikowa-
nych raportéw wewnetrznych, w dodatku czgsto objgtych klauzula poufnosci. Jest to zro-
zumiate, bowiem w warunkach rynkowej konkurencji posiadanie dobrego modelu naptywu i
przeptywu uczniéw lub studentéw przez kolejne fazy szkolnego procesu edukacyjnego daje
szkole mozliwos¢ ksztaltowania struktury tego procesu, stalego podnoszenia jego jakosci
poprzez dobor nowoczesnych tresci, Srodkéw i metod nauczania, oferowanie mozliwosci
uczestnictwa w atrakcyjnych kotach zainteresowan i zajeciach fakultatywnych, organizowa-
nie nowych kierunkow studiow i specjalnosci, atrakcyjnych praktyk , dobdr wlasciwej kadry
dydaktycznej, ksztaltowanie infrastruktury szkoty itp. O ile autorom niniejszej pracy wia-
domo, w literaturze swiatowej nie ma wyczerpujacej pozycji w calosci poswigconej zasto-
sowaniom teorii procesoéw stochastycznych do calosciowego modelowania sfery edukacji. Z



uwagi na spoleczny aspekt edukacji i oczywiste jej zwigzki z problematyka rozwoju demo-
graficznego, modelowanie dynamiki podsystemu edukacyjnego szkoly jest na og6t trakto-
wane jako szczegdlny przypadek modelowania dynamiki mobilnosci spolecznej, w szcze-
g6lnosci dynamiki proceséw migracyjnych (zob., np.: Kemeny i Snell, 1960; Bartholomew,
1967; Boudon, 1973; Tintner i Sengupta, 1973). To prawda, ze na pewnym poziomie ogdl-
nosci mechanizm i dynamika proceséw edukacyjnych wykazuja duze podobieristwo do me-
chanizméw i dynamiki proceséw migracyjnych. Tym niemniej, zachodza migdzy nimi na
tyle istotne roznice, ze traktowanie wewnatrzszkolnej mobilnosci uczniéw lub studentéw
jako szczegdlnego przypadku mobilnosci wewnatrzpokoleniowej lub migdzypokoleniowej
jest metodologicznie bledne juz choéby tylko z tego powodu, Ze pierwszy z tych proceséw
jest w pelni $wiadomie ustrukturalizowany, zorganizowany i realizowany, podczas gdy w
drugim dominuje naturalna spontanicznosé i czynnik samoorganizacji.

Z formalnego podobienstwa a czesto wrecz z zewngtrznej formalnej tozsamosci modeli
obu tych proces6w nie nalezy wyprowadzaé wnioskéw w rodzaju stwierdzenia, ze mozna je
opisywa¢ za pomoca jednego i tego samego modelu, jest to bowiem wniosek alogiczny. W
dziedzinie zastosowan o oryginalnosci modelu matematycznego swiadczy przede wszyst-
kim nowosé i sposéb uzycia znanych teorii matematycznych, dostrzegania analogii migdzy
zjawiskami i analogii migdzy analogiami. Na przyklad to, ze za pomocg proceséw Markowa
mozna opisaé dynamike wymiany urzadzen grzewczych w zbiorowosci gospodarstw do-
mowych, dynamike dobowego rozkladu podrézy podejmowanych przez uzytkownikéw
$rodkéw komunikacji miejskiej, czy tez dynamike¢ zmian poziomu erytrocytéw we krwi
pacjentéw cierpiacych na anemie weale nie neguje oryginalnosci nowych zastosowan, w
ktérych formalna postaé modelu bedzie podobna lub nawet taka sama jak w innych. Bledne
jest utozsamianie oryginalnoéci teorii matematycznej z oryginalnoscia jej zastosowan.
Czym innym jest jedyna i niepowtarzalna oryginalno$¢ centralnego twierdzenia graniczne-
g0, a czym innym bez matla nieograniczona oryginalnos¢ i sposoby jego zastosowarn. Czym
innym jest oryginalnoéé matematycznego aparatu teorii lancuchéw Markowa, a czym innym
oryginalno$é ich zastosowan, nawet w tej samej dziedzinie i do modelowania tego samego
procesu. O tym trzeba pamigtaé, gdy po wielu latach impasu w modelowaniu proceséw
edukacyjnych, spowodowanego przede wszystkim zbyt pochopnym utozsamieniem zwigz-
kow przyczynowo-skutkowych rzadzacych mechanizmami mobilnosci spoleczej ze zwigz-
kami przyczynowo-skutkowymi rzadzacymi mechanizmami przejscia uezniéw lub studen-
téw przez system edukacyjny szkoly, znéw podejmuje si¢ proby zastosowania réznych teo-
rii matematycznych do modelowania proceséw edukacyjnych, jako czynnika ksztaltowania
przyszlosciowego spoleczenistwa wiedzy. W szczegélnosci odnosi si¢ to do modelowania
dynamiki procesu edukacyjnego w szkole.

Idea matematycznego modelowania tego procesu ma juz dosé dhigie tradycje, przy
czym od dawna szczegdlne zainteresowanie wzbudza mozliwosé wykorzystania w tym za-
kresie teorii proceséw Markowa (zob., np., Tinbergen i Boss, 1965; Berezowski, 1978; Ma-
zur, 1978; Spinney i McLaughlin, 1979; Bessent i Bessent, 1980; Bloomfield i Updegrove,
1981; Bertchold 1998; Tweedie, 2001; Bereziniski, 2003). Bierze si¢ to stad, ze sieciowa
struktura i przeptywowa dynamika procesu edukacyjnego juz intuicyjnie wydaja sig by¢
zgodne z matematycznymi zalozeniami teorii tych proceséw. W réznych krajach istnieja
jednak rézne systemy edukacyjne. Co wigcej, nawet w jednym i tym samym kraju ma miej-
sce duze zrozmicowanie tych systeméw, zwlaszcza na poziomie szkolnictwa wyzszego. Spe-
cyfikujac wlasny system edukacyjny kazda szkola wyzsza stara sic bowiem wyrobié sobie i
utrzymywaé taka marke na rynku edukacyjnym, ktéra bedzie gwarantem istnienia i rozwoju
szkoly. Ale ta specyfikacja sprawia, Zze matematyczny model procesu edukacyjnego powi-



nien by¢ zawsze odniesiony do uwarunkowan danej szkoly. Poniewaz coraz wigcej szkol
wyzszych zglasza zapotrzebowanie na posiadanie modelu wlasnego systemu edukacyjnego,
istnieje potrzeba opracowania takiej metodologii modelowania tych systemow, ktora bedzie
zgodna z og6lnymi zasadami organizacji i funkcjonowania proceséw edukacyjnych i bedzie
odwzorowywala specyficzne aspekty procesu realizowanego w konkretnej szkole. O tym i o
innych uwarunkowaniach, jakim powinien czyni¢ zado$é matematyczny model procesu
edukacji powiemy szerzej w dalszej czesci pracy. Dla ustalenia uwagi wszystkie rozwazania
modelowe bedziemy odnosié do szkoly wyzszej, chociaz mozna je bez trudu zastosowaé do
opisu procesu edukacyjnego w innych rodzajach szkét.

2. Rozszerzony kontekst i uwarunkowania problemu

Powszechnie méwi sie o potrzebie prowadzenia polityki zrownowazonego rozwoju oraz
ksztaltowania spoleczenistwa wiedzy. Chociaz oba te pojgcia sa rozmaicie rozumiane, to
jednak nie ma watpliwosci co do tego, ze nie moze byé mowy o polityce zréwnowazonego
rozwoju, o ile jednym z jej priorytetow nie stanie si¢ spoleczna edukacja. Wyrazem zrozu-
mienia tej prawdy jest przeprowadzana w kraju kompleksowa reforma edukacji, obejmujaca
wszystkie fazy procesu edukacyjnego: od edukacji przedszkolnej (obejmujacej zwlaszcza
dzieci, ktore w nast¢pnym roku szkolnym rozpoczna naukg w szkole podstawowe;j), przez
edukacj¢ wezesnoszkolng (klasy I-111 szkoly podstawowej), podstawowg (klasy IV-VI szko-
ly podstawowej), gimnazjalna, ponadgimnazjalna (licea oraz szkoly zawodowe) i studia
wyzsze, az po studia zwigzane z osiaganiem stopni i tytuléw naukowych oraz rézne formy
ustawicznego ksztalcenia zawodowego i ogdlnego. Waznym wyréznikiem tej reformy jest
przeorientowanie utrwalonego i obowigzujacego w ostatnich dziesiecioleciach trybu eduka-
cji, w ktorym gléwny akcent kadziono na wyposazenie mlodego czlowieka w odpowiedni
zas6b wiadomosci i wyrobienie umiejg¢tnosci oraz nawykow korzystania z nich w praktyce
dnia codziennego, zas wtérnym celem bylo ksztaltowanie jego osobowosci, systemu warto-
$ci i swiatopogladu. Reforma stawia na pierwszym miejscu rozwoj osobowy ucznia, traktu-
jac nabywanie przez niego wiadomosci i umiejetnosci ich stosowania nie jako cel sam w
sobie, lecz jako srodek wspomagajacy ksztaltowanie osobowosci ucznia. Przestrzeganie tej
zasady obowigzuje na wszystkich szczeblach procesu edukacyjnego, ktérego tryb i formy
realizacji musza ulec i stopniowo ulegajg istotnym zmianom. Jednym z przejawéw tego jest
sformulowanie i nadanie ustawowej mocy tzw. podstawie programowej nauczania, w ktdrej
dla kazdego etapu edukacyjnego - od nauczania przedszkolnego do wyiszych studiow
wlacznie - sa okreslone jego cele edukacyjne, zadania placowki edukacyjnej, tresci naucza-
nia oraz osiagniecia, jakie powinni posiada¢ absolwenci poszczego6lnych etapéw w zalezno-
$ci od swoich predyspozycji psychofizycznych oraz intelektualnych i aspiracji. Samo reali-
zowanie wytycznych programowych i przestrzeganie przepiséw prawnych regulujacych
zakres i tok procesu edukacyjnego nie gwarantuje sukcesu reformy. Po kilkudziesigciolet-
nim okresie scentralizowanego zarzadzania szkolnictwo polskie znalazlo si¢ bowiem na
powrdt w sytuacji rynkowej. W zwiazku z tym duzy wysilek jest wkladany w wykorzenie-
nie utrwalonych w przesziosci nawykoéw w sferze ksztalcenia i wychowywania mlodych
pokoleni oraz zarzadzania placéwkami oswiatowymi, a takZze w zastapienie ich procedurami
i mechanizmami zgodnymi z obecna rzeczywistoscia polityczna, spoleczna, gospodarczg i
kulturowa kraju. W realizacji tych przemian bierze si¢ pod uwage nie tylko nasze uwarun-
kowania wewng¢trzne i zewngtrzne, a zwlaszcza wynikajace z przynaleznosci do Unii Euro-
pejskiej, ale stopniowo coraz bardziej nawiazuje si¢ do wielkich, a w duzej mierze zapo-
mnianych i weciaz zbyt malo docenianych tradycji szkolnictwa polskiego, ktére na prze-
strzeni wiekow dawalo krajowi nierzadko cale pokolenia $wiattych i madrych obywateli.



Wkiad polskiej mysli politycznej, spofecznej, edukacyjnej, naukowej, technicznej itd. w
rozwdj kultury i cywilizacji nie tylko europejskiej méwi sam za siebie.

Samo nawiazywanie nawet do najchlubniejszych tradycji szkolnictwa polskiego nie
przyniesie jednak pozadanych skutkéw edukacyjnych, podobnie jak nie uzdrowi polskiego
szkolnictwa bezposrednie przenoszenie na nasz grunt schematéw i wzorcéw edukacyjnych
stworzonych i sprawdzonych w innych krajach. Trzeba korzystaé z doswiadczen edukacyj-
nych innych krajow, kultur i kregbéw cywilizacyjnych, ale trzeba tez pamigtad o tym, ze sys-
temowa jednosé edukacji w skali globalnej, krajowej, regionalnej czy szkolnej nie oznacza
jej unifikacji. Chodzi bowiem o réznorodnos¢ trybu oraz form edukacji i o ich indywiduali-
zacje, przy zachowaniu wszystkich formalnych i merytorycznych, ogélnosystemowych i
specyficznych norm tego procesu, ktérych przestrzeganie jest jednym z warunkéw zacho-
wania jego niezbednej calosciowosdci. W ramach ogélinej polityki zréwnowazonego rozwoju
rozw(j systemu edukacji musi biec w sposéb zréwnowazony i wychodzié ku potrzebom
przysztym pokolen, obecnie niemozliwym do pelnego przewidzenia. Co wigcej, mnozace
sig proby niemal doktadnego okreslenia tych potrzeb i ukierunkowania rozwoju edukacji na
realizacje obecnie formulowanych perspektywicznych celéw sa z géry skazane na niepowo-
dzenie, Wynikaja bowiem z logiki rozumowania opartej na klasycznej koncepcji determini-
zmu, uznajacej mozliwosé skonstruowania tancucha jednoznacznych zaleznosci przyczy-
nowo-skutkowych miedzy teraZniejszoscia i przyszloscia, a takze wyrazenia ich w jezyku
matematyki. Wedle tej koncepcji biegiem zdarzen kieruje czynnik koniecznosci, a wszelkie
odstepstwa od tej zasady sa jedynie jej zwichrowaniem. Matematyczne modele sa determi-
nistyczne, a metody rachunku prawdopodobienistwa i statystyki matematycznej shuzg jedy-
nie do scharakteryzowania stopnia zgodnosci modelu z deterministyczng rzeczywistoscia.
Przyczyn niezgodnosci upatruje si¢ w niepetnosci i niedokladnosci wiedzy na temat mode-
lowanego zjawiska. Tymczasem we wspélczesnej nauce obowiazuje paradygmat determini-
zmu stochastycznego, kt6rego istota jest przede wszystkim uznanie obiektywnego charakte-
ru przypadkowosci i réznorodnoéci form jej przejawiania sie. Niedeterministyczne teorie
matematyczne, takie jak klasyczny rachunek prawdodpodobieristwa i statystyka matema-
tyczna, teoria proceséw stochastycznych, rachunek prawdopodobienstwa subiektywnego,
rachunek prawdopodobienstwa logicznego, klasyczna i wspélczesna teoria informacji itp.
dostarczajgq sposobow analizy i opisu obiektywnie istniejacej przypadkowosci. Przypadko-
wosé nie jest juz traktowana tylko i wylacznie jako zwichrowanie rzeczywistosci, ale przede
wszystkim jako wspolwystepujacy i réwnoprawny z koniecznoscia obiektywny mechanizm
zachodzenia zdarzen i przebiegu zjawisk (zob.: Barndorff-Nielsen i Cox, 1994; Heisenberg,
1977; Haken, 1978, 1983; Hubert, 1987; Kalbfleisch, 1985a, 1985b; Kossecki, 1975; Lind-
sey, 1996; Prigogine, 1955, 1980, 1997; Prigogine i Stengers, 1984; Tarasow, 1984; Temp-
czyk, 1986, 1995). Z zasady stochastycznego determinizmu wynika wigc nieodzownosé
patrzenia na ksztattowanie rozwoju systeméw jako na proces dziejacy si¢ w warunkach nie-
okreslonosci przysziosci i ryzyka, przy czym w gre wchodza rézne formy nieokreslonosci i
réme formy ryzyka, nie zawsze dajace si¢ opisaé w kategoriach klasycznego rachunku
prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej. Logika wspblczesnego myslenia nauko-
wego jest logika probabilistyczng. W jej Swietle na kazdy proces rozwoju trzeba patrzeé
jako na spiralnie ukladajaca si¢ sekwencj¢ naprzemiennie wystepujacych dwéch faz: sto-
sunkowo dtugich faz monotonicznego rozwoju, w ktérych system utrzymuje stabilnosé
strukturalng i dominuja w nim drobne, ale systematycznie zachodzace przemiany ilosciowo-
jakosciowe (tzw. rozwéj przez fluktuacje) oraz znacznie od nich krétszych faz przejscio-
wych, w ktérych w systemie zachodza istotne przemiany strukturalne. Nie tylko o tym trze-
ba pamigtaé snujac wizje rozwoju polskiego systemu edukacyjnego. Nie wolno réwniez
zapominad, Ze jest to system o celowym dziafaniu, a jako taki jest systemem unikatowym.



Mimo wszelkich podobienstw do innych systemow edukacyjnych jest wigc niepowtarzainy i
jedyny w swoim rodzaju. Tymczasem u podstaw klasycznego podejscia probabilistyczno-
statystycznego lezy zalozenie o masowej powtarzalnoéci obiektu badan. Z tego wynika, ze
analizy probabilistyczno-statystyczne proceséw edukacyjnych trzeba prowadzi¢ z niezwykla
ostroznoscig.

Kolejnym czynnikiem, ktéry trzeba mieé na uwadze jest to, ze demokratyzacja zycia
oraz urynkowienie gospodarki pociagnety za soba powstanie w kraju rynku edukacyjnego o
wielowarstwowej, wielowymiarowej i wielocelowej strukturze. Na kazdym poziomie tej
struktury kazda placowka edukacyjna stara si¢ pozyska¢ taka liczbg uczniéw, jaka jest nie-
zbedna dla jej utrzymania i funkcjonowania. Stara sig tez, by byli to uczniowie zdolni, jak
najlepsi zar6wno pod wzgledem juz posiadanej wiedzy i umiejg¢tnosci, jak tez pod wzgle-
dem wychowawczym. Rodzi to rywalizacje i konkurencj¢ migdzy szkotami, ktdre staraja si¢
pozyskaé uczniéw lub studentdéw oferujac im nowoczesne programy edukacyjne, atrakcyjne
formy prowadzenia zaj¢¢, mozliwosci rozwijania wlasnych zainteresowan poprzez uczest-
nictwo w kotach naukowych, wysoce zobiektywizowane sposoby sprawdzania nabytej wie-
dzy i umiejetnosci, udzial w ciekawych kooperacjach z podobnymi placéwkami krajowymi
i zagranicznymi, interesujgce programy sp¢dzania wolnego czasu, dobrze przygotowana
kadre dydaktyczna itp. O pozycji danej szkoly na rynku edukacyjnym moéwig, mi¢dzy in-
nymi, wyniki ranking6éw, w ktérych jako$é rozpatrywanych szkot jest oceniana réwnocze-
$nie z wielu punktow widzenia. Aby uzyska¢ i co najmniej utrzymywa¢ dobra pozycje ryn-
kowa szkola musi stale doskonali¢ swojg jakos¢é. Ksztattowanie jakosci szkoly jest jednym z
czolowych lejtmotywow realizowanej obecnie reformy polskiego szkolnictwa.

Z systemowego punktu widzenia na ksztaltowanie jakosci szkoty maja wplyw dwa ro-
dzaje czynnikéw: zewngtrzne (konieczno$¢ przestrzegania obowiazujgcych przepiséw praw-
nych normujacych dzialalno$é szkolnictwa, polityka finansowa w dziedzinie edukacji, sto-
sunek spoleczefistwa do sfery edukacji, zasobno$¢ spoleczenstwa, poziom jego kultury oraz
przygotowania dzieci i mlodziezy podejmujacych nauk¢ w danej szkole itp.) i wewngtrzne
(jako$¢ kadry nauczycielskiej i administracji szkolnej, jakosé oferty programowej i trybu jej
realizacji, jako$¢ wewnatrzszkolnego systemu sprawdzania i oceny wiedzy oraz umiej¢tno-
$ci ucznidéw, struktura i zakres systemu stypendiéw naukowych i socjalnych itp.). Poniewaz
i jedne, i drugie nie sa ani w pelni znane, ani w pelni przewidywalne, wiec ksztaltowanie
jakosci szkoly jest procesem realizowanym w warunkach nieokreslonosci przysztosci oraz
wielorakich form ryzyka. Czynniki te sprawiaja, ze szkola, kt6ra chce utrzymywaé si¢ na
rynku edukacyjnym i zajmowaé na nim odpowiednia pozycje¢ musi dysponowaé narzedzia-
mi pozwalajacymi jak najracjonalniej wspomagac ksztattowanie jej funkcjonowania i roz-
woj w roznych horyzontach czasowych. Narzedziami tymi powinny by¢ wyspecjalizowane
pakiety programéw komputerowych przeznaczonych zaréwno do analizowania i przewidy-
wania ogOlnej sytuacji szkoly w tych horyzontach, jak i do wspomagania zarzadzania jej
dziatalno$cia edukacyjng. Poniewaz podstawowym celem szkoly jest skuteczne i efektywne
prowadzenie procesu edukacyjnego, wige jadrem kazdego takiego pakietu powinien byé
model struktury i funkcjonowania procesu edukacyjnego w danej szkole lub w grupie szko6t
danego typu. Kazdy rodzaj szkoly ma okreslony podstawowy czas trwania procesu eduka-
cyjnego (cykl edukacyjny) liczony w latach szkolnych lub akademickich. Z kolei kazdy rok
szkolny lub akademicki jest podzielony na dwa semestry. Na przyktad, podstawowy cykl
nauki w szkole podstawowej wynosi sze$é lat szkolnych, czyli dwanascie semestréow, w
gimnazjum i liceum po trzy lata, czyli po sze$¢ semestréw, w szkole wyzszej $rednio pigé
lat, czyli dziesigé semestréw. Zasadniczym trybem odbywania edukacji w kazdym typie
szkoly jest przechodzenie ucznia lub studenta od semestru pierwszego - poprzez wszystkie



semestry posrednie - do semestru korficowego, przy czym promocja do nastepnej klasy lub
przejécie na nastepny rok studiéw oraz fakt ukonczenia szkoly sa dokumetowane w szcze-
golny sposob. Oczywiscie, ten zasadniczy tryb odbywania edukacji jest czesto zaburzany
(konieczno$¢ przerwania nauki na pewien okres, konieczno$é powtarzania klasy, mozliwo$é
usunigcia ze szkoly, mozliwo$é zmiany klasy lub wydziaku itp.), wskutek czego faktyczny
czas nauki w danej szkole moze w indywidualnych przypadkach wydluzy¢ sig. Nie zmienia
to jednak istoty dynamiki procesu edukacyjnego, ktéra ma charakter celowo ukierunkowa-
nego sekwencyjnego przeplywu. Model matematyczny procesu edukacyjnego musi odwzo-

rowywadé t¢ dynamike.
3. Pojecie stanu procesu edukacyjnego

Dla skonstruowania matematycznego modelu struktury i dynamiki procesu edukacyjne-
go realizowanego w szkole wyzszej jest konieczne wprowadzenie pojgcia stanu tego proce-
su. Sposéb okreslenia tego pojgcia zawsze zalezy od specyfiki rozpatrywanego zadania i od
tego, czy badanie ma charakter makroskopowy (tzn. czy przedmiotem analizy jest zbioro-
wosé¢ studentéw uczelni jako calo$é), czy mikroskopowy (tzn. czy przemiotem analizy sa
indywidualni studenci). W pierwszym przypadku modelem stanu powinna by¢ obserwowal-
na wielkosé skalama lub wektorowa, calosciowo charakteryzujaca badany aspekt dynamiki
systemu edukacyjnego (np. liczba absolwentéw szkoly w danym roku akademickim badZ
liczba oséb, ktére w danym roku akademickim przerwaly studia i odeszly z uczelni lub po-
szly na urlopy dziekanskie itp.). W drugim przypadku modelem stanu powinna byé réwniez
obserwowalna wielko$é¢ skalarna lub wektorowa, ale charakteryzujaca uczelniany status
indywidualnego studenta (np. informujaca, ktérego wydziahu studentem byla w danym roku
akademickim dana osoba, czy uzyskala promocj¢ na nastgpny rok studiéw czy tez nie, czy
w danym roku akademickim powtarzala rok studiéw czy tez nie, czy w danym roku akade-
mickim przerwala studia i odeszla z uczelni czy tez skorzystala z prawa do urlopu dziekan-
skiego itp.). Jest zrozumiale, ze chociaz uczelnia dysponuje petnymi danymi dokumentuja-
cymi przebieg studiéw kazdego studenta, to jednak posiadanie - mozliwego do skonstru-
owania - matematycznego modeln dynamiki uczelni, w ktérym bylby bezposrednio odwzo-
rowany przebieg edukacji kazdego studenta, nie jest ani potrzebne, ani celowe. Co wigcej,
zbiorowos¢ studentow jest silnie zrézmicowana, a wigc statystycznie niejednorodna (réznice
w sposobie podejscia do studiowania, w wywiazywaniu si¢ z formalnych obowiazkéw stu-
denta, w poziomie kultury osobistej i inteligencji, w fatwosci przyswajania materiatu, natu-
ralne réznice osobowosciowe itd.). Ta niejednorodno$¢ sprawia, ze zaréwno z powodéw
matematycznych, jak i pobudek praktycznych bardziej pozadane jest modelowanie dynami-
ki procesu edukacyjnego nie w odniesieniu do poszczegdlnych studentéw, ale w odniesieniu
do kategorii studentéw, jednorodnych w sensie jakiego$ z gory ustalonego kryterium, wyni-
kajacego z przeznaczenia modelu. Powstaje wigc potrzeba zdekomponowania zbiorowosci
student6w na grupy jednorodne. Mozna to zrobi¢ na wiele sposobéw, ale zawsze odpowiada
to wprowadzeniu w zbiorowosci studentéw odpowiednio zdefiniowanej relacji réwnowaz-
nosci, ktéra rozbija te zbiorowo$é na klasy réwnowaznosci tej relacji. Jakkolwiek by nie
byla ta relacja zdefiniowana, zawsze musi byé zgodna z organizacyjna struktura procesu
edukacyjnego i z faktem, ze gléwnymi aktorami tego procesu sg studenci. Przykladem moze
by¢ relacja okreslona w nastepujacy sposob: dla dowolnych dwéch studentéw a i b relacja
a=~b zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy w danym roku akademickim obaj studiuja na tym
samym wydziale i sa na tym samym roku studiéw. Inny przykiad: dla dowolnej pary studen-
tow a i b relacja a~ b zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy w danym roku akademickim ich
Srednia ocena ze wszystkich przedmiotéw miesci si¢ w okreslonym przedziale liczbowym.
Jak wiadomo, zgodnie z zasadg identyfikacji elementéw réwnowaznych (zob. np. Rasiowa,
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1979) kazda relacja rownowazno$ci wyznacza podzial zbiorowosci studentéw na roztaczne i
niepuste kategorie, zwane jej klasami rownowazno$ci, w taki sposob, ze dwaj studenci sa
zaliczani do tej samej kategorii wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi miedzy nimi ta relacja. Z
rozbiciem zbiorowosci studentéw na grupy jednorodne laczy si¢ wiec dokonanie w niej
okreslonego rodzaju agregacji. Zbior otrzymanych agregatow (klas rownowaznosci, katego-
rii, grup studentéw) jest odpowiednio ustrukturalizowany, tzn. miedzy jego elementami za-
chodza okreslone relacje systemowe. Przykladami takich agregatéw sg: zbiorowosci studen-
tow poszczegodinych wydziatéw w danym roku akademickim, zbiorowosci studentéw dane-
go wydziatlu odpowiadajace poszczegélnym latom studiéw w danym roku akademickim,
zbiorowosci studentéw otrzymane w wyniku rozbicia ich populacji na grupy zainteresowan

itp.

Dla modelowania dynamiki procesu edukacyjnego, ktérej podstawowym wyrazem jest
przeplyw strumienia studentéw przez kolejne lata studiéw, wygodnie jest opisywaé stan
tego procesu za pomocy wektora majacego tyle wymiar6w, na ile kategorii rozbito rozpa-
trywana zbiorowo§¢ studentéw, przy czym jego skladowymi beda bezwzgledna lub wzgled-
na liczba studentéw poszczegdlnych kategorii. W przypadku traktowania calej rozpatrywa-
nej populacji jako jednej kategorii wektor ten degeneruje si¢ do liczby wyrazajacej wielkos¢
rozpatrywanej zbiorowos$ci. A zatem w ogélnym przypadku mamy do czynienia ze skor-
czonym ciagiem stanéw S,,S,,...,5,, gdzie wielkosci S, (f=12,..,T) sq skalarami lub
skonczenie wymiarowymi wektorami obserwacji, zas ¢ jest parametrem numerujacym ko-
lejne rozpatrywane lata akademickie, odniesionym do korica poprzedniego lub poczatku
nastepnego roku akademickiego. Zmiany stanu systemu edukacyjnego w czasie sa ze-
wnetrznym wyrazem jego dynamiki, ktéra wewnetrznie przejawia sig przejsciami studentéw
miedzy wyréznionymi ich kategoriami. Rozbicia zbiorowosci studentow na rozlaczne i wy-
czerpujace cala zbiorowosé kategorie trzeba zawsze dokonac tak, aby odpowiadalo ono lo-
gice i potrzebom rozpatrywanego zadania. Na przyklad, jezeli chcemy analizowaé dynami-~
ke przechodzenia studentéw przez system edukacyjny z punktu widzenia wydzialowej orga-
nizacji uczelni, to pojecie kategorii trzeba utozsamia¢ z pojeciem wydziatu. Jezeli chcemy
analizowac t¢ dynamike z punktu widzenia zmian liczby studentéw na danym kierunku lub
specjalnosci, to pojecie kategorii nalezy utozsamié z kierunkiem lub specjalnoseig itd. Za-
uwazmy, ze dla skonstruowania modelu przejécia migdzy kategoriami nie jest istotne, w jaki
sposob sg one okreslone, ale wazna jest przede wszystkim ich liczba oraz struktura przejsé
mig¢dzy nimi.

Dla skonkretyzowania rozwazan przedmiotem dalszych rozwazan bedzie analiza dyna-
miki przejscia studentéw z punktu widzenia wydzialowej organizacji uczelni, struktury pro-
cesu edukacyjnego i edukacyjnego statusu kazdego ze studentow. Przyjmiemy, ze na kaz-
dym z wydzialéw pelne studia trwaja L lat akademickich i ze w catym analizowanym okre-
sie (t = 1,2,...,7) rodzaj i liczba wydzialoéw nie zmienialy si¢. Niech W bedzie liczba wy-
dziatow, N(f) liczba wszystkich studentéw ksztalcacych sie w uczelni w roku akademickim
t(t=12..T), N() liczba wszystkich studentéw wydzialu w (w=1.2,....W)w roku
akademickim #, N¥)(¢) laczng liczba studentéw /-tego roku studiéw wszystkich wydzialow,
za$ NO(») liczba wszystkich studentéw I-tego roku studiow wydziatu w (w =12,...,/%).
Niech ponadto #{’(f) bedzie liczba studentéw I-tego roku wydziatu w, ktérzy w roku aka-
demickim ¢ sami przerwali studia i odeszli z uczelni, lub zostali dyscyplinarnie skre$leni z
listy studentéw. Niech n{”(r) bedzie liczba absolwentow wydzialu w w roku akademickim
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1, za§ n® (1) liczba tych studentéw I-tego roku wydziahi w, ktérzy w roku akademickim ¢
korzystali z urlopu dziekanskiego.
Zalozenia te prowadzg do rozbicia calej zbiorowosci studentéw w roku akademickim t

na W(3L+1) kategorii. Wygodnie jest przedstawié to rozbicie w postaci nastepujacej ma-
cierzy prostokatnej zawierajacej # wierszy i 3L +1 kolumn

(n@) A2 nO@ n@)]
@ BO@ B0 A

n( "O0 nO0 00| M

[ny (1) n@) AP n ()]
gdzie @), n2@) i A1) sqwektérami okre$lonymi nastepujaco

n, @ =[O, 1P )enes 1 (1), 1P (O],
nO@) = [ O, 0 (O),0.cs B (O),.c, NP (O],
r() = [ (), 08 (1) s B (£, nSD ()]

za$ n®(t) sq skalarami. Macierz (1) charakteryzuje stan systemu edukacji w roku akade-
mickim r (¢ = 1,2,...,T). Zachodza réwnosci

L
N, () =D NP+ NP @O+ NO@O+NO@, w=12,...W; =1,2,...T), )

1=1

N‘“(t)=iNf,”(t), (=12,..L; =1,2,....D), 3)
W L

N0 =3 N, (=2 N, (=12,...,D), )
w=i =1

przy czym N =nl(r).

W dalszych rozwazaniach - w zaleznosci od potrzeb - stan systemu edukacji bedziemy
tez charakteryzowaé za pomocg wektora stanu. Dla okreslenia go oznaczmy liczbe wszyst-
kich rozpatrywanych kategorii studentéw przez X (tzn. K =W (3L +1)), zas$ liczbg studen-
tow kategorii k (k=1,2,...,K) w roku akademickim ¢ (r = 1,2,...,T) przez n,(t). Pozwala to
zapisa¢ stan systemu edukacyjnego w chwili f w formie K-wymiarowego wektora

n(t) = [ (). ()., (). (5)
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Na przykiad, jezeli na uczelni jest 12 wydziatow (W =12), a studia na kazdym z nich
trwaja 5 lat (L =5), to K =192 i stan systemu edukacyjnego w roku akademickim ¢ jest
reprezentowany za pomoca wektora n(t)= [n, ®),n, (t),...,n,,z(t)]. Dla uczelni dwuwydzia-
fowej o pigcioletnim cyklu studiéw K = 32. Macierz (1) przyjmuje postaé

(n@) 220 n0 2]
m(t) A7 A0 0

n,(6) 1) 1P nP@ |

L7 () mP@) nP@) )]
gdzie

n(t) = {0, n @), (@), B2 (0),n ()],
ny (1) = [ (0,12 (1),n (), 10 (), (0)]
@) = [ (0, 5% (1), 5 (0,8, )],
() = [ (0,12 (0,5 (0,8, i (6)]
@) =™ (), (1), ™ (0, 0 (0), n ()],
ng)(t) - [n;ﬁ)(t), n;“’)(t), ﬂ;o’)(t),n-go‘),nga’)(t)],

natomiast wektorem stanu jest n(t) = [n, (t),n;(t),...,n,z(t)].

4. Nieokreslonoéé stanu procesu edukacyjnego i jego entropia

Chociaz proces edukacyjny jest celowo ukierunkowany, to jednak jego przyszly stan nie
jest w pelni przewidywalny. Jezeli istnieja przestanki pozwalajace uznaé, ze systemowe
otoczenie uczelni w rozwazanym horyzoncie czasowym nie ulegnie istotnym zmianom i ze
obserwacje zmian stanu systemu moga byé prowadzone niezaleznie jedna od drugiej, to
mozna w przybliZzeniu przyjaé, ze stan n(t) procesu edukacyjnego jest K-wymiarowa zmie-
enng losowsg. Kazda z mozliwych realizacji tej zmiennej zawiera okreslong informacjg o
procesie, niezbgdng dla sprawnego nim zarzadzania. Jest oczywiste, ze gdyby przyszly stan
procesu edukacyjnego byl wladzom uczelni z gory dokladnie znany, to nie mialoby sensu
obserwowanie go i informowanie wladz uczelni 0 wyniku obserwacji. Przekazanie infor-
macji o stanie procesu edukacyjnego ma sens jedynie wtedy, gdy nie jest on wczesniej wia-
dzom uczelni znany, tzn. gdy z ich punktu widzenia jest traktowany jako mniej lub bardziej
nieokreslony. Informacja o rzeczywistym stanie procesu bgdzie dla nich tym bardziej warto-
Sciowa, im wigksza z ich punktu widzenia jest nieokreslono$¢ tego stanu do chwili otrzy-
mania informacji. Aby wigc wladze uczelni mogly poprawnie oceni¢ wartoé¢ informacji o
spodziewanym stanie procesu edukacyjnego musza dysponowaé odpowiednia miarg stopnia
nieokreslonosci stanu. Rolg takiej miary moze pelnié¢ entropia zmiennej losowej n(t) (zob.,
np., Abramson, 1969; Nowakowski i Sobczak, 1970; Seidler, 1972).

Z logiki organizacji, funkcjonowania i rozwoju szkoty wyzszej wynika, ze zmienna sta-
nu procesu edukacyjnego nie moze przyjmowaé zupelnie dowolnych wartosci, poniewaz
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proces ten ma charakter celowy i zachodzi w kontekscie réznorakich ograniczen (finanso-
wych, infrastrukturalnych, kadrowych itp.). Co wigcej, liczba realnych realizacji tej zmien-
nej jest skonczona i z duza dok}adnoscia moze byé z gory okreélona przez ekspertéw. Meto-
da ekspertéw mozna tez oszacowaé prawdopodobienstwa pojawienia si¢ poszczegélnych
realizacji zmiennej stanu, czyli jej rozklad prawdopodobienstwa. Biorac to pod uwage, jak
réwniez fakt, ze podstawowy cykl procesu edukacyjnego jest mierzony w dyskretnych jed-
nostkach czasu (semestry, lata akademickie), zasadne staje si¢ przyjecie zalozenia, ze n(t)
jest dyskretna skoficzong wielowymiarowa zmienng losowa, ktorej skfadowa n,(f) moze w
kazdym z rozpatrywanych momentéw czasu przyjmowaé dokladnie jedna sposréd wartosci
n®, n®,..,n¥ odpowiednio z prawdopodobiefistwami m{*,m®,...m, przy czym
0<m® <1, m® +m® 44 mP =1,

Rozpatrzmy najpierw jedng dowolng sposréd kategorii studentéw, reprezentowanych
przez skladowe wektora n(t). Niech to bedzie skladowa n,(f) (#1,2,...,K). Dla oszacowa-
nia stopnia nieokreslonosci stanu tej sktadowej nie jest potrzebna znajomosé zbioru wszyst-
kich mozliwych realizacji zmiennej #,(t), lecz wystarcza znajomosé licznosci tego zbioru
oraz prawdopodobiefstw poszczegblnych realizacji zmiennej n,(¢). Jezeli posiadamy te
wiedzg, to - zgodnie z definicja entropii - entropia zmiennej losowej n, (f) bedziemy nazy-
waé sum¢ iloczynéw prawdopodobienstw mozliwych jej stanéw przez logarytmy tych
prawdopodobieristw, wzieta ze znakiem minus, tj.

J
Hm (1) =-)_ pPlog, pi*. 6)

=

Poniewaz liczby p!’ sa nieujemne i mniejsze od jednosci, wiec ich logarytmy sa ujemne i
znak minus jest wprowadzony po to, aby warto$¢ entropii byla nieujemna. Entropia zmien-
nej losowej ma szereg waznych wlasnosci, a w szczegblnosei:

1. Przyjmuje wartosé zero wtedy i tylko wtedy, gdy jeden ze stan6w jest pewny
(tzn. wszystkie pozostale stany sa niemozliwe).
2. Przy danej liczbie stan6w osiaga maksimum wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie

stany s jednakowo prawdopodobne. Poniewaz w tym przypadku p, = —}— , wWiec

H (n()=logJ.

Entropia jest tym wigksza, im wigksza jest liczba mozliwych stanéw systemu.

4. Entropia ma wlasno$¢ addytywnosdci, tzn. jeZeli kilka niezaleznych systeméw
rozpatrywad jako jedna zbiorowo$¢ wzajemnie niezaleznych jednostek, to en-
tropia otrzymanego uktadu bedzie réwna sumie ich entropii.

5. Warto$¢ entropii zmiennej losowej nie zmienia sie, gdy zmienng te podda sie
wzajemnie jednoznacznemu przeksztalceniu.

w

Mimo formalnej prostoty pojgcie entropii jako miary stopnia nieokreslonosci stanu sta-
nu nie jest chetnie stosowane i to nie tylko w odniesieniu do procesu edukacji. Powodem
tego jest przede wszystkim brak intuicyjnego wyczucia sensu tego pojecia, nawet wsrod
specjalistéw z dziedziny teorii systeméw. Wskutek tego nagminnie popelnia si¢ blad pole-
gajacy na utozsamianiu entropii informacyjnej z entropia termodynamiczna, badz utozsa-
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mianiu entropii jako miary stopnia nieokre§lonosci procesu z entropig jako miara odlegto-
$ci w przestrzeni rozkladéw prawdopodobienstwa lub przestrzeni modeli probabilistycz-
nych. Pojecie entropii informacyjne] staje si¢ bardziej oczywiste, jezeli rozpatrzy sig
zmienna losowa X =log, p(n,(t)). Gdy proces edukacyjny przyjmuje stany x;,%,,...,X;,
wtedy zmienna losowa X przyjmuje wartoéci log, p;,log, p,,...,log, p, . Entropia infor-
macyjna zmiennej losowej n,(f) jest wigc po prostu wartoécig oczekiwana zmiennej loso-

wej —log, p(n, (1)), czyli
J
H(n, ()= p,(-log, p,). Q)
j=1

Ta formufa jest rachunkowo wygodniejsza niz formufa (6), a ponadto pozwala bezpo-
$rednio korzysta¢ z twierdzef rachunku prawdopodobiefistwa i statystyki matematyczej
dotyczacych wartosci oczekiwane;j.

Podstawg logarytmu w formule (6) moze by¢ dowolna liczba a >1, przy czym wybor
podstawy logarytmu jest réwnoznaczny z wyborem jednostki miary entropii. W praktyce
najczesciej rozpatruje sig logarytmy przy podstawie 2. W tym przypadku jednostka entropii
jest bit.

Pojecvie i wlasnoéci entropii stanu procesu edukacyjnego moga by¢ bezposrednio wy-
korzystywane przy podejmowaniu decyzji zwiazanych z ksztaltowaniem jakosci tego pro-
cesu i calego systemu edukacyjnego szkoly. Wiadomo, ze przede wszystkim trzeba dbac o
to, aby wyraznie byla zarysowana i konsekwentnie realizowana strategia rozwoju szkoty,
ale trzeba tez pamietac o tym, ze strategia ta bedzie ustawicznie deformowana przez czyn-
niki o charakterze przypadkowym. Zrédlem tych czynnikéw moze byé zaréwno systemowe
otoczenie szkoly, jak i sama szkola. Czynniki te moga mie¢ zaréwno charakter konstruk-
tywny, jak i destruktywny. Jezeli chcemy, aby w jakims roku akademickim proces lub sys-
tem edukacyjny szkoly osiagnal okreslony stan, to trzeba z odpowiednim wyprzedzeniem
czasowym przygotowywaé warunki, ktére w jak najwigkszej mierze bedg sprzyjaé jego
zaistnieniu. Innymi stowy, w rozwoju szkoly nie wolno liczy¢ na przypadek, chociaz trzeba
umieé wykorzystywaé przypadki sprzyjajace oraz potrafi¢ szybko i skutecznie eliminowaé
skutki przypadkéw destruktywnych. Przypadkowosé w rozwoju szkoty nie moze wigc mieé
charakteru decydujacego, ale musi jawi¢ sig¢ jako zwichrowanie konieczrego trendu jej
rozwoju, jako odstepstwo od z gory ustalonej linii postgpowania. W konsekwencji liczba
mozliwych do zaistnienia w przyszlo$ci stanoéw szkoly nie jest duza, a co wigeej wszystkie
one oscylujg wokol przyjetej trajektorii rozwoju szkoty. Nie wszystkie mozliwe stany sys-
temu edukacyjnego szkoly sa wigc jednakowo prawdopodobne, wskutek czego entropia
zbjoru stan6w tego systemu jest mala, a bedzie tym mniejsza, w im wigkszym stopniu pro-
ces rowoju szkoly bedzie zgodny z przyjeta strategia rozwojowa.

Formuty (6) i (7) mozna wykorzysta¢ do oszacowania stopnia nieokreslonosci stanu
dowolnego, ale calosciowo rozpatrywanego elementu systemu edukacyjnego (np., zbioro-
wosci studentow szkoly jako cato$ci, zbiorowosci studentéw wydziatu, zbiorowosci studen-
tow danego roku studiéw danego wydzialu itp.). Jak juz powiedzieliémy, z punktu widzenia
dynamiki procesu edukacyjnego zbiorowos¢ studentéw moze by¢ - w zaleznosci od potrzeb
- dekomponowana w rézny sposob. Zawsze jednak caloSciowy stan procesu bedzie repre-
zentowany za pomoca wielowymiarowej zmiennej losowej (5). Zasadne jest wige pytanie o



stopien nieokreslonosci tego stanu. Mozliwe sa dwie sytuacje: poszczegolne sktadowe wek-
tora stanu sg statystycznie niezaleznymi zmiennymi losowymi (tzn. prawdopodobienstwo
wielowymiarowej zmiennej losowej (5) jest réwne iloczynowi prawdopodobienstw jej skia-
dowych), albo tez zachodza migdzy nimi okreslone powiazania i zwiazki probabilistyczno-
statystyczne. W pierwszym przypadku modelem procesu edukacyjnego bytby uklad nieza-
leznie realizowanych proceséw edukacyjnych nizszego rzgdu. Na przyklad, gdyby przyjac,
ze w uczelni istnieje X wydzialéw, ze rozpatruje si¢ tylko dynamike procesu przepltywu stu-
dentéw, ze nie ma mozliwosci zmiany wydzialu w toku studiéw i pomija si¢ wszelkie inne
wzajemne oddzialywania migdzy wydziatami, to temu do$é uproszczonemu obrazowi od-
powiadaloby zaloZenie o statystycznej niezaleznosci zmiennych stanu poszczegdlnych wy-
dziatow.

Zalézmy, dla ustalenia uwagi, ze K =2 (uczelnia dwuwydzialowa) i Ze sa spetnione
wszystkie warunki uprawniajgce do przyjecia zalozenia o niezaleznodci. Zaldzmy, ze stan
procesu edukacyjnego na jednym z wydzialéw w roku akademickim ¢ charakteryzujemy za
pomoca zmiennej losowej n(#), a na drugim za pomoca zmiennej losowej #,(), ktorych
realizacjami sq mozliwe liczby studentéw n" (1),n{"(),....n{(t) oraz nP(©),n"(1),...,nJ)(¢)
odpowiednio pierwszego i drugiego wydzialu. Z uwagi na zalozenie o niezalezno$ci taczna
liczba mozliwych standw calosciowego procesu edukacyjnego realizowane w systemie zio-
zonym z obu wydzialéw wynosi J,J/, . Niech p, , bedzie prawdopodobienstwem tego, ze w
chwili ¢ system ten znajduje si¢ w stanie (n“’(£),n”(¢)). Entropia tego systemu jest okre-
slona wzorem

Jy J
H("\’n'z)=_z 2171}11 log“ pfxfz ° (8)

Ji=liy=1

i moze by¢ rozpatrywana jako warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej —log, p, ; . Poniewaz
wydzialy sa traktowane jako jednostki niezaleime, wiec p, =p,p, i dlatego
log, p,;, =log, p, +log, p, . Wobec tego

H(n,n)=H(n)+ H(n). ®

W przypadku K niezaleznie od siebie dzialajacych wydzialow otrzymalibysmy taka zalez-
nosé

K
H(n,ny,eine) =2 H(ny). (10)

k=l

Przyjecie zalozenia o niezaleznosci funkcjonowania wydzialéw jest duzym uproszcze-
niem, ale w wielu sytuacjach dopuszczalnym. W ogélnym przypadku w procesie i calym
systemie edukacyjnym szkoly wystepuja liczne i réznorodne wzajemne powiazania miedzy
wydzialami, co ma istotny wplyw na ocen¢ stopnia nieokreslonosci stanu procesu edukacyj-
nego. Trzeba wigc przyjaé, ze skladowe wektora stanu (5) sa zaleznymi zmiennymi loso-
wymi. Rozpatrzmy najpierw przypadek uczelni dwuwydziatowej. Niech p(n{*’ [ n?)be-
dzie prawdopodobienistwem tego, ze w chwili ¢ drugi z wydzialéw znajduje si¢ stanie



n{?(r) pod warunkiem, ze pierwszy jest w stanie 7*(f). Warunkowa entropia stanu dru-
giego wydziatu pod warunkiem, Ze pierwszy z nich jest w stanie #""(¢) wynosi:

Jz ; : i
H(m, |n{*) ==, p(n” | m*))log, p(ni"’ | ") an

Ja=l

i jest wartoscia oczekiwang zmiennej losowej —log, p(ni | n{)) . Poniewaz j, =1,2,...,J;,
wigc mozna obliczy¢ J, takich entropii. Liczbowa wartos¢ kazdej z nich zalezy od tego, w
ktérym ze stanéw ", n{...., §'l’ znajduje si¢ pierwszy wydzial. Dla jednych z nich bedzie

ona mniejsza, dla innych wigksza. Jest wigc sens zastanowié si¢ nad Srednig wartoscia tej
entropii. Aby ja obliczy¢ trzeba kazda z entropii warunkowych (11) pomnozy¢ przez bezwa-
runkowe prawdopodobiefistwo p$’ odpowiedniego stanu i zsumowaé wszystkie tak otrzy-

mane iloczyny. Dostanie si¢

H(n, lfﬁ)"*Epﬁ”H(n (), 12)

A=l

lub, po odpowiednich przeksztalceniach,

H(ny|m)= —Z Zpﬁ?p(n"“ [ ) log, p(n” | n). (13)

Ji=lja=l

Poniewaz jednak p@p(n{ |r)=p, , , wicc

Lo Q2 . .
H(m|m)==3.> p,, log, p(n{?|n¥). (14)
h=lj=l
Jak widaé, $rednia entropia warunkowa jest wartoscia oczekiwang zmiennej losowej
~log, p(n{”’ | n’), Entropia ta charakteryzuje stopien nieokreslonosci stanu drugiego wy-
dzialu pozostalej po petnym zidentyfikowaniu stanu pierwszego z nich.

Wroémy teraz do formuly (8) okreslajacej entropi¢ stanu systemu edukacyjnego, w
przypadku uczelni dwuwydzialowej. Poniewaz na mocy twierdzenia o iloczynie zdarzen

p(m,m) = p(n)p(n, | m), wige log, p(m,n,) =log, p(m)+log, p(n,{m) i po wykonaniu
stosownych przeksztalcen otzzymamy:

H(n,n)=Hm)+H(nln). (15)

Gdyby oba wydzialy byly wzajemnie od siebie niezalezne, to jako szczegdlny przypa-
dek otrzymaliby$my rownos¢ (9). Poniewaz jednak H(», |n) < H(n,), wige w przypadku
og6lnym zachodzi nierd6wnosé

H(n,n)<H(m)+ H(n,). (16)
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Wynika z niej, ze stopien nieokreslonosci stanu uczelnianego procesu edukacyjnego
bytby najwiekszy wtedy, gdyby poszczegdlne wydzialy uczelni funkcjonowaty w catkowite)
izolacji od siebie. Druga skrajnoscia bylaby sytuacja, kiedy stan jednego z wydzialéw w
pelni determinowatby stan drugiego. W tym przypadku H(nm,|n)=0 i wyrazenie (15)

przyjetoby postaé
H(nm,n)=H(n). an

Powyzsze formuly mozna latwo uog6inié na przypadek uczelni o dowolnej liczbie W
wzajemnie ze soba powiagzanych wydzialéw. W szczegélnosci odpowiednikiem formuly

(15) jest
H(n,nyony )= Hn)+ Hny | n)+ Hny | nymy)) +..+ H(ng | nyny,umg ). (18)

Ogo6lnie nalezy stwierdzié, ze stopien nieokreslonosci procesu edukacyjnego jest funkcja
informacji o tym systemie. Im jest ona lepsza, tym bardziej okreSlony jest stan systemu.
Skoro jednak ilo§¢ informacji wplywa na poziom nieokreslonosci stanu, to jest zrozumiale,
ze miarg ilodci informacji moze byé stopiehh zmniejszenia entropii systemu. Zagadnienia
tego nie bedziemy jednak rozwijaé, poniewaz nie lezy ono w nurcie gléwnego celu tej pra-

cy.
5. Identyfikacja stanéw procesu edukacyjnego i analiza przej$¢ migdzy stanami

Stwierdziliémy juz, ze wewnetrznym przejawem dynamiki procesu edukacyjnego reali-
zowanego W wyzszej uczelni jest ukierunkowany przeplyw studentow przez kolejne stadia
procesu. W kazdym roku akademickim ¢ (r =1,2,...,T) kazdy ze studentéw moze zmajdo-
waé sie¢ w dokladnie jednym z nastgpujacych mozliwych i wzajemnie wykluczajacych sie
stanéw:

1. Na kazdym roku studiéw student kazdego wydziatu moze dobrowolnie zrezy-
ghowaé z ich kontynuacji i odej$é z uczelni lub moze byé dyscyplinarnie skre-
Slony z listy studentéw. Jezeli do tego doszlo, to uznamy, ze student znalazt sie
w jednym z WL stanéw nalezacych do zbioru S ={S©,50,. 57}, Zato-
zymy, Ze¢ osoba, ktéra w taki spos6b odeszla z wydziah, nie wréci na ten wy-
dzial w calym analizowanym okresie czasu, to jest w ciggu 7 najblizszych lat
akademickich. A zatem, prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze student, ktéry zna-
lazt si¢ w jednym z tych stanéw pozostanie w nim na stale w ciagu T najbliz-
szych lat akademickich jest rowne jeden. Takie stany nazywa si¢ pochlaniaja-
cymi.

2. Student ostatniego roku studiow kazdego z wydzialéw moze ukoriczyé uczelnig
i odejéé z niej jako absolwent. Stanéw odpowiadajacych tej sytuacji jest W, tj.
tyle, ile jest wydzialébw. Oznaczymy zbiér tych stanéw przez
S =S5, Sum 2 seees Sty - Przyjmiemy, ze sa to réwniez stany pochlaniaja-
ce.

3. Student moze by¢ na I-tym (I=1,2,...,L) roku studiéw wydziatu w (w=1,2,..., W),
czemu odpowiada WL mozliwych stanéw. Oznaczmy ich zbiér przez
S = {8y s Swizayar-s Sy} - 54 to stany chwilowe, tzn. jezeli w roku
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akademickimi ¢ student znajdowat si¢ w jednym z nich, to w nastgpnym roku
moze w nim pozosta¢ lub go opuscic.

4. Student kazdego roku studiow kazdego z wydzialéw moze przebywa¢ na urlo-
pie dziekadskim, czemu odpowiada WL stanéw tworzacych zbidr
S = (S ey 1sSe stz s Syisan} - Z punktu widzenia organizacji i logiki

procesu edukacyjnego sg to réwniez stany chwilowe.

Przeptyw studentéw jest realizowany w trybie przechodzenia z jednych stanéw do in-
nych w kolejnych latach akademickich lub pozostawania w tych samych stanach na na-
stepny rok. Z logiki procesu edukacyjnego wynika, ze nie wszystkie z tych przejs¢ sa do-
zwolone. Za dozwolone nalezy uzna¢ nast¢pujace sytuacje:

1. Dobrowolne przerwanie studiéw i odejscie studenta z uczelni lub skreslenie z li-
sty studentéw wskutek niewywiazywania si¢ z obowigzkéw studenta. Sa to wiec
przejécia ze stanéw nalezacych do zbioru Sw odpowiedni stan nalezacy do
zbioru §. Zakladamy, ze w rozpatrywanym horyzoncie czasowym odwrotne
przejscia nie sa mozliwe.

2. Ukonczenie pelnego cyklu studiow i odejscie z uczelni jako absoiwent, czyli
przejécie z jednego z tych stanéw nalezacych do zbioru S, ktére odpowiadaja
ostatniemu rokowi studiéw na poszczegélnych wydzialach do odpowiedniego
stanu ze bioru §.

3. Wiasciwe przejscia z jednego roku studiow na nastgpny lub przejscia zdegene-
rowane, odpowiadajace mozliwosci powtarzania danego roku studiéw. Sa to
wiec te przejécia migdzy stanami zbioru S, ktére odpowiadajg uzyskaniu
przez studenta promocji z poprzedniego roku studiéw na nast¢pny na danym
wydziale w danym roku akademickim lub repetowaniu danego roku studiow w
nastepnym roku akademickim.

4. Przejscia do grupy os6b korzystajacych z urlopéw dziekariskich, czyli przejscia
ze stanéw nalezacych do zbioru S w odpowiedni stan nalezacy do zbioru
S® . Odwrotne przejscia sa dozwolone.

5. Zmiana wydzialu (poniewaz zmiana taka, o ile ma miejsce, zachodzi z reguly
bardzo rzadko i zwlaszcza w poczatkowym okresie studiéw, nie bgdziemy jej
odwzorowywa¢ w rozwazaniach modelowych).

Strukturg przej$¢ migdzy stanami mozna opisa¢ w rézny sposob. Najdogodniejsze z na-
szego punktu widzenia jest przedstawienie jej w postaci macierzy prawdopodobienstw
przej¢ migdzy zbiorami stanow S, S, §© i §® . Niech P, s, o0znacza prawdo-
podobienstwo przejscia z jakiegokolwiek stanu nalezacego do zbioru S w jakikolwiek
stan nalezacy do zbioru §, gdzie i,/ =o0,a,c,u. Gdyby wszystkie przejécia byly dozwo-
lone to macierz ta miafaby taka strukture
P

P P

SO 5@ 50 L 5t@ §© 560 Ps(u)_,s(-y

P Ps(")_,s(ﬂ) PS(-)_,S(-:) Psw_,su Ps"’—»s"’ (19)
f;lr)_,s(o) RS"‘—»S(‘” }:-(c)_,s(ﬂ PS“’«;S“’
};u)_’s(o) Ps(u)_,s(o) Rg(ul_,slcl Rg(u)_,slo)
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Poniewaz niedopuszczalne sa przejécia ze stanéw nalezacych do zbioru S© w stany nale-
zace do zbioréw S, §© i §™ | przejscia ze stanéw nalezacych do zbioru S w stany
nalezace do zbioréw S, S j $™ oraz przejécia ze stanéw nalezacych do zbioru S* w
stany nalezace do zbioru S, wiec odpowiadajace tym przejéciom elementy macierzy P
nalezy wyzerowaé. Z kolei, poniewaz osoba, ktéra znalazla si¢ w jednym ze stanéw po-
chianiajacych nalezacych do zbioréw S lub S musi pozostawaé w tym stanie do kon-
ca rozpatrywanego horyzontu czasowego, wigc jest to zdarzenie pewne i jego prawdopo-
dobienstwo jest rowne jeden. Macierz przejécia migdzy zbiorami standéw przybiera wigc
postaé

1 0 0 0
p 0 1 0 0 20
Py P Prorago Brosgen | ¢
P;“"’—»S‘“‘ 0 Ps""—»s“’ Ps‘“—.s‘"’

Prawdopodobiedstwa Py, ., charakteryzuja dynamike procesu edukacyjnego na pozio-
mie przej$¢ miedzy jednorodnymi zbiorami jego mozliwych stanéw. Chociaz jest to cha-
rakterystyka wysoce zagregowana to jednak moze dostarczy¢ podstawowych wiadomosci o
ogoélnym kierunku catosciowych zmian zachodzacych w dynamice tego procesu. Moze, na
przyklad, sygnalizowaé wzmocnienie lub oslabienie strukturalnej stabilnodci procesu,
wskazywaé na sensowno$¢ utrzymywania dotychczasowej polityki edukacyjnej lub na po-
trzebe jej zmiany itp. Jest to jednak charakterystyka zbyt ogélna i dlatego dla podejmowa-
nia konkretnych decyzji konieczne jest przeprowadzenie bardziej szczegélowej analizy
probabilistyczno-statystycznej. Aby to zrobi¢ trzeba wniknaé w strukture kazdego ze zbio-
réw stanéw i rozpatrywaé dynamike procesu na poziomie dopuszczalnych przejsé¢ migdzy
stanami nalezacymi do jednego i tego samego zbioru oraz dopuszezalnych przejsé mi¢dzy
stanami nalezacymi do réznych zbioréw. Jezeli przez m,, oznaczymy prawdopodobien-
stwo przejscia procesu edukacyjnego ze stanu S, wstan S, (k,/=12,...,W(3L+1)) ijezeli
uwzglednimy dopuszczalnosé jednych przej$é oraz niedopuszczalnosé innych, to macierz
przejscia przyjmie taka postaé blokowa

) — OWLxW OWLxWL OWLxWL
_ OWxWL ]wa OWxWL OWxWL @n
T MO M MO M@
WL=WL WLxW WLxWL WLxWL
%) (6) (7)
MWLxWL OWLxW MWLxWL MWLxWL

M

gdzie I, 4, 1 I, samacierzami jednostkowymi odpowiednio rzedu WL i W , natomiast
Ouiw » Owrpr» Ow.pr, S& macierzami zerowymi o odpowiednich wymiarach. Pozostale
podmacierze wygladaja nastepujaco

My (1 e1yel1 0 0
0 m, 0
() _ W(L+1)+2,2
My, i = . . . , (22)
0 0 e Myopaym
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i
0 0 0
My (1)L WLl 0
0
0 0 0
2 : . ., .
My = : : : - , 23)
0 My (Laiys2l#Le2 o0 0
0 0 0
0 0 0
L 0 0 s Myarawes) |
My Ly syt TR L4 0 0 0
0 My apawape T2 wLapys 0 0
& = : : . .
My = : : : . 0 0
0 0 0 vee Mpapayiwarae MWL pELD
° 0 0 o 0 My arenw 2L+
(24)
My (L41y1, 7 L4141 0 0
0 m, 0
4 W (L+1)+2 0 (2L+1)+2
Mo = : : - : , 25)
0 0 mW(2L+1),W(3L+l)
My (L4141 0 . 0
0 m, 0
5 W(2L+1)+2,2
M!(VL)xWL = : . ) . , (26)
0 0 e My Groym
My 2L a1yl W (L+1)+1 0 ... 0
0 my,
(RL+D+2 W (L+1)+2
Moo = : : , @n
0 0 o My arawaLy
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0 0

My (2L 1)+ LW (BLe) 4

0 m
(7) _ W (2L+1)+2,W (3L+1)+2
M g = . ; y L e

0 0 cer My wera)

W macierzy (21) wystepuje ogélem W(7L+1)—1 nieznanych prawdopodobienstw
przejsé, ktorych wartosci nalezy oszacowac na podstawie danych rzeczywistych. Prawdo-
podobiefistwa te wystepujg w 2WL wierszach macierzy. Poniewaz jest to macierz stochas-
tyczna, wiec suma elementéw kazdego jej wiersza jest réwna jeden. Z tego wynika, ze w
kazdym z 2WL wierszy warto$¢ jednego z prawdopodobienstw przej$¢ mozna wyznaczyé
odejmujac od jednosci sume wszystkich pozostalych elementéw tego wiersza. Ostatecznie
wigc liczba elementéw macierzy przejécia, ktory wartosci trzeba oszacowaé bezposrednio
na podstawie danych empirycznych wynosi #(7L+1)~1. Na przyklad, dla jednego wy-
dzialu o piecioletnim cyklu studiéw elementéw tych jest 25, natomiast dla uczelni o dwéch
wydzialach i réwniez pigcioletnim cyklu studiéw na kazdym z nich liczba ta wynosi 53.

Macierz przejscia (21) jest macierza kwadratowa stopnia K =W (3L +1). W przypadku
jednego wydziatu o pigcioletnim cyklu studiéw K =16, w przypadku uczelni o dwéch wy-
dzialach i réwniez pigcioletnim cyklu studiéw K =32, natomiast w przypadku uczelni o
pigciu wydzialach K =80. Jak widaé, rzad macierzy przejscia gwaltownie roénie ze wzro-
stem liczby wydziatéw. Wykonywanie operacji matematycznych na tak duzych macierzach
przysparza wielu trudnoéci. Dlatego celowe jest sprowadzenie dziatan na macierzy przej-
$cia do dziatar na macierzach nizszych stopni. Mozna to zrobié¢ dzielac ja na bloki w taki
sposéb, zeby na gléwnej przekatnej staly macierze kwadratowe. Podzial ten mozna prze-
prowadzaé w rézny sposéb, zaleznie od potrzeb. Jeden z mozliwych podzialéw jest przed-
stawiony w formule (21). Zapiszmy jednak macierz przejscia w takiej postaci blokowej

Lyaywasy  Owwap 1 0
M= W (L+1)xW (L+1) W(L+1)x2WL =l: ] (29)
Rzan(L+1) szuzm R Q

Latwo sprawdzié, ze przy podnoszeniu tej macierzy do kolejnych poteg catkowitych jej
postaé nie zmienia si¢, przy czym

MZ_—_[ ! 02],
RI+0) Q
s [ 1 0]
M= 2 3 |°
RI+0+0%) Q

s [ I 0]
M = 2 3 4
RUI+Q+0°+0) Q

itd. W ogdlnym przypadku otrzymuje si¢ dla dowolnej nieujemnej wartosci wykladnika ¢
formule
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,1 o
M = RZQ: Ql .

s=0

(30)

Znajomos¢ tej formuly przydaje sie jezeli chcemy odwzorowaé ciag rzeczywistych sta-
néw procesu edukacyjnego w postaci jednorodnego modelu fancuchowego, niekoniecznie
majacego formg jednorodnego laficucha Markowa.

6. Szacowanie warto$ci prawdopodobienstw przejsé¢

Prognozowanie zmian charakteryzujacych dynamike przeplywu studentéw przez proces
edukacyjny realizowany na wydziale moze byé prowadzone w kategoriach bezwzglednej
lub wzglednej liczby studentéw. Pierwszy sposob daje wprawdzie wyniki wyrazone w jed-
nostkach naturalnych i w zwiazku z tym nie wymagajace dodatkowej interpretacii, ale zwia-
zany z nim proces obliczeniowy jest bardzo wrazliwy na wszelkie zmiany zachodzace w
liczebnosci zbiorowosci studentéw w kolejnych latach akademickich. Drugi sposéb prowa-
dzi do analizowania dynamiki przeptywu studentéw w wielkosciach wzglednych, ktore sa
wprawdzie mniej wrazliwe na rzeczywiste zmiany w liczebnoéci studentéw i pozwalajg
prowadzi¢ rozwazania w kategoriach dynamiki przeptywu masy prawdopodobienstwa, ale
Za to wymagaja umiejetnosci poprawnego odczytywania i interpretowania otrzymywanych
wynikéw statystycznych. Przeanalizujemy oba sposoby. Najpierw wyprowadzimy formuly
obliczeniowe dla pierwszego z nich, a potem wykorzystamy je do otrzymania formut cha-
rakteryzujacych dynamike przeptywu studentéw w wielkosciach wzglednych, majacych
interpretacj¢ prawdopodobieristw przejscia.

Przyjmujemy, jak dotychczas, ze na uczelni jest W wydzialow i zakladamy, ze student
ktory rozpoczat studia na wydzialew (w=12,...,W) w toku catych swoich studiéow nie
zmienia wydzialu w ramach rozpatrywanej uczelni. Praktyka uczy, Ze jest to zaloZenie uza-
sadnione, bowiem tego rodzaju zmiany zdarzaja si¢ sporadycznie a ich liczba jest bardzo
mala. Przyjecie tego zalozenia ma rowniez t¢ zalete, ze pozwala analizowa¢ i modelowaé
dynamike przechodzenia studentéw przez procesy edukacyjne realizowane na poszczegdl-
nych wydzialach w sposéb niezalezny. Jest to oczywiscie niezaleznosé wzgledna, bowiem
miedzy wydzialami istnieje w rzeczywistosci wiele innych oddzialywan, ktére jednak z
punktu widzenia zadania modelowania dynamiki przeptywu strumienia studentéw przez
proces edukacyjny moga by¢ pominigte. Dalsze rozwazania bedziemy wigc prowadzi¢ w
odniesieniu do jednego wydziatu, opuszczajac dla uproszczenia zapiséw symbol w. Przyj-
miemy, ze kolejne lata akademickie numeruje parametr czasowy ¢ (¢ =1,2,...,T). Poczatek
roku akademickiego t bedziemy oznacza¢ symbolem ¢, a koniec symbolem ¢".

Utrzymujemy zalozenie, ze pelne studia na wydziale trwaja L lat akademickich. Niech
A (1) bedzie liczba studentéw na I-tym roku studiéw na tym wydziale w chwili ¢, tj. w
chwili rozpoczecia roku akademickiego ¢, za$ # (") ich liczba w dniu zakoriczenia roku
akademickiego f, przy czym ! =1.2,...,L . Zauwazmy, ze liczba #”(+") moze by¢ interpre-
towana jako liczba #*"(t") tych studentéw, ktérzy na koniec roku akademickiego ¢ zali-
czyli Ity rok studiéw, a wiec réwnoczesnie jako liczba #n*P((t +1)) tych sposréd studen-

tow I-tego roku studiow w roku akademickim f, ktérzy sa zarejestrowani na liscie 0séb roz-
poczynajacych (/ +1) - szy rok studiéw w roku akademickim 7 +1. A zatem
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nﬂ)(l”) = n(l,l+l)(tn) = n(l,lﬂ)((t + l)l) , (3 1)

przy czym [=12,..,L, 1=12,.,T ~1. Podobnie liczba n“’(¢') studentéw, ktérzy w roku

akademickim ¢~ 1 korzystali z urlopéw dziekaniskich, a postanowili wznowi¢ studia w roku
t iw zwiazku z tym w chwili ¢’ znaleZli si¢ na liscie studentéw rozpoczynajacych ! - ty rok

studiéw jest réwna liczbie n“?((f —1)") tych, ktérzy byli na liscie urlopowanych w dniu
zakonczenia roku akademickiego ¢ -1, tzn.

A (@) = n" (e -1)), (32)

przy czym [ =12,..,L, t=12,..,T—1.

Majac na uwadze zaleznosci (31) i (32) trzeba réwnoczesnie pamigtaé, ze na zbiorowosé
studentdw rozpoczynajacych w danym roku akademickim dany rok studiéw sktadaja si¢ nie
tylko osoby, ktére zaliczyly poprzedni rok studiéw i osoby, ktére wznawiajg studia po skon-
czeniu urlop6w dziekanskich, ale takze te, ktére do chwili rozpoczecia roku akademickiego

przeniosly si¢ z innych uczelni (oznaczmy ich liczbe przez p’(#')) oraz osoby, ktére w
ubieglym roku akademickim nie zaliczyly danego roku studiéw i beda go powtarzaly w roku
biezacym (oznaczmy ich liczbe przez r(t')). Ogélna liczba studentéw rozpoczynajacych w
roku akademickim ¢ (tj. w chwili #') /-ty rok studiéw wyraza si¢ wige formula

nO@ = pO@) + 1O @) + e + 1@, (=12,.,L). (33)

Poniewaz dla pierwszego roku studiéw »¢(#')=0, wiec w szczegdlnosci dla / =1 otrzy-

mujemy

Py = pO@) + 1“2 () + rO (). 34

Nie wszyscy studenci, ktérzy w chwili ' rozpoczynali /-ty rok studiéw znajda sig w chwili
t" na liscie tych, ktérzy w nastgpnym roku akademickim rozpoczng (7 +1) -szy rok studiéw.
Begda bowiem wéréd nich tacy, ktérzy w ciggu roku akademickiego przerwa studia i odejda z
uczelni, tacy, ktérzy przejda na urlopy dziekanskie oraz tacy, ktérzy nie zalicza I - tego roku i
beda go musieli powtarza¢ w nastepnym roku akademickim. Niech liczby studentéw tych
kategorii odniesione do chwili 7* wynosza odpowiednio n‘’(#"), n*?(@"y i »*"(t"). Wo-
bec tego ogdlna liczba n™(r") studentsw, ktérzy w roku akademickim ¢ byli na - tym roku
studiéw i pomyslnie dotarli do korica tego roku wynosi

Oy =nO @) =" -y -n"0@"),  (1=12,..,L). (35)

W szczegblnodei dla / =1 formuta ta okresla liczbe studentéw, ktérzy w roku akademickim ¢
pomyslnie dotarli do korica pierwszego roku studiéw
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nO(") = 1O () =)~ (") -n D (1), (36)
adla / = L liczbg absolwentéw wydziatu w roku akademickim ¢

n(")(t") = n(L)(f') — n(":.)(r") _ n(aL)(t’) —n(L’L)(l") X 37
Jezeli w formule (36) zastapimy n"(') przez prawa strona wyrazenia (34) to otrzymamy
"y = pOE)+ rE @) + rO @) = n () = 10 1"y —n O (). (38)

Podobnie, jezeli w formule (35) zastapimy » (') przez prawg strong wyrazenia (33) to
otrzymamy

A"y = pO ) + 1 () + rOE) + rO Y = O (") = O (7) —n D (¢, (39)

gdzie [ =12,..., L. Jezeli wreszcie w formule (37) zastapi¢ n™(t') przez lewa strong wyra-
zenia (33) wzieta dla / = L, to otrzymamy

APy = pP )+ 1)+ r O ) + B @) - n Oy - nCD 7Y AP (7). 40)

Korzystajgc z formul (38), (39) i (40) mozna obliczyé bezwzgledna liczbe studentéw
! - tego roku studiéw odniesiong do korca roku akademickiego ¢ (t =1,2,...,7") . Niezbednymi

danymi sa:

p@@) - liczba o0s6b, ktére na poczatku roku akademickiego ¢ znalazly si¢ na li-
$cie studentéw [/ - tego roku studiow jako osoby przybyle z zewnatrz,

n“)(#") - liczba oséb, ktére na poczatku roku akademickiego ¢ znalazly sig na li-
Scie studentéw /- tego roku studiéw jako osoby, ktére wznawiaja studia
po powrocie z urlopéw dziekanskich,

r®(t") - liczba os6b, ktére na poczatku roku akademickiego ¢ znalazly sig na li-
$cie studentéw jako osoby, ktore w roku akademickim ¢ -1 nie zaliczyly
1 - tego roku studiow i beda go powtarzaly w roku f,

n" (") - liczba osob, ktére na poczatku roku akademickiego t znalazly sig na li-
$cie studentéw jako osoby, ktore w roku akademickim -1 studiowaly
na (/ ~1) - szym roku studiow i uzyskaly promocja na rok / - ty,

n®)(t") - liczba os6b, ktére w ciagu roku akademickiego ¢ zawiesily studia na
! - tymroku i poszly na urlopy dziekanskie,

n®(t") - liczba osob, ktére w ciagu roku akademickiego t przerwaly studia na
! - tymroku i odeszly z uczelni,

n®’(#") - liczba os6b, ktére w roku akademickim ¢ nie zaliczyly /- tego roku stu-
didw.
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Wielkosci wystepujace we wszystkich formutach (31)-(40) wyrazaly liczebnosci roz-
wazanych kategorii studentéw w liczbach naturalnych. Przedstawiony model moze wigc
by¢ uzyty do $ledzenia i prognozowania dynamiki podziatu zbiorowosci studentéw na po-
szczegblne kategorie identyfikujace status uczelniany studenta oraz dynamiki przeptywu
studentéw przez cykl procesu edukacyjnego w szkole wyzszej. Jak juz powiedzieli$my,
znacznie bardziej elastyczny bylby model, w ktérym zamiast operowania na wielkosciach
naturalnych operowano by na wielkosciach wzglednych. Aby skonstruowaé taki model
powr6émy do wekiorowej reprezentaciji stanu procesu edukacyjnego, ktérego realizacje w
chwilach ¢ sq wyrazone formula (5). Dla ustalenia uwagi podajemy ja jeszcze raz

n(t) = (.1 (), me (1)]. @1
Poniewaz ograniczyliémy si¢ do rozwazania jednego wydziati, wigc K =3L+1. Przyj-
mijmy ponadto, ze na wydziale obowiazuje pigcioletni cykl studiow. Wobec tego K =16 i
wektor stanu n(t) przyjmuje postaé

[S,(0)s0e0s S50, S0, 81 (0).rs Sy (0, S 12 (1)ses s ()] (42)

przy czym skladowe S,(f),...,Ss(f) odpowiadaja mozliwosci przerwania nauki na kazdym
roku studiéw w roku akademickim ¢ i odejsciu studenta z uczelni, sktadowa S¢(r) odpo-

wiada ukoficzeniu uczelni w roku akademickim 7 i odejéciu z niej jako absolwent, sktadowe
8, (t),....8,;(t) odpowiadaja pobytowi studenta w roku akademickim ¢ na kolejnych latach

studiéw, za$ skladowe S,,(f)....,S,s(f) mozliwosci przejscia studentéw poszczegélnych lat
studiéw na urlopy dziekanskie. Macierz M przej$¢ migdzy stanami ma postaé

Zapiszmy t¢ macierz w nastgpujacej postaci blokowej

2

I o
My My
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( 1 0 0 0 (i} 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 6 o o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 1 6o 0 O 0o o0 0 0 ()} 0 (i 0 0 0
0 0 0 1 0 6 0 o0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 1 6 o0 o 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 1 0 0 0 ° 0 0 0 0 0 0
m, 0 (1] 0 1] 0 m, m; 0 0 0 my, 0 0 0 0
0 m, O 6 0 0 0 my, m, O 0 0 m, O 0 0
0 0 my; 0 0 0 0 0 my, m, O 0 0 my, O 0
0 0 0 m,, O 0 0 0 0 my, mg, O 0 0 mys O
0 0 0 0 my, my O 0 0 6 m, 0 0 0 0 my,
my, 0 0 6 o 0 m, O 0 0 0 my, O 0 0 0
0 m,, O 0 o0 o 0 m,, O 0 0 0 my, O 0 0
0 0 m, 0 0 0 0 0 m, 0 0 0 0 my,, O 0
0 0 0 ms, O 0 0 0 0 mg O 0 0 0 my,s 0
Lo 0 0 0 mgy 0 0 0 O 0 m, 0 0 0 0 m“m‘J
3)



gdzie [ jest macierza jednostkowa szostego stopnia, O jest prostokatng macierza zerowg o
wymiarach 6 x10, natomiast
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Mg, 0 0
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0 mgy myoy
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0 myy 0
0 0 mgy
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0 0 0
Mg 54 0 0
0 mys 0
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0 0 0
0 0 0

My, 0 0
0 my 0
0 0 g

(44)

45)

W macierzy przej$cia wystgpuje 35 prawdopodobienstw przejscia, sposrdd ktorych 25
trzeba bezposrednio oszacowaé na podstawie uczelnianej bazy danych. Podstawowsa forma
danych sg realizacje wektora stanu majace postaé

[AXD),..., P (1), (1), n" ()., 1O (), A (), ..., i ()]

(46)

Ich sktadowymi sa liczby studentéw znajdujacych si¢ w kazdym z rozpatrywanych stanéw
w roku akademickim . Zat6zmy, ze dysponujemy zbiorem wektoréw obserwacji stanu pro-
cesu edukacyjnego w latach ¢ =1,2,...,T". Na podstawie tego zbioru mozna oszacowaé za-
obserwowane liczby przej$¢ miedzy poszczegdlnymi stanami i obliczyé wartosci przwdo-
podobienstw przejs¢. W szczegdlnosci, wzgledna liczba studentéw, ktérzy w roku akade-
mickim ¢ byli na /- tym roku studiéw, przerwali je i odeszli z uczelni wyraza si¢ wzorem

n(vr) (t')
n@)

m(”l)(t) -

3
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zas wzgledna liczba studentdw, ktdrzy zostali absolwentami uczelni wzorem

nO@n

—_— 1=1,2,34,5). 48
n(L)(t') ’ ( ) ( )

m (1) =
Wzgledna liczba studentéw, ktérzy w roku akdemickim # byli na - tym roku studiéw i nie
uzyskali promocji na rok nastepny wynosi

n(l'l)(t')
@’

m*I() = (=1,234,5), (49)

natomiast wzgledna liczba tych, ktérzy uzyskali te promocje wyraza sig tak

n(l,l+l) (t')
n? (t') ’

m("'m(t) - (! =1,23,4,5). (50)

Poniewaz zgodnie z wyrazeniem (31) zachodzi réwno$é n®'*M(1")=n®("), wigc
formuta (50) jest réwnowazna nastepujacej

n® &)

—_— 71=1234,5). 51
o (=12 (1)

m(/JH)(t) —

A zatem statystyczne prawdopodobienstwo zdarzenia, ze student ktoéry w roku akademic-
kim ¢ rozpoczal I - ty rok studiéw ukonczy ten rok i uzyska promocje na rok [/ -szy wyra-
za si¢ stosunkiem liczby studentow ! -tego roku w chwili zakoriczenia roku, do ich liczby

w chwili jego rozpoczecia,

Mianowniki formut (47), (48), (49) i (51) wyrazaja si¢ wzorem (33). Poniewaz z réw-
nosci (31) wynika tez, ze  #Y™ (") =n®((r ~1)"), wiec zastepujac w formulach (39) i
(40) wielkos¢ n" (1Y przez n®™P((t -1)") otrzymamy odpowiednio

A"y = pO )+ n“O@) + rO@y + O (( ~1)7) - @) - nOO Y -nO Ty (52)

oraz

nB M= pP )+ n O )+ rP M) + 1 = 1)) = n4P N = nCP @) —nB P (7 . (53)

Zatepujae wige w formulach (47), (48), (49) i (51) mianowniki przez prawa strong wyra-
zenia (33), a ponadto licznik formuty (48) przez prawa strong wyrazenia (53) za$ licznik
formuty (51) przez prawa strong wyrazenia (52) otrzymamy kolejno

) 4

(0) =
m (t) =
p(l)(t') + n("‘)(t') + r(') (f') + nu'”)(t') ’
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n(u; ) (tﬂ) + n(a;)(tn) + n(L,L) (tn) (55)
PP+ 1 (@) + r Py + B ()’

mO () =1-

n(l_l) ’w
() £ () fpr ((I)) ” ULy oy (56)
o)+ n @)+ )+ ()

m"0 () =

n ")+ 1) + 1 (1) 57
PO+ @)+ + 0@

D =1~

Formuly (54)-(57) charakteryzuja dynamike przeptywu studentéw przez proces edukacyjny
w kategoriach prawdopodobienstw przej$é miedzy mozliwymi stanami procesu. Dotycza
one wprawdzie tylko jednego wydzialy, ale jezeli rozwaza si¢ uczelnic wielowydzialows i
jezeli mozna przyjaé zalozenie o braku przeptywu studentéw miedzy wydziatami, to mozna
zastosowac te formuty kolejno do poszczegéinych wydziatéw. Jezeli przeptywy takie majg
miejsce i nie mozna ich w modelu pomina¢, to znacznie wygodniejsze od wyprowadzania
formut obliczeniowych bedzie postuzenie si¢ numerycznymi metodami szacowania macie-
rzy przejscia (Lee, Judge i Zellner, 1970).

Zauwazmy jednak, ze szacowanie macierzy przejscia technikami czysto rachunkowymi
i wylacznie na podstawie danych z przesztosci nie jest w petni obiektywne. Abstrahujac od
nicuniknionej niescistosci danych i niepetnodci ich zbiorow trzeba wyraznie stwierdzi¢, ze
wszelkie szacunki statystyczne oparte na danych historycznych, a nastepnie uzyte do pro-
gnozowania przysziego zachowania si¢ proceséw, ktorych dotycza, milczaco zakladajg
dalsze trwanie tych samych warunkéw otoczenia procesu, jakie mialy miejsce w przeszlo-
$ci. Nie tylko w odniesieniu do proceséw edukacyjnych jest to zatozenie nieprawdziwe.
Musi zostaé zbudowany inny system oceny macierz przej$é, uwzgledniajacy jedynosé w
swoim rodzaju i niepowtarzalnoéé kazdego systemu edukacyjnego oraz realizowanego w
nim procesu edukacyjnego. Zaawansowane sg badania prowadzone przez autoréw niniej-
szej pracy nad zastosowaniem metod ekspertéw do oceny macierzy przejscia. Okazuje sie
bowiem, ze logiczna analiza uwarunkowasi, ktore trzeba uwzgledniaé w tych szacunkach, a
ktdore sa obciazone duza doza nieokreslonosci i ryzyka, prowadzi do ocen weale nie gor-
szych od tych, ktére otrzymuje si¢ metodami czysto obliczeniowymi. Ma jednak nad nimi
t¢ przewage, Zze nie wymaga przyjmowania rygorystycznych zalozen statystycznych, kiére
w odniesieniu do unikatowych proceséw edukacyjnych sg po prostu nierealne.

Zlozono$¢ obliczen zwiazanych z estymacja macierzy przejscia zalezy od liczby moz-
liwych stanéw procesu edukacyjnego. Liczbe t¢ mozna by wyraZnie zmniejszy¢, rozpatru-
jac tylko jeden wspéliny dla wszystkich wydziatéw i wszystkich lat studiéw stan pochiania-
jacy odpowiadajacy przerwaniu studiéw i odejsciu studenta z uczelni, jeden podobnie
utworzony stan odpowiadajacy przejéciu studenta na urlop i jeden stan odpowiadajacy
ukonczeniu uczelni. Uprosciloby to wprawdzie rozwazania matematyczne, ale kosztem
znacznego odejscia od realiéw procesu edukacyjnego. Poprawniejszym podejsciem byloby
przeprowadzenie agregacji standéw i odpowiadajacej jej agregacji elementow macierzy
przejscia. Aby jednak operacja ta byfa mozliwa, prawdopodobiefistwa przejscia musialyby
spetniaé okre$lone warunki matematyczne (zob. Kemeny i Snell, 1960). W tej sytuacji je-
dynym rozsadnym rozwiazaniem wydaje si¢ poszukiwanie matematyczno-heurystycznych
metod szacowania macierzy przejscia.
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7. Jednorodny i niejednorodny lancuch Markowa. Zakresy ich stosowalnosci do pro-
gnozowania proceséw edukacyjnych

Mozliwe sa dwie sytuacje. Albo macierz przejscia (21) jest stala i wéwczas mamy do
czynienia ze skoniczonym jednorodnym laficuchem Markowa, albo tez zmienia si¢ ona w
czasie i taiicuch jest niejednorodny.

Rozpatrzmy najpierw pierwszy z tych przypadkow. Wiadomo (zob, np.: Cox i Miller,
1965; Fisz, 1968: Kozniewska i Wlodarczyk, 1978), ze jednorodny skonczony lancuch
Markowa o r stanach jest w petni okreslony, jezeli jest dany wektor m, =[my,my,...m,],
ktérego skladowymi sq bezwarunkowe prawdopodobieristwa tego, ze w chwili zerowej mo-
delowany proces znajduje si¢ w stanie r oraz macierz M prawdopodobiefistw warunkowych
przej$cia w jednym kroku. W odniesieniu do procesu edukacyjnego skladowe wektora m, sa
prawdopodobienstwami zaliczenia studenta w roku akademickim ¢ do kazdego z rozpatry-
wanych standw. Niech m, =[m,,m,,,...,m,] bedzie wektorem analogicznych prawdopodo-

bienstw w chwili 7 (# =1,2,...,T). Prognozy tego wektora oblicza si¢ z formuty

m, =mM, (58)

ktora po uwzglednieniu jej rekurencyjnosci wyraza si¢ réwniez tak:
m, =mM'. (59)

Poniewaz w modelu procesu edukacyjnego M jest macierza pochlaniajacg, wigc pod-
noszenie do kolejnych nieujemnych poteg nie zmienia jej struktury (zob. wzér (30)). Pod-
stawowa wilasnosciq macierzy M jest to, ze macierz [ —M,, jest nieosobliwa a wigc od-
wracalna, przy czym (zob., np., Kemeny i Snell, 1960)

(I-Mp)' =T+ Mp+My+..=3 My, (60)
=0

Macierz (I-My,)™"' nazywa si¢ macierza fundamentalng tanicucha Markowa i za jej pomoca
daje si¢ wyrazi¢ wiele wlasnosci tancucha. W szezeg6inosci jest udowodnione, ze $redni
czas potrzebny na przejscie fancucha w dany stan ergodyczny jest skoficzony, przy czym
dtugosé tego czasu dla poszczegbinych stanéw jest réwna wartosci elementéw macierzy
fundamentalnej. Zagadnienia tego nie rozwijamy. Zwracamy jednak uwage na to, ze z for-
muly (60) powinno si¢ korzystaé¢ tylko w przypadku odpowiednio diugiego horyzontu cza-
sowego i tylko wtedy, gdy strukturalne wlasnosci badanego procesu sa w tym horyzoncie
stale. Tymczasem strukturalne wlasno$ci proceséw edukacyjnych w okresie realizowanej
obecnie w kraju reformy edukacyjnej ulegajg ukierunkowanym zmianom. Prognozowanie
tych proceséw w diugich horyzontach czasowych tylko za pomoca jednorodnych lancuchéw
Markowa byloby niewlasciwe. W dlugich horyzontach modele te powinny byé wykorzy-
stywane przede wszystkim jako narz¢dzia wspomagajace konstruowanie prognoz rozwoju
systemu edukacji metoda scenariuszy. Jezeli wi¢e chee si¢ wykorzystaé pochlaniajacy jed-
norodny taiicuch Markowa do prognozowania dynamiki procesu edukacyjnego wyraZonej,
na przyklad, za pomoca zmian rozkltadu zbiorowosci studentéw miedzy poszczegdlne wy-
dzialy, lata studiéw itd., to prognoza bedzie tym mniej doktadna, im dtuzszy bedzie jej ho-
ryzont prognozy wyrazony w latach akademickich. Ze wzgledoéw czysto praktycznych laf-
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cuch jednorodny moze byé wykorzystywany przede wszystkim do prognozowania krétko-
terminowego oraz $rednioterminowego i to tylko w okresach monotonicznego rozwoju
uczelni. W okresach tych ma miejsce rozwéj przez fluktuacje, ktérych amplitudy nie prze-
kraczajq takiej wartosci krytycznej, ktérej zaistnienie groziloby zerwaniem strukturalnej
stabilnodci rozwoju. A zatem, aby mo¢ uzy¢ skoficzonego jednorodnego laricucha Markowa
jako modelu dynamiki przeplywu studentdéw przez proces edukacyjny realizowany w szko-
le, trzeba najpierw zidentyfikowac trajektorig rozwoju szkoty jako systemu o celowym dzia-
faniu, a nastgpnie zdekomponowac ja na fazy monotonicznego rozwoju i fazy przejsciowe,
podczas ktorych w procesie edukacyjnym przeprowadza si¢ ziniany systemowe. O ile mo-
notoniczne fragmenty trajektorii procesu edukacyjnego mozna a nawet trzeba opisywa¢ za
pomoca modeli probabilistyczno-statystycznych, na przyklad za pomoca proceséw a w
szczegdlnosei tancuchéw Markowa, to opisywanie faz przejsciowych w jezyku rachunku
prawdopodobiefistwa i statystyki matematycznej bytoby niewlasciwe. W fazach tych trudno
byloby méwié o trajektorii rozwoju procesu edukacyjnego. Istota podejmowanych w nich
przedsiewzig¢ jest bowiem dokonanie w procesie stosownych zmian strukturalnych, a wiec
jakosciowa zmiana procesu. Metody stochastyczne mozna stosowaé tylko w odniesieniu do
systemo6w stabilnych strukturalnie. W fazach przejsciowych nie dziata prawo wielkich liczb,
ktore funkcjonowanie jest warunkiem zxastosowarn podejscia stochastycznego. W fazach
tych formutyje sie i analizuje rézne mozliwe warianty dalszego rozwoju systemu edukacyj-
nego, a takze dokonuje si¢ wyboru wariantu najbardziej racjonalnego. Przygotowuje si¢
warunki poczatkowe dla nowej fazy rozwoju monotonicznego, ale juz systemowo innego
procesu niz ten, ktéry mial miejsce w poprzedniej fazie monotopnicznej. Adekwatnego apa-
ratu matematycznego do opisu tych faz dostarcza teoria stabilnosci strukturalnej, a w szcze-
golnoéci teoria katastrof (Thom, 1972, 1980; Prigogine i Stengers, 1984; Gilmore, 1993;
Poston i Stewart, 1996).

W monotonicznych fazach rozwoju systemu edukacyjnego dominuja systematyczne, ale
wolno zachodzace zmiany ilo$ciowe. Z uplywem czasu nagromadzenie tych zmian jest co-
raz wicksze i system staje si¢ coraz bardziej wrazliwy nawet na drobne fluktuacje. Musi to
znalez¢ odbicie w modelu prognostycznym. Jezeli modelem tym jest tancuch Markowa, to
jedynym sposobem odwzorowania narastajacej wrazliwosci procesu na zmiany zachodzace
w lonie uczelni i w jej systemowym otoczeniu jest uzmiennienie macierzy przejscia. Odpo-
wiada ta przyjeciu niejednorodnego skornczonego faficucha Markowa jako modelu dynamiki
przeplywu studentéw przez system edukacyjny szkoly. Niech M4, bedzie macierza przejscia
procesu dla roku akademickiego ¢ (¢ =12,....,7). W tym przypadku pomigdzy wektorami
m, =[my,my,om, ] i m, ={m.,,m, ..M, ] zachodzi zwiazek

Mg =mM,,. (61)

Wykorzystujac jego rekurencyjnos¢ mozna mu nada¢ posta¢

1+

myy = moHMs . (62)
5=1

Wzér (62) pozwala wigc wyznaczy¢é wektor m,,, stanu procesu edukacyjnego w chwili
t+1, jezeli jest znany wektor poczatkowy m, oraz ciag macierzy przejscia M,,M,,...M,,,.
Chociaz jest to model bardziej realny niz model jednorodny, to jednak zakres jego stoso-
walno$ci jest tez ograniczony do okres6w monotonicznego rozwoju procesu edukacyjnego.
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8. Hipoteza o niezaleZnoS$ci stanéw

Uzasadnieniem decyzji o uzyciu laficucha Markowa jako modelu dynamiki procesu
edukacyjnego powinno by¢ odrzucenie statystycznej hipotezy o niezaleznosci przej$é mie-
dzy stanami procesu. Dla zweryfikowania tej hipotezy trzeba cala zbiorowosé¢ studentéw w
kazdym roku akademickim ¢ (t =1,2,...,7) rozbi¢ na klasy réwnowaznosci odpowiadajace
mozliwym stanom studenta i przedstawié zbiér licznosci poszezegdlnych klas w postaci
macierzy (1). Dla 77 lat otrzyma sie 7" takich macierzy. Ze statystycznego punktu widze-
nia kazda z nich jest typowa tablica dwudzielcza typu W x (L +3). Postugujac si¢ zawarty-
mi w niej danymi trzeba przede wszystkim zweryfikowaé hipoteze o statystycznej niezalez-
nosci rozpatrywanych L +3 kategorii studentow od rodzaju wydziahi. Jezeli wiec przez
m,, omaczymy prawdopodobienstwo, ze student wybrany na chybil trafil z calej zbiorowo-
$ci studentéw danego roku akademickiego bedzie nalezat do grupy w (w=12,.,.W) we-
dhug jednej cechy i do grupy ! (I=1,2,...,L+3) wedlug drgiej, a przez m, i m®” ozna-
czymy odpowiednie prawdopodobienstwa brzegowe, to warunkiem koniecznym i dosta-
tecznym prawdziwosci hipotezy o niezaleznosci jest spetnienie réwnosci

m,, =m,m®, (63)

W L+3 W-1 L+2
przy czym » m, => m® =1.Poniewaz my =1-Y m,, za$ my,=1-3 m", wiecz

we} I=1 w=l I=1

tablicy danych trzeba wyznaczy¢ s =W + L —1nieznanych parametréw. W oparciu o twier-
dzenie Fishera (zob., np., Cramér, 1958; Fisz, 1968), ktére glosi, ze jezeli nieznane wartosci
m parametréw wyznacza si¢ z préby metoda najwickszej wiarygodnosci, to rozklad staty-
styki z* okreslonej wzorem

_nfi(n, -n n“/n) 64)

f=f w=l

jest zbiezny do tozktadu y* o W(L+3)~(W +L+3-2)~1=(W —1)(L+2) stopniach
swobody. Dla zweryfikowania hipotezy o niezaleznosci trzeba wiec obliczy¢ wartosé staty-
styki 2 poshugujac si¢ wyrazeniem (64), nastepnie wybraé konkretna warto$é poziomu
istotnosci @ i odczytaé z tablic rozktadu z? wartodci y’ i ? odpowiadajace temu po-
ziomowi przy (W ~1)(L +2) stopniach swobody. Jezeli z° <z lub 2* > #2, to hipoteze
o niezaleznosci cech odrzuca si¢ i postuluje si¢ istnienie wsp6izaleznodci miedzy nimi. Za
miare sily tej wspélzaleznosci mozna przyjaé wartos¢ wspolczynnika

- (65)

n(g-1)

gdzie g = min(W,L+3). Oczywiscie, 0 <6 <1. Warto$¢ 6 =0 sugeruje pelng niezalezmosé
cech, natomiast & =1 wskazuje na mozliwosé istnienia scislej funkcyjnej zaleznosei miedzy
nimi. Opis dynamiki przej$¢ migdzy rozwazanymi grupami studentéw za pomoca jednorod-
nego lub niejednorodnego tanicucha Markowa odnosi si¢ do wartosci 8 spelniajgcych waru-
nek 0<@d<1.
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Cechy klasyfikujace rozwazang zbiorowo$¢ studentéw bylyby statystycznie niezalezne
wtedy i tylko wtedy, gdyby wartogci prawdopodobieristw facznych m,, byly réwne iloczy-
nom prawdopodobienstw brzegowych m, i m™, dla wszystkich rozpatrywanych wartosci
w 1 I Procedura weryfikacji hipotezy o niezaleznosci ma charakter konstruktywny w tym
sensie, ze podaje sposob oszacowania wartosci tych prawdopodobiefistw brzegowych. Wy-
razajq si¢ one formutami

om0 =2 (66)

gdzie wielkodci N,, N i N sa okre$lone odpowiednio wzorami (2), (3) i (4).

8. Hipotezy o niejednorodnosci laticucha

Jezeli weryfikacja hipotezy o niezalezno$ci wykazata, ze nie ma podstaw do jej przyje-
cia to mozna przypuszczaé, ze dynamikg procesu edukacyjnego rzadzg prawa i mechanizmy
statystyczne, ktére mozna odwzorowaé za pomoca laficucha Markowa. Powstaje pytanie,
czy ma to byé lancuch jednorodny, czy niejednorodny. W literaturze przedmiotu jest wiele
prac, w ktorych wybitne autorytety z dziedziny zastosowan lancuchow Markowa w naukach
spolecznych - bazujac na formalnych analogiach migdzy dynamika proceséw mobilnosci
spoleczngj i procesow edukacyjnych - wskazujg na mozliwos¢ wykorzystania tego matema-
tycznego aparatu do modelowania réoznych aspektow dynamiki proceséw edukacyjnych
(zob., np.: Kemeny i Snell, 1960; Benard, 1966; Barthomolew, 1967; Bounden, 1973; Bes-
sent i Bessent, 1980). Modele podawane w pracach tego rodzaju maja z reguly charakter
dydaktyczny, sa bardzo uproszczone i nie odwolujg si¢ do zadnych konkretnych danych
rzeczywistych. Ich naukowa warto$¢ polega przede wszystkim na zwr6ceniu uwagi na rolg
przypadkowosci w przebiegu rzeczywistych proceséw edukacyjnych, ktérych wzorzec jest
w kazdej uczelni w petni okreslony. Powszechnie popelnianym bledem metodologicznym
jest bezposrednie przenoszenie tych modeli na grunt rzeczywistosci akademickiej bez weze-
$niejszego zbadania nie tylko samej zasadnosci opisu dynamiki procesu edukacyjnego za
pomoca lancucha Markowa, ale takze rozstrzygnigcia, czy ma to by¢ lancuch jednorodny
czy niejednorodny.

Wiadomo, Ze o jednorodnosci fancucha §wiadczy niezmienniczo$é wartosci prawdopo-
dobienstw przejécia m,, (k,k, =12,...K) w czasie. Jezeli wigc w kolejnych jednostkach
czasu prawdopodobienstwa przejscia procesu edukacyjnego ze stanu k, w stan k, sg
wzglednie stale, tzn. jezeli m,, =~ const. (k,k, =1.2,..,K), to nalezy wnioskowa¢ o jedno-
rodnosci lancucha. Dla wytestowania hipotezy o jednorodnosci fasicucha mozna poshuzyé
sig testem Ajwazjana (Ajwazjan, 1975). Stawiamy hipotezg¢ zerowa HIF, :my, (f)=m,, dla
k,k, =12,..,K, tj. hipotez¢ méwiaca, ze dla kazdej pary stanéw k,k, prawdopodobien-
stwa przejscia m, , na wszystkich krokach (f-1r), gdzie (r=12,...,T), sa takie same i
réwne prawdopodobieristwom przejscia, ktore otrzymano by przy zalozeniu jednorodnosci
laficucha. W tescie Ajwazjana oblicza sie warto$¢ statystyki
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U=iii n, (’"l)[’f’k,:cz (t)—n?klkz] , @7
K

1 1=2 Ky m']
gdzie
~ My, (1)
f) = —2— 68
my,, (6 " (-1) (68)

Z"k.kz ®

iy, = e (69)

Z Z"k.k. ®

1=2 ky=1

Ajwazjan udowodnil, ze jezeli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to rozklad statystyki U
jest asymptotycznie zbiezny do rozktadu y? o K (K ~1)(T ~1) stopniach swobody.

Jezeli w wyniku przeprowadzonych rachunkéw okaze sig, ze nie ma podstaw do odrzu-
cenia hipotezy o jednorodnosci lafcucha, to dla obliczenia prawdopodobienstw przejscia
nalezy postuzy¢ sie formuta

T
Z"kkz(’)
My, =5—> (K =12,..K), (70)
27, (=1
gdzie
m, =1 = i"k,k, 0, (g=12.,Kr=2,..T). (1)

k=1

Po obliczeniu wartosci wszystkich prawdopodobiefistw przejscia m, , trzeba utworzyé
macierz przej$cia M i postugujac si¢ formulq (58) lub (59) skonstruowaé prognoze dynami-
ki procesu edukacyjnego dla danego horyzontu czasowego.

Jezeli wynik testowania hipotezy HIF :m, ()=m,, dla k.k,=12,.,K jest nega-
tywny, to istniejg uzasadnione obiektywne przeslanki do przyjecia, ze mamy do czynienia z
fancuchem niejednorodnym. Poniewaz o niejednorodnosci laficucha $wiadczy zmiennosé
prawdopodobiefistw przejscia w czasie, wiec w tym przypadku trzeba dla kazdego roku
akademickiego ¢ (r=1,2,....7) wyznaczy¢ stosowna macierz przejécia M,. W ogblnym
przypadku robi si¢ dwustopniowo (Lee, Judge i Zellner, 1970; Kozniewska i Wiodarczyk,
1978). Jezeli dysponuje si¢ danymi empirycznymi dotyczacymi 7" kolejnych lat akademic-
kich, to na ich podstawie znajduje sie oszacowania T" macierzy przejscia, kiérych elementy
oblicza si¢ wedlug wzoru (68). W ten spos6b dla kazdego elementu my,, (), gdzie

k.k, =12,.,K, otrzymuje si¢ 7’ liczbowych wartosci odpowiadajacych kolejnym chwi-
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lom f=1,2,.,T". Dla kazdego elementu m,, (f) mozZna wigc znalez¢ funkcj¢ regresji opi-
sujacq zmienno$¢ m,, (1) w czasie. Jezeli oznaczymy ja przez f,,, , to formalnie otrzymu-
jemy zalezno$¢ m, , (£) = f,, (+) . Zazwyczaj dla znalezienia estymatoréw wartosci parame-
trow funkeji f, , korzysta si¢ z metody najmniejszych kwadratéw, ktéra w przypadku re-
gresji liniowej zawsze daje estymatory statystycznie najlepsze, a wiec zgodne, nieobciazone
i najefektywniejsze. W zastosowaniach praktycznych proponujemy jednak korzystanie z
metody dwoch punktéw Hellwiga (Hellwig, 1960), ktéra wprawdzie daje estymatory tylko
zgodne i nieobciazone, ale jest za to niezwykle prosta w uzyciu. Ostatecznie macierz przej-
$cia lancucha niejednorodnego przyjmie posta¢

my@) my® o ome @O [ [O L fik®

M = mz:(t) mzz:(t) mzlf(t) - le:(t) fzz(’) fzK(’) 72).

!

my () me,(0) ... mge (1) Sa®) fra® o S ()

Nalezy pamigtad, ze musi to by¢ macierz stochastyczna, a wigc wszystkie jej elementy mu-
szq spelnia¢ warunek 0<m,, (1) =f,, (f) <1, za$ suma elementéw kazdego wiersza musi
by¢ réwna jeden. Wynika z tego, Ze wystarczy oszacowaé wartosci elementow K —1 pierw-
szych kolumn, natomiast wartosci elementow ostatniej kolumny wyznaczy¢ z zalezno$ci

K-
MO =fix@O=1=Ym, (), (=12..K). (73)

1=l

Warunek (73) ma wigc charakter zasady koordynujacej wiazke prognoz zmian prawdopodo-
bienstw przejscia w przypadku tafcucha niejednorodnego w taki sposéb, by w kazdej chwili
t=12,...,7 byla zachowana stochastyczno$é macierzy przejscia.

W przypadku procesu edukacyjnego niejednorodno$¢ ancucha opisujacego jego dyna-
mike tylko na pozdr wydaje si¢ oczywista. Strategia zréwnowazZonego rozwoju uczelni po-
winna uwzgledniaé, ze struktura procesu edukacyjnego musi z uptywem czasu dostosowy-
wa¢ sie do zmian w iloSciowej i jakosciowej strukturze demograficzne) spoleczenstwa, do
zmian w zapotrzebowaniu na kadry wyksztalconych specjalistéw, do zainteresowani i aspi-
racji miodych pokolen itp. Sq to jednak procesy obciazone duzg nieokreslonoscia, niemoz-
liwg do pelnego uwzglednienia nawet w stochastycznym modelu dynamiki procesu eduka-
cji. Posiadanie modelu tej dynamiki w postaci niejednorodnego lafcucha Markowa nie
uprawnia do wykorzystywania go jako narzedzia prognostycznego w dowolnie dlugich ho-
ryzontach czasowych. Zanim uzyje sie tego modelu trzeba wpierw bardzo realnie ocenié,
czy uczelnia znajduje si¢ w fazie rozwoju monotonicznego i czy w rozpatrywanym hory-
zoncie czasowym nie przewiduje si¢ przeprowadzenia w niej takich zmian strukturalnych,
ktére wywolaja ziiane jej tozsamosci systemowej.

4. Identyfikacja rzedu laicucha. Lahncuch z pamigcig i jego entropia
Jezeli zostalo wyjasnione, czy model dynamiki procesu edukacyjnego ma mie¢ postaé

laficucha jednorodnego czy niejednorodnego, to trzeba jeszcze podjaé decyzjg co do rzedu
tasicucha, tzn. obiektywnie rozstrzygnaé, czy ma to by¢ tancuch bez pamieci czy z pamigcia
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i — w przypadku laficucha z pamiecia - jak glgboka ma byé ta pamieé (glgbokosé pamigei
nazywa sie rzedem laficucha). Niestety, krok ten jest nagminnie pomijany i to nie tylko w
badaniach dotyczacych modelowania dynamiki proceséw edukacyjnych. Powszechnie po-
stepuje sie tak, ze konstruktor modelu po prostu z géry przyjmuje takie uproszczenia odno-
$nie modelowanego procesu edukacyjnego, ktére automatycznie wskazuja na sensownosé
opisywania go za pomoca laficucha Markowa pierwszego rzedu. Potem wszelkie niescislo-
$ci takiego modelu thumaczy sie niedoktadnoscia i niepelnoscia danych, nieprzewidywalno-
$cia zmian w systemowym otoczeniu procesu, §wiadomym uproszczeniem struktury rze-
czywistego procesu edukacyjnego, itp. (zob., np.: Armitage, Smith i Alper, 1969; Tinbergen
i Boss, 1973; Spinney i McLaughlin, 1979; Bessent i Bessent, 1980). Z reguly wskazuje sie
na potrzebe uscislenia modelu, ale prob takiego uscislenia na ogél juz nie podejmuje sig.
Zapomina sie, Ze alternatywa dla sytuacji niezaleznos$ci mechanizméw dynamiki procesu
edukacyjnego wcale nie musi byé faficuch Markowa pierwszego rzedu. W gre wchodza tan-
cuchy ré6znego rzedu i chociaz zgodnie z kanonami teorii modelowania matematycznego
trzeba dazyé do wyboru modelu jak najprostszego, ale gwarantujacego wymagana doklad-
nos¢ wynikéw, to weale z tego nie wynika, ze ma to by¢ lancuch pierwszego rzgdu. Moze
tak by¢, ale nie musi. Wybdr rzedu laricucha nie moze wiec byé decyzja czysto arbitralna,
lecz musi byé¢ poparty wnikliwg analiza posiadanych danych oraz analizg logiki i mechani-
zméw dynamiki rzeczywistego procesu edukacyjnego.

Istnieja r6zne metody szacowania rzedu fasicucha Markowa (zob., np. Katz, 1981). Naj-
prosciej mozna to zrobié testujac hipoteze zerowa HIF, , Ze zaobserwowany ciag rzeczywi-
stych stanéw procesu edukacyjnego jest realizacja tancucha Markowa pierwszego rzedu,
przy hipotezie alternatywnej HIP,, ze jest on realizacja fancucha wyzszego rzedu. Mozna
skorzysta¢ z metod opartych na analizie réznorakich kryteriéw informacyjnych. Mozna tez
postuzyé sie analiza warunkowych entropii zwigzanych z tym ciagiem wykorzystujac wia-
snosci entropii a zwlaszcza fakt, ze wielkosé entropii warunkowej maleje ze wzrostem rzedu
lafcucha. Poniewaz analiza proceséw rozwoju w terminach entropii pozwala nie tylko osza-~
cowaé rzad taficucha, ale dostarcza rowniez informacji o zmianach poziomu nieokreslonosci
procesu edukacyjnego, ktérego dynamike taficuch ten opisuje, wiec zajmiemy sig teraz kwe-
stig nieokreslonosci taficuchéw Markowa jako modeli dynamiki proceséw edukacyjnych.
Zwr6cimy przy tym uwage na mozliwo$é numerycznego oszacowania stopnia tej nieokre-
$lonosci w kategoriach entropii informacyjnej.

Oznaczmy przez S, zmienna stanu (skalarng lub wektorowa) procesu edukacyjnego i
zalézmy, ze jest dany ciag jej wartoéci zaobserwowanych w latach akademickich 1,2,...,T :

74

Ciag ten moze tez byé réwniez rozpatrywany jako jedna z realizacji T-wymiarowej zmien-
nej losowej

(S12Sy0rSy). (75)

Wiadomo, ze z punktu widzenia teorii proceséw stochastycznych istnieja dwie mozliwosci:
albo skladowe tej zmiennej sa wzajemnie niezaleznymi zmiennymi losowymi (o takich sa-
mych lub rézmych rozkladach prawdopodobienstwa), albo tez zachodza miedzy nimi jakie$
zaleznosci stochastyczne. Zaleznosci te moga byé badaczowi znane lub nieznane. Jezeli nie
sq znane, to trzeba je zidentyfikowad za pomoca metod klasycznej statystyki matematycznej
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((Billingsley, 1961a, 1961b; Hellwig, 1980), badZ metod statystyki proceséw stochastycz-
nych (Lipcer i Szirjajew, 1981). W przypadku stochastycznej niezaleznosci méwi sig, ze
ciag (75) jest taficuchem Markowa rzgdu 0. W ogéinym przypadku aktualny stan procesu
edukacyjnego zalezy od pewnej liczby standw bezposrednio go poprzedzajacych. Oznacz-
my te liczbg przez m (m < T). Méwi si¢ wowczas, ze cigg (75) jest taficuchem Markowa
rzedu m. Dla takiego laficucha prawdopodobienistwo p(S,) wystapienia stanu S, jest funk-
cja stanéw S,_,,...,S,_,, tzn. p(S,) = f(S,_,»--»S,;) - Logike mechaniki takich faficuchéw
opisuje si¢ za pomoca prawdopodobienstw warunkowych rzedu m, zwanych prawdopodo-
biefistwami przejscia p(S, | S,_,.,--»S,_;). W najprostszym przypadku biezacy stan systemu
zalezy jedynie od stanu bezpo$rednio go poprzedzajacego i ma si¢ do czynienia z fancu-
chem pierwszego rzedu. Wtedy p(S,)= f(S,_,)-

Rozpatrzmy przypadek ogélny i przyjmijmy, ze ciag stanéw procesu edukacyjnego jest
taficuchem Markowa rzedu m i ze tafcuch ten zostat uzyty do predykcji pewnej liczby przy-
szlych stanéw procesu. Z kazda predykcija jest zwiazana jakas doza nieokreslonosci. Miarg
stopnia nieokreslonosci jest entropia (zob., np.: Abramson, 1969; Nowakowski i Sobczak,
1970, Seidler, 1972). Waznym sposobem scharakteryzowania probabilistyczno-statystycz-
nych wlasnosci ciagu stanéw procesu edukacyjnego jest wiec opisanie ich w kategoriach
entropii, a zwlaszcza entropii warunkowej. Mozna przyjag, ze kazda ze zmiennych S, moze
w chwili ¢ (t=1,2,...,T) przyja¢ jedna spoérod K z géry ustalonych wartosei s,,...,5¢ . En-
tropi¢ pojedynczej zmiennej losowej S, okresla si¢ tak

K
H(S) =~ p(S,=5,)log p(S, = 5,) (76)

k=1

za$ entropie ciagu S,,S,,...,S; definiuje si¢ nast¢pujaco

£ K
H(S),Sy0sSp) == 0. 3PS, =8 soersSp = 5, Vlogy P(S, = 5y s Sp =5 ). an

k=l k=1

Jak wida¢, entropia procesu edukacyjnego zalezy tylko od prawdopodobienstw jego standw,
a nie zalezy od konkretnych realizacji tych stanow.

Czesto zdarza si¢ sytuacja, ze wartoci ¢—1 pierwszych wyrazéw ciagu
81,8508, 155,55, sa dane. W tym przypadku miara nieokreslonosci ciagu standéw
S,,S, 1557 jest entropia warunkowa

K K
H(S;yeesSp 84 yeesSy, ) == 0o D DS = 5y sers Sy =53, 18, = 8y s Sy =5, )
k=1 kpel ‘ (78)

-log, p(S, =8, 5 Sr =5, |8, =8, Sy =5, ),

LY

natomiast miarg nieokreslonosci ciggu stanoéw S,,S,,,,....Sy7, gdy bierze si¢ pod uwage
wszystkie mozliwe realizacje ¢—1 pierwszych wyrazow ciagu S,,S,,...,Sy, tj. zmiennej
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losowej (S,,S,,....S,_,}, jest $rednia entropia warunkowa ciagu stanéw S,,S,,,,...,S; pod
warunkiem, Ze jest ustalonych m—1 pierwszych stanéw ciggu S,,S,.,...,S7

_ X K
H(S s Sy | SppvensS) = Dooee 3PS, = 8¢ 50 Sy =8, YH(S, 305 Sp 8y 50008,,) - (79)

Py -

Wazne znaczenie maja dwa szczegdlne przypadki formuly (78). Jezeli przyjaé, ze t =2,
to otrzymuje sie z niej

X X
H(Sypeurs Sy 18, ) ==Y e D P(Sy = 84 sSp =5, 18 =5,)-

k=l k=l

-log, p(S, =5, 5, =5, 18, =5, ).

(80)

Entropia ta jest miara nieokreslonodci ciagu T nastgpnych stanéw procesu edukacyjnego,
jezeli jest znana konkretna realizacja jego stanu poczatkowego. Jezeli usredni sig t¢ entropie
po wszystkich mozliwych realizacjach stanu poczatkowego, to otrzyma si¢

_ X
H(Sye,Sp | S)) = ZP(SI = S, YH(S,0s 87 | Sy = Sk, ). (81)

k=t

Jezeli przyjaé, ze 1 =T , to mamy entropi¢ stanu S, przy ustalonych warto$ciach stanéw
S8,,835--s87_, » ktora jest miernikiem stopnia nieokreslonosci ciggu T stanéw procesu eduka-
cyjnego, gdy jest nieznany tylko jego ostatni stan. Wyraza si¢ ona wzorem

X
H(Sp | Sy o8, )=~ 9, P(Sr = 8, 18, =8, 500 Sp =5, )

b=t

-p(Sr =5, 18, = Sy oSy = 5,

(82)

W tym przypadku $rednia entropia warunkowa ostatniego stanu otrzymana w wyniku
usrednienia entropii warunkowej (80) po wszystkich mozliwych realizacjach T —1 poprze-
dzajacych go stanéw wyraza sie formula

X X
H(Sr |SperSy) = X e 3PS, =5y s Sy = 5, YH(Sy |8y s ) (83)

=l kpy=1

Podstawows wilasnoscia entropii jest jej nieujemnosé. Jest to konsekwencja faktu, ze
prawdopodobienstwo jest liczbg nieujemng i nie wieksza od jednosci. Najmniejsza warto-
$cig entropii jest zero. Entropia przyjmuje jg wtedy, gdy istnieje taki ukiad s, ,5, ,....s, re-
alizacji stanéw S,,S,,...,Sy, ktory zmienna losowa (S,,S,....,S7) przyjmuje z prawdopodo-
bienstwem réwnym jednosci. Jezeli zmienna ta ma rozklad réwnomierny, tzn. jezeli wszyst-
kie jej realizacje sa jednakowo prawdopodobne, wtedy entropia przyjmuje warto$¢ najwigk-
sza.
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1), w ktérej element n, , (k,k, =12,..,K) oznacza liczbg zaobserwowanych przejsé¢ pro-
cesu edukacyjnego ze stanu S, w stan S, w danym roku akademickim (tj. w okresie
(t,1 +1)). Analogicznie do formul (2), (3) i (4) wielkosci n, , n, oraz n sa okreslone w
nastepujacy sposéb

L L L
n,._=Zny., nJ=Zn,j, n=>3n,. 95)

Estymatory 7, prawdopodobiefistw przejsé oraz estymatory i, i m,; prawdopodobieristw
bezwarunkowych oblicza si¢ korzystajac z nastgpujacych formut

. n, . N n,
m.. =i, m,. =L ,m =-;’—. (94)
n n

Z powyzszych rozwazan wynikaja wazne przestanki dla modelowania proceséw eduka-
cyjnych. Przede wszystkim trzeba stwierdzié, ze jezeli sa znane prawdopodobienstwa wy-
stgpujace w laficuchu Markowa, to istnigje mozliwos$é bezposredniego oszacowania stopnia
informacyjnej nieokreslonosci ciagu stanéw procesu edukacyjnego, opisywanego za pomo-
cg tego lancucha. Jezeli prawdopodobiefistwa te nie sa znane, to najpierw trzeba znalez¢ ich
estymatory i dopiero wiedy skorzysta¢ z powyzszych formul. Nie zawsze jednak nalezy
przeprowadzaé estymacj¢ metodami statystyki matematycznej. Tradycyjne metody staty-
styczne nie moga by¢é stosowane w odniesieniu do zjawisk niemasowych. Proces edukacyj-
ny realizowany w kazdej szkole wyzszej ma swojg niepowtarzalng specyfike, ktéra nadaje
mu znamie unikatowosci. Proponujemy, aby prawdopodobienstwa potrzebne do oszacowa-
nia wielkosci nieokre$lonosci tego procesu byly szacowane metodami ekspertéw i z wyko-
rzystaniem nie tylko klasycznych metod probabilistyczno-statystycznych, ale takze metod
ekspertéw oraz teorii prawdopodobieristwa subiektywnego, logicznego i rozmytego.

10. Przyklad zastosowania

Dane, na podstawie ktorych opracowano niniejszy przyklad dotycza wybranego wydzia-
hu jednej z polskich uczelni. Studia na wydziale trwaja pigé lat akademickich. Dane ilustru-~
jace dynamike przeptywu studentéw przez proces edukacyjny pochodza z jedenastu kolej-
nych lat akademickich, a zatem f=-—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5 (ta notacja zostala przyjeta ze
wzgledéw rachunkowych). Przykladowo, ich opis dla roku f =1 wyglada nastepujaco.

Na poczatku roku akademickiego ¢ =1 na pierwszy rok studiéw na wydziale przyjeto
278 os6b. Réwnoczesnie wznowilo studia 12 o0séb spoéréd tych studentéw, ktérzy w roku
akademickim #~1 korzystali z urlop6w dziekanskich. W gronie studentéw pierwszego roku
znalazly si¢ takze 4 osoby, ktdre w roku akademickim ¢ =1 beda powtarzaly pierwszy rok
studiéw. W ciagu roku akademickiego studia na wydziale przerwaly i odeszly z uczelni
32 osoby. Promogji na drugi rok studiéw nie uzyskato 19 oséb. Na urlopy dziekanskie po-
szto 7 studentéw. Reszta studentéw w liczbie 236 uzyskala promocj¢ na drugi rok studiéw.

Na poczatku roku akademickiego ¢ =1 na drugim roku studiéw znalazlo si¢ 236 oséb
sposrdd tych, ktére w poprzednim roku akademickim byly na pierwszym roku studiéw, 9
0s6b, ktére wrécily z urlopéw dziekaiskich oraz 12 0séb, ktére musza powtérzyé drugi rok
studiéw. W ciagu roku akademickiego zrezygnowaly z kontynuowania studidow i odeszly z
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Rozklad zbiorowosci studentéw wydzialu miedzy poszczegblne kategorie i Jata studiéw
dla wszystkich rozpatrywanych lat akademickich zostal przedstawiony w postaci odpowied-
nich tablic. Jedna z nich, dla przykladu, jest tablica 2, dla roku ¢ =1. Znaczenie symboli
znajdujacych si¢ w jej pierwszym wierszu bylo oméwione we wczesniejszej czgsci pracy.

Tablica 2
Podstawowe dane empiryczne dotyczace wydziatu
! P(’)(t') n("l)(t’) r(’)(t') n("’)(t') n‘a’)(t') n(l'“l)(t') n”'/)(t')
1{ 278 12 4 7 32 236 19
2 12 9 12 11 22 224 12
3 4 11 10 18 4 213 14
4 0 7 12 16 0 204 12
51 0 s |1 2 36 0 145 7

Z tablicy tej wynika, ze wektor realizacji stanu procesu edukacyjnego w roku akademic-
kim ¢ =1 ma postaé

n(1)=[32,22,4,0,0,145;294, 269, 224,232,211; 7,11,18,16, 36].

Poniewaz stany odpowiadajace przerwaniu studiéw i odejéciu z uczelni oraz ukoficzenin
uczelni sg stanami pochfaniajacymi, wiec dla wygody rachunkéw zostaty - podobnie jak w
modelu teoretycznym - umieszczone jako sze$é pierwszych skladowych.

W rozpatrywanym przykladzie ogdlna struktura macierzy przejécia M, jest okreslona
wzorami (44) i (45). Z analizy danych wynika, ze zaledwie w jednym przypadku miato
miejsce bezposrednie odejscie urlopowanego studenta z uczelni. Wszyscy pozostali powra-
cali z urlopdw i na powrdt podejmowali studia, za$ rezygnacja ze studiéw i odejscie z
uczelni — o ile miaty miejsce — nastgpowaly w trakcie kontynuacji studiéw. By¢ moze, ze w
rozpatrywanej uczelni zostal przyjety taki regulamin postgpowania, a byé moze jest to wy-
nik natoralnego zachowania si¢ studentéw. Z punktu widzenia wyboru postaci macierzy
przejscia jest to kwestia wazma i wymagajaca wyjasnienia. Gdyby bowiem taki byl regula-
minowy tryb postgpowania, to wszystkie prawdopodobienstwa odpowiadajace mozliwosci
bezposredniego odejécia urlopowanego studenta z uczelni, bez podjecia préby kontynuowa-
nia studiéw, bylyby z zalozenia réwne zero. W przeciwnym razie trzeba bardzo dok!adnie
przeanalizowaé zachowania studentéw przebywajacych na urlopach dziekanskich i dla kaz-
dego roku akademickiego szczegétowo okreslié jaki procent ogohu oséb urlopowanych na
danym roku studiéw stanowig ci, ktérzy rezygnuja z dalszej nauki i odchodza z uczelni, a
jaki procent i po jakim czasie znéw podejmuje nauke. Informacja ta pozwolilaby jeszcze
bardziej urealni¢ i uscisli¢ model.

Postugujac si¢ formulami obliczeniowymi (47)-(54) i pamigtajac o koniecznosci spel-
nienia warunku stochastycznosci macierzy prezejscia M, oszacowano liczbowe warto$ci jej
elementéw, ktérymi sa prawdopodobienstwa przejscia procesu edukacyjnego ze stanu w
jakim byt on w roku akademickim ¢ w stan, w jakim znalazt si¢ w roku akademickim ¢ +1,
przy czym t = —4,~3,-2,—1,0. Przyktadowo, bloki M,, i M,, macierzy przejicia ze stanu, w
jakim by} proces w roku ¢ =-1, w stan w jakim znajdowat si¢ w roku ¢ =0, wygladaja na-
st¢pujaco .
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[0.0840 0.7005 0 0 0 0.0740 0 0 0 0
0 0.0521 0.8327 0 0 0 0.0122 0 0 0
0 0 0.0584 0.8612 0 0 0 0.0588 0 0
0 0 0 0.0598 0.8701 0 0 0 0.0701 0

Mo = 0 0 0 0 0.0487 0 0 0 0 0.1647
2710.9879 0 0 0 0 0.0120 0 0 0 0
0 0.8837 0 0 0 0 0.1164 0 0 0
0 0 0.8783 0 0 0 0 0.1217 0 0
0 0 0 0.7894 0 0 0 0 0.2105 0

| O 0 0 0 0.8298 0 0 0 0 0.1702J

W analogiczny sposéb znaleziono oszacowania macierzy przejscia migdzy wszystkimi
pozostalymi sasiednimi latami akademickimi. Analiza wielkosci prawdopodobienistw wy-
stepujacych w tych samych klatkach czterech pierwszych macierzy potwierdzita sluszno$é
hipotezy o niejednorodnosci aficucha i sklonita do poszukiwania funkcji odwzorowujacych
zmiennos$¢ poszezegdlnych prawdopodobienistw przejscia w czasie. Sposréd kilku rodzajéw
funkeji, ktére przebadano (liniowa, wykladnicza, potegowa, wielomianowa réznych stopni)
najlepsze wyniki dawala aproksymacja zmiennosci tych prawdopodobiefistw w czasie za
pomoca wielomianu trzeciego stopnia

m=a’ +b +et+d, (95)

gdzie m — odpowiednie prawdopodobienstwo przejscia. Z uwagi na duze wahania empi-
rycznych wartosci tych prawdopodobiefistw wybdr tej postaci funkcji jest w pelni uzasad-
niony. Przyjeto wiec, ze elementami macierzy przejscia sa wielomiany frzeciego stopnia.
Macierz ta zostala wykorzystana do obliczenia modelowych wartosci prawdopodobienstw
przejsé dla lat 7 =1,2,3,4,5. Wartosci wyznaczone za pomoca modelu zostaly poréwnane z
warto$ciami prawdopodobieristw empirycznych, ktére dla tych lat sg przedstawione w tabli-
cy 3. Na rys. 1-28 czarnymi punktami sa przedstawione dane empiryczne, natomiast pro-
gnoza jest przedstawiona w postaci krzywej. Dla wszystkich prawdopodobienstw przejscia
obok wykres6w sa podane oszacowane wartosci wspSlezynnikéw funkeji wielomianowej

Tablica 3
Wyniki prognozowania prawdopodobiefistw przej$é

1 2 3 4 5
m,, 10.1088 | 0.1414 [ 0.1334 | 0.1416 | 0.1399
m,, | 0.0646 | 0.0840 | 0.0903 | 0.0101 [ 0.0998
m,, | 0.8027 [ 0.7005 | 0.7248 | 0.8321 | 0.7392
m,,, |0.0238 | 0.0740 | 0.0514 | 0.0163 | 0.0211
my, |0.0818 | 0.1031 | 0.0983 | 0.1001 | 0.0997
mgg |0.0446 | 0.0521 | 0.0501 [ 0.0514 | 0.0498
my, |0.8327 08327 | 0.8405 | 0.8327 | 0.8397
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ny,5 | 0.0409 | 0.0122 | 0.0112 | 0.0159 { 0.0109
myy 1 0.0161 | 0.0216 [ 0.0192 | 0.0209 | 0.0211
my, | 0.0562 | 0.0584 | 0.0573 | 0.0591 { 0.0589
mgy, | 0.8554 | 0.8612 | 0.8697 | 0.8594 | 0.8702
my,, | 0.0723 | 0.0588 | 0.0537 | 0.0707 | 0.0497
g4 0 0 0 0 0

M50 + 0.0517 | 0.0598 | 0.0642 | 0.0653 | 0.0649
m ;| 0.8793 | 0.8701 | 0.8811 | 0.8794 | 0.8856
M5 | 0.0690 | 0.0701 | 0.0548 | 0.554 | 0.0496
my s 0 0 0 0 0

m, e | 0.7713 ] 0.7867 | 0.7836 | 0.7849 | 0.7879
m, ;| 0.0372 | 0.0487 | 0.0512 1 0.0499 | 0.0487
M6 | 0.1915 1 0.1647 | 0.1653 | 0.1653 | 0.1635
My 0 0 0 0 0

m,, [0.9954 | 0.9879 | 0.9903 | 0.9888 | 0.9897
my ., | 0.0045 | 0.0120 | 0.0096 | 0.0111 | 0.0102
my, 0 0 0 0 0

m,, | 0.8779 1 0.8837 | 0.8811 { 0.8821 | 0.8831
my; | 012221 0.1164 1 0.1188 { 0.1178 | 0.1168
LCTR) 0 0 0 0 1]

m,, | 0.8839 { 0.8783 | 0.8827 | 0.8798 | 0.8813
my e | 01160 | 0.1217 § 0.1174 1 0.1203 | 0.1188
mys 0 0 0 0 0

msi, | 0.6773 | 0.7894 | 0.7453 | 0.7612 | 0.7786
mys,s | 0.3226 1 0.2105 | 0.2548 | 0.2387 | 0.2215
Mh s 0 0 0 0 0

Mg | 0.7998 | 0.8298 | 0.8195 | 0.8204 | 0.8274
Mgis | 0.2003 | 0.1702 | 0.1804 | 0.1797 ) 0.1725

zmienno$¢ w czasie oraz warto§¢ wspélczynnika skorelowania wartosci empirycznych z
modelowymi.

11. Whnioski konicowe
Zasadniczym celem pracy bylo zbadanie - w oparciu o dane rzeczywiste — mozliwoéci

opisania za pomocg skoficzonego lafcucha Markowa dynamiki procesu przeplywu studen-
tow przez system edukacyjny wyzszej uczelni w kolejnych latach akademickich i skonstru-
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owanie takiego modelu. Potrzeba posiadania modelu jest zglaszana przez wladze wielu
uczelni a wynika przede wszystkim z koniecznosci prowadzenia przez nie takiej diugofalo-
wej polityki, ktéra zapewni state utrzymywanie si¢ szkoly na bardzo obecnie konkurencyi-
nym rynku edukacyjnym przy speinieniu wszelkich kryteriéw i ograniczenr wynikajacych ze
spofecznej funkcji szkoly oraz jej przynaleznosci do narodowego systemu edukacji. Model
jest pomy$lany jako narzedzie wspomagajace prognozowanie zmian w dynamice procesu
edukacyjnego, uwzgledniajace wewngtrzna organizacje tego procesu (wielowydzialowosé
uczelni, liczba lat studiéw na kazdym wydziale, przyjety w uczelni tryb ¢zasowego lub sta-
lego przerwania studiéw, tryb promowania absolwentéw itp.) i jego podstawowe uwarun-
kowania zewnetrzne oraz jako gléwny element znacznie szerszego modelu uczelni, nad kt6-
rego skonstruowaniem pracuja autorzy niniejszego raportu. Szczeg6lna uwaga w tej rozsze-
rzonej wersji modelu bedzie poswiecona mozliwosci wykorzystania go do podejmowania
decyzji, ktore beda mogly byé uzyte przez wladze szkoly do swiadomego ksztaltowania
przebiegu procesu edukacyjnego w okreslonych horyzontach czasowych, tj. do sterowania
nim. Podstawowymi formami sterowania bedzie takie oddziatywanie na proces naboru stu-
dentéw na pierwszy rok studiow i na jako$é procesu edukacyjnego (1j. na wielkosé prawdo-
podobienstw przej$é miedzy jego stanami), aby przy spelnieniu okre§lonych ograniczen
infrastrukturalnych, finansowych, kadrowych itp.) osiggaé jak najwigkszy efekt koncowy.

W pracy zwr6cono uwage na metodologiczng niepoprawnosé apriorycznego zaktadania
stochastycznej niezaleznosci sekwencji stanéw procesu edukacyjnego badZ tez aprioryczne-
go traktowania tej sekwencji jako ciagu stanéw jednorodnego lancucha Markowa pierw-
szego rzedu. Jezeli model ma by¢ uzyteczny, to zawsze najpierw trzeba zatozy¢, ze zmienna
stanu tego procesu ma charakter losowy i zweryfikowaé hipoteze o statystycznej niezalez-
nosci ciagu jej rzeczywistych realizacji. Tylko wtedy, gdy wynik tej weryfikacji jest nega-
fywny, mozna wnioskowac¢ o statystycznej zaleznosci kolejnych stanéw procesu edukacyj-
nego i podja¢ prébe opisania mechanizmu generowania sekwencji stanéw za pomoca fancu-
cha Markowa. W pracy zwr6cono uwage na konieczno$¢ weryfikowania hipotezy o jedno-
rodnosci faricucha oraz hipotezy o rzedzie laicucha. Zakladanie z géry, Ze modelem ciagu
stanéw procesu edukacyjnego jest jednorodny lancuch Markowa pierwszego rz¢du moze
prowadzi¢ do wyboru niewlasciwej postaci modelu. W pracy przedstawiono testy shazace do
testowania tych hipotez, zwracajac uwage na mozliwo$é wykorzystania metod matematycz-
nej teorii informacji do szacowania stopnia nieokreslonosci procesu edukacyjnego, zwlasz-
cza w przypadku opisywania go za pomocg lanicucha Markowa, oraz do szacowania rzg¢du

lancucha.

W pracy przyjeto zalozenie o wzglednej autonomicznodei poszezegblnych wydzialow
uczelni i o braku istotnego przeplywu studentéw migdzy wydziatami. Do przyjecia tego
zalozenia sklaniala analiza posiadanych danych. ZaloZenie nie ma wigc charakteru uniwer-
salnego, bowiem w wielu uczelniach ma miejsce doéé intensywny proces zmiany wydziatu
przez studentéw, zwlaszcza na lub zaraz po pierwszym roku studiéw. W przypadku uczelni
rozpatrywanej w przykladzie podanym w tej pracy bylo to dozwolone i dlatego mozna bylo
odrebnie analizowaé procesy przeplywu studentéw przez procesy edukacyjne na poszcze-
golnych wydziatach. W pracy skonstruowano model ogélny oraz podano jego uproszczona
wersje odpowiadajaca konkretnej rozpatrywanej uczelni, Uproszczenie polega na przyjeciu
zalozenia o niezalezno$ci wydziatéw i zalozeni co do mechanizméw regulujacych tryb od-
chodzenia studentéw z uczelni bez ukoriczenia studiéw, tryb korzystania z urlopéw dziekan-
skich i podstawowy tryb realizacji procesu edukacyjnego od chwili wstapienia na uczelnie
do momentu odejscia z niej z dyplomem absolwenta.
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Model skonstruowany w pracy ma posta¢ pochlaniajacego niejednorodnego taficucha
Markowa o szesnastu stanach, z ktérych sze$¢ jest stanami pochlaniajacymi. Sg to: pigé sta-
now odpowiadajacych mozliwosci przerwania przez studenta nauki na kazdym roku stu-
di6éw i odejscia z uczelni oraz jeden stan odpowiadajacy ukoriczeniu uczelni i odejsciu z niej
jako absolwent. W pracy nie przeprowadzano bezposrednio weryfikacji hipotezy o nieza-
leznosci i jednorodnosci ciggu realizacji stanéw procesu edukacyjnego. Oparto si¢ na wyni-
kach wczeéniejszych niepublikowanych badan przeprowadzonych w zwigzku z przygoto-
wywaniem wstepnych zalozeri modelu (Berezinski, 2003). Potwierdzaty one zasadno$¢ bu-
dowy modelu w postaci skoficzonego, piejednorodnego taficucha Markowa pierwszego rze-
du. W niniejszej pracy zidentyfikowano liczbg stanoéw laficucha, skonstruowano odpowiada-
jace im macierze przejécia dla pieciu kolejnych lat akademickich i oszacowano wartosci ich
elementéw. Dane zawarte w tych macierzach zostaly uzyte do znalezienia funkcji charakte-
ryzujacych zmiennos¢ poszczegdlnych prawdopodobienstw przejécia w czasie. Funkcje
maja posta¢ wielomianéw trzeciego stopnia i w przypadku uczelni, ktérej dotyczy przyklad,
dobrze odwzorowuja rzeczywista dynamike prawdopodobiefistw przejscia.

Aby moc skutecznie rozwijaé ten kierunek modelowania procesu edukacyjnego trzeba
zagwarantowacé posiadanie odpowiednich w sensie ilo$ciowym i jakosciowym statystyk
dotyczacych funkcjonowania uczelni, a w szczegélnosci przeptywu studentéw przez kolejne
lata studiéw. Uczelnia, ktére chece posiadaé taki model musi wige zalozy¢ i stale vaktualniaé
baz¢ danych, zawierajaca informacje co najmniej o tych wielkosciach, ktére wystepuja w
nmodelu, ktory przedstawiliSmy.
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