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STOCHASTYCZNY MODEL STRUMIENIA NAKLADOW NA
EDUKACJE

Miroslaw Berezitiski. Dariusz Wagner
Instytut Badan Systemowych PAN
01-447 Warszawa, ul. Newelska 6

Streszezenie: W pracy przeanalizowano teoretyczne zaloZenia przyjmowane w stochastycznych
modelach strumienia zaklocen dlugofalowych procesow inwestycyjnych (na przykladzie eduka-
¢cji). Stwierdzono i uzasadniono nicadekwatnos¢ zalozen o jednorodnosci, czystej przypadkowosci
i stochastycznej niezalezno$ci zaklocen do rzeczywistosci, prowadzacych do powszechni stoso-
wanego modelu poissonowskiego. Stwierdzono tez, ze niezasadne jest przymowanie zatozenia o
normalnosci rozktadu wielkosci zakltocen. Skonstruowano model, w ktérym przyjgto, ze silne za-
kiécenia procesu wystepuja seriami, odstgpy czasu migdzy seriami maja rozkiad Parelo za$ wiel-
kosci zaklocen podlegaja rozkladowi hiperbolicznemu. Wyprowadzono doktadne formuly mate-
matyczne stanowigce model oraz znaleziono ich przyblizenia analityczne, szczegoinie wygodne
dla przeprowadzania obliczen. Podstawowe zalozenia i wyniki modelu zostaly wstgpnie spraw-
dzone w oparciu o dane rzeczywiste dotyczace jednej z uczelni wyzszych. Potwierdzaja one za-
sadno$¢ zaproponowanego modelu. Chociaz model nie ma bezposrednio charakteru markowskie-
£0, 10 jednak dobrze odwzorowuje stochastyczng zalezno$é wysigpowania serii zakfocen.

1. Wprowadzenie

Waznym czynnikiem ksztaltowania spoifeczenstwa informacyjnego jest doskonalenic
dotychezasowych i wprowadzanie nowych metod edukacji. Edukacja przedszkolna,
szkolna na poziomach podstawowym, gimnazjalnym, srednim oraz wyzsza, wspomagane
réznymi formami ksztalcenia uzupelniajacego i doskonalacepo (studia podyplomowe,
kursy specjalistyczne, kursy doskonalenia zawodowego itp.) sa elementami ogélnonaro-
dowego programu aktywizacji wiedzy jako kluczowego czynnika rozwoju osobowego
obywateli i spoleczenistwa jako systemowej catosci. Realizowanie takiej strategii wigze
si¢ z koniecznoscia systematycznego przeznaczania na ten cel co najmniej niezbednej
minimalnej czgsci dochodu narodowego, czgsci dochodéw przedsigbiorstw oraz czgsei
dochodéw indywidualnych i racjonalnego nimi gospodarowania. Poniewaz procesy te
trzeba rozpatrywaé w bardzo dlugich horyzontach czasowych, a przewidywalno$é przy-
sztosci maleje w miarg jego wydluzania sig, wige ilosciowo-jakodciowa struktfura stru-
mieni pienigznych, ktorych sktadowymi beda naklady na poszezegélne lata, jest obeigzo-
ny duzg niepewnoscia. Musi ona by¢ brana pod uwage przy podejmowaniu wszelkich
decyzji dotyczacych finansowania proceséw edukacyjnych, zaréwno indywidualnych,
jak i zbiorowych.

Niepewnos¢ strumienia nakiadéw mozna odwzorowywaé w roznoraki sposob. Jezeli
przyjaé, ze mamy do czynienia z niepewnoscia typu probabilistyczno-statystycznego, to
matematycznym modelem tego strumienia jest proces stochastyczny X(1)={ X,(y),
te T}, wktorym wielkosci naktadow przewidywanych na poszezegolne lata sy realiza-
cjami zmiennych losowych X, (y) zaleznych od parametru (€7, gdzie T - horyzont
czasowy, okreslonych na pewnej przestrzeni probabilistycznej (I, T,P). Zatozymy, ze
przesirzen ta jest dana i ze sq spelnione wszystkie warunki uprawniajace do postugiwania
si¢ pojeciem prawdopodobienstwa.



Wiadomo, ze pelng charakterystyke procesu stochastycznepo X (¢) daje jedynie zbior
wszystkich skonczenic wymiarowych rozktadéw jego wartosci we wszystkich mozli-
wych ukladach chwil, i ze rozklad n-wymiarowy jest scharakteryzowany przez dystrybu-
ant¢ n-wymiarowej zmiennej losowej, [X(4), X (4,),.... X (1,)]

B X ,nx)= PEX() <x, X(8) <xyp, X)) <X, ) (h

Kazdy inny opis procesu stochastycznego jest uproszczeniem, ktérego forma powinna
wynikaé z rozwigzywanego zadania oraz z jakosciowo-iloSciowej struktury zbioru da-
nych.

Dla skonstruowania modelu strumienia nakladow pienigznych na edukacj¢ zauwaz-
my, 7e z punktu widzcnia teorii procesow stochastycznych moze on by¢ traktowany jako
jednorodny strumien zdarzen, tzn. jako proces losowy z czasem ciaglym, przyjmujacy
wartosei catkowitoliczbowe, nieujemne. Istotnie, finansowe zasilanie procesu edukacyj-
nego nie jest na ogdl aktem jednorazowym, lecz procesem roziozonym w catym hory-
zoncie czasowym tego przedsigwzigcia. W okreslonych momentach czasu wiasciciel
kapitatu pieni¢znego przekazuje lub przeznacza na edukacje okreslone sumy pieniedzy.
Mamy wigc do czynienia ze specyficzng formg inwestowania w czlowieka. Proces ten
jest sprzgzony z procesem zwrotu Z inwestycji, zazwyczaj przesunigtym w czasie wzgle-
dem poczatku procesu finansowania i zachodzacym w znacznie diuzszym horyzoncie
czasowym niz sam proces edukacyjny. Oba te procesy podlegajg zaktoceniom. Sg dwa
rodzaje zakidceni: wewnetrzne i zewngtrzne w stosunku do nich. Zaktocenia wewngtrzne
maja swoje zrodio w lonie samych procesow formowania strumieni nakfadéw i gospoda-
rowania nimi, a Zrédtem zaklidcen zewnetrznych jest otoczenie. Przyczyny zaklécen mo-
ga by¢ obiektywne badz subiektywne. Przyczyny obiektywne wystgpujg niezaleznie od
woli decydentéw, natomiast przyczyny subiektywne tkwig w celowo ukierunkowanych
dziataniach decydentéw, w ich posunigciach organizacyjnych, doswiadczeniu, wiedzy

itp.

W teorii finansowania proceséw edukacyjnych istnieje wiele stochastycznych modeli
strumieni nakladow, (zob. np.: Runggaldier 1997; Embrechts, Kliippelberg i Mikosch,
2001). Wszystkie je mozna podzieli¢ na dwie kategorie. Pierwsza stanowig modele czy-
sto teorctyczne. Podstawowy staboscia wigkszosci z nich jest nadmierne upraszczanie
rzeczywistosci, wynikajace z przyjmowania w nich takich zalozen, ktore pozwalaja
wprawdzie przenic$¢ na grunt teorii finansowania proceséw edukacyjnych stosunkowo
proste modele stochastyczne, ale zbyt daleko odbiegaja od realidw, by mogly by¢ uzy-
teczne w praktyce. Druga kategorig modeli stanowig modele czysto empiryczne, powsta-
fe w wyniku statystycznej obrobki danych o rzeczywistych rozkladach wiclkosei nakta-
dow finansowych na edukacje w czasie. Przydatnosé tych modeli jest réwnicz ograni-
czona, jako Ze opisuja one konkretne specyficzne sytuacje, ktore zaistniaty w przesztosei
i ktérych na og6! nie mozna ekstrapolowaé w przyszlosé. Wazng cechg modeli obu kate-
gorii jest przyjmowanie, ze w typowych warunkach zaklocenia strumieni nakladéw fi-
nansowych na edukacje sq w pelni kontrolowane oraz na biezgco korygowane i z tego
powodu nie stanowia zagrozenia dla rytmiki strumienia picnigznego zasilania i zwrotu z
tej inwestycji. Przyjecie tego zalozenia pozwolilo przeniesé na grunt inzynierii finanso-
wej niemal caly dorobek klasycznej teorii rachunku prawdopodobienstwa, statystyki ma-
tematycznej 1 teorii procesow stochastycznych. Szezegdlnie popularne staly si¢ modele



oparte na zaloZeniu statystycznej niezaleznosci i jednakowosci rozkladéw zmiennych
losowych reprezentujacych odpowiednie elementy rozwazanego zagadnienia finansowe-
go, co pozwolito wykorzystaé w szerokim zakresie prawa matych i wielkich liczb oraz
graniczne twierdzenia rachunku prawdopodobienstwa, dotyczace stochastycznej zbiezno-
$ci ciagéw zmiennych losowych i ciagdéw dystrybuant oraz rozkladéw sum zmiennych
losowych niezaleznych o jednakowych rozkiadach prawdopodobienstwa i skonczonych
wariancjach. Jak wiadomo, centralne migjsce w tych twierdzeniach zajmuje rozklad
normalny. Nic wige dziwnego, ze dominuje on w modelach strumieni finansowania
przedsiewzie¢ edukacyjnych. Nie jest nasza intencjg krytykowanie tego podejscia, gdyz
niewatpliwie przynioslo ono wiele niezwykle wartosciowych wynikéw dotyczacych go-
spodarowania {inansami w sferze edukacji. Prawda jest jednak, ze w miare weryfikacji
budowanych modeli stopniowo i coraz wyrazniej ujawnialy si¢ i weiaz ujawniaja te ich
aspekty, kiére istotnie odbiegaty i odbiegajg od realiow praktyki edukacyjnej, a ktére dla
tej praktyki byly i sa wazne. Na przykiad, okazalo sig, ze za pomocg modeli opartych na
zatozeniu normalnosci lub asymptotycznej normalnosci rozktadéw zmiennych losowych
charakteryzujacych przypadkowe zaktocenia strumieni naktadéw finansowych w réznych
horyzontach czasowych nie daje si¢ wystarczajaco dobrze odwzorowaé wystgpowania
groznych w skutkach zakiécen o duzych amplitudach, pojawiajacych sie nagle i niespo-
dzianie. Bedziemy je nazywaé zakléceniami impulsowymi. Zazwyczaj zakiocenia takic
wystepuja rzadko, nie trwaja diugo, ale ich skutki moga by¢ bardzo powazne. Co wigcej,
ich znamienng cechg jest fo, ze rzadko kiedy wystepuja one w odosobnieniu. Na ogét
pojawiajq si¢ one w seriach, ktorych czas trwania jest stosunkowo krétki w poréwnaniu z
czasem trwania spokojnych faz dlugofalowego procesu finansowania inwestycji eduka-
cyjnych. Z uwagi na niezwykle destrukcyjna nature zaktécen impulsowych nie moga byé
one pomijane W matematycznych opisach strumieni finansowych. Tradycyjne przedsta-
wianie tych strumieni jako stacjonarnych ciggéw jednorodnych punktowych zdarzen
przypadkowych bez nastepstw lub z ograniczonym nastepstwem, a w szczegdlnoscei jako
procesow rekurencyjnych, jest wige wprawdzie wygodnym matematycznie, ale zbyt da-
leko idacym uproszczeniem rzeczywistosei. Istnieje zatem potrzeba opracowania takicj
koncepcji modelowania strumieni naktadow finansowych, ktora - zachowujac prostotg
modelu - pozwoli odwzorowa¢ ich prawdziwg strukture, a zwlaszca niepunktowy charak-
ter zakiocen impulsowych.

W Swietle tej potrzeby celowe wydaje si¢ wyroznienie dwoch rodzajow przypadko-
wosci w strumieniach naktadow finansowych. Pierwszy z nich bedziemy wigzaé z zakio-
ceniami monotonicznymi, wyst¢pujacymi czesto i majacymi niewielkie amplitudy. Drugi
begdzie odpowiadal silnym zakléceniom impulsowym o duzych amplitudach, pojawiajy-
cym si¢ z nagla, rzadko i z reguly w krotkich seriach o losowej dlugosci. Zaktécenia
pierwszego rodzaju maja charakter masowy, co - wraz z przypadkowym dziataniem
czynnikéw zewnetrznych w stosunku do wewngtrznych uwarunkowan strumienia nakla-
dow - tworzy warunki dla wzajemnego znoszenia si¢ dodatnich i ujemnych odchylen
czestosei zaklocen od ich faktycznych prawdopodobienstw, sprzyjajac ujawnianiu sig
rzeczywistych mechanizmow i prawidlowosci tego strumicnia. Jest tak, poniewaz w tym
przypadku dziata prawo wielkich liczb, ktore jest koniecznym warunkiem przejawiania
si¢ prawidlowoscei statystycznych, ksztaitujgeych si¢ pod wptywem wewnetrznej logiki
strumienia nakfadow. Prawidlowosci tych nie mozna wykry¢ w zadnej pojedynczej ob-
serwacji strumienia naktadoéw, ale dajg si¢ one dostrzec w masie obserwacji i scharakte-
ryzowaé za pomoca wartosci srednich. Inaczej jest w przypadku zakiocen impulsowych.
Poniewaz nie majg one charakteru masowego, wige leza poza obszarem stosowalnosci



prawa wiclkich liczb. Ze wzglgdu na ich unikatowosé do ich opisu nic mozna stosowaé
klasycznych regut rachunku prawdopodobieiistwa, o ile nie przyjmie si¢ stosownych za-
loZzen upraszezajacych. O dopuszezalnosci takich zalozen zawsze musi decydowaé prze-
znaczenic modelu.

Jak juz wspomnielismy, tradycyjne podejscie do modelowania probabilistyczno-
statystycznego mechanizmu proceséw finansowania inwestycji edukacyjnych zaklada, ze
zaklocenia, ktore oddziatuja na ten proces sa punktowymi zdarzeniami jednorodnymi
zachodzgcymi w czasie cigglym oraz ze strumien zakiocen jest procesem przyjmujacym
nieujemne wartosci catkowitoliczbowe. Przy tych zatozeniach strumien zakiocen mozna
opisa¢ na dwa réwnowazne sobie sposoby: albo (1) poprzez okreslenie rozkladu prawdo-
podobienstwa zmiennej losowej, ktorej realizacjami sq liczby zaktoécen w roznych prze-
dzialach czasu, potozonych w dowolny sposob wzglgdem punktu przyjetego za poczatek
osi czasu, albo tez (2) poprzez okreslenie rozkladu prawdopodobiesistwa zmiennej loso-
wej, ktorej realizacjami sq dtugosci odstepow czasu migdzy zakioceniami. W pierwszym
przypadku z reguty zaklada si¢, ze strumien zakiocen jest procesem bez nastgpstw (liczby
zakfocen w roztacznych przedziatach osi czasu sq realizacjami niezaleznych zmiennych
losowych) i stacjonarnym (probabilistyczny mechanizm strumienia nie zmienia si¢ w
czasie). W drugim przypadku opis strumienia zaklécen polega na okreslenia rodziny
funkeji rozktadéw prawdopodobienstwa wielowymiarowej zmienej losowej, ktorej reali-
zacjami sg dlugosci odstgpéw czasu miedzy zakléceniami, obliczane wzgledern dowolnie
wybranego punktu odniesienia, przy czym z reguly przyjmuje sig¢, ze te przedzialy sa
wzajemnie niezalezne (tzn. Ze ma si¢ do czynienia ze strumieniem z ograniczonym na-
stepstwem). Najpowszechniej stosowanym modelem strumienia zakiocen jest proces
najprostszy, ktory zaklada, ze strumien jest zakiocen jest regularny [funkcja wiodaca
strumienia, czyli warto$¢ oczekiwana liczby zaklocen w przedziale ezasu <0,t) jest cia-
gla], bez nastgpstw, zwyczajny (prawdopodobienstwo wystapienia w malym przedziale
czasu wigcej niz jednego zakldeenia jest wielkoscia pomijalnic matq w poréwnaniu z
diugoscia tego przedziatu) i stacjonarny. Nalezy pamigtac, ze jezeli modclem strumienia
zakfocen jest proces najprostszy, to liczba zakiocen obserwowanych w okreslonym prze-
dziale czasu ma rozklad Poissona o statej intensywnosei, natomiast dlugosei odstgpow
czasu migdzy zakidceniami maja rozklad wykladniczy. Zachodzi réwnicz relacja od-
wrotna, tzn. wykladniczy rozktad diugosci tych odstepéw implikuje poissonowskosé
rozktadu liczby zaklocen.

Podstawowym Zrédtem poznania wlasnosei strumieni zaktdcen jest logiczna analiza
mechanizméw ich powstawania i oddzialywania na dugofalowe procesy finansowe oraz
dane empiryczne. Bezposrednio dostgpnych danych empirycznych jest jednak weiaz zbyt
mato i sq one trudno dostgpne, ale juz nawet te, ktore dotychczas zebrano i opublikowano
od dawna podwazajg zasadnos¢ wiclu zatozen przyjmowanych w matematycznych mo-
delach strumieni finansowych, nie tylko w sferze edukacji (zob., np., Pareto, 1897; Ba-
chelier, 1900; Gibrat, 1932; Mandelbrot, 1958, 1959, 1966, 1982; Mandelbrot i Taylor,
1967; Fama, 1965, 1970; Samuelson, 1967; Mirowski, 1990, 1996). W szczegblnosci
wskazuja na niegaussowski charakter rozkladu wielkosci zakldeen, czego konsekwencia
jest rowniez niegaussowskosé wielu obserwowanych 7m|(.nnth finansowych i ekono-
micznych, asymetria ich rozkladow itp. Ujawniaja tez coraz wigeej niedostatkow procesu
najprostszego, jako modelu strumienia zaklécen. Przede wszystkim okazuje sie, ze
aproksymacja strumicnia czynnikdw zakioeajacych strumicn nakladéw za pomocy stru-
mienia niezaleznych zdarzen punktowych jest zbyt daleko idacym uproszezeniem. Jesz-



cze wigkszym uproszezeniem jest przyjmowanie, ze odst¢py czasu miedzy zakldceniami
sq realizacjami zmiennych losowych o rozkladzie wykladniczym. Zaklocenia ani nie sq
zdarzeniami punktowymi, ani tez nie wystepuja pojedynczo. Jest wrecz przeciwnie. Maja
one wyrazng tendencj¢ do pojawiania si¢ seriami, co $wiadczy o ich silnej stochastycznej
zaleznosci.

Chociaz rozklad serii zaktocen w czasie jest losowy, to jednak koncentracja zaklocen
impulsowych w seriach swiadczy o tym, ze ich pojawianiem si¢ nie rzadzi czysta przy-
padkowosé 1 ze nie s3 one w pelni niezaleznie od siebie. Dotychczasowe doswiadczenic
uczy (Fama, 1965, 1970; Mandelbrot, 1966; Markowitz 1952, 1959; Mirowski, 1990,
1996), Zze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o statystyczne)j niczaleznosci dhugosci
przedziatoéw czasu miedzy seriami zakldcen impulsowych. Zdajac sobie sprawe, z¢ brak
podstaw do odrzucenia hipotezy statystycznej nie oznacza, ze jest ona prawdziwa,
utrzymamy jg jednak, ale rownoczes$nie przyjmiemy, ze rozklad serii zaklocen w czasie
podlega prawu Pareto. MyS§la przewodnig proponowanego modelu jest wykorzystanie
wprowadzonej przez Mandelbrota (1958, 1966, 1982) a nawigzujacej do paretowskiego
prawa rozkladu dochodéw i dobrze udokumentowanej merytorycznie oraz empirycznic -
réwniez w procesach ckonomicznych i finansowych - idei samopodobienstwa. Jej wy-
réznikiem w odniesieniu do struktury zaklécen strumienia nakfadow w dtugim horyzon-
cie czasu jest potwierdzony do$wiadczalnie fakt, ze zakldcenia te wystepuja w seriach,
ktére tez nie rozkladajq si¢ w czasie zupetnie przypadkowo, lecz majg sklonnosé do gru-
powania si¢ itd. Tej wlasciwosci nie mozna odwzorowaé za pomocg Zadnego z procesow
stochastycznych opartych na zafozeniu statystycznej niezalezno$ci zdarzen. Za pomoca
tych proceséw mozna opisac jedynie rozklady zakléeen typowych, jednorodnych. Istotne
znaczenie dla ksztaltowania strumienia naktadéw 1 zarzadzania nim maja jednak zaklé-
cenia impulsowe, ktorym odpowiada jeden z ogonéw rozkiadu prawdopodobienstwa.
Modelowanie tych ogonéw ma wigc duze znaczenie praktyczne.

Celem pracy jest zaproponowanie analitycznego modelu strumienia zaklocen proce-
su nakladéw finansowych w diugim horyzoncie czasowym, odwzorowujacego seryjno$c
wystepowania zaklécen impulsowych.

2. Ogélna charakterystyka modelu
2.1. Rozklad zaklécen impulsowych i ich serii w czasie

Idea proponowanego modelu polega na przyjgciu, ze na strumieni naktadéw oddziatu-
je strumien zakiécen przypadkowych, niejednorodnych ani pod wzgledem wielkosei ich
amplitud, ani tez skutkow, ktore powodujg. W zaleznosci od tego jakiego rodzaju zaklo-
cenia dominujg, w strukturze wypadkowego strumienia ksztaltujg si¢ dwie naprzemien-
nie wystepujace Fazy: stosunkowo diuga faza monotoniczna, w ktérej funkcjonuje staty-
styczne prawo wielkich liczb, oraz znacznie od niej krotsza faza impulsowa, w ktorej
dzialanie tego prawa ulega zawieszeniu. Z punktu widzenia ksztaltowania struktury
strumienia nakfadéw, a takze zarzgdzania nim, szezegdlnie wazne jest poznanie i mate-
matyczne opisanie wlasnosci zakioeen o charakterze impulsowym, a zwlasza ich rozkla-
du w czasie oraz rozkladu wielkosci ich amplitud. Jak juz powiedzielismy, nie tylko z
wewnetrzne) logiki strumieni nakladéw inwestycyjnych w sferze edukacji oraz ich inte-
rakcji z otoczeniem, ale tez z ich obserwacji wynika, ze oddzialujace na nie zaklocenia
impulsowe na ogot nie wysiepuja odrebnie, lecz w seriach, ktorych czas trwania jest na



ogdt maly w porownaniu z czasem trwania catego procesu. Przyjecie, ze wystapienie
takiej serii jest zdarzeniem punktowym, bezwymiarowym, znacznie wprawdzie uprasz-
cza matcmatyczny opis ciggu zaktocen, ale rownocze$nie zaciera prawdziwy obraz rze-
czywistosci. Poniewaz w warunkach wzglednej stabilnosci otoczenia serie zaklocen im-
pulsowych wystepuja stosunkowo rzadko, wige badanie mechanizméw ich pojawiania
si¢ oraz wywieranych przez nie skutkéw nalezy w gruncie rzeczy do statystyki zdarzen
ckstremalnych i wiaze si¢ z koniecznoscia rozpatrywania ogonoéw rozktadéw prawdopo-
dobienstwa (Gumbel, 1962; Leadbetter, Lindgren i Rootzen, 1986; Kotz i Nadarajah,
2000). Ale w podstawowym nurcie statystyki zdarzen ekstremalnych tez zaklada sig, ze
zdarzenia te sq statystycznie niezalezne (teoria zdarzeni ekstremalnych zaleznych znajdu-
Jje sig dopiero w poczatkowym stadium rozwoju).

Dotychczasowe modele strumienia zakidcen procesu nakladéow inwestycyjnych -
opierajac si¢ na zatoZeniu o jednorodnosci i punktowosci zakidceen oraz ich statystycznej
niezaleznodci i — na ogdt - wykladniczosci rozktadu rozdzielajacych je odstepow czasu -
nie odwzorowujg zjawiska ich seryjnosci. Stad koniecznosé zmiany sposobu widzenia
systemowej struktury strumienia zaktécen. W proponowanym modelu nie bedziemy wige
uwaza¢ go za proces czysto punktowy, lecz spojrzymy nan jako na proces, w ktérym
zakiocenia maja okreslony czas trwania. Poniewaz krzywa rozkladu wykladniczego dosé
dobrze aproksymuje rzeczywisty rozklad diugosci odstgpow czasu miedzy zaktdceniami
tylko w srodkowej czg¢sci zakresu zmiennosci ich amplitud - podezas gdy istotne znacze-
nie ma przede wszystkim informacja o zachowaniu si¢ zaktdcen ekstremalnych, zwlasz-
cza impulsowych - wige odrzucamy zatozenie o wyktadniczosei. Przyjmiemy, ze odstepy
czasu mi¢dzy zakléceniami s realizacjami zmiennej losowej o rozkladzie Pareto. Jest to
rozktad ciagly, dwuparametrowy, o ggstosei

apf“
fy={ 120 @)
0, t<p,

gdzie >0, F>0.0 wyborze tego rozkladu zdecydowal fakt, ze — jak ucza teoria i
doswiadczenie - jego dolny ogon pozwala odwzorowa¢ fakt czg¢stego wyst¢powania zda-
rzen, ktorych statystyczne charakterystyki leza znacznie ponizej Sredniej, za§ gorny -
rzadkiego pojawiania sie zdarzeri o charakterystykach znacznie przekraczajacych t¢ $red-
nia. Majac na uwadze te wlasciwos¢ zastandéwmy si¢ nad mechanizmem powstawania
serii zaktdcen impulsowych.

W tym celu oznaczmy przez 7T, zmienng losows, ktorej realizacjami sg chwile poja-
wiania si¢ zaklécen i rozwazmy trzy kolejno po sobie nastgpujace zaktocenia. Zalézmy,
ze sq znane chwile ¢, | i ¢ ,, pojawienia si¢ pierwszego i trzeciego z nich, natomiast nie

n+t

jest znana chwila ¢, (¢,_,<¢, <{,,,) pojawienia sig trzecicgo. Odcinki ¢zasu ¢, —{,_, oraz

t,., — 1, maja dlugos¢ losowa. Zaldzmy, ze migdzy pojawicnicm sig¢ pierwszego i trzecie-
-1 ktory jest rcalizacja zmiennej losowej

Zu-

go zaklocenia uplynal czas (=t
T=T

"+l

n+! n=12

~T,,1niech 7/ =t,—1,  bedzic realizacia zmiennej losowej T= T, -T,

[ nel

wazmy, 7e:




1.

w

Gdyby przyjaé, ze odstepy czasu mig¢dzy zakléceniami sg niezalezne i majg
rozkiad geometryczny, to zmienna 7, mialaby na odcinku ¢, _, <t <t roz-
klad jednostajny. Taki model jest jednak nie do przyjecia, poniewaz rzc-
czywiste uptywy czasu migdzy chwilami pojawiania si¢ zakiécen impulso-
wych sg bardzo zréznicowane i nie maja rozkladu jednostajnego.

n+l

Gdyby zatozyé, ze odstepy czasu migdzy zakidceniami sg niczalezne i pod-
legaja rozkladowi dwumianowemu, to — w dlugim horyzoncie czasu - roz-
klad ten mozna by aproksymowac¢ za pomoca rozktadu normalnego o waito-
$ci oczekiwanej rownej w przyblizeniu Srednicj arytmetycznej wynikoéw ob-
serwacji, tj.

- ’n—l + tn+|
2

>

przy czym trzeba by przyja¢, ze zakiocenia rozkladaja si¢ prawie réwno-
miernie w czasie. Ten postulat jest rowniez nie do przyjgcia, gdyz zdecydo-
wanie przeczy rzeczywistosci.

Jezeli jednak przyjac, ze odstgpy czasu migdzy zakldceniami s niezalezne i
maja rozktad Pareto, to prawdopodobienstwo zdarzenia, ze zmienna losowa
T przyjmie warto$¢ 7 pod warunkiem, ze zmienna losowa 7 przyjmie war-
tosé f wyrazi si¢ wzorem

R 23-(al) g Ayl R A\l
P =ir=n="" zm(_tmf)) =[‘;)t""“’(1~ij .

Wynika z niego, ze rozklad zmiennej losowej 7, ma w chwilach ¢, | +1 i
t,,, —1 dwa ostre wyskoki o takich samych amplitudach, niezaleznych od 1.
Wskutek tego zaktocenie lezace wewnatrz przedziatu bedzie ciazylo ku za-
kléceniu wystgpujacym w jednym z jego koncéw, co prowadzi do odwzo-
rowania serii ztozonej z dwéch zaklocen (rys. 1c). W dokiadnie taki sam
sposéb mozna odwzorowaé mechanizm powstawania diuzszych diuzszych
serii.

3

Prawdopodobienstwo tego, ze dlugosé przedzialu oddzielajacego dwa kolejne zaklo-
cenia impulsowe bedzie niemniejsza od pewnej ustalonej wartosci progowej ¢ wynosi

czyli

PT>21)= Jf(u)a'u s
1

PIT >0 =aﬁ"jd“

1

ail ”

14

(4

5)



Po wykonaniu obliczen dostajemy

ﬂ «
PT 20y = (, . 124 6)
I, t<f.
Zauwazmy, Ze poniewaz
Iog(’tg) =—alogt+alogf, @)

wigc w logarytmicznym uktadzic wspotrzednych prostokatnych S jest parametrem skali.
Nie zmniejszajac ogdinosci rozwazan mozna wige przyjac, ze S = 1. Wiedy funkcja
gestosei (2) przyjmie postaé

a

JSWy=qp="

0, <1,

121,

®

a prawdopodobienstwo wystapienia przedziatu bez zakiocen, majacego diugosé co naj-
mniej f, wyniesie

1
P2ty =4,
1, t<l1.

121,

©

Z uwagi na niejednorodnosé zakideen rozsadnie jest przyjaé, ze przedzialy czasu
wolne od zakiocen sa sumami skonczonej liczby krotszych odcinkow, bedacych realiza-
cjami roznych zmiennych losowych paretowskich. Skoro tak, to gestos¢ prawdopodbien-
stwa zmiennej losowej bgdgeej suma r odeinkdw jest kompozycja r funkeji gestosei cha-
rakteryzujacych poszczegéine sktadowe. Oznaczmy t¢ gestosc przez f,(1) . Jezeli r = 2,
to

-1
L= [fenfu-wdu, @ 22), (10)
i
czyhi, po uwzglednieniu (7),

=1
LOy=a® fu -y du. (1)
T

Podstawiajac v =1z sprowadzamy t¢ catke do postaci




L/
2
!

N

fz(’) — g -[Z—(LI+])(1 _ Z)_““”dz. (12)

Aby obliczy¢ jej wartosé skorzystajmy z rozwiniecia funkcji (1-z)™""*" w szereg Tay-

lora. Poniewaz

1=zt = i(a N sz" ,

y=1 B

wige

P w ,
)= 222 Iz-uul)!:z(a: *‘jza}{z ) (13)
4 =0

Po zamianie kolejnosci catkowania i sumowania a nast¢pnie scatkowaniu szeregu wyraz
po wyrazie i uporzadkowaniu otrzymamy

o ST EEL e

Zauwazmy teraz, ze

a—s a—s als!

@ (a+s): a ala+l)..(a+s) _
s

_ o) (a+).(a+5s) _
a—s st

_ (o) ) (—a+D)(~a+2).(—a+s-1) (a+ D..(a+s)
a—s (~a+)(~a+2).(~a+s-1) s ’

Stosujac symbol (a), = a(a+1)+...+ (¢ + s —1) nadamy temu wyrazeniu postac

a (a + sj _(ca)(@+)),

a—s\ 8 (—a+1),s!
Jezeli przyjmiemy oznaczenie

(—x) (a +1),
(—ar +1), 5!

N
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S = Zat“‘””i A\Gj - 2""(11'“'2/1‘_(:]7—) . (15)
=0

y=0

Szeregi wystgpujace w pierwszym i drugim skfadniku tego wyrazenia sa szeregami
hipergeometrycznymi (zob., np., Kamke, 1959; Graham, Knuth i Patashnik, 1996)

F(-o,l +a;l - a,l) oraz F(—a,l+a;l— a,%) . Ponicwaz.
! 2

rd- a)l"(%)

F(—a,a+1;—a+l,5)=2"——*l———, (16)
I -a +»2 r()

gdzic T'(x) = J.c“”u’"du i poniewaz ['(1) =1, wige ostatecznie
o

ra- a)r(-lfj
£ = 2007 F(— a,a+la + 1%) _pepe_ \2J (17)

)

Wrécmy jeszeze do formuty (14). Mozna jej nadaé postaé

I
(-] — oo
. —(a+l) 4 ( ) (2] SR a+s 1
Sty =200 1| = S ;
{rart) Fal
2
Zauwazmy, ze dla duzych wartosci ¢ ma migjsce nastgpujace przyblizenie
Sty = 20071 (18)
W przypadku, gdy przedzialy czasu wolne od zakidcen sa sumami wigeej niz dwoch
odcinkow losowych, wtedy dla znalezienia gestosci rozktadu zmiennej losowej charakte-
ryzujace) dtugosé calego przedziatu trzeba powyzszg procedure kompozycji rozktadu
powtorzyé rekurencyjnic odpowiednig liczbg razy. Kontynuujac to rozumowanie otrzy-
amamy, ze jezeli odeinkdw tych jest r, to dla duzych wartosei ¢

L) = roa™ (19)

Ta posta¢ formuly jest szezegolnie wygodna dla przeprowadzania obliczen.
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2.2. Rozklad liczby zaklécen w funkceji wielko$ci amplitudy

Znamienng cechg zaklocen impulsowych jest to, ze ich liczba maleje w miare wzro-
stu stopnia ich ekstremalnosci. Np., najwigkszy procentowy odsiew studentdw w czasie
egzaminéw ma miejsce na pierwszym roku studiéw, mniejszy na drugim, jeszeze mniej-
szy na trzecim itd.; tatwos¢ przejscia do wyzszej grupy dochodowej jest tym wigksza, im
wigkszy dochdd juz si¢ posiada; stopien podatnosci kursow walutowych na zaklocenia
jest tym wigkszy, im mnicj stabilna jest waluta, itp. Z tego rodzaju zjawiskiem mamy
rOéwniez do czynienia w przypadku strumienia zakldcen procesu diugofalowego finanso-
wania inwestycji, np. edukacyjnych. Zakiocen drobnych, w zasadzie nie wywicrajacych
wigkszego wplywu na przebieg procesu jest bardzo duzo, ale w miarg zwigkszania si¢
amplitudy zakidcen ich liczba oraz czgstos¢ wystepowania gwattownie zmniejszajg sig.
Jezeli przyjaé, ze wzgledna liczba zakldcen maleje proporcjonalnie do stopnia ich eks-
tremalnosci, to podstawowym matematycznym modelem tej zmiennosci jest hiperbola,
okreslona wzorem:

A

h(x) = cra)

(20)

gdzic x >0, x - wielko$¢ amplitudy zakiocenia, 4 — stata dodatnia, & - dowolnie mala
stala dodatnia, grajaca role czynnika skalujacego, k — stata dodatnia. Poniewaz wartosé
a jest mala, wigc wartosé ta nie wptywa na ksztatt hiperboli w obszarze duzych wartosci
amplitud zakiocen.

Przez odpowiedni dobér wartosei statej 4 mozna nadaé funkcji (10) interpretacje ge-
stosci prawdopodobienstwa. W tym celu nalezy rozwiaza¢ wzgledem 4 rownanie

jh(x) =1, @21
0
czyli
A
I(x+a)" dr =1, (22)
0

Po scatkowaniu i wykonaniu stosownych przeksztalcen otrzymamy

A=(k-Da*".
Wobec tego, funkcja
(k=N N
h(x) = 23)
) (x+a) (

jest gestoscia prawdopodobienstwa dla rozkiadu hiperbolicznego.



Obliczmy prawdopodobienstwo tego, ze amplituda zakldcenia przyjmie wartosé
réwng lub przekraczajacq ustalong wartosé progowa x, tzn. P{X 2 x}. Mamy

PUX 23} = [hz)dz, (24)
czyli
P sy =D [ E 2
(X 2x'}=(k-Da j(‘_m)k. @5)
Po scatkowaniu otrzymamy
BRIy
PiX zx) = ((k +1)‘;‘H . (26)
X+

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej o rozkladzie hiperboliczaym wynosi

©

E(X)= jxh(x)dx , 27
czyli
k*lw x
E(X)=(k-Da (;[(x+a)kdx. (28)

Po wykonaniu catkowania i odpowiednich przeksztatceniach otrzymamy

a
(X)) = . 29
Ex= % 29

Wariancje rozkladu oblicza si¢ wedlug wzoru

©

D*(X) = Ixzh(x)dx, (30)

czyli
D)=kt [ 5 . 31
(X) = (k=D [,I(,\-wy” 31

Po wykonaniu obliczen otrzymujc sig
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