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1. WPROWADZENIE 

Podstawowym problemem w analizie niezawodności jest znalezienie sposobu 

wyrżenia charakterystyk niezawodnościowych systemu na podstwie znajomoyci 

wskaźników niezawodności jego elementów. Do tej pory opracowano wiele 

algorytmów służących do wyznaczania niezawodności dwustanowych koherentnych 

systemów [23, 45, 47]. Jednake w praktyce inżynierskiej bardzo często 

zdarza się, że zarówno system, jak też jego elementy mogą przebywać w 

wielu stanach, począwszy od stanu pełnej zdatnośi aż po stań zupełnej 

niezdatności (uszkodzenia), na przykład, systemy energetyczne, systemy 

transportu publicznego, systemy produkcji i przesyłania ropy i gazu, systemy 

zaopatrzenia w wodę itp. W celu rozpatrywania takich zagadnień opracowano 

ogólną teorię, tzw. teorię monotonicznych systemów wielostanowych MMS (od 

angielskiego skrótu: multistate monótone systems). Opubli.kowano wiele prac 

poświęconych MMS i osiągnięto wiele interesujących rezultatów [ 1, 2, 5+9, 

11+21, 24, 33+38, 40+44, 46]. 

W celu obliczania wskaników typu gotowość dla MMS stosuje się następujące 

podejśćia: metoda włączeń i wyłączeń [3,18,20,22,33,36,42], rozszerzony 

algorytm Abrahama [20], dekompozycja meodą Doulliez-Jamoulle [3], 

dekompozycja Shannona [18,42,48] oraz metoda przeglądu stanów [3]. Niestety, 

bardzo mało uwagi poświęca się opracowywaniu praktycznych metod obł iczania 

wskażników częstotliwościowych. Metody przedstawione w niektórych 

publikacjach mają bardzo ogólny charakter i są trudne do zastosowań 

praktycznych [32 , 36, 41] 

Celem niniejszego opracowania jest pokazanie sposobów obliczania częstot

liwościowych wskaźników dla systemów MMS z wykorzystaniem wymienionych wyżej 

metod, przy założeniu, że elementy rozpatrywanych systemów są stochastycznie 

niezależne . 

Praca jest skonstruowana następująco. W rozdziale 2 przedstawiono 

podstawowe pojęcia terminologiczne i oznaczenia. W szególności, przedstawiono 

w nim binarną reprezentację MMS oraz definicje wskaźników niezawodności MMS i 

ich elementów. Rozdział 3 zawiera główne rezultaty opracowania - wzory do 

ob l iczania wskaźników niezawodności MMS: ogólny wzór pseudo-wielomianowy (w 
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kilku szczególnych przypadkach), sumę rozłącznych wielowymiarowych kostek 

oraz wzór na dekompozycję liniową. Wzory te są uogólnieniem wzorów znanych 

znanych z terori i monotonicznych systemów Rozdział 4 zawiera dwa przykłady 

tego, w Jaki sposób uzyskane wyniki mogą być zastosowane w praktyce i jak MMS 

mogą być analizowane przy użyciu binarnych algorytmów. Podsumowanie zawarte 

jest w rozdziale 5. 

2. PODSTAWOWE DEFINICJE I OZNACZENIA 

2.1. Monotoniczne systemy wielostanowe i ich struktury 

Niech <IC,IK~,IK1 ,oc2 , ... IKn,~> będzie systemem wielostanowym składajcym się z 

wielostanowych elementów IC = {c1 ,c2 . . . ,en}= {1,2, ... ,n}, gdzie 

OC~ = {O, . .. , M~} Jest zbiorem stanów systemu , oc 1 = {O, .. . , Mi} jest zbiorem 

stanów elementu c 1 , 1=1, ... ,n, oraz ~= IK 1xoc2x .. . xlKn --t IK~ jest strukturalną 

funkcją systemu, IK 1xlK2x . . . xlKn {!=(x1,x2 , .. . ,xn): xielKi' i=l,2, . . . ,n} . 

Stan systemu (elementu ci} określa 

począwszy od stanu pełnej zdatnoyci 

uszkodzenia oznaczanego liczbN O. Stan 

rzeczywisty 

M~ [Mil aź 

elementu 

poziom działania, 

do stanu zupełnego 

jest reprezentowany 

zmienną Xi' przyjmującą wartości z IKi. Kombinacja stanów wszystkich 

elementów Jest opisywana przez wektor stanu elementów X= (X1 ,x2 , ... ,Xn)' 

Xe W= oc 1xoc2x ... xlKn' gdzie W oznacza przestrzeń wektora stanu elementów. 

Stan X systemu Jest w peen1 określony przez stany elementów za pośrednictwem 
~ 

funkcji strukturalnej~. tzn . X~=~(~) . 

Funkcja strukturalna~= W --tli(~ jest nazywana monotoniczną , jeśli ~ jest 

niemalejąca ze wzgldu na kaźdy argument, tzn . dla każdego ielC, jeśli r <s, 

r,seoc1 , to ~(ri,!}s~(s1,!l dla każdego !EW, lub równoważnie, jeśli !sł 

implikuje ~(!)s~(rl dla każdego !,reW . 

Będziemy używać następujących oznaczeń: 

!sł iff xisyi dla wszystkich ielC , 

!<l iff !sł i xi<yi dla pewnych ielC . 
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System nzywamy monotonicznym systemem wielostanowym (MMS) [4, 27] jeśli 

Jego funkcja strukturalna ,p spełnia następujące warunki, gdzie O (0, ... ,Ol 

i ~ = (M1 , ... , Mn) : 

a) ,p jest monotoniczna, 
(2. 1. 1) 

bł ,p(Ql o i ,p(~) 

Warunek (al oznacza, xe pogorszenie stanu elementu nie może prowadzić do 

poprawienia stanu systemu i - odpowiednio - poprawienie stanu elementu nie 

moźe pogorszyć stanu systemu. Warunek (b) oznacza, że jeśli pełnemu 

uszkodzeniu ulegną wszystkie elementy systemu, to system też będzie w pełni 

uszkodzony i - odpowiedni - Jeśli wszystkie elementy są w pełni zdayne, to 

system też Jest w pełni zdatny. Będziemy rozpatrywać tylko systemy typu 

MMS. Ze względu na to, że znajomość funkcji strukturalnej Jest równoważne ze 

znajomością systemu, często będziemy używać określenia "struktura ,p" lub 

"system ,p" zamiast "MMS ma funkcję strukturalną ,p". Będziemy też często pisać 

11 ieC 11 zamiast 11 c eC 11 • 

i 
Wektor l nazywamy ścieżką poziomu j systemu MMS iff ,p(r)2::j. Wektor ten 

jest minimalną ścieżką poaiomu J Jeśli dodatkowo !<l implkuje ,p(!l<j . 

Wektor ~ nazywamy przekrojem poziomu j systemu MMS iff ,p(~)<j. Jest on 

minimalnym przekrojem poziomuj, jeśli dodatkowo!>~ implikuje ,p(!)i!::j . 

Wektor wszystkich minimalnych ścieżek poziomu j jest oznaczany przez 

Uj(,p) = UJ' oraz zbiór wszystkich minimalnych przekrojów poziomu J jest 

oznaczany przez Lj(,p) Lj' gdzie u0 = {Q}, L0 = 0. Z warunku (b) niniejszego 

punktu wynika, że U i L są niepuste dla j=l,2, ... ,M. 

+ j j "' 
Niech WJ= {!EW: ,p(!)2::j} będzie zbiorem wszystkich ścieżek poziomuj oraz 

WJ = {!EW : ,p(!l <J} niech oznacza zbiór wszystkich przekrojów poziomu j. 

Wtedy, z definicji UJ i Lj (patrz rys. 1), 

U [O,z], 
~ELj - -

(2. 1. 2) 

Należy zauważyć, że zbiór wszystkich minimalnych ścieżek Uj zbiór 

wszystkich minimalnych przekrojów Lj' j=l,2, .. . ,M'/J, są ściśle wzajemnie 

powiązane w takim sensie, że UJ mogą być wyznaczone z Lj i odwrotnie. 
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• 
?:1 

• l2 
• 

?:2 

w; ł!: i•l!l<j} • ;r3 
--'"-----+-----

o 
0 -

minimalna 

ścieżka poziomuj 

Lj = ł?, 1 ,?,2 ,?,3 } - minimalny 

przekrój poziomuj 

Rysunek 1. Podział przestrzeni W wektora stanu elementów. 

2.2. Reprezentacja binarna 

Niech Ir będzie wskaźnikiem poziomu, Ir(k) = { 
0 

Zdefiniujmy binarne zmienne Xir 

jeśli Xiae:r 

Jeśli Xi <r 

Jeśli kae:r 

Jeśli k<r 

(2. 2. 1) 

Ze względu na to, że dla każdego ustalonego i, l=Xi0ae:xi 1ae: . .. ae:XiM."'xi,M.+l=O 
l l 

X = 
i EX .. 

r=l ir 
niezależne. 

to binarne zmienne 

Wprowadźmy następujące oznaczenia: 

~ = (X1r : ieC , re~1-{0}) = 1~1 .~2 •... •~n) . 

M. 
Wector ~i nie przyjmuje wartości ze zbioru {O, 1} 1 

zbioru [i 
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nie są algebraicznie 

Mi 

X {O, 1}, lecz ze 

i=l 



= { : 
Jeśli a::sr 

e. (rl (e. (rl, ae!Ki-{0}), re!Ki' e . (r) tzn. 
=1 1,a 1,a 

jeśli a>r 

e. (O) (0, o, O)• e. (r) ( 1, 1, . . . , 1, o, . . . ) O)• r>0 , 
=1 1 2 M. =1 

1 2 r+l M. r 
1 1 

i tym samym, wector ~ przyjmuje wartości z [ [ 1x[2 x ... x[n. 

Oczywiście, 

(2.2 . 2) 

iff e. (r);e;X,<e. (s) 
=1 =1 =1 

iff (2 . 2 . 3) 

Zachodzą ponadto następujące zależności, gdzie a= 1-a, avb max(a,b) dla 

a,be{0,l}: 

Xir ·\s Xi, max ( r, s)' X. ·X. xi,min(r,s) (2 . 2.4) 
lr 15 

X. vx. = X Xirvxis xi,max(r,sl' 
(2.2.5) 

lr 15 i,min(r,s)' 

{ xir-xis dla r<s 
X. ·X. (2.2.6) 

1r 15 o dla ri!:S 

Pokażemy, że może być przedstawiona za pomocą szeregu binarnych 

monotonicznych funkcji binarnych zmiennych Xir' Zaczniemy od zdefiniowania 

binarnej funkcji ~j' jelK~-{0}, wslaźników poziomu systemu 

~/~l = V 
reuj 

ieC 

1 -

yi>0 

Z (2 . 1.2) wynika, że ~qp "'j iff 

bisekcją, J-(~l = O/Xi): ieC, re!Ki-{0}) 

jeśli_~(X)i!:J 

Jeśli ~(X)<j 

~j(J-(~)l 

~. tzn . 

Wskaźniki poziomu systemu spełniają zależności 
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1, gdzie J-: W - [ jest 

(2.2 . 8) 



M 
'P 

tp(~) = E <pj(~), ~=](~), a tym samym wyznaczają <p. Można ponadto zauważyć, że 

j=l 
jeśli W jest funkcją [ - {0,1} spełniającą zależność : <p(X)~j iff W.(J(XJ)=l, 

- J -
to Wj=<pj . Oznacza to, że warunek (2.2.8) wyznacza <pj jednoznacznie. 

Z definicji minimalnej ścieżki poziomuj wynika, że (patrz 2 . 1 . 2)) 

'P/~l n V X. +l 1 - v n Xi z +1 · (2 . 2 . 9) 
ielC l,Zi ~EL j ' i 

zeL. zi<Mi ieC - J zi<Mi 

Zauważmy, że wiele zmiennych binarnych X. może być nieistotnych, tzn. 1r 
może nie mieć wpływu na wartość funkcji <pj. Definicje nieistotnośc i (oraz 

istotności) zmiennych binarnych xir dla funkcji 'P j różnią się 

w szczegółach, w zależności od źródła ich pochodzenia. 

Mówimy, że zmienna Xir' relKi-{0}, is nieistotna dla funkcji <pj ' jeśli 

<pj(Oir'~J = <pj(lir'~) dla dowolnego ~e[ takiego, że (Oir'~)e[ i (lir'~Je[, 

gdzie 

W przeciwnym przypadku zmienna Xir jest nazywana istotną dla <pj . 

Można wykazać, źe zmienna Xir' relKi-{0}, jest istotna dla funkcji <pj wtedy 

tylko wtedy, kiedy istnieje ,!!:EIY takie, że <p((r-l)i , ,!!:)<j:eó<p(ri,,!!:) , Innymi 

słowy, zmienna Xir jest istotna dla funkcji <pj wtedy i tylko wtedy, kiedy 

stan r elementu ci jest istotny dla poziomuj. 

Niech {~} relevant będzie zbiorem wszystkich zmiennych Xir 

istotnych dla funkcji <pj. Wtedy 

{~}relevant = {Xiy. :ielC,yi>O,reUj} 
l 

{Xi,z . +l:ielC,zi <Mi'~eLj} . 
l 

Funkcja <pj może być zapisana w kilku ekwiwalentnych pos taciach. W 

szczególności , zapisana w postac i korzystającej z minimalnych śc i eżek (2.2. 7) 

lub minimalnych przekrojów (2 . 2.9) , może być przekształ cona za pomocą 

prostych reguł algebraicznych, tożsamości boolowski ch wzorów 
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(2.2.4)+(2 .2.6 ), w postać liniową 

o 
m 

f3o + L /3kGk(~l. 

k=l 

gdzie {30 ,(31 , .. . ,/3 0 - liczby całkowite, 
m 

Gk(~) - iloczyn boolowski postaci : 

n X_ k' 
1r . 

o 1 
ieCk 

Postać liniowa jest 

pseudo-wielomianowej: 

m 

"o+ L o:kBkC~l. 

k=l 

szczególnym 

gdzie o:0 ,o:1 , ... •"m - liczby całkowite, 

Bk(~) - iloczyn boolowski postaci: 

ielC 

n X_ i k' 
1ai ibi 

ielCk 

przypadkiem 

gdzie O~a~<b~~Mi+l dla każdego ielC, Ck={ielC: b~-a~~Mi}, 

XiO = 1, X. M +l = O. 
1, i 

ogólnej 

TI =l, 
iEl!l 

Jeśli ak=O i b~=M.+l dla wszystkich ieC, to Ck=l!l i Bk(!_l = 1. 
i 1 1 

(2. 2. 10) 

(2.2.11) 

postaci 

(2.2.12) 

(2.2. 13) 

Wyrażenie (2.2.13) jest zapisane w bardzo skondensowanej formie i 

dlatego niekiedy pożyteczne jest dysponowanie bardziej bezpośrednią postacią . 

2 kolei, zdefiniujmy zbiory indeksowe ck+= {ieC: O<a~<b~=M.+l}, 
1 1 1 

{ieC: O<a~<b~~M.}, które są parami rozłączne i 
1 1 1 

+ +-
ICk u Ck u Ck = ICk ~ C. Możemy wtedy napisać 
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Bk(~)= (n X kHn x_ kHn x_ k·X k)· 
+ lai _ 1bi +- 1a1 ibi 

ieCk ieCk ieCk 

(2 . 2. 14) 

Stosując zasadę wł czeń i wyłączeń do (2.2.7) lub (2.2.9) otrzymujemy 

postaci Poincare funkcji ~J' które są szczególnymi przypadkami postaci 

pseudo-wielomianowej: 

~/~l I (-l l l[Jl+l 
n \,ui([J)' 

[)~UJ leC 

[J„0 
u 1 ([JJ„o 

~/~l 1 - I (-1) l[Jl+l 
n xl,d1 ([J)+l' 

[J~L. ieC 
J di {[)),.Mi [J„0 

gdzie dla każdego 0„[J~W 

u1 ([J) = max{x1 : !ED}, d 1 (D) min{x1: !e[J}, ieC, ID I 

2.3. Wskaźniki niezawodności 

(2 . 2. 15) 

(2. 2. 16) 

card ([Jl . 

Proces stanu i-tego elementu ci' ieC, Jest procesem stochastycznym 

{Xi(t)}, gdzie dla każdego ustalonego t~O, x 1 (t) jest zmienną losową 

przyjmującą wartości z IK 1 i reprezentującą stan elementu c 1 w chwili t. 

{~ ( t l} = {(X1 ( tJ, x2 ( t), ... , Xn ( t))}, łączny proces stanu elementów wyrażony 

przez odpowiedni wektor. Proces stanu systemu Jest procesem stochastycznym 

{X~(t)}, X~(t)elK~, reprezentującym stan systemu jako funkcja zależna od 

czasu. Z definicji funkcji strukturalnej ~. dla każdego ustalonego t, 

X~(t) = ~(~(t)) odpowiada stanowi systemu w chwili t przy założeniu, 

wektor stanu elementów jest ~(t). 

że 

Rozpatrzmy obiekt wielostanowy (system lub element) w przestrzeni stanów 

1K = {0,1, ... ,M.} i stochastyczny proces stanu {X.(t)}. W zapisie tym dowolna 

wielkość Q odnosi się do elementu c 1 jeśli • = i, lub do systemu, Jeśli 

• = ~-
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Niech je~.-{0} będzie pewnym ustalonym stanem obiektu. Mówimy, że obiekt 

jest uszkodzony na poziomie j, jeśli stan ten przyjmuje wartości mniejsze niż 

j; w przeciwnym przypadki mówimy, że jest on w stanie poprawnego 

funkcjonowania na poziomie j. Niech G! = {j,j+l, ... ,M.} oznacza podzbiór 

stanów poprawnego funkcjonowania na poziomie j i a!= {0,1, ... ,j-1}, 

podzbiór stanów uszkodzenia na poziomie j. Dowolne przejście ze stanu j do 

stanu niższego (tzn . przejście c! - a!J nazywamy uszkodzeniem na poziomie j 

( lub krócej, j-uszkodzeniem), i każde przejście ze stanu j-1 w górę ( tzn. 

przejście a! -) Gl) nazywamy naprawą na poziomie j ( lub krócej, j-naprawą) 
(patrz Rys. 2). W ten sposó wskaźniki niezawodności poziomu j obiektu mogą 

być zdefiniowane podobnie jak wslaźniki dla binarnego przypadku [23, 45, 47). 

j-failure 

./ 
j-failed states B! "' j-success states Gj 

o 2 j-1 j j+l M0 -l 

"' /' 
= { 

for l{J 
j-repair 

i for 

Rys . 2 . Podział przestrzeni stanów na poziomie j. 

Rozpatrzymy następujące wskaźniki niezawodności 

(niestacjonarne) dla każdego poziomu j~l obiektu: 

R
0
(j,t) = Pr{X.(t)~j}, gotowość dla poziomuj, 

Q_ (j' t) 1-R.(j,t), niegotowość dla poziomuj, 

M . 
system 

component C. 
1 

zależne od czasu 

x. 
Fr{G!-) a!,t}, częstotliwość uszkodzeń dla poziomuj, 

F~(j,tl 
x. 

Fr{B! - G!,t}, częstotliwość napraw dla poziomuj. 

x. 
W niniejszym opracowaniu Fr{~ - B,t} oznacza częstotliwość lub przejście 

ze zbioru stanów~ do zbioru stanów B, w procesie dziłania {X (t)}, ~.B~~ , 
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/Anl8=0, i jest definiowane w następujący sposób. Niech w. (/A ----) 18, t) będzie 

oczekiwaną liczbą przejść procesu stanu {X.(t)} z /A do 18 w przedziale 

czasu (O,t] . W przypadku gdy W0 (/A----) 18,t) jest absolutnie ciągłe na [0,oo), to 
X 

Fr{/A ~ 18,t} jest gęstością Wf/A----) 18,t), tzn. dla dowolnego t>O: 

w_(/A----)18,tl 
t X f Fr{/A ~ 18,u}du. 
o 

x. 

(2.3.1) 

Z powyższego wynika, że Fr{/A----) 18,t} d dt W.(IA----) 18,t) prawie wszędzie 

w [O,oo). Średnią liczbę j-uszkodzeń i j-napraw obiektu będziemy oznaczać 

odpowiednio przez W~(j,t) i W~(j,t): 

W~(j,t) 
t f F~(j,u)du, 
o 

+ ft+ w.(j,tJ = F.(j,u)du. 
o 

(2.3 .2 ) 

Będziemy także rozpatrywać stacjonarne lub graniczne charakterystyki 

obiektu: 

R
0

(j,oo) = lim Pr{X.(t)~j}, stacjonarna gotowość dla poziomuj, 
t----)+oo 

O. (J,oo) 1-R. (J,oo)., stacjonarna niegotowość dla poziomu j, 

x. 
Fr{G:----) 18~,oo}, stacjonarna częstotliwość uszkodzeń dla poziomu 

j, 

F~(j,oo) 
x. 

Fr{IB~----) G~,oo}, stacjonarna częstotliwość napraw dla poziomy j 

x. 
Dla dowolnego /A,18~1K., /Anl8=0, Fr{/A----) 18,oo} jest definiowana w następujący 

sposób 

x. 
Fr{/A----) 18,oo} = lim w.CIA----) 18,tl/t 

t----)+oo 
(jeśli istnieje). 

(2.3 . 3) 

x. 
Zauważmy, że w stacjonarnym przypadku lsntnienie Fr{/A ----) 18, t}, t~o. nie 

jest wymagane, tzn. nie jest wymagane, by funkcja W0 (/A----) 18,t) była 

X 
absolutnie ciągła. Ale jeśli Fr{/A ~ 18,t} jest dobrze zdefiniowana i ma 

granicę przy t----)+oo, to 
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X 
Fr{/A ~ 18,o,} 

X 
lim Fr{/A ~ 18,t}. 

t---)+o, 

Odwrotne stwierdzenie nie zawsze jest prawdiwe. 

(2.3.4) 

- + 
Zuważmy też, że IW,(j,tl-W,(j,t) l~l dla każdego jE~.-{0} i t~O. Dlatego 

limW-(j,t)/t 
t---)+o, • 

lim w:(j,tJ/t, 
t-?+o, 

(2.3.5) 

(2.3.6) 

tzn. nie ma różnicy między stacjonarnymi częstotliwościami uszkodzeń i 

napraw dla poziomuj. 

Obiekt jest nienaprawiany, jeśli proces stanu {X,(t)} Jest nierosnący, 

X. (t)~X. (s) dla t<s, tzn. nie są przeprowadzane żadne naprawy korekcyjne 

mogące poprawić stan obiektu. 

Niech -r. (j) = inf{t~O: X. (t)<j} będzie (losowym) czasem do pierwszego 

uszkodzenia na poziomie j nienaprawianego obiektu, gdzie inf0 = +o,, Zatem 

R, (j, t) 

F~(j, t) 

Pr{-r (j)>t} jest niezawodnością obiektu na poziomie j i 

- ~t R„(j,t) jest gęstością -r,(Jl, F~(j,t)t.t ""Pd-r,(J)E(t,t+t.t)}. 

MTFF.(J), średni czas do pierwszego uszkodzenia obiektu na poziomie J, może 

być obliczony w zwykły sposób: 

MTFF,(j) = J°'R.(j,t)dt. 
o 

Oczywiście, w tym przypadku F:(j,t) = O, F~(j,o,) 

Pr{-r. (j)<o,}=l, to R, (j,o,) = O. 

System jest nienaprawiany, jeśli wszystkie 

nienaprawiane. 

- 13 -

(2.3.7) 

O, i jeśli 

jego elementy są 



2.4. Założenia 

Wprowadźmy dodatkowe oznaczenia (ieC, r,seOCi, r*s): 

w:s(t) = W. ({r} - {s},t), oczekiwana liczba przejść elementu c. ze stanu r 
1 1 1 

do stanu s w przedziale (0,t), w:s(O) = O, 
1 

X. 
F~s(t) = Fr{{r} ~ {s},t}, częstotliwość przejść elementu ci ze stanu r do 

stanu s w chwili t, 

X. rs 1 Fi (oo) = Fr{{r} ~ {s},oo} = rs 
lim wi (tl/t, 

t-)+oo 
stacjonarna częstotliwość 

przejść elementu ci ze stanu r do stnu s, 

pir(t) = Pr{Xi(t)=r}, prawdopodobieństwo tego, że element ci jest w s tanie r 

w chwili t, 

p. (oo) = 
lr 

lim pir(t), graniczne prawdopodobieństwo tego, że element c i jest 
t-)+oo 

w stanie r . 

Oczywiście, dla dowolnego keOCi' 

Mi 

Ri (k,t) = I pir(t). Ri (0,t) 1' te[O,oo), (2. 4. 1) 

r=k 

k-1 

Qi (k, t) I pir(t) 1-Ri (k, t l, Qi(O,t) o, te[O , oo], (2.4.2) 

r=O 

Mi k-1 k-1 Mi 

W~(k,t) 
I 

L w~s(tl' 
+ 

Wi (k, t) =I L w~s(tl, te[O,oo), (2.4.3) 

r=k s=O r=O s=k 

M. k-1 k-1 M. 
l l 

F~(k,t) 
I 

L F~s(t)' 
+ 

Fi(k,tl 
I 

L F~s(t) ' te[O , oo], (2.4.4) 

r=k s=O r=O s=k 

- 14 -



W~(O , t) 
+ 

wi co, tł F~(O,t) O, te[O,oo] . (2 . 4.5) 

Przyjmijmy następujące ogólne założenia . 

1. Procesy stanu {Xi (t)}, ieC, elementów są statystycznie niezależne . 

2. w~s(t) < oo dla dowolnego te[O,oo), ieC i r,se~i' r*s. 

Dla przypadku niestacjonarnego założymy, że: 

rs 
3 . Dla dowolnego ieC i r,se~i' r*s, funkcje Wi (t) są absolutnie 

ciągłe na [0,+oo), co oznacza, że istnieją częstotliwości F'.s(t): 
1 

t 
W'.s(t) = J F'.s(u)du. (2 . 4.6) 

l O 1 

Dla przypadku stacjonarnego założymy, że : 

4. Dla dowolnego ieC i r,se~i' r*s, istnieją następujące granice : 

. lim W'.s(t)/t 
t-+oo 1 

(2 . 4 . 7) 

(2.4 . 8) 

Wniosek Niezależność {Xi(t)}, ieC, implkuje niezależność wektora 

procesów {~1. (t)} = {(X. 1 (t),X. 2 (t), ... ,X.M (t))}, ieC, X. (t) = I (X.(t)) . W 
1 1 1 i 1r r 1 

szczególności, dla dowolnego r i e~i binarne zmienne losowe Xir _ ( t), ieC, są 
1 

wzajemnie s-independent. Jednakże dla każdego ustalonego ieC, Xil (t), Xi2 (t), 

. .. , x . M (t) są zależne, gdyż Xir(t)~xi,r+l(t). 
1 i 

Jeśli {Xi (t)} jest 

intensywności przejść ~i 

p. (oo) 
1r 

homogenicznym procesem Markowa 

[ai;r,s r,se~il' to 

- 15 -

z macierzą 

(2 . 4.9) 

(2.4.10) 



Ponadto, jeśli {Xi (t)} jest nieredukowalny, to prawdopodobieństwa pir(oo), 

reOCi są jedynymi rozwiązaniami liniowych równań systemu ei-~i = Q, ei·!= 1, 

gdzie ei = (pir(oo): reOCi)' ! = (1, 1, ... , 1), Q = (0,0, ... ,O). 

3. OBLICZANIE WSKAŹNIKÓW NIEZAWODNOŚCI 

3. 1. Wzory ogólne 

Obecnie wyprowadzimy ogólne wzory dotyczące częstotliwości , zarówno 

zależnych od czasu, jak też stacjonarnych, F;(j,t), F;(j,t), + . 
FI(} (J, oo), 

F-(j,oo), gdzie j~l jest zadanym stanem systemu. 
I(} 

Z założeń 1 - 3 wynika [29,pp.598), że dla dowolnego te[O,oo) 

I I 
t 

W-(j, t) J P(j,uli:r,s) 
rs 

wi (du), 
I(} o 

(3. 1. 1) 

ieC r,seOCi 
r>s 

I I 
t 

W+(J, t) J P(J,uli:s,r) 
rs 

wi (du), 
I(} o 

(3. 1. 2) 

ieC r,selKi 
r<s 

gdziee P(j, tli:r,s) Pr{'(}( si,!( t) )~j}, r >s, jest 

prawdopodobieństwem tego, że system w chwili t jest w takim stanie~ at, że 

(a) przejście elementu ci ze stanu r do stanu s doprowadzi system do 

uszkodzenia na poziomie j, lub równoważnie, 

(b) Przejście elementu ci ze stanu s do stanu r, spowoduje naprawę 

systemu do poziomuj, 

Oznacza to, że na podstawie (2.4.6) mamy 

L L P(J,tli : r,s) F~s(t) . 

ieC r,seOCi 
r>s 

- 16 -

(3. 1. 3) 



iEIC r,sEIKi 
r<s 

Dizeląc (3.1. 1) i (3.1.2) przez t i dążąc t---t+oo, otrzymujemy (33] 

\ rs L P(j,ooli:r,s) Fi (oo), 

iEIC r,sEIKi 
r>s 

\ rs L P(j,ooli:s,r) Fi (oo), 

iEC r,SEIKi 
r<s 

gdziee P(j,ooli:r,s) = lim P(j,tli:r,s). 
t---t+oo 

+ -
Zauważmy, że ze względu na to, iż IW~(j,t)-W~(j,t)lsl, 

F;(j,oo) . 

Z kolei, jest oczywistym, że dla te[O,oo] 

gdzie 

+ 
xEIY. iEIC 
- J 

pix . (t), 
1 

XEIY~ iEC 
- J 

p, ( t). 
lXi 

Inne miary niezawodności związane z R~(j,oo) i F~(j,oo) = F;(j,oo) 

są następujące: 

(3. 1. 4) 

(3. l. 5) 

(3. 1. 6) 

(3. l. 7) 

MUT~(j) = R~(j,oo)/F~(j,oo) - średni czas powyżej poziomuj systemu (mean up 

time to the level j of the system), tzn. średni czas, przez który system 

przebywa w stanach nie gorszych niż poziom j ~1, 

MDT~(j) = Q~(j,oo)/F/j,oo) - średni czas poniżej poziomu j systemu (mean 

down time to the level j of the system), tzn. średni czas, przez który system 

przebywa w stanach gorszych niż poziom j~l . 

Jeśli system jest nienaprawiany, to R~(j,t) w;(j,t), te[O,oo), jest 

niezawodnością systemu na poziomie j, F;(j, t) - =tR~(j, t) jest gęstością 
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prawdopodobieństwa czasu do pierwszego uszkodzenia systemu na poziomie j i 

F+ (j, t )=0 . 
<p 

Wniosek 1. Wzory (3.1.1) i (3.1.2) są szczególnymi przypadkami ogólnych 

zależności udowodnionych w [32, pp.597, (8)). Wzory (3.1.3) i (3 . 1.4) są 

szczególnymi przypadkami z (32, pp.598, (10)]. 

W następnych częściach niniejszego opracowania pokażemy, jak wskaźniki 

niezawodności systemu wielostanowego mogą być wyznaczane ża pomocą binarnej 

reprezentacji struktury <p . 

3 . 2. Zasada substytucji 

Niech j~1 będzie dowolnym ustalonym poziomem systemu. Poni eważ dla 

wszystkich reOCi' na podstawie (2.2.2), 

możemy napisać równości(3. 1.3)+(3.1.6) w postaci 

L L E[<pj(~i(r),~)-<pj(~i(s),~)]·F~s. 

ielC r,seOCi 
r>s 

ielC r,seOCi 
r<s 

Ponadto, ze względu na to, że <p(~)~j iff <pj(~)=1, 

mamy 

(3. 2. 1) 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

(3.2.4) 

Niech <pj będzie dana w ogólnej pseudo-wielomianowej postaci (2.1.12), 0<jsM<p . 
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Wtedy 

m 

r!(J) =Lak L (F~(a~)-F~(b~)) n (Ri (a~)-Ri (b~)). 

k=l 

gdzie znak • ±' stawiany jest zamiast '+' 

R. (M. +l) 
l l 

O, Ri (0) = 1. 

lub 

Zauważmy, że dla wszystkich r<s, r,sE~1v{M1+1}, 

R. (r)-R. (s) 
l l 

F~(r)-F~(s) 

r:crl-F:Csl 
l l 

Pr{r::sxi ::ss-1}, 

Xi 
Fr{lr,s-1)-t[O,r-1)} 

X. 
Fr{[O,r-l)~[r,s-1)} 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

+ 
F-:-(M. +1) 

l l 
O, 

(3.2.7) 

(3.2.8) 

(3.2.9) 

Fr{AjB} = O for A= 0 or B = 0. 

W takim razie rozsądnie jest założyć (1 od tego miejsca tak zrobimy), że 

+ + 
jeśli Ri (r)-Ri (s) = O, toO F1(r)-F1(s) o (3.2. 10) 

dla wszystkich O::sr<s::sM1+1, iEC . 

Zatem, kładąc a/O= O dla dowolnego a, (3.2.6) możemy napisać w postaci 

m ± k ± k 
+ L n k k L 

Fi (ai)-Fi (bi) 
r;(Jl "k (Ri (ai )-Ri (bil J 

R. (a~)-R. (b~) 
(3. 2. 11) 

k=l iEICk iEICk 
l l l l 
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lub, stosując (2.1.14), w postaci 

m 

L akBk(~)F±(j,Bk), (3.2. 12) 

k=l 

gdziee ~ = (Ri (r): ieC, reOCi-{0}), 

(3.2. 13) 

+ k 
F~(b~) ± k ± k 

+ 
=I 

F:-(a.) 

-I I 

Fi (ai)-Fi (bi) 
1 1 1 1 

F-(j,Bk) 
R.(ll 

--k- + 
R. clJ-R. Cb~J + 1 1 

ieCk 
Qi(bi) +- 1 1 1 1 

ieCk ieCk 

(3.2. 14) 

Zdefiniujmy teraz tak zwane pseudo-intensywności: 

+ + l F;c,1 jeśli Ri (r);<Q, l~ jeśli Qi (r);oO, + R. (r) + = Qi(r) il."1 ( r) 1 µi(ri 

o jeśli Ri (r)=O, o jeśli Qi (r)=O. 

(3.2. 15) 

Zauważmy, 

+ 

- + -
że w przypadku stacjonarnym Ai (r) Ai (r) = 1/MUTi (r), µi (s) 

µi (s) = 

[poniżej] 

1/MDTi (r), gdzie MUTi (r) [MDTi (r)] jest średnim czasem powyżej 

poziomu r elementu ci. Przy tych oznaczeniach wzór (3.2.14) może 

być napisany w postaci 

(3.2. 16) 

Wzory (3.2.6), (3.2.11) i (3.2.12), które wydaj się być nowymi,wyrażają 

tzw. zasadę substytucji i są uogólnieniem zasady substytucji otrzymanej dla 

binarnych systemów koherentnych [23, 45] (patrz Przykład 4. 1). Te wzory, w 

przeciwieństwie do ogólnych wzorów (3.1.3) i (3.1.4), mają bardzo przyjemną 
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własność , że na "wejściu" i na "wyjściu" są tego samego typu wielkości : 

gotowości i iczęstotliwości dla odpowiednich poziomów.Ta cecha czyni te wzory 

użytecznymi w ocenie niezawodności złożonych systemów za pomocą techniki 

dekompozycji modularnej (w (16, 19, 22] zamieszczone są definicje dekom

pozycji modularnej MMS). 

+ 
Zwróćmy uwagę na podobieństwo wzoru(3.2.12), z F-(j,Bk) wyrażoną przez 

+
(3.2. 16), do odpowiednich wzorów dla przypadku binarnego, szczególnie gdy Ck 

111. 

Stosując (3 . 2.5) i (3.2. 12) do wzorów Poincare (2.2. 15) i (2 . 2. 16), 

otrzymamy uogólnienie na przypadek wielowymiarowy wzorów otrzymanych na 

podstawie metody włączeń i wyłączeń w terorii systemów binarnych (23, 45]: 

R/JJ L (-1) 1[)1+1 n Ri(ui([JJJ, 

[)~U. ieC 
J u. ([))*O 

[)*111 1 

+ L (-1)1[)1+1( n Ri (ui ([)))) ( l A~(ui([)JJ), F;(j) 

[)~U . ieC ieC 
J u.([))*0 u. ([))*O 

[)*111 1 1 

Q'l'(j) =L (-1) 1[)1+1 n Q.(d.([))+1), 
1 1 

[)~Lj ieC 
d. ([J)*M. 

[)*111 1 1 

ieC ieC 
d. ([J)*M. 

1 1 
d. ([J)*M . 

1 1 

gdzie dla dowolnego 111*[)~W 

u.([JJ 
1 

d. ([)) 
l 

min{x1 : ~e[)}, ieC, 

- 21 -
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(3.2. 18) 

(3 . 2. 19) 

(3.2.20) 

I IO I card ([)). 



3.3. Suma rozłącznych iloczynów 

Rozpatrzymy obecnie metodę oceny niezawodności bazującą na podziale zbioru 

W~= {!EW: ~(!)~j} lub jego dopełnienia 
J 

W~= {xeW: ~(x)<j} na rozłączne 
J - -

wielowymiarowe kostki. Niech c 1 ,c2 , ... ,Cm, ID1 ,D2 , . . . ,Dm,] będą niepustymi i 

parami rozłącznymi sześcianami, takimi, że 

m 
U Ck, 

k=l 

m' 
U Dk' 

k=l 

gdzie ck= {!EW: ~k~!~~k}, Dk 

k k k k 
! = (xl,x2, ... ,xn). 

(3. 3. 1) 

Taki podział można uzyskać za pomocą jednego z dwu algorytmów 

opracowanych przez Avena [3] lub Abrahama, rozszerzonych na przypadek 

wielostanowy. 

Dla dowolnej kostki 

boolowski: 

n 
iEC 

X. X. b +1 
lai 1, i 

p {!EW: ~~!~~}, ~~~. zdefiniujmy iloczyn 

n Xiaixi,bi+l' 

iECP 

(3.3.2) 

Z (3.3 . 1) i (3.3 . 2) wynika, że 

m 

L 
k=l 

m' 

1 - L BDk (~) 

k=l 

(3.3.3) 

jest inną representacją ~j' nazywaną sumą rozłącznych iloczynów, i jest ona 

szczególnym przypadkiem postaci pseudowielomianowej. Wyznaczenie R~(j) oraz 
+ 

F;(j) można przeprowadzić przez bezpośrednie zasosowanie zasady substytucji. 
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3 . 4. Dekompozycja liniowa 

Dekompozycja (faktoryzacja) liniowa jest bardzo efektywnym narzędziem 

stosowanym do oceny niezawodności systemów binarnych, szczególnie sieci i 

drzew uszkodzeń [23, 45]. Obecnie zaprezentujemy uogólnienie dekompozycji 

liniowej na przypadek wielostanowy. 

Niech ,p(i,r)(X) = ,p(r. ,X) będzie funkcją strukturalną systemu z elementem 
- 1 -

c1 będącym stale w stanie re~i. Chociaż funkcja nie zależy od Xi, traktujemy 

ją, dla wygody oznaczeń, jako funkcję wszystkich n zmiennych x1 , ... ,Xn. 

Niech 'Pji,r) będzie indykatorem poziomu systemu "zredukowanej" struktury 

<p(i,r), tzn. 

(3. 4. 1) 

X. 
=1 

Oczywiście, i-te zmienne !i nie wpływają na 'Pji,r). 

Zauważmy, że /i,r)(QJ = ,p(r 1,QJ oraz ,p(i,r)(~J = ,p(ri.~J. a więc funkcja 

strukturalna ,p(i,rl, w ogólnym przypadku,nie spełnia warunku (b) w (2.1.1), 

konkretnie ,p(i,r) przyjmuje wartości ze zbioru ~~i,r) {,p(ri,QJ , 

,p(r 1 ,~J}. Pomimo tego, wszystkie wzory dotyczące obliczania wskaźników 

niezawodności są poprawne . 

Następujące relacje, zwane dekompozycją liniową funkcji <p 

na element c1 , są dobrze znane [6, 16, 18] 

<p (~) 

'P. (X J 
J = 

L I (i,rl(X ) 
{X.=r}'P - ' 

1 

gdzie I{X.=r}=l if X1=r, =O if X1*r. 
1 

- 23 -

<p j ze względu 

(3.4.2) 

(3.4.3) 



Parametry niezawodnościowe 

R'l'(jli,rl = R (i,rl(jl 

struktury 
+ 

cp(i,r) będziemy oznaczać przez 

F;(j I i, rl = F\. l(j). Jeśli cp(i,rl jest 
'I' 1, r J <p 

zdegenerowana, tzn. 
(i, r) 

<p j = 1, lb (i,rl=o u <pj - • to nie ma przejścia w 

zredukowanej strukturze /i,r) między zbiorami {O, .. . ,j-1} i {j, ... ,M'I'}, a 

zatem R'l'(jli,rl = 'l'ji,rl and F!(jli,r) = O. 

Analogicznie jak dla systemów binarnych, zachodzą następujące równości dla 

dowolnych ieC i O<j~M'I': 

R'l'(j) = L (Ri(r)-Ri (r+l))·R'l'(Jli,r) 

re!Ki 

M.-1 
1 

\ CR.(r)-R.(r+lll·R (jli,r) L 1 1 'I' 

r=l 

F:(j) = L ([R'l'(jli,r)-R'l'(Jli,r-ll]F~(rl+[Ri (rl-Ri (r+ll]F!(jli,r)) 

relK 1 

M.-1 
1 

(3.4.4) 

+ L ([R'l'(jli,rl-R'l'(jli,r-ll]F~(rl+[Ri (r)-R1 (r+tl]F!(jli,r)) 

r=l 

+ [R (jli,M.l-R (jli,M.-ll]F~(M.l + Rl.(Ml.)F:(jli,Ml.l. 
<p 1 'I' 1 1 1 r 

(3.4.5) 

gdzie R'l'(jli,-ll = O 

W przypadku systemów binarnych wzory (3.4.4) oraz (3.4 . 5) redukują się 

do dobrze znanych równości [23, 47] 
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R 
'fJ 

4. PRZYKŁADY 

W niniejszym rozdziale zostaną przedstawione dwa przykłady zastosowania 

metod boolowskich do oceny niezawodności monotonicznych systemów 

wielostanowych {MMS). Ograniczymy się do rozpatrzenia jedynie poziomu 

systemu j=l. Obliczenia dla i.nnych poziomów systemu są podobne . 

Przykład 4.1: metoda substytucji l metoda sumy rozłącznych iloczynów 

Rozpatrzmy MMS MMS <C,~rp.~l.~2 ,rp> : C={c1 ,c2 }, ~'/J={0,1,2,3}, 

~1={0,1,2,3}, ~2={0,1,2}, z funkcją strukturalną rp daną przez przez wartości 

tablicy {Rys. 3) . 

2 1 2 3 3 

1 o 1 2 2 

o o o 1 1 

-;-i o 1 2 3 

Rysunek 3 . Tablica wartości funkcji rp do Przykładu 4.1. 

Z tablicy wynika, że zbiór minimalnych ścieżek dla poziomu jest 

następujący: u1 = {{0,2), (1,1), (2,0)}, a zatem z (2 . 2.7} 

(4. 1) 

(patrz Rys . 4). 
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Rysunek 4 . Schemat blokowy dla ~1. 

Na popdstawie metody włączeń i wyłączeń otrzymujemy 

-
= x11x22 + x11x21 + x12x21 

- -
= x22 + x11x21x22 + x12x21 · 

Na podstawie metody substytucji (3.2.5) dla R (j) mamy 
~ 

R~(l) = R2 (2) + R1 (l)R2 (1) + R1 (2) - R1 (l)R2 (2) - R1 (2)R2 (1) 

+ 
Z metody substytucji (3.2.12) dla F;(j) otrzymujemy 
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(4.2) 

(4.3) 

(4 . 4) 

(4.2a) 

(4.3a) 

(4.4a) 



lub równoważnie, z (3.2. 16) 

+ + + + 
F;(ll = R2 (2);\.2(2) + R1 (1JR2 0J(;\.1(1) + ;\.2(1)) 

+ R1 (2);\.~(2) - R1 (l)R2 (2J(;\.~(1) + ;\.~(2)) 

- R1 (2)R2 (1)(;\.~(2 ) + ;\.~(ll) 

= 01 (l)R2 (2l(- µ~(ll + ;\.~(2l) 

+ R1 (l)R2 (1)(;\.~(1 ) + ;\.~(1)) 

+ R1 (2)Q2 {1J(;\.~(2) - µ~(ll) 

(4.2bl 

(4.3b) 

(4 .4b ) 

(4.2c) 

(4 . 3c) 

(4.4c) 

+ 
Zbiór w1 = {(x1 ,x2 ) : f(x 1 ,x2 )~1} może być podzielony na rozłączne kostki w 

różnoraki sposób . Podział T 1 (patrz Rys . 5) : 
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+ W1 = [(0,2),(0,2)] V [(1,1),(3,2)] V [(2,0),(2,0)], 

według (3.3.2) i (3.3.3), prowadzi do postaci SDP 

- - - -
~1 = x1ox11x22x23 + x11x14x21x23 + x12x14x2ox21 

(przez x 10 = x 20 1, x 14 = x23 = OJ 

- -
= x11x22 + x11x21 + x12x21· 

co daje identyczny rezultat jak (4.3). 

¾l 
2 [ (0,2), (0,2)] ~ ~ ::; 

o [ ( 1, 1 l, (3, 2l l -1 
o o o [(2,0),(2,0)] ---4 ~ 

"" 
-;-i o 1 2 3 

Rysunek 5. Podział T 1 : w;=[ (0,2), (O, 2) ]u[ ( 1, 1 l, (3,2) ]ul (2, O), (2, O)]. 

Podobnie, podział T2 (patrz Rys. 6): 

w;= ((0,2),(3,2)] V ((1,1),(3,1)] V ((2,0),(3,0)] 

prowadzi do (4.4). 

x, l 2 ~ ~ ~ ~ [(0,2) ,(3,2) ] ~ ~ ::; 

o [(1,1),(3,1)] -t i 
o o o ~ ~ ((2,0), (3,0)] ~ a 

"' 
-;-i o 2 3 

+ Rysunek 6. Podział T 2 : W 1 = [(O , 2), (3, 2)] u[ ( 1, 1), (3, 1) ]u[ (2, O), (3, O) l. 
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Pokażemy, że korzystając z minimalnych przekrojów L1 poziomu j=l 

otrzymamy te same wyniki. Z Rys. 3 otrzymujemy: L1 = {(0,1), (1,0)}, a na 

podstawie (2.1.9) (patrz Rys. 7) 

Rysunek 7. Reprezentacja mini.malnych wektorów funkcji f . 

1 - '1'1 (4.5) 

(na podstawie metody włączeń i wyłączeń) 

x11x22 + x12x21 - x1?22x12x21 

(na podstawie 

x11x22 + x12x21 - x11x21· 

a zatem 

zależności X. 1r ·X. 
lS xi,min(r,s)l 

(4.6) 

(4.7) 

Korzystając z elementarnych zasad algebry można pokazać, że (4.7) i (4.2) są 

ekwiwalentne, 

minimalizacji: 

jednakże zastosujemy zwykłą 

(zasada de Morgana) 

procedurę odracania 

\ , max ( r , s ) ) 

(z tego, że x11x21 ~x12x22 wynika x11x21 vx12x22=x11 x21 J 

x12 v x11x21 v x22· 
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tzn. odwrócił iśmy reprezentację z użyciem minimalnych przekrojów ( 4 . 5 l do 

reprezentacji z użyciem minimalnych ścieżek (4 . 1) . 

Stosując metodę substytucji do (4 . 7), otrzymujemy 

R (1) 

"' 
+ F-(1) 

"' 

- [Ql (l)Q2( 2 ) + Ql (2 )Q2(l) - Ql (l)Q2(1J]' 

[Q1 (1)Q2 (2J(-µ~(1)-µ~(2J) + Q1 (2)Q2 (1)(-µ~(2)-µ~(1l) 

(4.8) 

(4.9) 

Nie jest trudno sprawdzić, że (4.8) i (4.9) są ekwiwalentne z - odpowiednio -

(4.2a) i (4.2c). 

Przykład 4.2: dekompozycja liniowa 

Rozpatrzmy MMS postaci: <C,OC"'.~1 .~2 .~3 .'()>: C={c 1,c2 ,c3 }, OC'()={0,1,2,3}, 

~1=oc2={0,1,2}, ~3={0,1,2,3}, z funkcją strukturalną '() daną przez minimalne 

ścieżki: 

u1 {(1,2,1),(2 , 1,1),(0 , 1,2),(1,0,2),(0,0,3)}, 

u2 < c 1 . 1. 2 J. co. 1. 3 J. c 1. o. 3 n. 

u3 {(1,2,3),(2,1,3)}. 
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Rysunek 8. Dwa równoważne schematy blokowe struktur q,1 . 

Mamy (patrz Rys .. 8) 

(4. 10) 

Stsosując zasadę włączeń l. wyłączeń otrzymujemy 

(4. 11) 

+ 
Obliczenie R'l'(l) F;(l) jest teraz łatwe pominiemy je (wyrażenia są 

raczej długie w zapisie). 

Zapiszmy (4. 11) w postaci 

(4. 12) 

Zastosujemy teraz metodę dekompozycji liniowej względem elementu c3 . 

Warstwy (ze względu na stany elementu c3 J tablicy wartości struktury q, 

pokazano na Rys. 9. 
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2 o o o 2 O 1 1 2 1 2 2 2 2 3 3 
1 o o o 1 O O 1 1 1 2 2 1 2 2 3 
o o o o o o o o o o 1 1 o 1 2 2 

'{J O 1 2 '{J O 1 2 '{J o 1 2 '{J O 1 2 

Rysunek 9. Warstwy tablicy wartości funkcji '{J. 

Z powyższej tablicy bezpośredniowynika, że (patrz Rys. 10) 

(3,0) 
'{Jl - O, 

(4. 13) 

(3,3) 
'{}1 "' 1, 

i dalej, na podstawie (3.4.3), dekompozycja liniowa struktury '{Jl ze względu 

na element c3 , prowadzi do zależności (patrz Rys. 10) 

(4. 14) 

co jest zgodne z (4. 12). 
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l 

111 
o 
i 

(3, O) 
"'1 

/' 

111 

or®®t 
1@®I 

X3=2 

'i/ 

111 

111 

- J®t 
~ 

111 

1 

i 
(3,3) 

"'1 

Rysunek 10. Dekompozycja liniowa struktury q:,1 ze wzhględu na c3 . 

( lr = xir' e.g. 11 = x11 , 21 = x21 I 

Stosując metodę substytucji do (4. 13) otrzymujemy 

R (113,0) = O, R (113,3) = 1, 

"' "' 
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F:(113,1) = R1 (l)R2 (2)(A~(l)+A~(2l) + R1 (2JR2 (1)(A~(2)+A~(ll) 

- R1 (2)R2 (2)(A~(2)+A~(2l) 

W ten sposób wzory (3.4.4) i (3 . 4.5) na dekompozycję liniową dają 

R<p(ll = (R3 (1J-R3 (2))R<p(ll3,ll + CR3 (2)-R3 (3))R<p(ll3,2) + R3 (3), 

F!(l) l ([R (113,r)-R (113,r-ll]F~(r) + [R3 (r)-R3 (r+ll]F±(ll3,r)) 
r =O <p <p . <p 

(4. 15) 

Z drugiej strony, stosując zasadę substytucji (3.2.12) do (4.14), 

otrzymujemy 
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(4. 16) 

co, Jak nietrudno sprawdzić, jest równoważne z (4.15). Zastosowanie 

zależności (3.2.12) do (4.11) także prowadzi do identycznego wyniku. 

5. WNIOSKI 

Pokazaliśmy, że szeroko znane metody dotyczące systemów binarnych mogą być 

z powodzeniem stosowane do analizy monotonicznych systemów wielostanowych. 

Otrzymaliśmy wiele wzorów służących do obliczania częstotliwości uszkodzeń i 

napraw systemów MMS: : z wykorzystaniem metody substytucji (3.2.6), (3.2.11) 

(3.2.12), z zastosowaniem metody włączeń i wyłączeń (3.2.18) i (3.2.20), i 

z zastosowaniem dekompozycji 1 iniowej - wzór (3. 4. 5). Są to prawdopodobnie 

nowe wzory. Ze względu na to, że wymienione wyżej wzory charakteryzują się 

tym, że wielkości na "wejściu" i na "wyjściu" mają ten sam charakter, to mogą 

być one wykorzystywane w sposób rekursywny, co umożliwia analizę złożonych 

systemów modułami (krok po kroku). Binarne podejście do analizy MMS jest 

zilustrowane dwoma prostymi przykładami, kt2ore pokazują, że istniejące Już 

binarne algorytmy po pewnych modyfikacjach -mogą być stosowane do 

monotonicznych systemów wielostanowych. 
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