0 calkach rozwiazan rownan rozniczkowych, zsob%sp ZR10nCh,
r2edu 2-0, posiadajacych trzy punkty osooliwe,

Napisat

S. Kepinski.

Whiesiono na posiedzeniu dnia 2 lutego 1899; ref. czt. Witkowski.

W pracy: ,,O catlkach rozwigzan réwnan rézniczkowych etc.”
ogtoszonych w tomie XXV rozpraw Wydz. mat.-przyr. Akad. Umiej.
w Krakowie (1896), okreslitem przy pomocy rozwigzan rownan réz-
niczkowych z sobag sprzezonych pewne funkcye przestepne, posiadajgce
niektdre spolne wiasnosci z catkami hypereliptycznemi gatunku 3-go
i dlatego nazwatem je takze catkami gatunku 3-go rozwigzan rownan
rézniczkowych.

Celem tej pracy jest z jednej strony te wiasnosci analogiczne
blizej rozwing¢, do tego celu okazato sie potrzebnem wprowadzié
catki, posiadajgce spoOlne wiasnosci z catkami hypereliptycznemi ga-
tunku 1-go i 2-go, ktére analogicznie nazwatem catkami gatunku 1-go
i gatunku 2-go. Z drugiej strony szto tu o zastosowanie tych funkcyi
w celu otrzymania zwigzkéow dwuliniowych, ktére w inny sposob
otrzymat L. Fuchs w pracy: ,,Uber Relationen etc.” (Crelle J. t. 76).

Dla prostoty ograniczytem si¢ obecnie do rownan rézniczkowych,
posiadajacych tylko 3 punkty osobliwe. Rezultaty jednak otrzymane
i metody tu uzywane stosujg sie¢ z matemi zmianami do réwnan réz-
niczkowych, posiadajgcych dowolng liczbe punktéw osobliwych.
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8. 1.

Jako podstawe rozumowania wezmiemy roéwnania rézniczkowe
rzedu 2-go z sobg sprzezone, posiadajgce tylko trzy punkty osobliwe,
wszystkie w skonczonej odlegtosci, t. j. réwnania ksztattu )

gdzie

Jezeli oznaczymy dla krotkosci:

to

Liczby I, I, sa tu wyktadnikami, nalezacymi do punktu osobli-
wego e i s3, jak wiadomo, zwiazane z sobg réwnosciami:

Co sie tyczy punktu w nieskonczonosci, to jest on dla catek
yl, y2, czyniacych zado$¢ réwnaniu (1), punktem pozornie osobliwym
i mianowicie naleza do niego wyktadniki:

Z uwagi na rownosci (3) mozemy funkcyi Ao nadaC ksztakt
inny, mianowicie:

Por. wszedzie wyzej wspomniang prace ,,O catkach etc.“ rozdziat Ill.
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gdzie h? jest funkcya stopnia drugiego:

ktérej spétczynniki:

Niech dalej F# przedstawia nam trzecig biegunowg funkcyi Al
za$ Ff pierwszg biegunowg funkcyi h2:

i niech przedstawiajg jakiekolwiek dwa rozwigzania row-
nania (1); wowczas catka

jest catka, ktérg nazwatem catka gatunku trzeciego.

Calke te mozemy jeszcze inaczej przedstawi¢. Mianowicie, jezeli
A2, M, u przedstawiajg funkcye otrzymane z funkcyi A2 M,y wskutek
zastgpienia w tych ostatnich z przez  to, poniewaz l):

gdzie

1) Por. wyzej cytowang prace.

www.rcin.org.pl
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mie¢ bedziemy:

Tak w (ll3), jak w (1l) mozemy wskutek tego, ze M (wzgl. M)
jest funkcyg samego z (wzgl. {) uwaza¢ za iloczyn catek:

UzyskalisSmy tym sposobem zupeing zgodno$¢ z rozkiadem catki
eliptycznej gatunku trzeciego:

gdzie

zaS = m azywa sie catkg gatunku pierwszego, catkg gatun-

ku drugiego, z ktérych pierwsza jest wszedzie skonczona, druga po-
siada tylko jeden punkt z = oo, w ktérym staje sie algebraicznie nie-
skonczenie wielka.

Ta analogiag powodowani mozemy takze w naszym przypadku
nazwac cafki

catkami gatunku pierwszego, za$ calki

www.rcin.org.pl
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catkami gatunku drugiego.

Whprowadzenie tych nazw jest tern wiecej uzasadnione, iz, jezeli
tylko zatozymy, aby wyktadniki I'f, byty od siebie roz-
ne i co do bezwglednej wartosci mniejsze od jednosci,
catki

bedg wszedzie skonczone, za$ catki

beda posiadaty jeden punkt z = oo, w ktérym stawac sie beda alge-
braicznie nieskonczenie wielkiemi.
Jakoz, przy powyzszem zatozeniu co do liczb t. j.

pierwsza cze$¢ twierdzenia jest jasna.

Co sie tyczy drugiej czesci twierdzenia, tj. rozwiniecia 1/2/Mytdz

w okolicy punktu z = oo, podstawmy z = —; otrzymamy z rowna-

nia (1) réwnanie:

ktéremu czyni zado$¢ w okolicy t = 0 catka ksztattu:

Podstawiajgc to wyrazenie w powyzsze roéwnanie, otrzymamy
dla spotczynnikéw mo, md... wzory rekursyjne:

www.rcin.org.pl
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Wiedzac to, rozwinmy Mydz na szereg w okolicy z — oo czyli
t = 0; otrzymamy

Lecz spotczynnik przy — jest wedlug (18) identycznie réwny

zeru; jest wiec w okolicy z = o czyli t =0

co byto do okazania.

8. 2.

Zamiast catki Z(oo) posiadajgcej jako punkt nieskoriczonosciowy
punkt w nieskonczonosci mozemy wprowadzi¢ do rozwazania catke
posiadajgcg punkt nieskoriczonosciowy w dowolnym punkcie t na pla-
szczyznie z. Catke te oznaczymy odpowiednio przez

Azeby zbada¢ zachowanie sie tej funkcyi w oddzielnych pun-
ktach ptaszczyzny n. p. w punkcie a, mozemy sobie wyobrazi¢, ze
tak y jak i x znajduja sie w okolicy tego punktu, t.j. innemi stowy:
dzielimy tor catkowania na bardzo male czastki i bierzemy na uwage
element toru znajdujacy sie w okolicy punktu a.

Rozré6zni¢ nam nalezy nastepujace przypadki:

1) Jezeli punkt a jest rézny od punktu t, to widoczna, ze catka
Z (t) [przy zatozeniach (17)] bedzie skonczona.
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2) Jezeli X, y znajdg sie w okolicy punktu a — to, rozwi-
jajac tak y((z) jak i FB+ 1l (z — t)2 Fh na szeregi, otrzymamy:

skad

Z uwagi na to, ze spotczynnik przy przedstawia lewg

strone rownania (1), a wiec jest identycznie réwny zeru, mie¢ bedziemy:

gdzie  oznacza szereg, zawierajacy catkowite dodatne potegi x—t, y —t.
3) Jezeli a=t—  to, nazywajac Y1, Y2 catki nalezgce do wy-
ktadnikow Z/, ZI', mie¢ bedziemy:

gdzie Y1, Y2 sg ksztattu:

Funkcya redukuje sie do:

Podstawmy tu
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otrzymamy

skad

4) Jezeli nakoniec a =t = oo, to poniewaz

mamy

tak iz nasza catka (19) przechodzi w catke (16), ktoragsmy sie po-
przednio zajmowali i ktéra dla x = oo staje sie nieskoriczenie wielka
w stopniu drugim, podobnie jak Zf(t) dla x = t.

Mozemy wiec wypowiedzie¢ nastepujace twierdzenie:

Catka gatunku drugiego jest wszedzie skon-
czona z wyjatkiem, gdy jeden, albo oba krance x, y
schodzg sie z punktem t | w takim razie, a) jezeli

(skoniczone albo nieskonczenie wielkie) catka po-
wyzsza staje sie nieskonczenie wielkg w stopniu dru-
gim; b) jezeli zas t=¢l to catka Z staje sie nieskon-
czenie wielka, tak jak rozwigzanie odpowiednie y, row-
nania roézniczkowego (1).

8 3.

Zastanbwmy sie obecnie nadtem, jakim zmianom ulegajg nasze
catki gatunku 1-go i 2-go przy dowolnych obiegach jednego z kran-
cOw n. p. x.

Poniewaz calki gatunku pierwszego sg wszedzie skorfczone, wiec
posiadajg jako punkty osobliwe na ptaszczyZznie zmiennej tylko punkty
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punkty rozgatezienia ef. | mianowicie z uwagi na to, ze rozwigzania
przy obiegu zmiennej z okoto punktu ei ulegajg podstawieniom:

otrzymamy przy tymze obiegu podstawienia dla wl, w2

State pi, gi nazwiemy state mi (modutami) peryodycznosci, albo
wprost peryodami czesciowymi catek gatunku pierwszego. Na-
tomiast peryody catek wi (zupetne) okreslimy w podobny sposob, jak
sie to dzieje w teoryi funkcyi algebraicznych. A wiec wyobrazimy
sobie powierzchnie Riemann’a zbudowang dla funkcyi y,, y2, t. j. po-
wierzchnig, na ktérej owe funkcye sa jednowartosciowe. Powierzchnia
ta bedzie, w ogéle mdwigc, nieskonczenie wielolisciowa i bedzie posia-
data w punktach ei vi-krotne punkty rozgatezienia (jezeli jak porzednio

Owoz, przez peryody catek wi bedziemy rozumieli warto$¢ tych
catek, wzietych po torach zamknietych na odpowiedniej powierzchni
Riemann’a, nie dajacych sie sciggna¢ do jednego punktu.

Miedzy peryodami czeSciowymi pii qgi (i = 1, 2, 3) istniejg zwigz-
ki liniowe, ktére otrzymamy, catkujac y dz po krzywej K (n.p. kole)
otaczajgcej wszystkie punkty osobliwe. Jest to tor zamkniety na po-
wierzchni Riemann’a, ale pozwalajgcy sie Sciggna¢ do jednego punktu.

Otrzymamy:

Zauwazmy jeszcze, ze jezeli dolne krance (t. j. y) obierzemy
w punkcie n. p. to pp = g3 =0 i wzory (24) redukujg sie do:

Obok toru K zamknietego na powierzchni Riemann’a i dajacego
sie Sciaggng¢ do jednego punktu istniejag wprawdzie jeszcze trzy inne,
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posiadajace tezsame wiasnos¢, mianowicie wigzadta wychodzace z pun-
ktu y i okrazajace vi razy punkty rozgatezienia ei, — mozna jednak
okaza¢, ze catkowanie po takich torach doprowadza do identycznosci.

Jakoz, niech Y1, Y! przedstawiajg catki nalezagce do punktu e,
t. j. catki, ktére przy obiegu z okoto ei ulegajg podstawieniom:

Wodéwczas rozwigzania nasze yl, y? (raz stale obrane) wyrazajg
sie przez:

gdzie dla réwnan z sobg sprzezonych

Stad wynika, ze przy obiegu okoto e rozwigzania y1, y? ulegajg
podstawieniom:

Ogo6lnie wiec po r obiegach otrzymamy

Jezeli zatem vi — razy powtérzymy podstawienie (w), otrzy-
mamy réwnosci:
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czyli

Lecz tak , jak tez sg pierwiastka-
mi stopnia vi- go z jednosci, skad wynika, ze

Istotnie wiec catkowania powyzej wspomnianych wigzadtach pro-
wadzg do identycznosci.

§. 4.

Uwagi, ktoreSmy w poprzednim ustepie wypowiedzieli nad cal-
kami gatunku pierwszego, stosujg sie wprost takze do calek gatunku
drugiego. Istotnie, punkty rozgatezienia ei pozostajg dla calek toz-
same, a obok nich zjawia sie tylko punkt nieskonczonosciowy
w ktorym jednakowoz calki Zi stajg sie nieskonczenie wielkiemi tak,
jak funkcye wymierne; obieg zatem kranca np. x okoto takiego pun-
ktu nie zmienia wartosci catek.

Jezeli wiec przez Pi, Qj bedziemy rozumieli peryody cze-
sciowe catek to przy obiegach zmniennej z ulegajg podstawieniu:

i miedzy tymi peryodami istniejg zwiazki liniowe:

albo, jezeli dolny kraniec y przyjmierny w punkcie e3:
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O tych peryodach czesciowych Pii Qi okazemy, ze sg one nie-
zalezne od wartosci t
Mianowicie z uwagi, ze

wynika

gdzie M jest funkcya samego z.

Jezeli wiec przez t' oznaczymy inny punkt nieskoriczonosciowy,
to mieé¢ bedziemy

Mamy wiec twierdzenie:

Ro6znica dwu catek gatunku drugiego Zi(t) i Zi(t),
posiadajacych rézne punkty nieskornnczonosciowe t it
wyraza sie liniowo i jednorodnie przez funkcyag v,
i jej pochodng Y

Z tego twierdzenia wynika bezpos$rednio jako wniosek, twierdzenie:

Nietylko parametry o, 3, y, 8 co jest oczywiste,
ale takze peryody czesciowe Pi, Qi niezalezga od para-
metru t.

8 5.

W ustepie 1-ym mieliSmy rozktad funkcyi Qik: (11a), (llb). Roz-
kfad ten mozemy obecnie, korzystajgc z powyzszego twierdzenia, za-
stapi¢ przez inny.

Jakoz z uwagi ze wedtug (8) i (19) jest:

albo
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mamy:

albo

to jest

8. 6.

Aby zbada¢ zachowanie sie funkcyi Qk w oddzielnych punktach,
postgpimy podobnie, jak w ustepie 2-gim. Przyjmiemy wiec, ze krance
X, Y znajdujg sie w okolicy n. p. punktu a, za§ &n w okolicy pun-
ktu b. Rozréznimy tu nastepujace przypadkKi:

1) Jezeli a ¢, to Qk wyraza sie przez szereg potegowy argu-
mentbw x —a, y—a &—b, n—nb

2) Niecha=1b ei. W tym przypadku wezZmy na uwage funkcya.

Z réwnosci (9) wynika dalej, ze
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Mamy wiec dla

Poniewaz réwnania powyzsze zachodzg bez wzgledu na wartos¢
a, dla ktérej z — & = a, zatem funkcya (z, € iest podzielna przez
(z=03 tj: <P (z -0 =203 P! (z, C

P! (z, ) mozna rozwina¢ w okolicy punktu a na szereg potegowy
argumentéw z—a. {—a.

Mamy wiec

www.rcin.org.pl
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Przemieniajgc w tej réwnosci z sobg z i a nastepnie wskaz-
niki i z k, otrzymamy wzor:

Mnozac rownos¢ (29') przez i catkujac, otrzymamy:

Zanim wykonamy catkowanie wzgledem rozr6znic nam po-
trzeba kilka przypadkéow :

1) i=k

Woweczas utamek stojacy po prawej stronie mozemy tak napisac:

Jest wiec dla i = k

W tym wiec przypadku funkcya Qi nie ma punktu
logarytmicznego.

2) Inaczej sie rzecz przedstawia, jezeli i k.

Jak wiadomo jest dla réwnan z sobg sprzezonych przy i k

Owoz, umowmy sie tak dobra¢ (unormowac) catki yi, aby
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Takie unormowanie jest widocznie zawsze mozliwe. Wowczas
mamy, dodajac i odejmujac w liczniku (30):

zas

Wychodzac ze wzoréw (29h) znajdziemy w podobny sposob:

Stad w ksztatcie wiecej symetrycznym:
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Wprowadzajgc na koniec krance X, y; 1, mozemy wypowie

dzie¢ nastepujace twierdzenie:
W okolicy dowolnego punktu przedstawi¢ mo-

zna funkcye W nastepujacy sposob:

Qii = Szereg poteg catkowitych arg. (x-a; y—a, &-a,

Stad

8 7.

Przy pomocy wzoréw (11a), (Ilb) albo (27), (28a) i (28b) mozna
wyprowadzi¢ zwigzki dwuliniowe, istniejace 1) miedzy peryodami catek
pierwszego i drugiego gatunku.

W tym celu nalezy wzig¢ dwa tory L i A zamkniete na po-
wierzchni Riemann’a, nalezacej do rozwiagzan yil (8 3), ktore nie-
pozwalajg sie S$ciggng¢ do jednego punktu i wykona¢ catkowanie
wzdtuz toru L n. p. wzgledem zmiennej z, za$ wzdiuz toru A wzgle-
dem zmiennej

Poniewaz na takich torach tak jak yi' (wzgl. vk uk) wracaja
do swych pierwotnych warto$ci, zatem we wyrazeniach (11a), (11b) albo
(28a3), (28h) pierwsze wyrazy po prawych stronach stajg sie roéwne
zeru. | mianowicie, jezeli naprzod wykonamy catkowanie po torze Z,
a nastepnie po torze A, to wedlug (283

jezeli za$ przebiegniemy naprzdd tor A, a potem tor Z, to

1) Por. Fuchs: Uber Relationen etc. Crelle’s J. t. 76; oraz prace tegoz autora:
Uber Relat. etc. Sitzungsberichte der kon. preuss. Ak. der Wiss. t. 54. str. 1113.

2) Argumenty t i T w catkach Z mozemy opuscié¢, gdyz wedtug §. 4. ich pery-
ody nie zalezg od tych argumentow.
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gdzie C jest stalg, ktorg oznaczymy w dalszym ciagu.

Rozr6zni¢ nam nalezy obecnie dwa przypadki.

1) Jezeli nietylko tory L i A na powierzchni Riemanna nie
przecinajag sie z sobg, ale takze ich rzuty (S$lady) na ten sam lisé
nie majg z sobg zadnego punktu spdlnego, to wtedy:

t. j. warto$¢ Qi nie zalezy od porzadku catkowania i dla takich torow
otrzymujemy zwigzek dwuliniowy:

2) Jezeli jednak owe rzuty toréw L i /A przecinajg sie¢ z soba,
to warto$¢ Qik moze zaleze¢ od porzadku catkowania i C moze by¢
rozne od zera. Jak bowiem widzieliSmy, catka Qk i k w okolicy
punktu z = (t. j. wihasnie w okolicy punktu przeciecia sie rzutéw
torbw L i A) posiada w swym rozwinieciu wyraz, bedacy potowa
logarytmu stosunku podwdjnego podziatu punktow (X, y, & n).

Wyraz taki, zawierajacy logarytm stosunku podwoéjnego podziatu,
zalezy od tego, w jakim porzadku przebiegamy tory (y X) i (n §); mia-
nowicie mamy nastepujace twierdzenie 1):

Jezeli x i & przebiegajg tory przecinajace sie, to, jezeli tor drugi,
t. j. pOzniej przebiezony, przekracza tor pierwszy od strony lewej ku
prawej, warto$¢ logarytmu stosunku podwdjnego podziatu (x, y,&, n)
jest o wieksza, niz w przypadku przeciwnym (kiedy tor drugi
przekracza pierwszy od strony prawej ku lewej).

Inne wyrazy wspomnianego rozwiniecia catki Qlk zawierajg cat-
kowite potegi argumentdw, a wiec nie zaleza od porzadku catkowania.

Jezeli zatem cze$¢ toru L, lezaca na m-tym, lisciu krzyzuje sie
z czescig toru A, lezacg na n-tym lisciu powierzchni Riemann’a, i je-
zeli yt posiada na m-tym lisciu wartos¢

wéwczas dla tego punktu skrzyzowania sie toréw L i A jest:

1) Por. Burkhardt: Beitrdge zur Theorie der hyp. Sigmafunct.,, Mathern. Ann.
t. 32, str. 397.
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Stad wynika, ze wartosci poczatkowe catek

spowodowane zmiang porzadku catkowania w tym punkcie krzyzowa-
nia sie torow L i A wzrosng po obiegu toréw L i A (A, L) bez
wzgledu na znak o

i ze o te wielko$¢ bedg sie roznity Wartosci powyzszych catek.

Dla zupeinego rozwigzania zadania nalezatoby, podobnie jak sie
to dzieje w teoryi catek Abelowych. wyszuka¢ tak zwane tory kano-
niczne. W tym wzgledzie moze w wielu przypadkach odda¢ wielkie
ustugi odtworzenie ptaszczyzny Riemann’a na ptaszczyzne zmiennej 1
zZwigzanej ze zmienng z réwnaniem ;

Rzecz te blizej wyjasnimy na nastepujacym przyktadzie. Wezmy
réwnanie rozniczkowe:

gdzie

Rownanie to posiada rozwigzania algebraiczne:

Rozwigzania y1, y? przy obiegu zmiennej z okoto punktéw oso-
bliwych =1, e = oo ulegajg podstawieniom:

i sg tak dobrane, ze
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Catkami pierwszego gatunku sg

za$ catkami gatunku drugiego, majacemi punkt nieskoriczonosciowy
n. p. w nieskonczonosci (t — o)

Do rozwigzan yl, y?2 nalezy os$miolisciowa powierzcha Riemann’a,
nazwijmy jg R1 Dla blizszego jej zbadania odwzorujemy ja przy
pomocy funkcyi

czyli funkcyi

na powierzchnig Riemann'a dwu lisciowag R2, posiadajgca jako
punkty rozgatezienia
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132

Punkty te na R2 potgczmy liniami przejscia np. (-1,0), (+i,-i)r
(+ 1, ), poprowadzmy osi urojong i rzeczywista i zakreSimy koto
z punktu 0 o promieniu réwnym jednosci (fig. 1.). Wowczas tatwo
zauwazy¢, ze dwa pola przylegle przedstawiajg odwzorowanie jednej

z oSmiu ptaszczyzn R1; obrazy tych piaszczyzn oznaczymy liczbami
1, 2,5 7 (na 1-¢ pt R2 11, \}/ , VI (na 2-iej pt. %2) Z tej
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powierzchni R2, bedacej odwzorowaniem R1, mozemy teraz wnies$¢
0 budowie powierzchni (fig. 2.). Mamy mianowicie na powierzchni
R1 osm linij przejscia: dwie idace z punktu 0 do punktu 1 i tgczace
z soba jedna liscie: 0z 2, 223, 3z4, 4zl; druga liscie: 528, 827,
726, 6z5; — nastepnie cztery linie przejécia idgce z punktu 0 do
punktu o i fgczace z soba: jedna liscie: 1z6 i 6z1, druga: 2z5
i 522, trzecia: 3z8 i 823, czwarta: 4z7 i 7z4, i nakoniec dwie
linie przejScia wychodzgce z punktu P do nieskonczono$ci i taczace
z sobg jedna liscie: 1z3 i 3z 1, druga liscie: 2z4 i 4z2. Zauwazmy
dalej, ze torom zamknietym na powierzchni R? odpowiadajg natural-
nie znowu tory zamkniete na powierzchni R1; w szczeg6lnosci n. p.
torom , Bl na R2, przebiezonym w kierunku strzatek (fig. 1.), od-
powiadajg tory AL Bl na R1, przebiezone w kierunku strzatek (fig. 2.).
Te dwa tory ostatnie (na R1), a raczej ich rzuty przecinajg sie z sobg
w czterech punktach a, b, ¢, d i mianowicie w punktach ai d tor Bl
przekracza tor od strony prawej ku lewej (pl), za§ w punktach
b i ¢ tor Bl przekracza od strony lewej ku prawej (Ip). Jezeli sie
nadto umowimy, aby wartosci rozwigzan y rozprzestrzenione na 1l-ym
lisciu powierzchni R! nazwa¢ wprost yl (z), Y2 (2) [wzgl. ul (Q), v2(C
jako f. zm. i aby zmienna z przebiegata tor Al, za$ zmienna tor
Bl, to owe rozwigzania i ich iloczyny mieé beda nastepujace wartosci
w punktach a, b, ¢, d:

Z tej tabelki i ze wzorow (37) widoczna, ze catki Qii w zadnym
z punktow a, b, ¢, d nie posiadaja w swych rozwinieciach wyrazu
zawierajacego logarytm stosunku podwoéjnego podziatu. Stad wynika,
ze wartosci koncowe 1) tych calek sg rowne poczatkowym i ze

1) t. j. po obiegu toréw A, B.
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skad znowu wedtug (113, 1lb) lub (283 28b) otrzymujemy:

Inaczej sie rzecz przedstawia przy funkcyach Q12 i Q21. Funkcye
te posiadajg wedtug powyzszej tabelki w swych rozwinieciach w oko-

licy punktéw a, ... d wyrazy zawierajagce logarytmy, a wiec np. QL
wzrosnie z powodu przeciecia sie torow w punkcie

Jest wiec ostatecznie

Podobnie znajdziemy dla funkcyi Q21

w punkcie a roéznice

tak iz

Stad wynikajg wedtug (llab) albo (28ab) nastepujgce zwigzki

Odejmujac od siebie te dwie réwnosci, otrzymamy zwigzek:
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nie réznigcy sie zasadniczo od zwigzku dwuliniowego miedzy peryo-
dami catek hypereliptycznych, zwykle uzywanego.

Podobne zwigzki moglibysmy otrzymac¢ takze dla innych toréw
powierzchni R2 lub R1.

§. 8.

W poprzedzajacym ustepie zajmowalismy sie zwigzkami dwuli-
niowymi miedzy peryodami (zupelnymi) calek pierwszego i drugiego
gatunku; jak widzieliSmy, wyprowadzenie tych zwigazkdw moze przed-
stawia¢ wielkie trudnosci.

Zamiast jednak peryoddw (zupelnych) mozemy wprowadzi¢ do
rozwazania pewne peryody czesSciowe, dla ktérych wyprowadzenie od-
powiednich zwigzkéw dwuliniowych nie przedstawia zadnych trudnosci.
Nadto okaze sie, ze zwiagzki te sg z malg zmiana identyczne ze zwigz-
kami otrzymanymi przez L. Fuchs’a (L c.).

Jakoz, zauwazmy naprzod, ze roznica catek drugiego gatunku
Z,(t) i Zi(t) jest dla x = eh (eh jest punktem osobliwym) wedtug
wzoru (27) rowna zeru:

Jezeli wiec jako tory catkowania L i A (8 7.) weZmiemy wig-

zadla wychodzace z punktow osobliwych eh i i okrgzajace punkt
eh, to dla takich toréw jest owa réznica catek gatunku drugiego takze
réwna zeru. Dla krétkosci oznaczmy tor eh | eh eh | przez za$ tor

eh przez Ah;

Mamy wiec:
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Stad wynika wedtug (11a’h) lub (282’b):

za$

gdzie C jest stala.
Jezeli Y1, Y2 przedstawiajg, jak zawsze rozwigzania rownania

rézniczkowego, nalezace do punktu eh, i jezeli przez oznaczymy
funkcyg Qik utworzong dla tych wiasnie rozwigzan Y1, Y2, to wi-
doczne jest, ze

Co sie tyczy funkcyi Q12 i Auwazmy, ze tory Lhi /\ prze-
cinajg sie z sobg w 2 punktach a, b (por. fig. 3, 4). Jezeli w punkcie
a mamy wartosci Y2 wzgl. Yx Y2 ijezeli na Lh zmienia sie X, na /\
zmienia sie & to w punkcie b mamy wartosci rozwigzan nastepujace:

na fig. 3.:
Poniewaz I W' = — 1, zatem tak na (fig. 3.). jak tez na
(fig. 4.) iloczyny Y1Y2 Y2Y! maja w punkcie b wartosci:

Jezeli wiec Y1, sg tak dobrane, ze

to catka z powodu przeciecia sie torow Lh i Ah

w punkcie a (Ip) wzrosnie

a wiec cala réznica wynosi ostatecznie

Podobnie postepujac, znajdziemy
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Mamy zatem wedtug wzoréw (39, 40, 40, 40")

gdzie catki w i Z sa utworzone przy pomocy rozwigzan Y.
Ogolnie wiec, jezeli y2 o0znaczajg rozwigzania dowolne (ale

raz stale obrane) i jezeli

to mamy nastepujace zwigzki:

Wzory te (42) przedstawiaja zadane zwigzki dwu-

liniowe miedzy peryodami czesciowymi:
catek pierwszego i drugiego gatunku.

Ze zwiazkow (42) bardzo jest juz tatwo otrzymac zwiagzki Fuchs’a.
Istotnie zauwazmy, ze calki:

gdzie

i podobnie
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Mamy zatem ze wzordw (41) zwiazki:

ktore sg rzeczywiscie zgodne ze wzorami Fuchs'a, jezeli zauwazymy,
ze w tych ostatnich trzeba zastgpi¢ rozwigzanie V2 przez — V2.

Z tych wzoréw (41") mozna wreszcie otrzymaé wzory (42) od-
powiadajgce wzorom (42) w ten sam sposéb, w jaki wyprowadzilismy
wzory (42) ze wzoréw (41).
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