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SYMULACYJNA WYCENA INSTRUMENTOW
STALODOCHODOWYCH ZABEZPIECZONYCH HIPOTEKA

Streszczenie

Analizujemy problemy zastosowania symulacji Monte Carlo do wyceny instrumentéw

dtuznych z zabezpieczeniem hipotecznym przyjmujgc wieloczynnikowy model HIM (skrot
od nazwisk autor6w: Heath, Jarrow i Morton) do opisu dynamiki st6p procentowych,
przyjmujac trzy rézne roéwnania stochastyczne (Itd, a-stabilny Levyego i Gaussa-Poissona.
Uzycie wieloczynnikowego modelu HIM pozwala uwzgledni¢ strukturg czasows stap
procentowych, ktéra dopuszcza szeroki wachlarz zachowan dla zmienno$ci (mamy strukturg
czasowg zmienno$ci). Instrumenty dhuzne zabezpieczone hipotecznie, ze wzgledu na
zmienno$¢ strumienia platnosci spowodowana przedplatami (typowy przykltad $ciezkowo
zaleznego) stawia wysokie wymagania analitykowi dochodowoéci i ryzyka inwestowania w te

papiery.

W raporcie przedstawiamy:
charakterystyke rynku instrumentow diuznych zabezpieczanych hipotecznie,
parametry nominalnego i realnego strumienia wyptlat, ktdry jest $ciezkowo zaleznym
procesem losowym,
zalety i ograniczenia wieloczynnikowego modelu HIM dla potrzeb wyceny HPD,
schemat blokowy modelu symulacyjnego, ktéry zapewnia bezarbitrazowa wyceng
instrumentéw hipotecznych, w warunkach duzej swobody w wyborze struktury
terminowej zmiennosci,
charakterystyke poszczegolnych modutéw schematu blokowego.

1. Hipoteczne papiery diuzne

Hipoteczne papiery dtuzne (HPD) s3 instrumentami stato dochodowymi, emisja ktérych

jest zabezpieczona hipoteka na nieruchomosciach i ktére maja nastgpujace cechy [6]:

kapital emisyjny tworzy, agregowane w pule, strumien splat pozyczek zaciagnigtych na
zakup nieruchomosci zabezpieczonych hipoteka na niej;

nominat i kupony odsetkowe sa wyplacane inwestorowi w regularnych odstgpach czasu
— z reguly co miesigc — przy czym inwestor ma do wyboru szeroki wachlarz produktéw
podstawowych i pochodnych réznigcych sig¢ spodziewanymi dochodami i stopniem
ryzykowno$ci;

pozyczkobiorca (aktor rynku pierwotnego) ma prawo do wczeéniejszej splaty caltosci
lub czesci pozyczki hipotecznej;

prawo do przedplat sprawia, ze inwestujacy (aktor rynku wtoérnego) w papiery bazowe
lub pochodne (obligacje) nabywa instrument, ktéry ma wmontowang seri¢ opcji
amerykanskich i jest narazony na specyficzne ryzyko - ryzyko przedplat;

wielko$¢ wyplat miesigcznych dla inwestora i okres do zapadalno$ci zmieniajg sig

losowo (kwota naleznoéci nie zmienia sig).




Najbardziej popularnym papierem dtuznym zabezpieczonym hipotecznie, dostgpnym w
szerokim zakresie na rynkach rozwinigtych, rynkach rozwinigtych, sa listy zastawne (LZ).
Inne papiery z tej dziedziny, to hipoteczne obligacje transzowe (Collateralized Mortgage
Obligations) i obligacje rozwarstwione (Strips).

Regularny list zastawny (rowne raty, staly kupon) oferuje inwestorowi w okresie do
zapadalno$ci nominalnie stala wyptatg miesigczna, na ktéra skiada sig czes¢ kapitatowa i
odsetki (kupon odsetkowy). Realny harmonogram wyplat (wysoko$§¢ raty miesigcznej i okres
do zapadalnosci) rozni si¢ od harmonogramu nominalnego wskutek oddzialywania przedptat.

Przedptaty traktujemy jak proces losowy zalezny od wielu czynnikow, wérdd ktérych
wyr6zniamy rynkowe stopy procentowe. Wyplaty dla inwestora sa zatem procesem losowym
zaleznym i od procesu przedptat od losowej dynamiki stop procentowych, ktérymi strumien
wyplat jest dyskontowany.

Strumien platnoéci przedstawimy na przykladzie regularnego listu zastawnego.
Przyjmijmy oznaczenia:

= K- warto§¢ poczatkowa kapitalu puli (zagregowanego dlugu
pozyczkobiorcow),

= S, — saldo kapitatu puli na poczatku miesiacan=1, ..., N, So =K,

* R, —nominalna wypfata miesi¢czna dla inwestora (stata),

» P, —rata kapitalowa w miesiacu n (sktadowa R,),

= ¢ - stopa odsetkowa (kupon) dla inwestora,

= N —nominalny okres do zapadalno$ci (w miesiacach),

* n — biezacy miesiac,

s r=N-n,

s d = 1/(14c).

Dla zerowych przedplat mamy nast¢pujace wzory dla miesigcznych rat i dla salda puli:

Stata rata miesigczna dla inwestora, obejmuje ratg kapitalowa i kupon odsetkowy:

[c(l+c)N}

[(1+c)~ —1]'

R, =K




Saldo kapitatu puli na poczatek miesiaca n i w kolejnych miesiacach:

Rysunek 1 pokazuje strumien pienigzny listu zastawnego dla nominalnego (bez
przedplat) harmonogramu wyplat. Linie przerywane pokazuja mozliwy poziomy i pionowy
podziat strumienia, ktory shuzy emisji obligacji transzowych (podziat pionowy) i serii
obligacji transzowych (podziat poziomy), [5,6].
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Rysunek 1.

Strumien dla niezerowych przedplat

Losowa zmiennos¢ przedplat sprawia, ze zamiast harmonogramu nominalnego mamy
harmonogram realny, w ktorym wysokos¢ raty miesigcznej i okres do zapadalnoSci staja sig
losowe. Powyzszy harmonogram ulega zasadniczej deformacji. Zmienno$§¢ harmonogramu
platnosci jest jednym z wazniejszych zrédel ryzyka inwestowania w instrumenty dhuzne
gwarantowane hipotecznie.

Niech =z, oznacza wspotczynnik przedplaty dla miesiaca 1, zdefiniowany jako stosunek
kwoty przedptaty (spodziewanej, w danym miesiacu) do pozostajacej wartosci kapitatu.
Wspotczynnik ten zalezy od stopy terminowej oraz od innych parametréw modelu przedplat i

obliczamy go na poczatek kazdego miesiaca.




Jezeli prze z, oznaczymy:

I]U—nJ

z, =3, JE;—dN) ,

to otrzymamy:

R, =z|:7rn(1—d"’)+c(1—d')],

S =z (1—(1"),

c
1-d°

S =5, (13, (1)

Strumien platnosci realnych ma charakter losowy, zalezny od historii przedptat, a dla
obligacji transzowych takze od regut wyplat obowigzujacych dla transz i ich serii (strumien
Sciezkowo zalezny). Model symulacyjny generuje scenariusze strumienia wyplat i czynniki

dyskonta, ktore pozwalajg oblicza¢ wartoéci oczekiwane dla réznych scenariuszy.

2. Problemy wyceny papieréw gwarantowanych hipoteka

Wycena instrumentéw dtuznych z zabezpieczeniem hipotecznym jest zadaniem
wyjatkowo ztozonym. Jest tak dlatego, ze nalezy wzia¢ pod uwage dwa procesy losowe, ktore
maja wplyw na wycene.

Pierwszym procesem jest zachowanie sig stop procentowych w catym dlugim (np. do 30
lat) okresie inwestycji w te instrumenty. Znajac stopy procentowe, np. stopy terminowe dla
kazdego miesiaca mozemy obliczy¢ oczekiwany dochdd z inwestycji przez wiasciwe
dyskontowanie poszczegdlnych sktadowych strumienia wypfat.

Drugi proces losowy to proces przedplat (realizacja opcji kupna) wynikajacy z prawa
pozyczkobiorcy pozyczki hipotecznej do wezesniejszych splat czgéci lub catosci diugu.
Intensywno$c¢ przedplat zalezy w duzej mierze, od historii stop procentowych i od ich
aktualnych wartoéci, ale takze od wielu innych czynnikéw (rodzinnych, sezonowych,
nieprzewidzianych katastrof itp.). Wiasnie przedplaty sa zrodtem specyficznego ryzyka

inwestujacego (ale takze emitenta) nazywanego ryzykiem przedplat.



Dla pewnych instrumentéw stalodochodowych i ich pochodnych wartosci strumienia
wyplat w danej chwili, zalezg od historii wyptat (od Sciezki, filtracji). Oznacza to, ze
harmonogram dalszych wyptat zalezy nie tylko od aktualnej stopy procentowej, lecz takze od
trajektorii jaka stopa procentowa przebyta do rozpatrywanego momentu czasu.

W przypadku instrumentéw gwarantowanych hipoteka (np. listy zastawne, obligacje
hipoteczne) wartos¢ przedptat dokonywanych przez dluznikéw hipotecznych w najblizszym
okresie jest zalezna od i wezesniejszych przedplat, poniewaz stopa przedplaty w aktualnym
miesigcu zalezy od tego jakie byly wczesniejsze uwarunkowania rynkowe dla podejmowania
przedptat przez dtuznikéw. Jest to sytuacja rézna zasadniczo od tej, przed ktora stoi emitent
instytucjonalny, ktory rozwaza czy wykupi¢ swoj dlug z uwagi na to, ze biezaca stopa
procentowa jest nizsza od stopy kuponu emisji. Jego decyzja nie zalezy od wcze$niejszych
zachowari stopy procentowej.

Co wigcej, dla listow zastawnych ze zmiennym oprocentowaniem, to ostatnie zalezy nie
tylko od sciezki stdp procentowych, ale takze od trajektorii stopy referencyjnej, ktéra ma
wplyw na biezaca warto$é kuponu odsetkowego.

Pule utworzone prze agregacj¢ strumienia splat DH (z zastosowaniem, na przyktad
kryterium geograficznego) tworza kapitat, ktory gwarantuje wyplaty takich instrumentow jak
obligacje z gwarancja hipoteczna. Wskutek tego mamy tutaj do czynienia z podwéjng
zaleznoécig od historii wyplat zobowiazan dla posiadaczy tego typu obligacji. Po pierwsze,
przedptaty dtuznikdw z tytulu pozyczek hipotecznych kreuja zalezno$¢ wyplaty dla inwestora
od $ciezki, ktorg przeszty te przedplaty. Po drugie, wyplata w danym miesiacu, dla posiadacza
obligacji z gwarancja hipoteczna, ktéra nalezy do okre$lone;j serii zalezy od pozostajacych do
wyplaty zobowiazan emitenta, uwzgledniajgcych zobowiazania pozostatych serii

rozpatrywanej struktury emisji.

3. Wycena symulacyjna
Wymagania w stosunku do modelu symulacyjnego, (postulaty):
= Referencyjna funkcja stop procentowych — wejscie dla generatora.
= Uwzglednienie zmienno$ci w czasie dyspersji stop procentowych w — struktura
Zmiennosci stop procentowych.
= Normalizacja — $rednia ceny obligacji bezkuponowej otrzymana z symulacji powinna

by¢ rowna cenie aktualnej.




= Generowane serie stop procentowych musza zapewnia¢ bezarbitrazowo$¢ wyceny, co
oznacza, ze funkcja stop procentowych otrzymana z modelu powtarza dzisiejsza
funkcje (uzyta jako wejscie) i wyklucza arbitraz dla wszystkich pdzniejszych
momentéw czasu.

* Generowane sg stopy procentowe terminowe — dla kazdego miesiaca jest potrzebna
roczna stopa terminowa.

= Szczegdly modelu przedptat (np. [3]) nie sa przedmiotem naszych obecnych
rozwazan. Przyjmujemy, Ze do modelu tego sa wprowadzane, wygenerowane losowo
stopy procentowe i inne istotne parametry, za$ na wyj$ciu otrzymujemy comiesigczne

stopy przedpfat, ktore pozwalajg obliczy¢ oczekiwana, dla danego miesigca wyplate.

Schemat blokowy i opis modelu symulacyjnego

Wejsciem do modelu jest referencyjna struktura stop procentowych, ktéra dla kazdego
miesigca przedstawia roczne stopy natychmiastowe, odpowiadajace dochodowosci wolnych
od ryzyka, bezopcyjnych papier6w skarbowych (najlepiej obligacji zerokuponowych), [ St].

Wycena symulacyjna sprowadza si¢ do wygenerowania pewnej liczby (rz¢du 1000)
trajektorii (trajektoria obejmuje caty okres do zapadalnosci, np. 30 lat) warto$ci miesigcznych
terminowych stop procentowych, ktore sa normalizowane tak aby obliczona warto§¢ obecna
instrumentu byla zgodna z rynkowa wartoscia obecna, oraz aby spetnione byly inne warunki
whasciwe dla papieréw dtuznych (zerowa warto$¢ zmiennoéci w terminie zapadalnosci,
zmierzanie dryfu do wieloletniej warto$ci przecigtnej itp.).

Kazda trajektoria przedstawia roczne stopy terminowe w miesigcznych odstgpach, dla
catego okresu inwestycji. Stopy te, wraz z innymi parametrami, sa wej§ciem do modelu
przedpfat, z ktorego otrzymujemy realny strumien platnosci, wazny dla danej trajektorii.

Warto$¢ obecna instrumentu jest $rednig z warto$ci dla poszczegdlnych trajektorii.
Warto$¢ obecna dla poszczegblnych trajektorii otrzymujemy dyskontujac platnosci
miesigczne miesigcznymi stopami terminowymi, ktore otrzymujemy w wyniku symulacji.

W razie potrzeby, wycena moze by¢ rozszerzona przez uwzglednienie dla potrzeb
dyskonta stopy procentowej skorygowanej o tzw. spread, reprezentujacy warto$¢, o ktora
inwestor chee zwigkszyé swoj oczekiwany dochdd w stosunku do dochodu wolnego od
ryzyka.

Uwzglednienie spreadu zwigksza naklad obliczen, gdyz niezbgdna jest wiedy

nieliniowa procedura numeryczna dla rozwiazania nieliniowego zadania wyceny [8].
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Model moze by¢ uzyty tak przy zalozeniu, ze spread jest zadanym parametrem (model
wyceny) jak i przy zatozeniu, ze teoretyczna cena instrumentu jest znana (réwna aktualnej
cenie rynkowej), a naszym celem jest znalezienie warto§ci spreadu, ktéra spetnia stosowne
réwnosci cen.

Model opiszemy w dwoch aspektach: ogdlnym, ktory porzadkuje pojgcia dotyczace
stop procentowych i modelu ich losowej dynamiki (procesy dyfuzyjne) i w aspekcie bardziej

praktycznym, ktéry uwypukla problemy realizacji procedury symulacyjnej Monte Carlo.

Funkcja referencyjna stép procentowych (struktura terminowa)

Stopa dochodu (zwrotu) y w terminu do zapadalnoéci 7 jest dla obligacji kuponowe;j

rozwiazaniem rownania:
T
P(tT)=Y ¢ (1+y) +V(1+y)"
s=1

gdzie:



¢; — kupon (wartos¢ pienigzna) placony i kapitalizowany m razy w roku,
V — warto$¢ nominalna obligacji,
T - okres do zapadalnoéci.

Dla obligacji zerokuponowej, cena i krzywa dochodowosci, w funkcji T, maja zatem

Dla kapitalizacji cigglej, krzywa dochodowosci w chwili ¢ przedstawia wzér:

1
y(T)= T—t

Chwilowg stopg natychmiastowg bedziemy oznacza¢ zwykle przez r i jest to stopa,

postac:

P(1,T)=

InP(1,T)

ktora obowiazuje obowiazuja od chwili biezacej prze bardzo krotki czas dr. To samo

oznaczenie bedzie uzywane dla chwilowe) stopy wolnej od ryzyka.

Pozyczka podjgta w chwili ¢ i trwajaca dowolnie krotki czas dt nie powinna umozliwiaé

arbitrazu, stad:
P(1,T)=exp (—-J:T r(s)ds),

Stopa terminowa, zwykle oznaczana f{t,T) — obowiazuje od przyszlej chwili ¢ do czasu
T.(rzy:

dlnP(:,T)

f(T)=—7%

Oczywiscie, (1) = fi1,0).

Ceng obligacji zerokuponowej i funkcj¢ dochodowosci mozna zatem
wyrazié jak nizej:

P(:,T)= exp(—ff(t,s)ds).

y(t,T):T—l_—tJ.‘Tf(t,s)ds.

Miesigczne terminowe stopy procentowe
Strumien wyplat jest dyskontowany stopami natychmiastowymi. Dla kazdego terminu
platnoéci obliczamy odpowiadajaca mu stopg natychmiastowa wykorzystujac miesigczne

stopy terminowe otrzymane w procesie symulacji losowej.



Losowa dynamika stép procentowych

W znanych modelach dynamiki stop procentowych najczgsciej zaklada sig, ze dyfuzja
procesu f{t,T) jest procesem It6 wzgledem n - wymiarowego ruchu Browna (w praktyce n = 2
lub 3, [4]). W naszym modelu dopuszczamy takze inne klasy proceséw losowych dla fit, T),
(a ~stabilny proces Levy’ego, proces Poissona i ich kombinacje).

= Réwnanie stochastyczne It6:
X(r)=X, +j:a(s,X(s))is +J:b(s,X(s))dB(s), 120,
jego rozwiazaniem jest proces stochastyczny X = {X (t):te (O,oo]}, aa(tx)ib(tx) sa

funkcjami o odpowiednich wiasnosciach, dlare [0,0), x€ (eo,0), nazywanymi dryfem

(wspotczynnikiem unoszenia) 1 zmienno$cig (wspolczynnikiem rozproszenia).

» Roéwnanie stochastyczne z miarg a -stabilng (e -stabilny proces Levy’ego):
: 1
X ()= X, + [ a(s, X)Ws + [ b(s, X (s-)L, 4 (s), 120,

gdzie: { L, g (0): 1€ [0,00)} oznacz tzw. a — stabilny ruch Levy’ego z parametrami a i f, a zapis

X(s-) oznacza funkcjg lewostronnie ciggla, prawostronnie zbiezna. Rozklady a — stabilne
naleza do klasy rozktadéw o ,,grubych ogonach” i wydaja sig rozkladami interesujacymi dla
naszych potrzeb. Réwnanie It jest przypadkiem szczeg6lnym procesu Levy’ego.

Uwagi.

Zmienna losowa X ma rozklad a —stabilny (stabilny), tzn. X0S,(0,5,10), wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

ciag ¥y, ¥, ... niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkiadzie oraz istnieja dwa ciagi {d,} i
{a,}, takie Ze y +v,+..+1, _, g przy czym zbiezno$¢ ma miejsce zgodnie z rozktadem ciagu zmiennych

losowych. Mamy tutaj zatem, do czynienia z ogélniejsza postacia centralnego twierdzenia granicznego. Zapis
X0S8,(0,B,14) oznacza, z¢ zmienna losowa X pochodzi z rozktadu a — stabilnego z parametrami: o —

parametr stabilnosci, p — parametr sko$nosci, p — parametr przesunigcia i o — parametr rozrzutu..
Procesem o — stabilnym nazywany jest proces X = { X (l):le [0, T]} , ktérego wszystkie rozklady sa

wektorami o — stabilnymi z ustalona wartoécia parametru « € (0,2] Proces Levy’ego jest bezposrednim
uog6lnieniem procesu Browna. Skalarny proces stochastyczny X = {X(f): t > 0} nazywany jest a — stabilnym
procesem Levy’ego, gdy:

X (0)=0 zprawdopodobienstwem 1,

{X ):t=2 0} ma niezalezne przyrosty,

X®-X()0 S, —.r)}‘/’ ,B3,0) dla dowolnych0 <s <t <co.
Ruch Browna jest szczeg6lnym przypadkiem o — stabilnego procesem Levy’ego.

»  Stochastyczne réwnanie z miarami Gaussa i Poissona:
X (t)= X, + J(:a(s,X(s))ds+J;b(s, X (5))dB(s)

+f0rc(s, X(s—))a'](’,1 (5),20,




gdzie: { N 2(#) 2 1 £ [0,00)} oznacza skompensowany proces Poissona z parametrem

intensywnosci A.

Niech, 7 = {1;(;); re [o,oo)} oznacza punktowy proces poissonowski. Jezeli N(¢t,U) = {s <t: m(s)e U}

oznacza losowa miarg Poissona, to skompensowany proces Poissona zapisujemy: 1\7‘ O=N,®-At
Wymienione réwnania stochastyczne4 mozna aproksymowac¢ i znajdowac zadowalajace

rozwiazania przyblizone. Zwracamy szczegdlnie uwagg Czytelnika na praceg [2].

Dyskretyzacja proceséw
Schemat dyskretyzacji EULERA [2,11]:

SO (), dla 0=1,<t, <..<t, =T; 1=%
SO )y=89 (t,,_l)x[r(tk ~t, ) voel Jo ~1,, ] dla k=12,.,M,
gdzie: S¥(t,)=S, - znana wartos¢ poczatkowa, a £% sa niezaleznymi wartofciami ze

standardowego rozktadu normalnego N(0,1).

Dyskretyzacja dla procesu It6. Miara losowa dla przedziatow [z, #;] jest:
AB =B(1,)~B(#, )= e, ¢ ON (0,1). Ciag aproksymacji dyskretnej przyjmie postaé:
X;=X,
X =X!, +a(t X0, )T+b(r, X, WT i=12,.,M.

Dyskretyzacji dla procesu Levy’ego i Poissona dokonuje sig podobnie [2].

4. Model HIM

Wieloczynnikowy model HIM (Heath, Jarrow, Morton, [1]) uwazany jest za
stosunkowo ogblny model opisu dynamiki stép procentowych, ktory pozwala uwzglednié
strukturg terminowa dla zmiennoéci. Zastosowanie tego modelu napotyka na trudnosci
znajdowania rozwigzan analitycznych, gdy liczba czynnikéw w modelu jest wigksza od
dwéch i gdy proces stochastyczny nie jest procesem Gaussa. Zastosowanie symulacji losowe;j,

np. symulacji Monte Carlo wydaje sig nader uzasadnione.

Przyjmijmy podstawowe oznaczenia, ktére sa wygodniejsze w przypadku
wielowymiarowosci:

P(,T): Cena w chwili # obligacji zerokuponowej, ktéra zapada w terminie i ktéra
ma warto$¢ nominalng 1.
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W Wektor przesztych i biezacych wartoSci stop procentowych i cen obligacji
w chwili ¢, ktére maja wplyw na zmienno$¢ ceny obligacji w danej chwili
f.

o(t,T,W,). Zmienno§¢ ceny obligacji P(1,T).

ST, T): Stopa terminowa w chwili ¢, dla przedziatu czasu [T, 73].
1) Chwilowa stopa terminowa w chwili ¢, dla kontraktu o terminie 7.
t): Wolna od ryzyka, chwilowa stopa procentowa w momencie .

dB(f):  Proces losowy It6, ktéry opisuje dynamike struktury stop procentowych.

Uwagami na temat proceséw losowych innych niz proces Ité zajmiemy si¢ w dalszej czgsci
pracy.

Wieloczynnikowy model HJM

Potraktujmy B(t)=(B],..., B} ) jako k-wymiarowy (k > 1) ruch Browna, 0 <t <T<t.

Jezeli chwilowa stopa terminowa (; 1) = _aﬂg(t_,r_) jest procesem Itd, to:
T

t £ ¢
F&D=FOD)= [ av.Dav+Y [ o,v,T)dB,
=l

gdzie: chwilowa stopa terminowa - {f{0,7): T € [0,11},

a: {(t,5): 0 <t < s <T - dryf - unoszenie,

o(t,T) = (o(T), ..., 5x(t, T)) — zmienno$¢ - rozproszenie.
Zatem, chwilowa stopa procentowa r(¢) przyjmuje postac:

r(t)= £(0,1) +":a(v,t)dv + if(:a,.(v,t)d s
dla wszystkich re [0,7]. B
Zasadnicze spostrzezenie Autorow (HIM), ktory wiaze dryf ze zmiennoéciami (jezeli

wycena bezarbitrazowa, to nie wystgpuja ceny ryzyka rynkowego) zapiszemy w postaci (np.
[71:

T L i L ] !
Io aw,ndv = —'2:': Iﬂ o,(v,)y,W)dv + ,Z:‘ Io o, (V").[, o, (v, y)dvdy,
gdzie:v,(1) =7,(t,5,,... 5, ), dla$,,.... S, € (t,7] oraz 1€ [0,S,].
W konkluzji, wzér na chwilowa stopg terminowa przyjmie postaé:
LY T LA ~
6.0 =fOD+Y[ 0,0, 1) 0,(v,y)dyav + Y, [ 0,(v, )b,
i=1 i=1

B =8-[yvs,.5)av.
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Chwilowa stopa procentowa przyjmie postac:
k k .
r)=f00+ Y[ o.w.0f o.w.ydyav+ Y [ o,v,0dB;
i=l i=1

Przyjmijmy, ze rozwazany proces losowy F(1,T) zalezy od wielu niezaleznych
czynnikow.
X
df (LT)=m(6,T,W,)+ Y. 5, (t.T. W, Jaw, (1),
k=1
gdzie: m(t, T, W) jest chwilowym dryfem, a s¢ (¢, T, W,) - chwilowym odchyleniem
standardowym k ~tego czynnika dla F(z,T). Seria przeksztaicen podobnych do przywotanych
w [10] dla przypadku jednoczynnikowego, prowadzi do wzoru dla dryfu:
K T
m(t,T,W,)= Zst (t’Ter)J. Sk (t,T,W, )dT~
k=t '

Heath, Jarrow i Morton rozpatrywali dwuczynnikowy model dia logarytmiczno-
normalnego rozkladu stopy terminowej:

df (t,T)=m(t,T.W,)dt +0,(1,T) f (.T) dw; +0, (.T) f (1, T) cw.

Przy tej okazji warto zauwazy¢, ze skladnik o, (+,7) f (¢, T }dw, odpowiada najwazniejszemu
czynnikowi i jest odpowiedzialny, z grubsza, za rownolegle przesuniecie krzywe;j. Sktadnik
g, (I,T) F (t,T)dw2 odpowiada drugiemu najwazniejszemu czynnikowi i pozwala
uwzglednié przegigcia funkcji odpowiadajace ruchowi stp w przeciwnych kierunkach na
poczatku i koncu krzywej.

Miyazaki i Yoshida w [4] zaproponowali trzyczynnikowy model HIM dla wyceny opcji
na spread i podali rozwigzanie w postaci analitycznej. Ich stochastyczne rownanie
rozniczkowe dla stopy terminowej ma postac:

df (1,T)=m(s,T)dt +0,aw, (1) +0,¢ " aw, (1)
2
+0,e 0 dwy (1),0<1 ST
gdzie: o, 02, 03. a i b sa dodatnimi statymi, a w(£), w(f), wa(?) sa niezaleznymi wzgledem
siebie procesami Wienera, dryf m(t,T), 0 <t < T spelnia okreslone warunki mierzalnosci i
catkowalnos$ci. Parametr u zalezy od innych parametréw modelu.

Dyskretyzacja w modelu HJM

Nas interesowa( begdzie wersja dyskretna (dyskretna 0§ czasu i dyskretna przestrzen
stanow) wieloczynnikowego modelu HIM. Dla prostoty zapisu przedstawiamy dyskretyzacjg

Jjednoczynnikowego modelu:
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df (t, jAt, jAr+At)=m, dt+s, dw

przy czym ¢ =A i.

2 2
_ W;,m _W:,j
m ; =—t————,
2At
_ ‘Vi,j+l "vVi.j
S =
At

Poniewaz v;; = 0, to

L 1 h 2
me =5At[2si‘j ) .
J=i J=i

Kladac h =i obliczymy m;; korzystajac z wyrazenia na s;;, za$ przyjmujac h =i + 1
obliczymy m; ;.1 korzystajac z m;;, 5i;, Oraz s, +1; to postgpowanie powtarzamy dia kolejnych

warto$ci indeksow.

Wartosci wyplat

- Warto$¢ obecng wyptaty w miesiacu », dla trajektorii 0 numerze { otrzymamy

dyskontujac tg wyplate stopa z symulacji z dodanym do niej spreadem:

PV[s, (i)]=——s"—(")~—

[1+7,(i)+ K]%
gdzie:
PVISa(i)] — wartos¢ obecna wyplaty z miesiaca n dla trajektorii i,
Sn (D) — wielko§é wyptaty w miesigcu n, dla trajektorii i,
A0 — stopa terminowa z symulacji dla miesiaca n lezaca na trajektorii i,
K — spread.
- Warto$¢ obecna dla trajektorii i wynosi:

PV[i]= gpv EAGIE

Warto$c obecna dla trajektorii i mozna traktowac jak warto$¢ teoretyczng instrumentu (LZ lub
CMO), gdy przyjmiemy, Ze stopy tworzace trajektorig byly zaobserwowane w rzeczywistosci.

. Zatem, cena teoretyczna instrumentu jest §rednig po trajektoriach:

PV=—[:l—iPV(i).
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Komentarz

Przedstawiona koncepcja symulacyjnej wyceny instrumentéw o przeptywach zaleznych
Sciezkowo, wymaga kilku uwag. Po pierwsze, symulacja MC staje si¢ uzasadniona jezeli
zwazymy, Ze w przypadku modelu jednoczynnikowego, zastosowanie numeryki drzewa
binarnego prowadzi do drzewa o 2" wezlach. Dla modelu dwuczynnikowego ta liczba
bedziemy mie¢ 4" wezl6w itd. Potrzeby obliczeniowe dla symulacji MC zwiazane z
dyskretyzacja wielowymiarowych proceséw stochastycznych mogg by¢ takze powaznym
ograniczeniem. OdpowiedZ na pytanie czy metoda jest przydatna dla praktyki musi daé
eksperyment. Jego realizacja wymaga szeregu dodatkowych analiz i zatozen dotyczacych:
dokladno$ci aproksymacji, mechanizmu dopasowywania generowanych stdp, tak aby ceny
zdyskontowane, na wyj$ciu modelu, byty zgodne z obserwowanymi na rynku (kalibracja),

ustalenia liczby czynnikéw w modelu wielowymiarowym oraz sposobu wyboru warto§ci

wspolczynnikow w modelu, ktore maja bezposredni zwiazek z kalibracja,.
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