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Vorwort.

Obgleid) jebermann einfieht, daff der Heutige Gymnafialuntervidyt
viel zu Hohe Anforderungen an die Sdiiler ftellt — wenigjtens, wenn
man von ihnen verlangt, daff fie auf alle Fider den gleiden Fleif
verwenden follen — und faum jemand leugnet, daff dem endlid) abge-
holfen werden miifje, wenn die Heramvadjende Generation der Gebildeten
nidyt frperlid) immer mehr Hevabfommen jolf, jo Haben dod) alle Ber-
fuche, diefe Abhilfe zu fdhaffen, bisher mueijtens nur dabhin gefithrt, daf
3 entweder beim alten verblieben, ober gar bdie Anforderungen in dem
einent oder andeven Fade nod) mehr gejteigert worden find.

Dies hat wohl gum Teil feinen Grund davin, daff die Fadgelehrten,
deven Gutadyten man eingeholt Hat, meijtens ihr eigenes Fad) in eriter
Qnie beviidfidhtigt wiffen wollen und die Rilvzungen bei den anbderen
Fidern evwarten.

©oll irgendwie abgeholfen werden, fo ift jedenfalls das Widtigfte,
baf von jeder Disziplin genmau feftgeftellt mwerde, welden
Nupen gerade ihr Studium denjenigen gewdhre, welde fid
einem gelehrten Bevufe widmen wollen, und wieviel von diefer
Digiplin unerldflid), wenn der zufiinftige Gelehrte Feine empfindlide
Lide in feiner allgemeinen Bildung geigen foll.

Alfes was iiber diefes Minimum, dad von jeder Disziplin demt
Gymnafjiallehrplan itbevwiefen werben muf, hinausgeht, diivfte dann dem
Privatfleife dev Sdiiler iiberlaffenn bleiben, und was nidht jedem miibt,
folfte gum fafultativen Lehrgegenftande gemad)t werden, jo daf, wenigjtens
in ber Prima, jeder lermen fann, was ifm fiiv feinen Finftigen Beruf
von Widtigleit ift, daf er aber nidt geawungen wird, feine Kraft an
Dingen zu verjdwenden, bdie ihm von gar feimem ober mur problema-
tijdem Nupen {ind.
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St dent untevert und mittleren Klaffen follte man {id) Ddagegen
lediglidh auf bag Wintmum in allen Disziplinen bejdrdnten, um den
Sdiilern nod) Jeit zu laffen joywohl zur Ausbildbung ihrer Kovperfrifte,
alg aud) ihrer befonderen Talente.

€3 ijt mun zwar gewiff {dhon fehr viel {iber den pidagogifden
Wert jeder etmzelnen Disziplin gejdrieben und disfutiert wordenm. Dey-
gleidhen pilegt aber wenig gelefen und rajd) wieder vergeffen zu werbden,
fo baff, wer fih in der einfdlagenden Litteratur umfiehen will, aud) bei
grofer WMiithe faum finden wird, was er fudt. Miiv ift es wenigjtens
nidt gelungen iiber den Bildungswert der WMathematif irgend
etime Abhandlung ausfindig zu maden, die aud) nur einigermafen auf
Griindlidfeit Anfprud) maden bdiivfte, wenn i) die 1836 erfdienene
anonynte Abhandlung ,diber den Wert und Umwert der Miathematit”,
welde von einem {dottifden Profefjor ber Logif und Wetaphyiif,
W, Hamilton, Hervithren foll, ausnehme. Diefe Adbhandlung fHat aber
bet alfer Grimdlicdfeit den Fehler grofer Cinfeitigfeit und ihre Argu-
mente gegen bden Wert der Mathematif als Bilbungsmittel treffen
nuy ju, wenn man unter Mathematif lediglid) die Clemente des Euflid
verjteht, wie diberhaupt des BVerfajjers Kemntnis von bder Mathematif
nidt itber diefe hinauszugehen jdeint.

Obwohl id) iibevzeugt bim, daf das, was id) iiber diefen Gegenjtand
vorzubringen fHabe, gewiff aud) {hon anbevwirtd ausgefproden ift —
denn wer iiberhaupt ofjne BVorveingenmommenheit und mit Sadyfenntnis
an bdiefe Unterjudung Bevantritt, wird {dwerlid) zu fehr abweidenden
Crgebniffen fommen fonnen — fo Ralte id) e$ dod) fiir angezeigt, die
Grgebniffe meiner Unterfudung offentlidh bdavulegen. Wenn bdadurd
andere vevanlafit werden, bdie iibrigen Dissiplinen des Gymnafialunter-
vidts einer dfnliden und ebenjo unpavteiliden Unterfudung zu unter-
siehenr, fo wive damit immerhin ein Sdhritt ur LWiung der Uiber-
bitrdungsfrage gethan.

Brudfal, im Februar 1883.
Der Berfajfer.
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Cinleitung.

Die Grammatif giebt uns, neben einigen Vegriffen, fejte Regeln
und Borjdriften mit thren Ausnahmen. Der Sdhiiler hat i) dbabet u-
nidit paffio zu verbalten: er fHhat die Jegeln hingunehmen, ebenfo wie
die Vofabeln, fie zu behalten und fid) danad) zu rvidhten. Wie fie ent-
ftanben find, und was ifhnen ihre Veveditiqung giebt, geht ihn nidhts an.
Das Auffafjen der Regeln exfordert aber diefelbe geiftige Thitigkeit, wie
bas Crfaffen von durd) Definitionen gegebenen BVegriffen. Denn die
Regel wird cbenjo aus vielen eingelnen Fillen gewonnen wie der Be-
griff aus vielen eingelnen Borjtellungen. Scdon die bloge Auffafjung
ver grammatifalijfien Regeln erfordevt mithin aud) von Seiten bdes
Sdiilers Selbjtthatigheit, ndamlid) die Vethitigung des Abjtrattionsver-
mbgens. Sobald aber die Grvammatif angewendet wird, fet e bei ber
Uberfesung aus einer fremden Sprade, fei es bei der Ulbevtragung der
Mutterfprade in die frembde, wird die Selbijtthatigkeit des Sdhiilers in
viel Hoherem Grade in Anjprud) genommen, indem man von ihm vers
langt, daff er in jebem eingelnen vorliegenden Falle die Regel evfenme,
der devfelbe zu fubjumieven ift. Dagu ift evforderlic) Aufmevfambeit
und Gedddhtnis.

Der Gewinn, den der Sddiiler aus dem Stubdium der
Grammatif und den lateinifden und griedifden Crerzitien
sieht, befteht alfo davin, daf er fein Abjtvaftionsvermigen
und fein Gedbdidtnis fiir abjtrafte Begriffe und Regeln iibt
und eine Fertigkeit evlangt in devjenigen Form des Urteilens,
dburd) welde in jedem eingelmen Falle, auf den fid eine bes
fannte Regel begieht, diefe Veziehung evfannt wivd.

Die Pidagogen haben gur Geniige dargethan, daf und warum einey-
feits diefer Gewinn ein grifever ift, wenn man die lateinifde und grie-
dijde Sprade zu Grund legt, ald wenn man franzdiifde und englijde
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Grammatif treibt, und daf und warum andererjeits Vejdaftigung mit
frembden Spraden und ifhrer Grvammatif ur Ausbildung bdiefer Fevtig-
feiten awecdméfiger ift al8 ivgend welde andeve Studien. Sie haben
aber nid)t dargethan, daf burd) lateinijhe und griedijdhe Grammatit
und Gyevzitien ivgend ein andever Gewinn fiiv die . g. formale Geiftes-
bilbung ergielt werde al8 bev eben bdavgelegte, nod) aud), daf die fo er-
langten geijtigen Fevtigfeiten dag Gange dev fovmalen Biloung aus-
madyen.

€3 it diberfliiffig, auf dag eingugehen, wag durd) das Studium der
Aften an vealem Gehalt fiiv die Bildung gewonnen wird. Wenn man
jebod) unter Bildung nidht blof eime Harmonifde allfeitige Ausbhildung
der und gegebenen Fibhigketten und Anlagen verjteht, jonderm vom bdem
hiher Gebildeten aud) fo viel Wifjen verlangt, daf er feime Jeit und
Umgebung veriteht, und nidht dei jedem Sdyritte auf Unbefanntes und
Unbegriffenes ftoft, jo ift Hav, daf dag Stubium der Alten allein in
Feiner Weife ausveid)t, ja daff es umfomehyr in den Hintevgrund
tyeten follte, je mehr unjeve eigene Sultur fortidreitet, und
je grifer die Anfordevrungen werden, die an den gemadt wer-
den miiffen, dber diefen Fortjdritten der Kultur nidt fremd
gegenitberftehen mwill.

Das hat man lingjt evfannt, und e8 f{ind itberall zu bden alten
Gpradjen neben der Miutterfprade und ifrer Littevatur und wenigjtens
einer neuen ©prade die Realien als Yehrgegenjtand der Gymnafien
hingugetveten und Haben fid) immer mehr Boden gewonnen; jo daf man
jest allenthalben itber das zu viel und Zu vielerlei Hagt, und vergebens
durd) Vevweifung auf die weife Regel ,,multum, non multal® wieder
abzumwerfen fudt, was man nidt u bewdltigen vermag.

@3 ift nun feineSwegs meine Abjiht, mit neuwen Vorjdligen Her-
vovzutreten, obwofhl bas, was id) jum Gegenjtande diefer Sdrift gewdhlt
habe, fehr nabhe mit der Frage zufammenbhingt, wie diefem allgentein
gefithlten 1lbelftande einigermafien abgeholfen werden Fonne.

Nein Thema bejdrinft fih) auf eine grimdlide Criovterung bder
Frage:

Welde Stellung hat unter den Lehriddern desd Gymna=
fiums {peziell die Mathematif einzunehmen; wenn diejes
feinen Bwed vollfommen erveiden joll, ofhne bdbie Sdiiler
mefhr als nitig u belajten?

Diefe Frage gerfallt zunddit in zwei:
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1. Welden Gewinn fiiy bdie ,formale Biloung” zieht man aus
dem Unterridhte in dev WMathematif jpeziell, und imwieweit ijt gevade die
Mathematif ur Cyiielung diejes Gewinnes unerldflid) oder wenigitens
swedméfiger al3 anderve Disziplinen?

2. Welden realen Gewinn fiix die Bildung jiehen wiv aus dem
Stubdium der Mathematif, und wieviel ift von dem mathematijchen Wiffen
und Konnen unerldflich, wenn wiv in dem Verftindnis unjrer gegen-
wivtigen Kultur nidt empfindliche Licen Haben wollen?

Die BVeantwortung diefer Fragen fiihrt danm auf die weiteven:

3. Welde Digziplinen der WMathematif evveifen {id) demnad) als
uner{dgli) oder wenigjtens al8 pwedmifig fiiv den Lehrplan des Gymna-
fiumg und in welder Ausbehmung miifjen fie tm Gymmajium gelehrt
werben?

4. Qn welder WMethode miifjen bdiefe cingelnen mathematijden
Disziplinen gelehrt werden, damit

a) der Gewinn fiir die formale Bildbung ein miglid)jt groger,

b) der Gewinn an notwendigem mathematijhem Wiffen und
Kionnen ausveidend und fejt fet,

c) die Belajtung der Sdiiler durd diefe Dissiplinen im ridtigen
Berhiltniffe ftehe zu dem evzielten Gewinne?

Und wie find bdiefe Dissiplinen auf die eingelnen Klaffen u vev-
teilen?

-
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Um bdie erite der obigen vier Fragen zu beantworten, ijt es not-
wendig, zunddit nad) den iden in der formalen Bildbung zu fragem, die
aud) beim bejten Untervidhte in den alten Spraden und der paffenditen
Wahl der Crevzitien und Lefejtiife nod) verbleiben.

Wer blof Spraden, Litteratur und Gefdidte treibt, hat nie wirk
lide, 2. 0. anjdaulih) vorliegende Dinge, fondern Begriffe und duvd) die
©pradye, aljo begrifflic), Mitgeteiltes zum Gegenftande jeiner Gedanfen,
das ywar durd) Jubilfenahme der Phantajie aud) anjdaulide Fovm ge-
winnen, nie aber die Wirkung unmittelbarer Wahrnehmung Haben Fann.

Gy lernt davum nidt vidtig fehen und beobadyten, die Dinge
felbjt vevgleidyen, orbnen und einteilen; er exhilt Feinen Cinblid in das
Gefets der Kaujalitit, dag alle BVorginge in der Natur verfettet, und
ev fieht nidyt, wie jdhon die blofe Form der Dinge gefniipft ift an Ge-
feke, nacd) demen jid) ifrve eimgelmen Werfmale gegenfeitig BHedingen.

Soll alfo der Gymnafialunterrvidht fiiv die geiftige Bildung wivklid)
frudhtbar werden, und foll der Sdiiler nidht Hlof zur Aufnabhme und
Wiedergabe frember Gebanfen befdhigt werden, fo muf der Sprad)-
unterridht Hand in Hand gehen mit folden Disziplinen, durd) die er

Critens die Dinge jelbjt vidhtig wahrnehmen, vergleiden,
unterideiden und ordnen levnt, was ihn befdbigt, einerfeits felbit
Begriffe su bilden und andeverfeits mitgeteilte Begriffe auf ihre Realitdt
3u priifen.

Bmweitens joll cr durd) den Unterridit in Stand gefefst werbden
vidtig 3u beobadyten, wasd um ihn vorgeht: Dadurd) wird er
befabhigt, felbit allgemeine NRegeln aus bHeobadjteten Eingelfillen u
abjtvahieren und andeve, welde ihm mitgeteilt worben, auf ifhre
Ridtigheit zu priifen.  Crjt dann wird ihm bder Sinn der Frage
pwarum?” FHay, den er beim Spradjtudium nur verfteht, wenn man
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bamit nad) der Regel fragt, die in einem gegebenen Falle Amven-
dung finbet.

Drittensd foll er naddenfen lermen, fei e8, um gemadyte
Wabhrnehmungen zu evfliven, d. h. ihren Jujammenhang ausfindig
3 madjen, fei e8, um gewiffe Zwede zu erveiden oder Probleme
su Lofen. Das Nadydenfen, zu welden aud) die Stilitbungen Anlaf
geben, Dejteht meift nur in Blofem Befinnen auf die im Gedidinis
aufbewahrten Regeln, Bofabeln und die damit verbundenen Begriffe,
it aljo gany anbever Art al8 dag Hier gemeinte: Sdlitffe Fommen
dabei nur Hodjt felten zur Anwendung, und nur, wenn ed fid um
pag Berjtindnis deffen Hanbelt, was der Sdriftiteller meint, fommen
aud) beim Spraduntervidte veale Begiehungen in bHetvadt. WMan
wird alfo dadurd) webder Probleme Idfen lexnen, nod) befébhigt werdern,
wijfenjdaftlide Crilivungen zu geben oder andeven jdwierigeren Jielen
nadyzujtrebern.

Lerjteht nman unter Stiliibungen Auffate, jo it das Gejagte
allerdingd nidt gang riditig, wenn die Themata der Aufjite jolde find,
weldye die Sdiiler zu cigenem Naddenfen veranlajfent jollen. Gewdhnlid
aber wird fid) dabet hevausijtellen, daf das Crgebnis diefes eigenen Nad)-
denfens und bev eigenen BVeobadytung aud) der befjeren Sdhiiler ein fehr
ditvftiges ift, wenn die Sditler nidht jhon durd) den Untevvidht jelbit
linger gepwungen worden find, in diefer Hinjidht felbjtthitig zu fein.
@oll demnad) bei jolden Aufjdten, die nidt aus bHlofen Naderzihlungen
oder Neferaten iiber Gelefened und Gehirtes Dejtehen, ein Crgebnis
bevaustommen, fo mufy der Yehrer felbjit mit den Sditlern erft das
Thema griindlid) durd)jpreden, wobei fid) diefe wieder wefentlid) paffiv
vevhalten und evft felbftthitig werben, wenn es gilt, dag Gehirte in
der ridtigen Form wiedevzugeben. Da nun die Jeit, die der Yehrer
pes Deutiden auf derartige Befd)dftiqung der Sdiiler verwenbden Fann
meift fehr fnapp ugemefien, aud) die Anzafhl geeigneter Themata feines-
wegd qvoff ift, fo werden aud) die Aufjagitbungen die BVefahigung 3u
eigenemt BVeobadyten und u felbitindigefn Urteilen und Nadydenfen iiber
veale LVerhiltniffe wenig fordern; wdifrend der Lefrer die grifte WMiihe
Dat, die Neigung zu leeven, aber fdhon Flingenden Phrafen und blindem
Nadyjpredhent frembder Urteile zu befimpfen, foferm er nidht, was aud
vorfommt, gerade bdiefe Wuswiidhfe Hefdrdern und grofiziehen will.

€3 it flar, daff gur Crreidung dev eben aujgejtellten Siele sunddit die
Naturwiffenjdaften herbeigezogen werben miiffen, und gwar zuerit die
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Defdyreibenden und bann dic erfldvenbden,*) entjprediend der Reihen-
folge jemer Jiele. Jeben der Naturgejdidte diivite jur Crreidung bdes
erften derfelben gany befomders aud) bev Jeidenuntevridt Hervorge-
foben werden, indem er, namentlid), wenn er etwa mit der Naturgejdidyte
in BVerbindung tritt, das wefentlidhjte Forderungsmittel einer flaven An-
jhauung und damit aud) einer frudtbaven Phantafie ijt. Cingelne Par-
tieen der Natuvgefdidte verlangen zu ihrem vollen Verftindnifje aud
die Hevbeiziehung ver Mathematif, insbefondere dev geometrijden Fovmen-
lehre, und bdie Phyfif fest, wenn fie fih nidht auf fehr oberflddlice
Betradtungen bejdranfen foll, vollends ein ziemlid) weitgehendes Penjum
ver Mathematit vovaus.

Alfo tritt die Mathematif gunddit ald Hilfswiffenjdaft auf, um
bte Naturwiffenfdaft moglid) su maden. Dann aber ervweift jie fid) aud)
felbjt al8 ein vortrefflides Mittel zur Crreidung der oben aufgezdfhiten
Bwede und lefert ung die Grundlage zum Verftindniffe mander Cin-
ridtung, die gefolfen Hat, unfeven Heutigen Kulturzujtand fo weit, jelbjt
iiber den des flaffijhen Altertums, zu erfheben.

€3 handelt fid) nun zunddijt davum, zu untevjuden, imviefern jdhon
die Mathematif allein, ofhne Beibilfe der Natuviiffenjdaften, dazu bei-
tragen fann,

1. baf der Sdyiiler lerne, die Dinge Jelbit, nidt dlofe Begriffe,
vidtig wabhrzunehmen, zu vevgleiden, zu unterideiden und zu ordnen;
jelbjt Begriffe zu bilden und mitgeteilte Begriffe auf thre Realitdit gu priifen;

2. daff er Deobadyten lerme, was um ihn vorgeht, und Befdhigt
werde, felbftindig aus beobadjteten Cingelfillen allgemeine MRegeln 3u
abftvafhieven, und andeve, welde ihm mitgeteilt werden, auf ifve Ridtig-
feit gu priifen;

3. dafp er naddenten lerne.

*) Dafi newerdingd Kircdhhoff umd, indem fie auf diefen verweifen, aud
Helmbholts und Duboig-Raimond die Phyfif und Medjanift mit Redht den be-
fhreibenden Naturwiffenfdaften beizdhlen, weil audh fie nur bejdreiben, wie Ddie
Naturgefetse wirfen und die Natuverjheinungen erfolgen, ift fein Grund, diefe Unter-
fdjeibung fallen 3u Yafjen. Denm die befdyreibenden Naturwiffenfdhaften im engeven
Sinne geben und nur die Befdjreibung der Naturgegenftdnde, wihrend PHyfit und
Chemie ung bdie an denfelben vorfommenden Verdnderungen fennen lehren, umd
Ddiefelben ex¥ldren, d. b. auf die ihnen ju Grund liegenden Naturgefetse uviidfiihren.

Iibrigens fagt fhon Sdopenhamer: Nimmt man e3 fireng, fo liefe fich be-
Daupten, dafi alle Naturmwiffenfdaft im Grunde nidhtd weiter leiftet, ald was aud
vie Botanit: ndmlid) vad Gleidjartige ufammenzubringen, ju affifizieven.
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ad 1.

Die Mathematif gerfalt in Avithmetif, mit weldem Namen
man wieder FRedyren, allgemeine Arithutetit und Algebra ufammenfafit,
und Geometrie.

Die Arithnetif trdgt allerdingd nuv infofern zur rvidtigen Walhy-
nehmung der Dinge bei, als fie uns befahigt, ihre Anzahl und Grife
au Dejtinmen. Das ijt zwar nidt viel, aber dod) weit mehr, als man
gewdhnlid) glaudbt. Datiert dod) die Cntwidelung der Chemie u einer
Wiffenfdaft von dem Tage, an weldem SLavoifier zum evitenmal die
Wage zur Hand genommen, um ausfindig ju maden, in weldem Ge-
widtsverhiltnifje Sauerftofi und Wafferftoff tm Wafjer verbumbden {ind!
©o lange wir aber nuy veine Avithmetif treiben, f{ie alio nidht an-
wenden, leyxnen wir durd) fie allerdingd nidt die Dinge Jelbit ridhtig
wahynefmen, weil fie von den Dingen, welde gezdhlt und gemeffen wey-
den, ja gany abjtrabiert. Dod) giebt aud) fie Anlaf zur Bildung von
Begriffen, und der Lehrer famn den Untervidt fo einvidten, daf bder
Sdiiler feldft zur Bildung diefer BVegriffe und zur Cintetlung anbdever
Begriffe gefithrt wird.

Sdon die Thatfadpe, daf bei der Divifion duvd) 2 bei einigen
Bahlen die Divifion aufgeht, bet andern 1 itbrig bleibt, fiihvt zur Unteyr-
jheibung gerader und ungerader Jahlen, und diefe Unterideidung madt
ver Sdiiler felbjt, wenn aud) der Lefrer ihm die entfpredjenden Namen
mitteilen muf. ©piter fommt fHievzu die Unterjdetdung teilbaver
Bahlen und Primzahlen, und die Vegriffe WMultiplum und Teiler 2.
Freilid) {ind dies alle nuv Jahlenbegriffe, die nuv dem bdienem, der da-
mit zu thun fat: aber das Bilven der BVegriffe beruht Hier, wie in allen
andern Gebieten im ridtigen Vevgleidjen und Unterjdeiden, und wer fid)
geitbt hat, Hier feldbjttindig Begriffe zu bilden, wird es aud) in andern
Digziplinen fevtig bringen, wenn er die Ddort vorhandemen jad)lidhen
Sdywierigleiten itbeviounden fHat. Jmmerbhin ijt der Gewinn, den wiv
in Ddiefer Hinfidt aus der Arithmetit ziehen, Feim fehr grofer. Dentn in
der Avithmetif fommt es Hauptiadli) nuv auf die jorgjame BVeadtung
und faft medanijde, alfo gedantenlofe Ausiibung einfader, aber fehr ab-
fteafter, und davum infaltSavmer Regeln an, jo daff, abgejehen von dem
mittelbaven Wert, den die Avithmetif, als DHilfswijfenjdaft, fiiv die
alfgemeine Bildung hat, ihr Vildungswert in der That {id) davauf ve-
dugieren diirfte, ,daf fie flatterhafte Sdhitler zur Aufmertjambeit und forg-
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faltiger Beobadjtung vorgejdriebener Regeln zwingt,” was ja dic ex-
temporalia weit beffer beforgen.

®rogerer Wert muf dagegen aud) in diefer Hinjidt dev Geometrie
sugeftanden werden. Jhr Gegenftand, die S}}aumgcbi‘[be, find war in
gewiffem Sinne aud) Abftrafta und nidt wirflide Dinge; aber fie unter-
{cheiden fid) von ben iibrigen abjtvaften Begriffen dadurd), daf in ihnen
gevabe die wejentlidjten Clemente anjdaulider Borvjtellungen
fejtgehalten find. . Eine gerade Unie, ein Dreied, ein Kreid find zwar
aud) a8 Cingeloorjtellungen Feine volljtindigen anjdauliden Borftellungen,
und fonnen ofjne Amvendung des Abjtraftionsvermidgensd nidht fiir fid
allein vorgejtellt werden. Denn eine gevabe Yinie fann nuv zur An-
jhauung fommen af8 Grenglinie veridieden gefdrbter Oberflddenteile,
und wenn diefe, oder aud) nuv die BVerjdjiedenheit ihrev Firbung an der
Grenze gang verfdwinden, bleibt aud) von der Linie, die nidhts it als
diefe Grenge, nidhts mehy iibrig. Aber bas Bild ober die Fovm bder
Linie [Bfen wir eben fo leidht von der Gejamtanihauung los, in der wir
e$ wabhrnehmen, und evheben e8 i einer bejonderen Vorjtellung, wie
wiv etwa die BVorjtellung ecines bejtimmten Hundesd aus den verfdiedernen
Anfdhauungsbildern [osldjen und fefthalten, die uns diefer Hund erwedt,
wenn wir ihn von verjdiedenen Standorten aus wahrnehmen. Und fo gut
id) die Borjtellung, die id) mir von meinem Hund Karo madye, obwohl
i fie nie in einer eingelnen njdauung gany vor mir Hhabe, und miv
jede folche Anjdhauung tmmer nod) Daten giebt, von denen id) abjtrahieven
muf, dod) nod) eine anjdaulide Vorftellung nenuen fann, gang ebenfo
qut fann id) die Vorftellung von einer gevaden Yinie ald cine anfdaulide
Borjtellung auffafjen, ja mit nod) mehr Redt: denn in jeber Anfdauung,
in welder td) {ie wabhrnehme, liegt fie gang und volljtindig vor.

Smbem alfo die Geometrie uns veranlaft, ihre BVegriffe diveft ben
anjdaulidhen Vorjtellungen zu entnehmen, lehvt fie und aud) die wirk
liden Dinge wenigjtens in begug auf ifre viumliden Cigenjdaften zu
vergleidjer.  Und wenn der Sdjiiler nad) und nad) durd) Abftraftion
aus der Anjdauung einerfeits gu den Gattungsbegriffen Kivper, Fldde,
Qinie, Bieled, Winkel 2c., andeverfeitd zu den Cingelvorjtellungen Punft,
RKreis, Gerade, Kugel, vedyter Winfel, Quabdvat u. j. w. gelangt, lernt
er grade fo gut veelle Dinge wahrnefhmen, unterjdeiden, vergleiden und
ordnent, und mitgeteilte Vegriffe auf thre NRealitdt priifen, wie durd
Befddftigung mit Naturgefdidte. Nur Hat er den Vorteil, daf die Be-
griffe und LVorftellungen, um die e3 fid) Hhandelt, ihm jedergeit leidht zu-
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ginglid) {ind. Gang befonders vorteilfajt fiiv die Cntwidhmg des Ber-
migens, jid) die Dinge vaumlich) vorzujtellen, eviveijt {id) die Stereometrie,
welde in diefer Hinfidt jogar den Jeidenuntervidht iibertrifft, der wegen
pe3 allzulangen Bevweilens an derjelben Vorlage demen, bdie eine unge-
jdicte Hand befiken, nidt gevade viele Objefte zur Ausbildung ifhrer
HRaumanjdauung liefert.

adiZ,

S oviel hoherem Grade entjpridt die Wathematif bder weiten
Forderung. Beide Disziplinen liefern reidhlides Material, an dem bdie
Sdyitler levnen tinmnen, eigene BVeobadtungen u madyen und aus Heobad)-
teten Gingelfallen felbjtindig allgemeine NRegeln zu abitrabieven.

@don dag Cinmaleing liefert dag Miatevial, aus dem bdie NRegel
ab=ba abftrahiert werden famm, und ein vidtiger Unterridt in der all-
gemetnen Avithmetit wird den Sditlern den jad)liden Grund diefer Regel
fo flar maden, daf jie, wenn fie denfelben wieder vergefjen haben, duvd)
rubiges Vefinmen auf die Vedeutung bder Fovmel ab felbjtindig den
Grund hrer Jdentitdt mit ba finden Founen.

Die gange allgeneine Avithmetif, wenn fie vidtig erfaft wird, giebt
ja nidts anbderes ald eine Angahl NRegeln, nad) demen e3 geftattet ift,
angedeutete Recdynungen durd) andeve 3u exfeen, und ihre wejentlide Auf-
aabe Dejteht ja davim, diefe Regeln ausfindig su madjen und zu begriinden.
Wenn nun aud) dabet der Schiiler beim Crlernen {id) meift pajjiv ver-
hilt, indbem ev bdie Jegel weder felbjtindig Deobadytet, nod) begviindet,
fondern beides durd) den Vehrer erfibhrt, fo wird er dod), wenn er Regel
und BVegrindung nur vidtig erfaft Hat, und davon bHiter Redenjdaft
ablegt durd) Reproduftion des Erlevnten, allmdhlicdh) jo an diefe Geiftes-
thitigleit gewdhnt, daf er Det vidtiger Wnleitung, gutem Willen und
einiger Befahigung aud) felbftindig neue Regeln oder fiiv Lefannte neue
Beweife wird ausfindig madjen. Gerade bei dem evften Untervidte in
der fogenannten Budyjtabenvednung zeigt fidh) dem aufmerfjamen Lehrer
deutlidh die ide, weldhe der grammatifalijhe Untevvidht [agt. Hat der
Lebrey eine zu Deweifende Regel mitgeteilt, o glaubt der Sdhiiler feine
Sdulbigfeit vollfommen gethan zu Haben, wenn ev fid ifren Sinn fHar
gemadyt Hat, damit ev fie nadhher vidtig amwvenden fanm. Daf man
aber aud) nod) nad) einer Vevedtigung zur Aufjtellung bderfelben, d. 0.
nad) einem VBeweife fiiv thre Ridtigleit fragen fanm, ift thm anfinglid
gany unbegreiflid), und wad man bdaviiber jagt, gang unverjtindlid), weil
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man bigher nie etwas andeved von ithm verlangt hat, als daf er die
Pegeln, welde ihm die Grammatif in veidlider Jiille mitteilt, vedt
flar evfaffe und fefthalte, damit er immer wiffe, wo er fie anguwenden
habe, und tweil er iweif, daf man mit der Frage ,warum?’ nie etwas
andere$ von ihm wiffen wollte, al8 bdie vidtige Regel. Hat der Lehrer
alfo einen Berfud) gemadit, den Sdiilern Fu beweifen, daf ab = ba
ijt, und frigt er dann etwa in der nidijten Stunde, um zu erfabhren,
ob fein Beweis verftanden ift: wavum ift ab = ba? fo werden ihm
faft alle ©djiiler antworten: ,weil es einerlei ijt, welder Faftor als
Multiplifand, welder als Multiplifator angefehen wird”; oder: ,weil
man Wultiplifand und Multivlifator vertaujden darf’. Seinen Beweis
wird thm aber vielleicht Feiner wiederholen finmen, weil ifhnen die Frage
nad) der Ridtigleit der NRegel felbjt {hon fo neu war, daf fie ihrven
Sinn gar nidt verjtanden Haben. Und von den jdwdideren Sdhiilern
wird er nod) Jahre lang, wenn er nad) dem Grund eimer Regel frigt,
immer wieder die NRegel felbit ftatt diefes Grundes vernehmen, gevade jo
wie in den geometvijen Veweifen viele Sdhiiler immer wieder die Ve-
Dauptung felbjt zu ihrer Vegriindung hevbeiziehen.

Bon dem Gewinn, den die . g. Vud)jtabenveduung in diejer Hin-
fiht denm Levnenben bringen fann, geht freilid) meiftens fehr viel ver-
loven, weil man in der Regel dbamit Deginnt, ehe die Sdhiiler die nitige
geiftige Neife Defitsen, und davum der Lehrer, um nidt geradezu Danaiden-
avbeit zu leiften, vajd) iiber die BVegriindung der Regeln himmweggeht und
fein Augenmerf nur auf geniigende Fertigkeit in der medanijhen An-
wenbung der NRegeln vidtet, in der Hoffnung, das ridtige Verjtindnis
finde i) fpdter {dhon von felbjt — eine Hoffnung, die fo triigerifd ijt,
wie das oft von oben Herab empfohlene BVerfahren felbjt nadjteilig. Denn
welden Gewinn foll derjenige aus der Fdhigfeit ziehen, unverjtandene
Regeln medjanifd) ausiiben u fonnen, bder fpdter nie in der Lage fein
wird, diefe Fdbigfeit zu verwerten? Und ijt etwa bderjenige, bem bie
Mathematif fpdter als Hilfswiffenjdaft dient, mathematifd) vorgebildet,
welder einen Teil ihrer Regeln gedidtnismaifig erleyrnt Hhat und an-
wenden fann, ofjne fie zu verjtehen? Wenn man aber glaubt, dag Ber-
jtindnis fomme {pdter von felbjt, fo trvt man wieder; denn wer gewdhnt
ijt, dergleifen Hegeln gleid) demen der Grammatif ofjne Pritfung auf
ihre Vervedtigung anguwenden, witd aud) {pdter nidht nad) ihrem
Grund fragen, und wenn er e3 wollte, wiirden thn die Sdwierigteiten,
die er finbet, abhalten, felbjtindig nadzubholen, was die Sdule ver-
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jaumt Bat, ihm zuv vedyten Jeit und in Ddev rvidhtigen Niethode Deizu-
bringen.

Aud) in diefer Hinfidht zeigt {id) jedod) wieder die Geometrie als
pag evgiebigeve und bejjere Bilbungsmittel. Denn hier handelt es fich
nidht um blofe NRegeln, nad) denen etwas vorvgejdhrieben, ober man 3u
etroad bevedhtigt ift, und welde angewenbdet werden jollen: man fevnt
vielmefr, baff die Figuven, welde man nad) und nad) fennen lernt,
famtlid) Cigenjdhaften befiken, die {id) gegenieitig bedingen, jo daff die eine
jtets jowohl Grvund als Folge dev anbdern ift, und es Handelt fid) davum:

1. bdiefe Bezichungen wijden den Cigenjdaften der Figuven wahr-
sunefmen und in der Form von Lehrilgen vidtig auszudviiden;

2. ihre Wahrheit und allgemeine Giltigleit eingufehen und nad-
auweifen;

3. fie benupen zu lexnen, jowohl zur Ausfithrung vovgejdriedener
Konjtruftionen al8 zur Ausfindigmadung der metvijhen LVevhiltnifje
vorliegender Gebilde.

Hierher gehirt nun gunddijt nur die erjte diefer Aufgaben. Wird
diefe mit Nitficht auf dem Fu evzielenden pidagogijden Gewinn geldit,
fo fann ber Sditler vevanlaft werden, duvd) Hevjtellung veridiedener
Figurven mit Dejtimmten Gigenfdjaften felbijt 3u beobadten, welde
neue Cigenfdyaften damit zugleid) auftveten: ev zeidme 3. B. Dretede mit
awet gleiden Seiten, jo wird er wahrnehmen, daff diefen immer gleide
Wintel gegeniiber liegen. Cv geidne Dreiede mit gleichen Winfeln, o
wird er wabrnehmen, daf diefen immer gleidhe Seiten gegeniiberliegen.
Gy zeidne Dretece mit ungleidhen Seiten, fo wird er wahrnehmen, daf
der griferven Seite aud) ein grifever Winfel gegeniiberliege. ©r zeicdhne
Dreiecte mit dret gleiden Seiten, fo wird er wabhrnehmen, daf dann
aud) die Winfel gleid) werden, und zwar immer von derjelben Grife,
wie lang aud) die Seiten feien. Er Halbiere in einem Dreied einen
Wintel, der von gleiden Seiten eingefdloffent ift, und in einem andern
etnent von ungleidhen Seiten gebildeten Winfel, o wird er wahrnehmen,
Daf im erjten Falle die Halbievungslinie auf der dritten Seite fenfrecht
ftebt und aud) diefe Halbiert, was im andern Falle bHeides nidt Futvifft
u. §. w, w §.ow. Wan fieht alfo, daf in der elementaven Geometrie
eine gange Fiille von Material vorliegt, an dem bder Sdyiiler lernen
fann, 1. jelbjtindig beobadyten, 2. das felbitdnbdig beobadytete in Form
eines Saes rvidtig auszudriicen.
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ad 3.

€3 ijt natiivlid), daf i), um nun zu geigen, imwicfern die Ma-
thematit ben ©diiler befihige, nadydenfen gu lernen, mit der Geometrie
beginne, weil i) jo nur den Faden bda wieder aufzunehmen fHabe, wo
id) ihn foeben verlaffen. Hat der Sdiiler an einer oder mehreven Fi-
guven gleier Art erfannt, wie ivgend ecine Gigenjdhaft derfelben mit
einer andern verbunden ijt, fo wird er in einigen Fillen, wo {don die
blofe Anfdauung die unmittelbave Einfidht in die Notwenbdigkeit und bda-
mit in bdie Allgemeinfeit bdiefer Verbindung gewdhrt, fid) bei der ge-
madyten Wahrnehmung Herubigen, wdahrend er bei andern, wo der inmere
Bufammenhang nidt fo offen daliegt, einerfeits nad) einem Crfenntnis-
grunde fragen wird, dev thm von der Notwendigleit und Allgemeinheit dex
gemadyten Walhrheit Gewifiheit giebt, andeverfeits aber aud) nad) einem
@adygrund, der ihm den inneven Jujammenhang darlegt, und ihm dabdurd)
die wirflige Cinfidht in diefe Notwendigleit gewdhrt. LWem es nux
su thun ift, fein Wiffen zu vevmelhren, der wird fid) {dhon begniigen,
wenn er die nitige Gewifiheit evlangt hat, wibhrend tiefere Natuven, die
nad)y Cinfidt ftreben und ithven BVlE auf den Jujammenbhang geridtet
haben, der die Dinge und aud) ihre Cigenjdaften verfettet, etnen unan-
genehmen Cindrud empfangen, wenn fie blof durd) einen Crfenntnis-
grund itberfithrt werden, wo fie durd) einen Sadygrund iibevzeugt fein
wollten. ©oll mithin der geometrijhe Untervidht aud) diefe Sdyiiler um
Nadpdenfen anvegen, fo muf der Unterridyt o evteilt werben, daf beim
Beweife der Lehrfie weniger Gewidt auf die Nadweifung der
Wahrheit gelegt wird, als vielmehr auf die Darlequng der Ge-
fete, aus denen fid) die wabhrgenommene Beziehung fadge-
mif ergiebt.

Al grofen Jrrtum, der immer nod) fehr allgemeine Vevbreitung,
foohl unter Mathematifern wie unter Nidtmathematifern Hat, obwohl
er dbod) oft genug aufgedectt worden ift, muf i) jedod) wiederholt und
mit Nadyorud die Anfidht dezeidhnen, daff der Bildungswert der Geometrie
wefentlid) in ihren Veweifen liege, durd) die der Sdhiiler veranlafit
werde, ftreng logijd) zu {dliefen, und dadurd) folgeridtig zu denfen, fo-
paf alfo die Geometvie gewiffermafen ald praftijde Logif erjdeine.
Nun it alferdings ridtig: Weun man irgend eine BVehauptung beweifen
will, fo ijt es vov allem notig, daf man die eigentlihe Vehauptung
von dem, was man al8 befannt vovausett, flav jdeidet, und, dann bden
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Weg fudt, ber von bem BVovausgefesten ausdgehend durd) einme Retbe
vidtiger Sdlitffe sur Behauptung fiihrt; und injoferm man bet ben
geometrijden Beweifen die Cutlidide Fovm beibehdlt, gewdhut man fid)
davan, fo oft man etwas bewetfen will, Vorausjeung und Behauptung
ftreng u unterjdeiden. Dags ift allerdings ein nid)t zu leugnender Ge-
winn, ber dem Sdiiler verbleibt, wenn ev feimen Kurjus elementaver
Geometrie nad) Cutlids Niethode mit Crjolg abjolvievt Hat. Aber damit
wird e8 dann aud) fein Vewenden haben. Denn will er nun ivgend
etwas Dbeweifen, was nidt in dag Gebiet dev Geometrie gehdrt, fo wird
ev gwar leidt Bovausjepung und Behauptung prasijieven und auseinander
au Balten verjtehen. Jjt thn aber das gelungen, o hilft thm fein gamzer
Cuflives mitfamt allen feinen Miaufefallebewetjen nidht dag allermindeite,
um aud) nuv einen eingigen ©dritt vovwdrts u fommen, und er wird
finden, dafj dag Verfafren, das er jekit eingujdhlagen Hat, von dem, das
ev bisher geiibt fajt toto genere vevidhieden ift.

Jn ber Geometrie ift dag BVerfahren das folgemde: Filgt man u
der Vorvausfepung alfe beveits befaunten und ervwiefenen Sige, fo han-
belt e8 {id) zunddhit darum, zwei diefer Sdte fo zu vevbinden, daf fie
alg Ober- und Unterjaty zu einem Sdlufy fithren; zu dem gewonnenen
neuen ©ay muf man ebenjo wiedey einen andevn unter den befanmten
Derbeiziehen, um daraus wieder einen neuen Sdluff zu iehen, u. i. f.
bi$ man zulet die Vehauptung als Shlufy erhilt. Das gelingt nun in
einigen Dejonbders gimftigen Fllen wirklid). J. B. E8 fei zu beweifen:
,»Cin Parallelogramm, defjen Diagonalen gleid) gvof find, ijt ein Rechted”.
€8 feien vorfer bewiefen die Sige: ,Jn cinem Redytede find die Diago-
nalen gleid) grog”, und ,Ju einem {dhiefwinteligen Pavallelogramme ijt
bic Dden ftumpfen Winfeln gegeniiberliegende Diagomale bdie griferve’.
Der Beweis wird nun fein: Hat ein Pavallelogramm gleiche Diagonalen,
fo fann e8 nidt fdhiefwintelig fein, weil in einem folden die Diagonalen
ungleid) find. Da aber ein Pavallelogramm entweder fdiefwintelig ober
vedtwinfelig fein muf, fo fann ¢ mithin nur vedtwintelig fein.

Ober, um ein Beifpiel mit lingerer Schluffette su geben, fei 3u
bewetfen:

»Cin Bieved ift ein Quadvat, wenn es gleid) grofe, aufeinandey
fenfrecdhte und einander YHalbierende Diagonalen Hat'.

Sind vorhergegangen die Sdte:

»Cin Bieved ift ein Parallelogramm, wenn feine Diagonalen ein-
ander falbieren; ein Parallelogramm ift ein Redted, wenn es gleide
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Diagonalen hat; ein Parvallelogramm it ein Rhombus, wenn fjeine
Diagonalen aufeinander fenfredyt {tehen”. Stiigt man fid) fernmer auf
die Definition: ,Cin Quadrat ift ein gleidhjeitiges und gleidywinfeliges
Bieved” - (alfo ein redtwinfeliger Rhombus oder ein gleidieitiges Redt-
edf); fo hat man den Beweis:

HAus der Vorausfepung, dafp die Diagonalen einander Halbieven,
und dem erjten obiger Sde folgt, daff das BVieved ein Parallelogramm
ift; hievaus und aus der Gleichheit der Diagonalen folgt mit Riicjicht
auf den weiten Sats, daf es ein Redyted ift. Da es aber ein Parallelo-
gramm ijt und bdie Diagonalen aufeinander fenfrecdht ftefem, fo ift es
nad) bem dritten Sape aud) ein Rhombus, und mithin nad) der Defini-
tion ein Quabdrat’.

Bejteht der Vewets lediglid) in einer jolden Sdluffette, wie fie
bier vorgefithrt, jo fann er allerbings als Vorviibung fiir dhnlide SHluf-
veifen gelten, die aud) in anbeven Gebieten vorfommen fonnen. Was
it aber in jedem folden Falle Hewiefen? Gar nidts, als dbaf ein vorv-
gelegtes Objeft einem durd) feine Definition gegebenen Begriffe jubordi-
niert ift, weil e8 bdiefer Definition entfpridht, swar nidht explicite aber
dod) implicite. Und infofern fann ein jubiinftiger Jurift oder Miediziner
in dergleidhen Beweifen, wenn ex fie felbjtindig ausfithrt, eine Voriibung
feben fiix bas, was er in feinem {pdteven Vevufe ju thun Hhat, wenn
ev entfdeiden foll, welder Redtsfall, beziehungsweife, welde Krantheit
vorliegt.

Aber wo giebt die Geometvie wirklid) Gelegenbeit zu jolden
Sdlitffen und Schlufreihen? Mian blatteve ivgend eines der gebriud-
lideven Lefhrbiiher durd), um danad) zu juden: e3 wird meiftens gan
vergeblid) fein. Wenn i) gleihwohl, weniger in meinem Lhrbude als
bei meinem Untervidhte, Hiufig joldhe Sdhlufreifen vorbringe, fo Hat dies
vielleiht feinen Grund davin, daf id) feiner Beit unter der Leitung des
Heven Prof. Jhering an Girtanners Redtafillen diefe Avt zu dliefen
geitbt Habe.

JNur, wenn in einer NReibe von Urteilen einem Objefte implicite
alfe diefenigen Mierfmale Fugejdyrieben find, durd) welde es einem be-
jftimmten Begriffe jubjumiert wird, [aft {id) durd) blofes Sdliefen bdie
Ubeveinftimmung wifden dem fo beftimmten und dem durd) Definition
gegebenenr Begriffe darthun. D. §. durd) bHlofes Sdliefen erfidhrt man
nidhts, was nidt jdon in dben Siten, aus denen man die Sdliiffe ge-
sogen Datte, entbalten war, alfo nidhts Newes. Das ift eine alte Sadye,
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und unfer grofer Kant Hat fie fiir jedem, der ridhtig lefen fann und
will, bereits vor mehr al8 Hundert Jahren Har und ungweifelhaft davge-
thar. Da aber die Geometrie ung fehr viel Neues lehrt, jo ijt es tar,
paf in thr folde Sclufifettenn, durd) welde wir in Stand gefetit wer-
den, ridhtig Fu uvteilen, mur ausnafhmsweife vorfommen. Denn bdie
Geometrie ift, wie Kant evwiefent hat, feine Wiffenidaft aus Vegriffen,
fondern aus der Konftruftion von Vegriffen.

S alfen Fillenr, wo ein Lehriat nidht eine blofe Folgerung anbderer
fhort befannter Lebriige ift, e3 alfo nur bdavauf anfommt, ju geigen,
daf und wavum diefe ihn eigentlid) fdhon enthalten, bedarf e8 Funddit
ber Darjtellung einer Figur, welde die BVorvausiepung enthilt, und
bann des Herbeiziehens von Hilfslinten ober anderver Erweitevungen diefer
Ftgur, durd) welde es exft miglid) ift an bem eingelnen anjdhaulid) vor-
ltegendent Objefte neue Veziehungen wabyzunehumen, auf die man durd
blofes @dlieftenn niemald gefommen wdve, die aber in Verbindung mit
der Vorausfepung eine mit ber Vehauptung endigende Schluffette evit
miglid) maden.

Handelt ¢3 fidh 3. B. um den Lehria: ,Jn einem Pavallelogramme
find die einamder gegeniiberliegenden Seiten einander gleid)’; jo wird man
durd) blofes Sdliefen aus dem Vovausgefehten und dem Vefannten nie-
mal8 auf die Behauptung gefithrt werden. Denn davaus folgt nur, daf je
swei benadhbarte Wintel Supplemente {ind, als inneve Gegemvintel weter
PBarallelen mit einer dritten Geraden; wovaus dann wieder, auf Grund
be3 @ages, daff pwet Grifen, die mit einev dritten gleid) viel ausmaden,
felbjt gletd) fein miiffen, bdie Gleidheit je zweier gegenitberliegenden
Winfel folgt. Aber auf die Gleidhheit der Seiten fiihrt fein Sdluf,
man mag itberfegen, jo viel man will. Crjt, wenn man eine Diagonale
sieht, die dod) nidht zu dem Vegriffe des Pavallelogrammntesd gehivt, und
pann wahrnimmt, daf die dadburd) entftehenden Dreiecte, wegen der Gleid)-
heit der Wedpfelwinfel an Pavallelen in der Diagonale ald gemeinfamer
@eite und bden anliegenden Winfeln itbereinftimmen, erhilt man bdas
Material, dad zu dem verlangten Sdlujje fithrt.

Diefes Hevbeiziehen von Hilfslinien ift aber weitaus dag Widtigjte
an jedem foldpen geometrifjen Veweife, und eben das, wodburd) die geo-
metrijde BVeweisSmethode al8 eine gang eigentitmlide darvafterifiert wird,
die in feinem anbern ebiete Amwendung finden fann. Geometrijdhe
Beweife wird derjenige leidht faffen und aud) felbjtindig auffindert, der
fih hinveidhend geiibt Bat, in vorliegenden Figuven diejenigen Adhingig-

2
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feitsgefetse wabrgunehmen, durd) welde bdeven eingelne Beftimmungs-
ftide fidh gegenfeitig Dedingen; der fidh alfo Dei jeder Figur der ihm
baviiber befannten Yehridte evinmert: wenn ev jugleid) gelernt hat, aus
gegebenten Pramiffen bdie vidtigen Shlitfle su iehen und CErfindungs-
gabe genug Defiit, um Ddie vorfiegende Figur durd) Herbeiziehung der
rvidhtigen Hilfslinien fo zu eviveitern, daf fie ihm das Material Fu feiner
Sdluftette lefert.

Wer feinen Kurfus elementaver Geometrie mit Erfolg durdygemadt
und nidt Hlof eine Angahl fomplizierter geometrijher Beweife verjtanden
und behalten, fonmdern aud) oft und mit Crjolg verjudt Hat, jelbjtindig
neue BVeweife fitv befannte oder neue Site ausfindig zu maden, wird
hinvetdend befhigt fein — um feine weiteven geometrijfen Studien
mit gleifem Crfolge fortaujetten. Wagt er fid) aber auf irgend ein
anderes, der Geometrie fremdes Gebiet, wo er weder Konftruftionen,
nod) feine ihm befannten geometrijden Lehriige in Anmwendung zu bringen
pevmag, o witb er ebenfo wenig ausridten Fonnen al8 einer, der von
Geometrie gar nid)ts verfteht. Cv Hat nur den Vorvteil, daf er viel-
leiht Jchmeller den Sdhluf wird giehen fonnen, wenn man ihm die Prd-
miffen giebt, odev aud) leidhter imftande fein wird, die lbeveinjtimmung
einted duvd) bie ndtigen Mievfmale bejtimmten Vegriffes mit feiner Defi-
nation durd) eine Sdlufreihe nadzmweifen, fobald er die dazu nitigen
Kenntniffe befist. Cr wird fih aber bald itbevzeugen, daf damit fehr
wentg gewonnen ift, da bei allen Unterfudungen das Widtigeve und
Sdwierigere in demt Auffinden der Primiffen befteht, die u einem
Sduffe fithren, nicht in dem Jiehen des Sdlufjes aus diejen Primifjen,
baf es alfo wefentlid) nur davauf anfomme, vidtig zu beobadyten
und dag Beobadytete in vidtigen Urteilen feftzubalten, und die itberall
fid) darbietenden Quellen von Jvrtitmern zu vevmeiden.

Die meijten Jrrtimer entftehen aber nidt duvd) falfde Sdhliiffe
aus vidtigen Pramifjen, jondevn durd) vidtige Sdlitjfe aus faliden
Pramifjen, und demnad) ijt dag Urteil, weldes als Pramifje dient
und bdie dagu evforderlidge ridtige Beobadytung, niht der Shluf die
Hauptjade bei einer Gedanfenverbindbung. Nun ijt aber das Material
der Geometrie ein joldes, daf Det einiger Aufmerfambeit Jrrtitmer fait
ausgefdloffen find, und Hamilton Hat darum nidht gang unvedt, wenn
er bad Studium des Cuflives als Voriibung tm rvidhtigen Denfen damit
vergleidyt, daf einer jdwimmen f(ernen wollte durd) Vorviibungen in einer
Wanne mit Quedfilber, in der dag Untevfinfen unmiglidy ijt.
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Dazu fommt nod) ein andever Umitand, den id) am Deften an dem
eingangs enwibhnten Beifpiele Har maden fann. Handelt e fid) um den
@ats, daf tm Parallelogramnte die gegeniiberliegenden Seiten gleid) grof
find, fo ift e8 nidtig, daf man ein Pavallelogramm fid) vorjtelle, um
davin die Diagonale zu ziehen und die Rongrueny der dadurd) erhaltenen
Dretece gu erfenmen. Greift man nun aber einmal zur Anjdauung,
fo lehrt biefe aud) fofort unmittelbar, daff Pavallele wijden Pavallelen
immer gleid) find, wetl die Linge einer Strece wifdhen einem Punft
und einer Gevaden nur von ihver Neigung gegen biefe und von dem
Abjtand wifden Punft und Gervade abhingt, und weil die bHloffe An-
{hauung ung fofort vollfommen itbevzeugt, daf ein Punft eine Parallele
3u eimer Geraben befdyreibt, wenn ev {id) in der Ehene fortbemegt ofne
feinen Abftand von der Gervaden u dndern.

Seder unbefangene und flar fehende Schiiler, dem man diefen Saty
beweifen will, wird diefen Veweis davum fitv iiberfliijjig Halten, und da
vergleidjen Sige, die aud) ofhne Veweis einleud)ten und gleidwohl um
Zeil fogar mit fehr Fomplizierten Waujefallebeweifen den Sdiilern
bewiefent werden, fehr grof ift, fo wird gerade Dbei den Sdhiilern, welde
mit einem guten Anjdauungsvermigen begabt {ind, die Geometrie ald
eine gang unniige Qudlevet evjdeinen; ein Grund, der es vielen Lehrern
der Geometrie fehr dwer madt, bdie fo nidtige Aufmerfjambeit der
@diiler zu erpwoingen, und aud) ein Gyund, wavum vielen diefer Untey-
vidt fo widerwivtig ijt, und ein Grund melhr, warum die Geometrie
als Voviibung 3u folgevidtigem Nadpdenfen von fehr fraglidem Werte
fein diivfte, wenn man den Hauptwert auf die Beweife legt.

Gang ander3 geftaltet fid) jedbod) die Sadje, wenn man das grofeve
Gewidt auf die Anwendung der erlexnten Sdke zur Vfung geome-
trijdher Konjtruftionsaufgaben und zu geometrijden Vevednungen legt,
und diefe Probleme fo wihlt, daf der Schiiler dabei miglichit felbftthitig
fein farmm.  An Gelegenfeit zu Jvrtimern der verjdyiedenften Avt wird
e3 ihm da nidt fehlenm, und unter ridtiger Anleitung wird er nad) und
nad) levnen, jovgfiltiger ju beobadyten, vidtiger zu jomderm unbd zu ord-
nen, 3u vergleifen und zu Fombinieven, vorfidhtig zu uvteilen u. f. w.
D. h. er wird alfe die geiftigen Thatigleiten itben und ausbilden, die
ebent dag audmadjen, was man naddbenfen nennt. Die pofitiven Kennt-
niffe freilid), ofme die alles Naddenfen erfolglos ijt, muf er fidh na-
tiielid) immer evft meu evwervbenm, {obald ev auf ein anbdeves Gebiet
libergebt.

2*
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Aber aud) als die eimzige Wifjenjdaft, die mneben bder Pohyfif imt
Gymnafium mit einer wenigftens velativen Volljtindigfeit abjolviert werden
fann, ijt die clementave Geometrie fiiv die Sdiiler des Gymnajiums
vont Bleibendemt Werte, wenn die Vehandlung wirklid) eine wiffenjdafts
lidge ijt, der Sdhiiler alfo in ihr ein BVeifpiel erhilt, wie ein Gegenjtand
wiffenidaftlid behandelt werden foll. ,Wifjenjdaft” aber, fagt Schopen-
hauer, ,bedbeutet ein @yftem von Crfenntnifferr, d. H. ein Ganzes von
verfniipften Crfenntniffen, tm Gegenjatse des blofen Aggregats” — und
,oie Bollfommenfheit einer Wiffenfdaft als folder, d. §. der Form nad,
befteft darin, daf fo viel wie mbglid) Subordination und wenig Coor-
dination der Sipe fet.” Diefen BVorzug befit nun die alte Cuflidjde
Geometrie feineswegs. Denn bdie gange BVerbindung, in welder die
Siige Cuflids gueinander ftehen, befteht davin, daf bet den Veweifen der
folgenden die fritheren vovausgefetst werden, was aber von dem, was man
@ubordination der Sige im wiffenfdajtlichen Sinne nennt, fehr wefent-
[idy verfdyieden ift.

Jnawifden hat uns jedod) Steiner den Weg gezeigt, wie aud) die
Geometrie gang in dem Sinne Scdopenhauers (obgleid er bdenfelben
nidt fennt) zu einer vollfommenen Wiffenjdaft werben fann, obhne von
ver Strenge Cutlids etwas eingubiifen, und aud) ohne dev Anjdhaulicdfeit
Abbrud) zu thum.

S meiner al$ Anhang beigefiigten Programmabhandlung ,3ur Re-
form bes geometrijden Untervidhts” glaube id) gegeigt zu habem, daf und
inwiefern die Fovm, welde id) der Geometrie in meinem Lehrbude ge-
gebert fabe, den Forderungen Steiners vollfommen entjpridht, obhne daf
id) nitig Datte, die Geometrie in projeftivijde zu verwanbdeln, ja ofne
iiberhaupt fehr viel Neues und Cignes hinguzuthun, €8 it fiberhaupt
nidht eingufehen, wavum nidt aud) die Geometrie des WMafes und bder
Form fiiv fid) allein einer Gt wiffenfdaftlihen Behandlung fihig fein
folf, und warum es zu dem Jwed ndtig wdve, fie gleid) anfangs mit
ber projeftivijdhen Bevwandtidaftslehre zu verquicen, wodurd) nur die
Jiille des Stoffes in einer Weife vermehrt wird, daf eine Verwirrung
ber Begriffe bei den Sciilern, namentlid) im Anfange, unvermeidlid).

Was nun die Avithmetit betrifft, Jo ditrfte durd) ihr Stubium
bie Fibhigeit des Nadydenfens umfomehr gefdrdert werden, je mehr man
beim Unterridhite Gewidt davauf legt, daf der Sdhiiler

1. die Megeln, die ev iibt und amwendet, aud) begreift und ihren
Bujammenhang davlegen famm;
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2. daf er miglidjt viel Gelegenheit evhalte, die erlernten Hegeln
praftifd), aljo gur Lojung von Tertaufgaben aus Geometrie und Phyjit,
jowie aus dem gewihnliden Leben anguwenden. Nuv feien diefe Auf-
gaben Feine fovmliden Ritjelaufgaben und Kunjtjtiicte, fondevn folde,
die ber ©djiiler ofjne Anleitung felbjtindig durd) eigenes Nad)denfen
[ijen fann.

IL

Welden Wert dag mathematijde Wiffen und Konnen als foldes
befist, ift leidhter Davzuthunm und weniger Dejtvitten. Dennod) find bdie-
jenigen, welde 3. B. ein bayrijdes Gymnajium durdgemad)t habern, wo
die Natuvwiffenidajten auf dem Lehrplane fajt ganz fehlen, und die
mathematijdhe Geographie fajt die einzige Disziplin ift, in der die Ma-
thematif guv Amwendung fommt, leidht geneigt, der Miathematif aufier
ihrem angeblidgen Werte fiiv die formale BVildung (und der ijt oft ein
fehr gevinger) allen vealen Wert abzufpredhen. Jn der That fann man
ja ein gany guter JQuuift, Theologe, Philologe, Hiftoviter, Ajthetiter u. dgl.
werdernt, ofne von den Gefesen, welde die Natur beherriden, etwasd zu
feriment, und ofne von den vielen Einvidtungen des tdgliden Lebens, die
aus der Kenntnid und Venugung diejer Gefese und der Amwendung der
Niathematit hervorgegangen {ind, irgend etwas zu verjtehen. ,Man fann
ja bod) nidht alles wiffen’, fagte miv ein dbayrijder Theologe, ,oarum
joll man alfo gevade Phyiit, Chemie u. dgl. lexnen?”’ So gut id) mir
eine Speife munven lajfe, ohne mid)y um ihrve Jubevettung zu bekitmmern,
oder mid) der Kleiver und Widhel und alled Komforts bediene, ofhne mid)
davum 3u evfunbigen, wie das alfes Hergejtellt wird, und woler es fommt:
ebenfo gut fann id) fretlid) mid) aud) des Telegraphen und der Cifenbafun,
bes cleftrifhen Vidhtes und der Gasbeleudhtung, meiner Augen und Ofhven
und der fie untevjtitgenden Jnjtvumente 2. bediemen, ofme dbaviiber be-
lehrt au fein, wovauf die Wirtjambeit aller diefer Crfindungen und Cin-
vidtungen bevubt. Und wenn man dabet vollends in Amt und Wiirde
ijt, und im Bewuptjein feiner Hajjijden Bildung auf den blog realijtijd)
gebildeten Tedynifer {tolz DHevabjieht, warum follte man da eine Liide
in feinem Wiffen fiihlen oder in bdiefer Liide eine Sdwide erfennen?

Wer freilid) auf diefem Standpuntte fteht, und bden fiiv Hod) ge-
bilbet hlt, der zwar mit Spraden, Sdriften, Gebriuden und Sitten
ves flaffijden Altertums vevtvaut ift, aber in dem, was ihn felbjt tdglid)
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umgiebt, ein volliger Frembdling, der von den Crgebniffen der die Natur
exforfdenden Wijfenjdaften jo wenig {id) angeeignet Hhat, daf er jedem
Qurpfujder und Sdwindler, jedem Jrrtum und Abevglauben wehrlos
preidgegeben ift, der wird nuv fonjequent feim, wenn er mit den Natur-
wiffenfdajten aud) gleid) die Mathematif ausd dem Gymmajium Hinaus-
wirft; dennt was fie an fadlidem Jnbalt uns liefert, ift viel weniger
wiffenswert ald was ung die Naturwiffenjdaften lehren, und der Ge-
winn fiiv die formale Bildbung fann faum in Frage fommen, wenn man
bedenft, dafp jede Wiffendaft ifhrve eigene Miethode hat und die Mathe-
matif diveft muv den exaften Naturwiffenidaften vovarbeitet. Thatfddhlich
ift e8 dod) fidher, baff der Crfolg in ber Wathematit beim Studinm
alfer §. g. Getjteswiffenidaften gang irrelevant ift, und oft dev die beften
Jovt{dritte madyt, an dem der Mathematifer ghnzlih) vevzweifelte, und
umgefehrt der Dbejte Mathematifer Bhinter andevn oft fehr zuviidjteht,
went e3 fid) 3. B. um Gefdidhtsforjhung und dhnlide Digziplinen Hanbelt.

BWill man aber, daff der Abiturient des Gymnafiums nidht Hlof die
Jeife erlangt Hat, die unbedingt notwendig ift, um das Studium dev
evwdhlten BerufswiffeniGajt mit Criolg tn Angriff nehmen u fonnen,
fondern verfangt man von ifm, daff er, efe ev zum fpeiellen Berufs-
ftudium itbevgeht, fih fo viel veafes Wiffen und Kinmen angeeignet
hat, al8 unbedingt nitig ijt, um den gegemwdrtigen Stand unfever Kul-
tuy einigeymafen zu verjtehen, und fid) felbjt leidht weitere Belehrung
veridaffert 3u fonnen, wo ein eingehenderes Wifjen ihm wiinjdenswert
ober notwendig erfdeint, fo wird man die Veibehaltung vefp. Cinfithrung
fowofl der Naturwiffenfdaften (natiivlih nidht in ihrer gangen Aus-
behnung) als ver Mathematif, und Dder lesteven mehr nod) als Hilfs-
wiffenfdaft fiiv die PhHyfif und andere Disziplinen als wegen ifhres
Wertes filv die formale Bildung befitvwovten miffen. Jhr eigener
Wiffensgehalt fommt exft in Ddritter Linie in Betvadt, denn was fie
lehrt, ift feiner felbft wegen nur dem Mathematifer vom Jnteveffe;
jeden andeven inteveffivt e3 mur, infofern e mit anderem Wiffen in Ver-
bindung gebradyt, davauf angewendet wird, cber infofern man davaus
einen praftifhen Nupen ziehen fann.

Dennod) gewinnen eingelne Pavticen derfelben aud) fitr fid) felbit
ein Qnuteveffe, indbem fie erfreuen dbuvd) den aven wifjenjdaftlichen Zu-
jammenfang ifver eingelnen Crfenntniffe unbd dbaduvd) als Borbild dienen
Fonnen fiiv bdie wiffenidaftlie Bearbeitung anderer Gegenjtinde. Jn
biefer DHinfidt zeidmet fih gang befonbders die durd) Steimer, Poncelet,
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Chasles, von Staudt u. a. gu dem hidjten Grad der Vollfommenfeit
gebradyte projeftivijdhe Geometrie (Geometrie der Lage) aus, neben der
pie gany umwiffenfdaftlihe Form der alten Cuflidjden Geometrie fo
vedt grell Hervortritt.

Weil nun die rveifeven Sdyiiler, welde diefe Disziplinen {tudieven,
mit viel mehr Freudigfeit und rajdevem Eriolge davin arbeiten, ins-
bejondere aud), namentlid) wenn die Sdeidung zwijden Planimetrie und
Steveometrie von Anfang an fallen gelajjen wird, ihren Fovmeniinn und
ihr rdumlides Anjdauungsvermiogen dabet weit beffer ausbilden, als
bet ben geitraubendenm, evmiidenden und leiht 3u vergeffenden Cutlidjden
Beweifen oder den weitlduftigen Redynungen der analytijden Geometrie,
fo ift in neuever FBeit vielfad) das Beftveben zu Tage getvetem, diefe
Digsiplin und ihve Methode in dag Gymmafium eimgufithren und die
alte Geometrie, fo weit fie fih) nidt in projeftivijhe umwandeln [Gft,
fo viel wie moglid) zu verdringen. Dabei pilegt man aber zu vergefjen,
baff bet allen Vovzitgen der wiffenjdaftliden Fovrm der veale
Junhalt diefer Digziplin ein gang gleidgiiltiger ift, und daf
aud) ihr praftijder Nugen ein jehr einfeitiger.

Was liegt davam, ob diefe Punfte auf einer Gerabden, einem Kyeife
oder einem Kegelidnitte [egen, oder jeme Gevaden bduvd) eimen Punft
gehent oder einen RKreis oder Kegelfnitt bevithren? Weldes Jntereffe
bieten fermer bdie vev{diedenen {. g. verwandtjdaftlihen Begiehungen,
weldhe man wifden vevidiedenen Figuven Hevjtellen famm und der Lagen,
in welde diefelben zu einander gebrad)t wevden fdnnen fiiv denjenigen,
dert nidht fein Veruf oder DLefondeve Liebhabevei auf devgleichen fithrt?
Andeved evfihrt man aber nidt ausd der projeftivijhen Geometrie, und
Nuien iehen darvaus nur Jngenteur und Medjanifer. Jeber andeve
hitte alfo als8 Gewinn qus diefem Studium nihts als eine etwas gro-
fleve Fevtigleit in der Darjtellung von RKegeljdhnitten und vielleidht ein
etwad melr ausgebildetes raumlides Vorjtellungsvermigen. Diefer Ge-
winn jteht aber in feinem Verhdltnifie zu demt dazu ndtigen Aufroande
vort Fleifp und Kraft, namentlid), wenn deshald andeve, niiglidere Dis-
siplinen gefiivgt werden follen.

DOte Fanatifer der projeftivijden Geometrie vergeffen dabei ferner,
daf die Geometrie des Miafies und der Form, welde nidht Hlof thres
Jnbaltes wegen ein weit widtigeves Hilfsmittel fitr die Phyjif ijt, fon-
dernt aud) ein viel veideves Waterial [iefert fiiv das eigene Naddenfen
ve8 Sdjiilers, awar mande Beviihrungdpunfte mit der Geometvie der
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Lage Hat, tm Gangen aber davon volljtindig unabhingig ijt und diefer
aljo nidht untevgeordnet werden fanm, ohne daff man ihr Gewalt anthue;
daff man alfo nidht das vervgeblide Unternmehmen verfuden
foll, 3u veveinigen, was nidt jujammengehdrt, {tatt den Prin-
sipien nadzuforiden, nad welden aud bdie Geometrie des
Mafes und der Form in einer Weife entwidelt werden fann,
vie {ie als Wiffenjdaft auf die gleide Stufe der Vollfommen-
heit bringt, den die Geometvie der Lage evveidt hHat.

I11.

Faffen wir dag Crgebnis der beiden vorhergehenden Abjdnitte u-
fammen, fo wird e8 i) in der folgenden Weife formulieven lafjen:

1. Der Wert bes Studiums bder WMathematif fiiv die formale
Geiftesbiloung zeigt fidh nad) vier Ridtungen:

a) SGie tydgt dagu bei, unfer vaumlides Anjdauungsvermigen
ausgubilven (gilt wefentlid) von der Steveometrie).

b) Sie liefert veidlides Material, an dem der Sdhitler lernen
fann, felbjtindig Begriffe zu bilden, Veobadytungen zu maden, und
aug beobadyteten Cingelfallen allgemeine Hegeln zu abftrahieven.

c) An ihrven BVeweifen bt der Sdhiiler die Fibigkeit, Voraus-
fegung und Vehauptung ftreng zu fdeiden und u formulieven und aus
gegebentenn Pramiffen den rvidtigen ShHluf zu 3iehen.

d) Jbhve Probleme bieten ein veidhes Miatevial gum eigenen und
felbjtindigen Nadydenten.

Diefer Gewinn LGt fid) swar mehr oder weniger aud) aus anbdeven
Digiplinen, gang befonders aus den Natuvwijfenidajten ziehen. Das
Material der Mathematif Hat aber vor jedem andeven den Vorzug, daf
e immer zur Verfiigung fteht und meiftens leidter u iiberfehen ijt,
davum alfo das geeignetite fitv die allmdahliche Ausbildbung diefer Geiftes-
thitigkeiten.

2. Das Studium der Naturwiffenidaften, insbefondere der injtyuf
tioften und widtigiten Jweige devfelben, fefit mehy ober weniger matfe-
matijde Kenntniffe und Fevtigleiten vovaus, und wird alfo erjt uginglid),
wenn mathematije Studien vorhergegangen find.

3. Der veale Wifjensgehalt, den ung die Mathematif bietet, ift
aoar an und fiiv fid) fiiv jeden Nidtmathematifer von gevingem Jntevefje,
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und Sonne etwad eingehender fennen gelernt Haben, al8 dies 3. B. ge-
gemvdrtig in einem Teile unfever badifhen Gymnajien moglidh ift, wo
bie ,mathematije Geographie’ vor der Mathematif gelehrt wird, alfo
unmigli) mathematifde Geographie fein famm. Miv erfdeint etwa
die Yusdehnung und Auswahl des phyfifalifden Lehritoifs, wie fie Jod-
mann giebt, fiiv die Gymnafien die geeignete, und diirfte nuy ein fuvzer
Abrif der anorganijden Chemie Deigefiigt werden. Nur ift bei dev jehi-
gen Cinvidtung in vielen Gymnafien, die den wiffenfdaftliden Unterricht
in der Phyfif auf wei widentlihe Stunden in bdenm beiden oberften
Sahresturfen befdrantt, faum die Hilfte diefes Stoffes zu bewdltigen,
und es wdve deshald zu wiimjdhen, daf die feit einigen Jahren den ba-
bifhen Gymnajien ins Belieben geftelite nderung eine allgemeine wiivde,
wonad) der naturgejdichtlicde Untervidht in der Tertia abgefdhlofjen und
ber phyfifalifde in der Sefunda begonnen wird. Bei bdiefer Einvidtung
empfiehlt es f{id) dann iieder, in der Sefunda bdiejenigen Pavtieen 3u
behanbdeln, welde der Veibhilfe der Mathematif mehr entbefhren fonmen,
alfo aud) die Pringipien der Chemie, die mehr mathematijhen Particen
jowie bie mathematijhe Geographie und die Anfangsgriinde der popu-
[Gren Ajtronomie (etwa fo weit fie Jodmann vortrdgt) der Prima u
iibeveifent, auf deven Lehrplan aud) die Anthropologie eime pajjendeve
Stellung Hitte al8 auf dem bder Oberjefunda. (Dagegegen wiivde id)
die einjtiindige Logif und f. g. Piydologie auf dem Lehrplane der Prima
gerne vermiffen.) Vet allen diefen Dissiplinen Ddiirfte der Grundfats
mafgebend fein: e8 Fommt im Gymmajium nidt auf volljtindige Be-
grindbung und Durdfithrung phyjifalijher Theorien an, fonbdern nuy
auf flave Darlegung der Crideinungen und Gefese felbjt, und zwar
mit dem Bwede, daf der Lernmende dadurd) vevitehem leyme, was ev
tiglid) fieht und felber thut. Demnad) follten alle fehr allgemeinen Un-
terjudyungen, und insbejondeve jolde, die hiheve Mathematif Heanfprudyen,
ferne bleiben; aud) folde Gebiete, die ofne DHerbeiziehung jdwieriger
Theovien und Rednungen nidht verjtindlid) {ind, wie bdie bdoppelte
Strahlendbrechung und verwandte Erjdeinungen, diivften nur beildufig
evwihnt werden, al8 Gebiete, die demt Spezialftudium iiberlaffen bleiben
miifjen.

Aber, wenn man Hier aud) weifes Waff Hilt, fo fann man dod)
3 B. [dhon die Cridheinung der Lichtbrechung und die davauf Hevuhenbden
widtigen Jnjtrumente nidt eigentlid) verjtehen, ofme eingehende mathe-
matifde Crorterungen, und dasjelbe gilt von den Gefegen der Niedhanit,
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wenn man aud) allgemeine Erovterungen moiglidit ausjdlieft. Der Kun-
dige wird davum ugeben, daf dem Stubium diefer Dissiplinen min-
deftens vovhergegangen fein miiffen: die gewdhnlide Planimetvie, bdie
ebene Trigonometrie, Kenntnis und Gebraud) dved Dedcartesjdhen Coorbdis
natenfyjtems, und von der Steveontetrie wenigjtens foviel al§ nitig, um
Sdywerpunttsbeftimmungen und BVolumenbevednungen einfader Kovper
ausfithren zu fonunen. Soll dann in Oberprima nod) mathematijdye
&eographte, und was man gewidhnlid) aus der Ajtronomie davan anzu-
fnitpfent pflegt, vovgetragen werden; fo folfte in der Unterprima aud
nod) fphdrvifhe Trigonometrie vorfhergegangen fein.

Analytifhe Geometrie, projeftivijde Geometrie und Jnfinitefimal-
vedymung finnen dagegen gany gut entbehrt werben.

Neben den phyfifalijhen Wijfenjdaften follter aber den Abituvienten,
ehe fte zu ihren Verufswiffenidaften iibevgehen, nod) gewifje andeve wid)-
tige und ieitgreifende Einvidtungen befannt und wenigjtens in ihren
Grundlagen verftindlid) fein, welde aus der Miathematif allein Hervor-
gegangent {ind, ndmlid) diejenigen, welde man unter dem Namten des
Berjiderungswefens ujammenfaft. Die Grundlagen diefer Jnjtitute
jind aber die Jinjes-Jins- und Rentenvednung, jowie die Wahr-
jdheinlidhfeitSrednung, und deshald jollten aud) diefe Disziplinen,
foweit fie elementar {ind, und deven Bovausiepungen, alfo bdie Pro-
grefjionen und die Kombinationslehre einen wefentlihen Veftandteil des
mathematifhen Penjums der Gymnajien bHilden.

Weniger widytig dagegen erjdeinen die Anwendungen der Kombina-
tionslefhre auf die allgemeinme Arvithmetif, fernmer bdie Rettenbuiihe und
bie diophantijden Gleidungen, das Rednen mit fomplexen Jahlen, die
Hiohere Algebra, die Potengveihen und die Detevminanten.

Dod) biivfte es fidh immerhin empfefhlen, daf der Lehrer aud) von
biefen Digziplinen dag eine oder anmdere Kapitel vormehme, namentlid)
infofern e3 duvd) die dabet in Amwendung Fommende Wethobde injtvuttiv
it (fo jollten die Sdhiiler wenigjtens die Vevnoullijhe Jnduftionsmethode
fenmen levnen); demn gevade bdiefe Hifeven und bielleidht weniger prat-
tijen Particen dey Wathematif {ind bet ridhtiger Vehandlung oft von
um fo gvoferem pidagogifhen Werte. Aud) follte es jolden Sdiilern,
die befondere Vorliebe fitv Wathematif mitbringen ober devenm fpdtever
Beruf ein weitgehendes mathematijdhes Studium wiinfdenswert madt,
miglid) gemad)t werben, fid) fdhon im Gymnafium bdiefe Kenntnifje u
evmerben. Jd) hHabe darum denjemigen Teilen meines Lehrbudyes, welde
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fiiv die oberen RKlaffen beftimmt find, aud) Kapitel aus dev projeftivijden
&eometrie und folden Pavtieen der elementaven Mathematif beigefiigt,
die oben al3 entbefhrlid) Dezeidhnet worden find, ofjme beim Untervidyte
felbjt weiter davauf eingugeben, als zuldffig ift.

Bejdyvinfen wir und alfo auf diejenigen Disziplinen, welde fiiv
bag Studbium der PHyfif und mathematijden Geographie und fiiv das
Verjtindnis des Verfiderungswefens unentbehrlid) find, o Fonnen wiv
aud) nod) in diefen felbjt den Yehritoff mehr ober weniger ausdehnen,
und es wird dabet dag Augemmerf davauf u rvidhten fein, daf nidts
weggelajfen werde, wad zu dem angegebenen Fwede unentbehrlid) it.
Anbererfeits wird man aber die Vejdrinfung nidt fo weit treiben
diivfen, daf bdadurd) bder phdagogifde Wert des Unterridhts vermindert
wird, oder bder wiffenjdaftlie Jujammenhang und die Volljtindigfeit
Ginbufie evleidet.

Jmmerhin wirtd es aber gwedmadfig fein, nidt zu viel des Wifjens-
ftoffes zu bringen, damit man mefr Jeit gewinne fiiv die Amwenbdung,
eingedenf der Mabhnung eined alten bewdhrten LYehrers: ,Die Mathematif
muf man nidt blof wiffen, man muf fie aud) fonnen’.

IV.

G3 Dleibt nun nod ein ndbheves Cingehen auf die Wethode, in
welder die eingelnen Disgiplinen u lehren find, und auf die BVer-
teilung bes mathematijhen Lehritoffes auf die eingelnen RKlaffen.

Bon einem Cingehen auf den elementaven Redpenuntervidt fann
Dievbei abgefehen werden, da fHier wohl faum nod) grofe Differenzen
obwalten. Sollten aber bhier nod) Streitfragen Dejtehen, fo miifte id)
beven ©dlidhtung andeven iiberlaffen, da miv eigene Erfahrung Dhiev
abgeht.

Mehy Anlaf u Crovtevungen giebt die allgemeine Arithmetit,
in welder die Miethoden {don fehr auseinander gehem. Jn unferven
badijden Gymnajien beginnt diefer Unterrvidt in dev Untevtertia. Wenn
man jedod) die Programme der eingelnen Anjtalten vergleidht, fo zeigt
jid eine fehr grofe Veridyiedenheit, fowohl in ber Behandlung, wie in
ber Auswahl und in der Vevteilung des Stoffes auf die verfd)iedenen
Rlajfen. €3 wiirde davum fehr weit fiihren, diefe Ver{diedenheiten alle
aufzufiihven und die Vovziige und Nadteile der oft mebhr durd) Jufall
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und Gewofhnfeit entjtandenen als aus reiffidher lberlegung Hervorge-
gangenen Lehrginge und Niethoden Fu evdrtern.

b will davum vevfudjen, meinen eigemen Lefhrgamng, der durd) mein
Lehrbud) aud) andeven uginglid) gemadt ijt, in feinen Pringipien bdar-
sulegen und 3u begvinden, wenn aud) nidts weiter dabet erreidt fein
follte, al8 daf diejenigen, die befjeres vorgujdhlagen Haben, damit Hervor-
tretent und e8 begriinden.

Buoor midte i) jedoch bemerfert, daff i) mir FeineSwegs einbilde,
nod) die Weinung zu verbreiten beabiidhtige, die Miethode, weldhe id) in
meintem Budje und bet meinem Unterrvidte befolge, fei meu. Dies ijt
dburdaus nidt der Fall, obwohl id) in Baden faft durdigingig andeve
Niethoden befolgt fehe. Ste ift vielmehr zunadjt dadurd) entjtanden,
baf i, fo lange id) unterridhte, meinen Unterridht in der Avithmetit
ant die Aufgabenfammiung von Hetd angulehnen pilegte, nad) welder
i) feimer Jeit felbft gelernt fHabe; und wer mein Lehrbud) Paragraph
fitr Pavagraph mit diefer Sammlung vergleidht, wird finden, daff fein
®ang mur in wenigen Punften von demjenigen verjdhieden ift, den Heis
bei der Vearbeitung feiner Sammlung vovausfest. Liegt alfo ein BVer-
dienft dbavin, fo ift 8 nidht dasg meinige, jondern dag vom Heis.

Wer die 24 erften Paragraphen von Heis’ Aufgabenfammlung einer
griindlicdgen Durd)fidt untevsieht, der fann fid) leidht iiberzeugen, daf es
ihm fehr wefentlich) davauf anfam, dem Sdiiler flar zu maden, daf es
fih bet der Budjtabenvedmung niht um Auswertung, fondern um
Transformation, b 0. um Ummwandlung angedeuteter Redynungen
(Fovmeln) in andere Handelt, und daff ihr Jwed unddjt der ijt, zu
lehren, wie man itrgend wie angegebene Redymungdvorfdyriften durd) ein-
fadpere und Fiivzere erfegen famm. Cr fat dabet nur bden Fehler be-
gangen, daff die an Dder Spite der eimelnen Paragraphen {tehenden
Jragen fo gejtellt find, al8 handelte e8 fidh) um Rednungsvoridriften,
nidht um blofe Julafjfungen oder Bervedtiqungsjdeine, wenn diefer
Ausdrud hier geftattet ift.

Gin Lehrer, der fi) das Vud) vor dem Gebraud) griindlid) ange-
fehen Hat, fann gwar nidt weifelhaft fein, wie Heis die geftellten Fragen
beantwovtet Haben will, wenn er bdie vovanftehenden Gleidungen ridtig
deutet. Wer aber nad) ivgend einer andeven durd) Gewohnbheit iiber-
fommenen Miethode oder nad) einem zufillig vorgefundemen Lehrbudye
unterridhtet, in weldem die ,vier Spezies der Budjtabenredynung” dar-
gelegt find, und Heis’ Aufgabenjammiung nur als folde benupst, unbe-
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fimmtert um das derjelbe zu Grunbde liegende Syjtem (auf dag dod) im
Titel aufmerfjam gemadt ift), dev wird, duvd) diefe Frageftellung irre-
geleitet, den @dhiiler u Antworten vevanlaffen, die nidt in Heis’ Sinne
find und den Schiiler in Verwirrung bringen, wenn er mun die ver
meintliden Vor{driften auf die folgenden Aufgaben amwenden will, wo
oft gang andeves verlangt wird.

Ginige Beifpiele migen deutlidher maden, was id) meine.

An ber Spitse des § 12 ftehen die Gleidyungen

a—(b—c)=a—b+4+c=a+t+c—b=c+4a—h.

Damit find fury alle Sage in einen Ausdrud zujommengefafit, die
hier in Amwendung fommen follen. Dann folgen die Fragen:

1) Wie wird eine Diffeveny von einer Jahl jubtrvabhiert?

2) Wie wird eine Jahl zu einer Diffeveny adbdiert? Wie wird von
ciner ©umme eine Jahl fubtvahiert, welde groper ijt als einer bder
Summanbden?

Diefe Fragen find geeignet, gleid) von vormeherein den Sdhitler ju
vevoivren, wenn der Lehrer nidt zuvor dem gamgen Jubalt der daviiber
jtebenden Gleidungen fav gemadyt Hhat. Denn zunidijt wird der Sdhiiler
ourd) die Form bder Fragen auf bdie Annahme gefithrt, es Handle fid)
um Borjdriften. Giebt er bdementfprediend auf bdie erfte Frage bdie
Antwort: ,CEine Diffeveny wird von einer Jahl jubtrabhiert, indem man
den Wiinuend abzifhlt und dann den Subtrabhend abddiert, oder indem
man den Subtrafend addiert, und danm den Mitnuend jubtrabiert, umd
ift der Lehrer mit diefer Antwort ufrieden, {o vevanlaft er dadurd) dem
Sdiiler in Jufunft oft eine Hivzere Redmung durd) eine lingere zu er-
fetsen, weil er meint, e$ fei das Voridrift. NRidtig fann diefe Frage
eigentlid) . gav nidht beantwortet werden, weil fie nidht vidtig geftellt ift.
Aus den vorvanjtehenden Gleihungen evgiedbt fid): Statt eine Differens
3u fubtvabieven fann (bavf) man den Minuend fubtrvabhieven und den
©ubtrahend addievert, umd jwar in beliebiger Ovdmung. Die ridtige
Fragejtellung wive alfo: ,Durd) welde Redmung fann bdie Subtraftion
einer Differen exfetst werden?”

Cbenfo verhilt e3 fidh mit ben Fragen, die den §. 14 einleiten,
deffent. Gegenftand die Amwenbdbung der Gleidungen

(ptgn=pn+tqn m(a+b)=ma+mb

find. Samtlide Fragen find fo geftellt, als Hhandle es fidh um BVor-
{dyriften, wdbhrend 3. B. die erfte diefer Gleidhungen dod) nur ausfagt:
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,©tatt eine Summte u multiplizieven fann man bdie eingelnen
SGummanbden multiplizieven und die Ergebniffe abddieren’.

,©tatt eine Differeny zu multipliieven fann man Winuend und
©ubtrahend multiplizieven, und das zweite Crgebnis vom evften fub-
trabieven’.

,©tatt awei Produfte mit gleidem Multiplifator zu addieren (jub-
tvahieven) fann man bdie Multiplifanden addieven (jubtvabierem), und
da8 Crgebnis mit bem gemeinidajtlichen Wultiplifator multiplizieven’.

Ridtig geftellt miiften aljo die Fragen DHeiften:

»Was fann man thum, ftatt eine Summe (Differeny) zu multi-
pligieren?

yOurd) welde Redynung fann man die Adbition (Subtraftion)
sweter Prodbufte evfegen, wenn der Wultiplifand (Multiplifator) der-
felbe ift"?

Gin vedht eflatantes Beijpiel, su welden BVegriffsverwivrungen jolde
unvidtige Fragejtellungen und unepafte Formulierung von Regeln felbit
Crmadyfene gefitfhrt werben fomnen ift miv in Jiivid) vovgefommen. Jd
hatte dort einen Sdjiiler 3u untervichten, bder vorher von einem ehe-
maligen Dayvijfen Offizier Privatuntervidt hatte. Diefer fHatte {id)
fury vorher erjt felbjt bag ndtige Wiffen aus einem Lehrbude geholt
oder evmeuert, und die davim erdrterten Fegeln gewiffenhaft als BVor-
{chriften gemommen; davunter aud) die NRegel: ,Wan zieht die Quadrat-
wurgel aus einem BVrudje aus, indem man {ie aus Jihler und Nenney
aussieht, und die Crgebniffe dividiert’. Genau nad) diefer Vorjdrift
hatte mein Sdiiler dann nad) Angabe diefes Lehrers die Quabdratwurzeln
aug einer Reihe von Briiden, wie §, & u. {. w. ausgezogen. Jd) habe mid)
mit eigenen Augen itbevzeugt, daf in feinem Hejte wirvklih) die Quadrat-
mwurgeln aud 2 und 3 auf 5 6is 6 Stellen ausgezogen und bdie Crgeb-
niffe dann auf ebenfo viel Stelfen dividiert waven, um V3 3u erhalten,
und daf fein Lefver dies gut gebeifen fat.

Bei Heis fann jedod) die unexafte Frageftellung nuy dann ver-
wirren, wenn der Vehrer {elbjt die Sammlung nidt genawer angefehen
und das thr zu Grund liegende Syjtem nidt Heraudgefunden Hhat. Die
Untevabteilung A. des pweiten Abjdnittes von Heis’ Aufgabenjammiung
hat 3 B. die Uberfdyvift: ,Anwendung der Sie von Produften und
Quotienten”. {n vielen Yehrbitdhern zerfallt bdiefer Stoff in Kapitel
mit den Uberfdviften: Multiplifation mit Dionomen und Polynomten,
Divifion mit Monomen und Polynomen, Rednung mit Buditaben-
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briihent . §. yo.; und diejenigen, welde nad) jolden Biidern unterridtet
werden, miiffen notwendig zu der Weinung gefithrt werden, al8 Handle
e3 fih wirflih um eine befondeve Art von Redmungen (BVudjtaben-
vedynung), und al8 wdre die Hauptface, daf man lerne, wie diefe Red-
nungen ausdgefiithrt werden (,,wie man’s madt”). Das, was man da
cigentlid) mache, und u weldem Jwede, und mit welder Be-
redtigung, das geht an den meiften fpurfos vovitber, und das Fasit
ped gangen Unterrvidtes ift filv alle diefenigen, welde nidt fpdater An-
wendung davon maden, meiftend gleidh) Null, wenn nidt ein negatives.
Denn dag Grlernen und {16en von Regeln, deren Sinn und Fwed man
nidt verjteht, fann dod) nur al8 eine geijtestitende Bejddftigung an-
gefehen werbden.

$Heis dagegen madt fdhon in der Uberdrift, die ev diefem Kapitel
giebt, dbavauf aufmertfam, daf es fih nidht um Rednungsvoridrif-
ten, fondern um bdie Rejultate von Rednungen (Produfte,
Quotienten) handelt, und um Lehrijite, welde uns teils er-
migliden, diefe Refultate auf verfdiedene Weife zu erhalten,
tetls zeigen, wie man die Rednungen mit diefen Refultaten
dburd andere Rednungen erfegen fanm

PBeginnt man mit der alfgemeinen Arithmetif in Untertertia, wo
ein grofer Teil der Sdiiler webder veif genug zur Crfaffung eines fo
abftraften Gegenjtandes nod) aud) hinveidend geiibt im praftijhen Rednen,
um diefed gany aufer [ibung laffen su bdiirfen, fo ift s notwendig, daf
man fehr langfam vorwirts gehe und die Adjtraftion nidht weiter tvetbe
als uner(dflid. ®any verfehrt ift e darum gleid) anfangs mit dem
abftvaften Vegriff ber Grife zu beginmen und bdie Budjtabenvednung
aus Ddiefem Vegriffe zu dedugieren. Der Sdhiiler foll 3war, wenn er
in bdie Tertia eintritt aud mit Briihen vednen fonnen. €8 ift aber
feineswegs nijtig die abjtvaften @dpe iiber dic Redenoperationen gleid
anfangs fiiv beliebige Sahlen davzuthum, fo daf jeder Saty erft durd
eine gange Reihe von Beweifenn feftgejtellt wevden muff, ehe man an
feine Amwendung denfen fanm, und der Lehrer, wenn er vorwdrtd fommen
wifl, bei den Sdiilern entweder auf das Verftindnis oder auf die Fertig-
feit in ber Amwendung verzidten muf. Jdh fegge darum, mit Heis,
im gangen erften Qabre voraus, baf bie Vudftaben mur ganze pofitive
Bablen bedeuten, unbefiimmert davum, ob dadurd) das Redmen mit
Briidhen wieder vergefien wird ober nidt: eime Repetition an ridtiger
Stelle wird bdiefen Sdaden bald wieder ausgleiden.
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Der Anfang muff mit einer Klavjtellung der Vegriffe und der Be-
deutung dev finf eviten Grundredenoperationen und der dabet in Hetvadt
fommenbden Jahlen gemadyt werden. Wian wird immer finden, daf war
alfe gany gut vednen fonmen, aber nuv wenige wiffen, was eigentlidy
abdbieven, fubtrabieven, multiplizieven, dividieven heifit, was eine Sumumte,
ein. Produft, ein Quotient, Minuend, Subtvahend, Minltiplitand, Wulti-
plifator, Dividend, Divifor 2. fei. Hand in Hand mit der Fejtjtellung
diefer Grvundbegriffe (immer unter der Vovausjepung, daf es fid um
ganze Bablen handelt) geht dann die Crlduterung des Gebraudd bder
Bud)jtaben, der Vedeutung dev Klammern und des Vegriffes der For-
mel, jowie des Sinnes und Jwedes der j. g. Bud)ftabenvednung. Sind
diefe wenigen notwendigen Grundbegriffe, zu demen aber feinmeswegs der
Begriff der Gvife gehort, fejtgeftellt und Cigentum bder Sdhiiler, fo
folgen bie faum eines Nadpweifes Dediivfenden Sdte iiber Addition und
Gubtraftion (Heis § 7 bis 13). Der Sdhiiler wird diefe Sigge um
fo lethter fajjen und fejthalten, wenn man ihm zeigt, daf fie nuv in
Form von NRegeln ausiprechen, wasd ev lingft praftijd) geiidbt Hatte, und
wenn man ihm Gelegenheit giebt zu zeigem, wie badurd) oft lange Red)-
nungen in furge umgewanbdelt werden fonmen. 3. B. Statt 7395
— 97 + 9727 — 98 fann man fepen: 7395 — 200 - 5 4 9727
="T7200 4 9727 =16927.

Die Redynung 87768 — 8989 — 7768 crgiebt fid) fofovt durd
Ynberung ber Reifenfolge der Subtrahenden.

Die Summe der Jahlen 1 6ig 100 evhilt man durd) die Bemerkung,
daff die Summe aug dev evjten und lefsten, dev weiten und vorlefsten, dex
dritten und drittletsten u. {. w. jedesmal 101 betvigt, daf die ganze Summe
alfo dburd) die Rednung 101-50 gefunden wird. Und bdergl. mehr.

Daran reifen fid) dann die Sipe itber Multiplitation von Summen,
Diffevengen und Produften und iiber Addition und Subtraftion von
Produften.

Die Veweife Hnnen immer an Jahlenbeijpielen gefithrt werden,
ebenfogut, wie die geometrijfen Veweife an Dbeftimmten Figuven.

3. B. der Safy: (a -+ b)m=—=am | bm wird volljtindig begriffen,
wenn man fiiv m eine Deliebige fleine gange Jafhl fest, etwa m=2>5.
Der Veweis lautet dann ausfiihrlid):

(a+Db)-5 Dbedeutet eine Summe von 5 Summanbden, bdie alle
=a-}Db {ind, alfo joviel wie

@-+b)+ @+b)+ @+b) + (@-+b)+ (a4 b).
3
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Da man nun ftatt einer Summe nadjeinander die eingelnen Sum-
manden abddieven famm, und in jeder Summe die Reibenfolge der Sum-
manbden Deliebig gelindert werden darf, fo ift dies iwieder joviel als
ata+4+atata+t+b+b+b4+b4+hb Da ferner atata
+a-4a=a-b und man, ftatt nadeinander die 5 Summanden b u
abdierent, aud) ifre Summe addieven fann, fo ijt diefe Fovmel wieder
identifh mit a-5-4b-5.

Hat man diefen BVeweis von mehreren Schiilern veproduzieven
laffen, und zwav jedesmal fiiv einen andeven Wert von m, fo werden
wofl alfe aufmerfjomen Sdiiler begriffen Haben, daf dber Saty fiir jeden
beltebigen andeven Wert von m ebenfo ridtig ift, da {idh ja nihts
Gndert als die Anzahl ter Summanden (a4 b).

Q) falte es aber fitr wefentlid), daf diefe Beweife fdmtlidh jo oft
reprodugiert werden, 68 fie volljtindig und ing fleinfte Detail von den
Sdiileyn begriffen find. Dies fann umjomelhr fejtgehalten werden, als
¢3 i) in diefemt Abjdhnitte eigentlih nur um dret Veweife Hanbdelt,
ndmli um die der Gleidhungen

(a+b)ym=am - bm,
(a—b)m=am — bm,
(ab) m=(am)b.

Alles {ibrige find einfadje Folgerungen, wobet aufer dem djom Bei
dent Grundbegriffen zu erledigenden Sagge ab=hba nur nod) der jelbjt-
verftindlide Sap in Amvendung fommt, daf, wenn zwei Jablen gleid
find, jede durd) die anbeve evfest werden fanm; d. §. aus (a4 b)m
—am -} bm folgt aud) am +bm=(a+b)m u. {. w.

Konnen die Sdiiler aus jedem Ddiefer Site feine (dmtliden Fol-
gexungen ableiten und vidtig formulieven, jo muf man jofort gur An-
wendung jdreitenr, und zwar auf's jdriftlige und mimdlide Jahlen-
vednen, bamit den Sdiilern gleid) anfangs der Nugen diefer Sike ad
oculos demonjtriert werde. A8 Beifpiele will i) hier Herfeken: Fiiv
36 - 25 - 36 - 35 fann man fegen 36 - (25 + 35) = 36 - 60; fiiv 998 - 25
fann man fegen (1000 — 2)-25=25000 — 50 u. {. w. (Vergl. Heis
Aufg. § 14 und 15.)

Grjt wenn diefe @ape (§ 12, 13 und 14 meiner Avithmetif) voll-
ftandig verftanbden find, und aud) ihr Wert fiiv das praftijde NRednen
begriffen ijt, foll man zur Miultiplifation von Polynomten mit Polyno-
men weiterjdreiten.
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Dabet foll man aber nidt bHlof fein Augenmert davauf vidten, daf
die Sdhiiler den Niedhanismus diefes Verfahrens fid) fider aneignen und
einige Fevtigleit davin evlangen, fondeyrn man muf ifnen aud) bejtindig
vor Augen falten, daf man war aus Gviinden, die ihnen exjt {péter
flav werden fonnen, diefe Opevationen einitben muf, daff dadurd) abeyr
nur in feltenen Fillen fitr die vovgelegten Fovmeln einfadere, vielmehr
meiftens viel weitlduftigere Fovmeln erhalten werden, daff aljo der fo
eingeiibte Miedhanismus dem Jwede der Budftabenvedhnung nuy mittel-
bar dient. Damit jedod) der Sdhiiler, eben weil ex nidyt einfehen fann,
wozu ed miigen folf, die Redmung (a4 b) (c -+ d) duvd) die dreimal
lingeve ac -4 ad - be—bd gu erfeten, das gange Berfahren nidt fiiv
etwas Uberflitffiges anfefe, fo muf man nidt verfehlen an zaflveiden
Beifpielen zu zeigen: 1. daf bdie im allgemeinen [ingeve Fovmel bHis-
weilen aud) zu Hivzever Redmung fithrt; 2. dafy insbefondeve Ffivzeve
Sednungsvoridyriften erfalten werden fonmen, wenn 3. B. Dei der Addi-
tion oder Subtrattion von Produtten aus Polynomen die angedeuteten Pro-
bufte durd) die ausgefithrten exfetst werden; 3. daf ein Nupen der Multi-
plifation Zweier Polynome obder Vinome {don in dem daduvd) gelieferten
Nadpweis der Jdentitdt der gegebenen und bev gefunbdenen Formel liegt.
(Denn wenn i) weify, daf (a4 b)(c+d)=ac+ad+bec4bd,
fo fann id) aud) ac+4-ad -+ be—4bd durd) (a+b)(c+d) erfegen.)
LVergl. § 17 meines Lehrbudes.

ALS fpestelle Crgebniffe der Multiplifation mit Binomen find gang
befonders eingebend zu evdvtevn und anmjuwenden die Sdte, welde durd
die Gleidhungen

(atb)2=a%4b2+2ab
(a+4b)(a—Db)=a2—h?

auggedviidt {ind, und es diirfte {id) eine vedht Hiufige Amwvendung bder-
felben audy uv Abkivzung lingever WMultiplifationdaufgaben, wie

(a4+b4c)(a+b—c), @+b+c+d)(a—b+c—d),

(a+b4c)a+b—c)y(a—b—+4c)(—a-+hb-+4c) u dgl
fehr empfeflen, ehe zur Divifion vorgefdritten wird.

Jit der Jnbalt diefes Abjdnittes (§ 15, 16 und 17 meines Lelhy-
buches) den Sdjiilevn geldufig, fo laffe id) die Sipe iiber die Divifion
von GSummen, Diffevenzen und Produften, Multiplitation, Divijion, Re-
buftion und Crweiterung von Quotienten, Divifion duvd) cin Produft,
Addition und Subtraftion von Quotienten (§ 19 big 23) folgen.

3*
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Den wefentlidjten Jnhalt diejes Abjdnittes bilden bdie Gleichungen:
(a+b)im=(a:m)+ (b:m)
(ab):c=(a:c)b=>b(a:c)

@ b)re={ac) :b=1n:(ho),
welde jamtlid) auf Grund der Definition dex Divifion ju beweifen find. 3. B.
s(a+b):m Beifit: die Jahl fudjen, welde mit m multipliziert das
Produft a+b ergiebt; nun ijt aber [(a:m)+(b:m)jm=(a:m)m
+ (b:m)m=a-+b; alfo ijt (a:m)+ (b:m) bdie gefudjte Jahl*.

Che zur Divifion von Polynomen durd) Polynome weiter gefdritten
wird, ijt es swedmdfig, den BVeqriff der negativen Jahlen eingufiifhren,
und den Vegriff der Multiplifation fo u evweitern, daf ev aud) einen
@inn Hat, wenn der Multiplifator negativ ift. Frither damit u
Fommmen, Halte id) jedod) fitv unpddagogijd). Will man Knaben
fiiv einen ofnedies {dhon jo fehr abjtraften Gegenftand, wie die Buch-
ftabenvedynung, inteveffievert, fo muf man die Abjtvaftion nidt weiter
treibent al8 unbedingt notwenbdig ift, und die BVegriffe erft dann evr-
weiteyn, wenn der Lehritofj diefe Cvweitevung verlangt. dh fann davum
von dev BVelehrung, die miv Hevr Hopype in feiner Rezenjion meines
Qehrbuches iibev Ddiefen Punft zu teil wevden [Gft, feinen Gebraud
madjen. Cin anderer NRegenfent, Heve Killing (in Hoffmanns Jeit-
fyrift) vevmift bei meinen ,jonit tveffliden CrlGutevungen dev pofitiven
und negativen ®rvbgen” die Vorfithrung bder ,entgegengejesten Rid)y-
tungen”. Diefer Tadel bevuht jedod) auf einem liberjehen des Herrn
Rezenfenten. Denn dev Abjdnitt beginnt mit den Worten: ,Wenn id)
dret Sdyritte vitdwdarts gehe, fo gehe idh um dret Sdritte weniger
als gar feinen @©dyritt vovwdrts”. Damit ift dod) der Gegenfafy dev
Ridtungen Hevvorgehoben.

Bu weiteven Vemerfungen giebt miv diefes RKapitel ebenfo wenig
Anlafp wie das iiber die Divijion von Polynomen mit Polynomen. Jd
habe mid) Bier gany an Heis angefdlofjen, und witfte gar nidt, wie
diefer Gegenftand anders behanbdelt wevden follte.

Mit diefem RKapitel glaube i) dad erfdhdpft zu Haben, was in einer
mifig ftaxk befesten und nidht ungewdhnlid) fwad) begabten Untevtertia
bet pwet widentlihen Stunden in Jabhresfrift duvdgenommen werden
fanm, fo daf es nad) Ablauf diefer Frift aud) ,fist" und bleibendes Cigen-
tum der Sdiiler geworden ijt. |

Das Penfum dev Obertervtia beginne i) mit den notwenbdigiten Sigen
aus der Lehre von dev Teilbarfeit ber Jahlen (meinem zweiten Kapitel),
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dem {id) dann dag Vervfahren ur Aufjudung des gemeinfdaftliden Tei-
lexs zweier Polynome und das Jerlegen von Polynomten in Fattoven,
(Joweit dies hier miglih) anjdlieft. Jd) hitte aud) hier nidts beizu-
fitgen, wenn nidht die in diefem Abjdnitte gelegentlidh ausgefiihrten Di-
vifionen und die fpiter bet Gelegenheit der Dezimalbriide aud) vor-
fommenden Multiplifationen Heven Killing Anlaf gegeben Hitten 3u
folgender Belehrung:

LMt dem fier gelehrten Diehanismus des Biffernvedynens finmnen
wir und nidt befreunden. Jundd)jt gewdhrt es {dhon einige Vorteile,
bet der Wultiplifation mit der hHidjten Stelle des Multiplifators, und
nidt, wie hier, mit dev niedvigjten Fu Dbeginnen. Nod) widtiger ift es,
die @ubtraftion al8 Abbition auszufpreden, und dennod) bei der Di-
vifion nidht bdie Pavtialprodbufte, fjomdern nuv die Diffevenzen fHingu-
fdreibenr.  Nacddem diefe MWiethode fo oft empfohlen ijt, fann man o8
einem neuen Werke faum nod) al8 Vorzug anvednen, wenn s fid) dev-
felben Dedient. Wefentlide Crleidhterung verjdafft jie aud) Heim Auf-
fudgen bes guiften gemeinfdaftlidhen Teitlers und beim Auszichen von
Quadrat- und Kubibwurzeln. Jn allen diefen Fallen ift der im vor-
liegenden Werke gezeigte Medhanismus viel zu weitjdweifig.”

Davauf Habe id) gundd)jt zu eviwidern, daf in meinem Lehrbudye
die bier Spezies mit gangen Jahlen angdviidlic) vorausgefesst werden,
weil fie davin gar nidt gelehrt werden. €3 ift aljo gany unmiglid), daf
Herr Killing duvd) ven hHier gelehrten Niehanismus befriedigt werden
fonnte. Was ev im Ulbvigen itber bie Hauptjadlidy in Ojtevveid iiblidje
Redynungsntethode fagt ift gang qut und miv feinedweqs new. Nuy glaube
i), dafy die Vovziige, die davim liegen follen, daff man beim Niultipli-
zieven mit der Hodhjten Biffer beginne, ftatt mit ber niederjten, ledig-
i) in der BVorliebe (um nidht gu fagen Cinbildung) des Heven NRezen-
fenten Devufen. Jcf) felbjt Habe mid) mit diefex WMiethode feiner Jeit fo
weit vertvaut gemadyt, daff i) {ie Det meinen eigenen NRedmungen ge-
wihnlid) in Amvendung bringe, wenn id) Papier fparen willl. Da id)
aber mein Bud) unddit fitv meinen eigenen Gebraud) in der Sdule
gefdrvieben Habe, fo mufte id) dag Biffernvednen in der Weife voraus-
fetsen, wie id) es bei meinen Sdiilexn vorfand, die in allen Anjtalten,
an dentent id) untevvidhtet Habe, nad) der althergebraditen Niethode vednen
gelernt Batten. ) felbjt Habe mid) im Anfange daviiber gewunbert, daf
man in diefem Punfte beim Wlten geblieben, und al8 Grund fiiv diefen
Konjervatismus in dem fonjt fo fehr zum Fovtjdritt geneigten Baden
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dent folgenden in Crfahrung gebradyt: Was man bei der bHiterveidijden
Wiethode des Subtrahievens und Dividievens wirflid) fpart, ijt nuv
Faum und fo viel Jeit, als dag Hinjdreiben der Teilprodufte erfordevt.
LWenn man abeyr einen Fehler gemadt Hat, jo fann man ihn nidt leidt
purd) rajde DOurdjidht der gemadyten Rednung finden, fondern muf die
Rednung nod) einmal gang von vovne anfangen, wodurd) wieder ver-
loven gebt, was gewonnen war. Aud) fann nie einer vajd) fontrolieven,
wasg ein andever nad) djtevveidijder Wethode gevedynet hat. Der Vor-
teil ijt alfo mindejtens ein zweifelhafter. Padagogijd) ift aber die
alte Methode vorzuziehen, weil fie leidhter zu fafjen ift. Jdh Habe
alferdingd an meinen djterveidhijden Sditlern in Jiivid) feiner eit gefunden,
daff fie eine gvifere medhanijde Fevtigheit im Rednen befafen als diejeni-
gen, welde nad) dev alten Miethode redyren geleynt hatten; bei den mieiften
war aber diefe Fevtigleit auf Kojten des Vevjtindnifjes erzielt worden, und
das ift ein fehr gweifelhafter Gewinn. Dies die Gritnde, warum id) meine
Betjpiele nad) der alten Wiethode ausgefithrt habe, trols der vielen Em-
piehlungen, die die neue fiiv fid) Hat. €3 ijt weder immer alles gut, was
neu ift, nod) alles nadyahmenswert, was viel empfohlen wird.

Da aber der NDeedhanismus des Redynens nidht aus dem Budje,
jonbern in der Scdule duvd) dem Lehrver gelehrt werden foll, fo wird
der Umftand, daff die paar Redjenerempel, die in meinem Bude aus-
gefithrt find, nad) dev alten WMethode ausgefithrt find, Feimen Lehrer Hin-
dern, miein Bud) zu benupen und docd) nad) der neuen Niethode vedynen
au laffen, wenn er diefe vovzieht: Wer aber auf Selbjtuntervidt ange-
wiefen ift und dagu fid) meines Vudjes bedient, der wird fHoffentlid),
aud) wenn er nad) der mneuen Methode rvedmen gelernt Hat, die nad)
alter Manier audgefithrten Beifpiele verjtehen, fonjt miifite man ihm
vaten, die Selbjtbelehrung aufzugeben.

Jiiv das Aufjuden des gropten gemeinjdaftlifen Teilevs jweier
Bahlen fann allerdings ein etwas iiberfichtlicherer Miedhanismus (aud
mit Beibehaltung der alten Divifionsmethode) gegeben werden, als der
it meinem Bude. Sei 3 B. der gemeinjdajdaftlide Teiler von
34969 und 32079 u juden, fo giebt dies folgende Redynung:

¥ I 10
34969732079 : 28907 289
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iiber Quotienten ganger Bahlen nadigewiefen werden, was jedod) Feines-
wegs ausjd)liefit, daf ugleid) aud) die friiher gelevnte BVegriindung diefer
Zeile des Brucdyvednens wiederholt werde. Diefem Gegenftande find
in meinem Lehrbude die Pavagraphen 46 u. 47 gewidmet, denen dann
eine Anzahl Veifpiele itber NReduftion, Addition und Subtrvaftion von
numerifden wie von Bud)jtabenbuiiden beigefiigt {ind, welde Gelegen-
beit geben, viele dev fritfer evlernten NRegeln und Site in Anmwendung
aut bringen und daduvd) gegemwdrtig zu erhaltem. Jmmerhin thut man
wohl, wenigftens nod) doppelt jo viele Beifpiele hinguzujiigen.

Dann folgt die Ausdehnung des Degimaliyjtems auf die gebrodenen
Jahlen: Begriff, Jwed und BVedeutung der Degimalbriide, deven Ad-
ditton und Subtrvaftion, bdie BVevwandlung bder gemeinen Briide in
DOezimalbriihe und der periodijden Dezimalbriide in gemeine und was
damit ufammenfingt (§ 48 bis 50).

Setst erft ift es am Plag, aud) den Vegriff der Multiplifation fo
3u exweitevr, dafy e einen Sinn hat, wenn der Multiplifator ein Brud)
it. Jh habe mid) Hier unbedentlid) der fehr vevbreiteten und bequenten
DOefinition bedient:

pa mit b multiplizieven heifit aus dev Jahl a ebenfo cine
neune Jahl bilden, wie b aus dev pojitiven Ginfeit gebilbet
wird.

Grit fitvglid) Habe id) aus eciner Negenfion eines Lehrbud)s dev
Avithmetif, die Hevr Crlev geliefert Hat, erfehen, dbaf man diefe De-
finition anfedjten fann. Hevr €. madt ndmlid) dazu die Bemterfung,
diefe Definition fei falfh). , Denn 8 fann aus der Einbeit gebildet
werden, indem man fie weimal als Summand fest und diefe Summe
danit mit 3 potengiert. Nad) der obigen Definition ghibe dann

3.-8=(3+43)*=63=2164.

Dagegen [apt {id) allerdings nur eimvenden, daff man auf diefe Weife
die Jafhl 8 zwar aus bder Cinheit auf Umivegen evhalten famm, aber
nidt ihrem Begriffe nad) evhdlt, und daf dem Sinne der Definition
gemd unter dem ,Grhalten aus bder Cinfeit” die divefte Herftellung
aus Cinbeiten zu verftehen ift. Da iiberdies ein Sdjiiler auf diefer
Stufe diefe Definition nur in dem Sinne verftehen Ffanm, wie fie ge-
meint ijt, fo wird man Hiditens nod) notig Haben, Hinter den Worten
ywie b nod) unmittelbar’” oder |, diveft” betzufiigen, um bden Schiiler
vor Konfufion u Hewahren.

Smumerhin fann dem  Freunde prazifer Ausdviide wegen bdiefes
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Girwandes jene Definition als Hedentlid) erdeinen. Dann weif ik
aber feine andeve Fafjung fiiv die Definition der Multiplifation, als
etwa die folgende:

,a mit b multiplizieven BHeift bdiejenige Jahl juden,
welde fidh zu a verhilt, wie b zur pofitiven Einheit”.

Ober, wenn man den Beqrifi ded BVerhiltniffes nod) nidht Herbei-
aiehen will:

,a mit b multiplizieren Deifit bdiejenige Jahl juden,
welde gleidd b wird, wenn man a Zur pofitiven Cinbeit
nimmt’.

Reine diefer Definitionen {deint miv jedod) faflich genug fitr Ober-
tevtianer. ) Dleibe davum nad) wie vov bei dev friiheven mit der
nitigen Crlduterung, wie das ,Crhalten aus der Cinbeit” zu verftehen
fet. Wer bas nidt will, thut Deffer, auf eine allgemeine Definition der
Multiplifation zu vevzidhten, und fidh) mit der fpesiellen fiir die Winlti-
4
q
a durd) q Ddividieven und dag Ergebnis mit p multiplizieven’.

Qjt auf ivgend eine Weife die Vedbeutung der Multiplifation mit
einem BVrudpe fejtgejtellt, jo ijt es letcht auf Grvund bes Fritheven einer-
feitd u beweifen, daf aud) der Nejt der Sdke der allgemeinen Avith-
metif fiiv gebrodjene Jahlen vidhtig bleibt, und andeverjeits dasg Wiulti-
pligieren und Dividieren mit Briien auf diefe Sdise uviizufiihren.
Diefer Aufgabe find die Pavagraphen 51 w. 52 meines Lehrbudes ge-
yoidmet, Demen iieder eine grofeve Anzahl von 1ibungsbeifpielen Bei-
gefiigt 1ift.

Jn den drei folgenden Pavagraphen fdhlieft fid) danm die Miulti-
plifation und Divifion mit Degimalbriifen (vefp. deven Wiederholung),
die AbHivzungen, die diefe Opevationmen zulaffer, wenn man {id) mit
einem angendferten Refultate begniigt, und die Umwandlung eines Bud)-
ftabenbrudes in eine Reihe durd) Divifion an.

@oll alles griindlid) durdygenommen und bdabet jtets auf ein Fejt-
falten und Auffrifden des Jriiheven BVedad)t genommien werden, fo wird
nad) Abfolvierung bdiefer beiden RKapitel der grifte Teil des Jabhress
furfus abgelaufen fein.

Der Reft dber Jeit fann dann auj Gleidungen erften Grades mit
etney Unbefannten vevivendet werden, mit welden dann in der Untey-
fefunda nod) lingeve Jeit fortgefahren werden muf.

plifation mit einem Brud) zu Dbegniigen: ,a mit = multiplizieven Beift
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Diefenn Gletchungen Habe id), als peziellen Fall, die Proportionen
beigefiigt, und war nidt Hlof die viergliedvigen, jondern aud) die mefy-
gliedvigen, obwofhl bder Gebraud) des Divifionszeidhens bdabei leidht
au Quetiimern fiifren fanm, und viele fie iiberhaupt fitv iiberflitffig
Dalten.

S fabe immer gefunbden, daf jowofl die Afhnlifeitslehre als die
Trigonometrie fid) viel iiberfihtlidher gejtalten und die Redynungen und
Ableitungen ungezwumngener und einfadjer ervideinen, wenn man fid)
diefes Pilfsmittels bedient. o ijt 3. B. a:b:c=sina:sinB:siny

; ! a b
feidhter in Worten zu merfen und u Dbebalten al8 -szm

—— und aud der evjteven Propovtion ergiebt fid) ungezwungener

e
3B. (a4 b):c=(sin ¢ 4 sin B) : smy—2sm_jl§c 3 il
:2sin§cos%=cos —;B %m;,

oder (a+b-+tc):(a+b—c)
= (sin e -+ sin B ~+ sin 7): (sin & - sin 3 — sin y)

—4dcos s (os / 14 sin ¢ smB cos 7:—cotgz cotg o7

et % I T

alg aus der entjpredenden @[etd)ung. Und dergl. mehyr.

Natiivlih) muf mit Naddrud davauf aufmerflam gemadit werbden,
baf3 bei folden Proportionen nidt wie bei vievgliedrigen dbas Jeidjen :
als Divifionsgeidhen gerommen wevden darf, da, wenn

& h=="a =t
(a:b):c nur dann = (a, :b,):¢, fein fanm, wemn c=c¢, ift.

Den Propovtionen fHabe idh) dag arithmetifde, geometrifde
und Hharmonifde Mittel weter und mehrer Jabhlen angereiht, und
bet der Gelegenheit aud) den Sats abgeleitet

a—l—b V‘lb——z (Va—Vb)?,

aus demt f)etborgef)t, baff bei geringer Berfdiedenheit zweier Jahlen
(Grdfen) ftatt ihres geometrijden Mittels mit fehr Heinem Fehler ifhy
avithmetijdes gefetst werben darf, das jedod) immer etwas zu grof ift.

Fithrt nun die Auffudung ded geometrijden Mittel8 notwendig
aur Ausgziehung der Quadratwurzel, jo giebt diefer Saps ugleid) ein
einfacdjes Mittel gur niherungdweifen Beftimmung develben.
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@oll 3. B. die Quabdratwurzel aus 5 ausgezogen werden, jo er-
gicbt fi) aus ber Bemertung, baf 5 =2 - 2L alo V5= /2. 25
jon die erjte Unndferung  (24-27)=7. Da mm §-F=5,
fo folgt daraus die oft fdon Binveidhend gemaue Niferung V5 =
oy T R WS L P L
2 (4 +9)“ R8RS

Jn meinem Lehrbudye ift war dieje Wiethode des Lluadratwuvzel-
ausgiehens nidt gelehrt; feit einigen Jabren bildet fie jedod) Det meinem
Unterridite den Tibergang zu dev gewdhulihen Diethode des Aussiehens
ver Quabdvatwurzel aus Jahlen. Dem jdliefe i) dann nur nod) den
Nadpweis der Jrrationalitdt der Quadvatwurzeln aus gangen Jablen,
die nidt Quadrvatzahlen {ind, und die Sike aus der Wurzellehre an,
die fid) in den Gleihungen

Vareya Vs Vb%;

ausdriiden laffent, um dann wieder auf foldhe Gleidungen erjten Grabdes
mit einer Unbefannten iiberzugehen, bei denen Quadratwurzeln vorfommnten
und wegzujdajfen {ind.

Die Quadratwurzeln aus Polynomen fonnen verjdoben werden His
die quadratijen Gleidungen Anlaf dagu geben. Die Kubifwurzeln
fonnen gang entbefhrt werden; Biloungswert fann dod) wohl der Ein-
iibung Ddiefes langweiligen Medanismus nidt zugefdrieben werden,
und eine Amwendung davon wiitbe erft bei der Steveometvie ge-
mad)t werden. Wird aber diefe gelehrt, fo finmen die Sdhitler Dereits
den Gebraud) dev Logavithmentafel, der alles Wurzelausziehen entbehr-
lih madyt. Alle iibvigen Sdpe itber Potengen und Wurzeln fonnen im
Bufammenhange nad) Abjolvievung bdev quadrvatifdjen Gleidungen mit
einer Unbefannten in der Oberfefunda vorgenommen iwerden, ehe man
au dent Logavithmen itbevgeht.

Jd) Deginne damit gewdhnlic) den algebraijden Untevvidt in diefer
Klaffe, damit dbas Rednen mit Logarvithmen geniigend geiibt ift, wenn
bie Trigonometrie big guv Veredmung der Dreiecfe vorgefdritten ift.

Qn der Unterfefunda laffe id) den Gleidungen evjten Grades mit
Wurzelgrofen die rvein quadratijfen und eine Anzahl Textaufgaben
folgen, die geeignet {ind, den Nuien und Gebraud) der Gleihungen zu
seigen und bas Nadpdenfen zu diben. Mioglidhjt jude id) dabei Geo-
metvie und Poyfif Herbeizuzichen, foweit fie bet den Sdiilern vovaus-
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gefetst yoerden onmen, und {heue mid) aud) nidt, geeignete Partieen aus
der Phyjif, die den Schiilern nod) unbefannt find, eingujdalten, wenn
fie fetdht faplich gemacht werden fomnen und pajjende Beifpiele abgeben
aur Amwendung ded Gelevnten.

Bei ver bung umd QImmnDung ber Gleidungen gehe id) ftets von
dem Grunbdjase aus, daf Ddie Sditler in bder Sdule lernen
miiffen, und gebe daher nur wenige Hiuslidhe Aujgaben auf, die fid
meiftens auf NRepetition des in der Shule Gelevnten bejdrinfen. Bet
dent Textaufgaben fand id) es Oefonders gut, fjtets eimige freiwillig zuv
Ubexlegung aufzugeben, und venmjenigen Sehitlern, die dann foldje Auf-
gaben gut an dev Tafel [dfen und evfldven fonnten, gute Noten zu
geben. §8 getgt fid) dannm, daf ein viel gvofever Prozentiaty folde Auf-
gaben felbjtindig au [dfen vevmag, als man gewdhnlid) glaubt. Freilid
werden mandje Get dev Hiuslicen Uberlegung fremde Hilfe in Anjprud
nefmen; wenn jie aber dadburc) in ftand gefetst werden, nachher in bder
Stunde das Gelernte jelbitindig zu veprobugieven, fo ijt {don viel ge-
wontterr.  Giebt man aber devgleiden Aufgaben als fdyriftlihe Haus-
aufgaben, fo wird man auj einen nennenswerten Grfoly faum 3ihlen
fonnen, da die Sdhiiler aufer den mathematijhen mehr nod) fpradlide
Sdwievigteiten davin finden, ihvem Gebanfengang aud) dem rvidytigen
fpradilichen Ausdbruc zu gebem, und die BVerjudung zu gedanfenlofem
Abjchreiben viel Fu grof ijt. Aud) wird dadurd) das Maf an Haus-
licgem Fleif iiberidhritten, das bdie Mathematif am (&51)mnai1um in An-
fprud) nehmen Ddavf.

Sind die Gleidungen mit einev Unbefannten lange genug geiibt,
fo folgen naturgemdf die mit Zwei und mehreven Unbefannten und dann
die unvein quabdratifhen mit eimey Unbefannten. Muf man in bder
Unterfefunda nid)t nod) einen Teil des Penjums bder vorhergehenbden
Rlaffe durdnehmen und ijt dag Penjum der beiden Tevtia wivklid) Cigen-
tum ber Sdjitler, jo fann diefes gamze Penjum ohne Sdwierigleit in
einer nidyt zu zablveidhen Unterfefunda gut abjolviert werden.

Dod) mige man {id) biten, nod) mehr evzielen zu wollen, unbd
etwoa bei Gelegenfeit dev Gleidungen erften Grades mit mehreven Un-
befanmten aud) nod) die Determinanten eingujdalten. Das ijt ein
fitr bas Gymnafium gany und gav dberfliifjiger Vallajt. Wer nidt
wenigjtens analytijhe Geometvie tveibt, fiilv den Haben fie nidt den ge-
vingjten Wert. Das volljtindige Auflbfen der Gleidungen mit mehreven
Unbefannten ijt fajt immer ofhne Anwendung der Determinanten viel
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su Daben, da man ferner leidht gemeigt ift, den TWert einer Dissiplin,
die man felbft nid)t Fennt, aus bden Grfolgen zu beuvteilen, den man
damit eyvzielt, o Dalte i) es nidht fiiv gang itberfliijfjig — um bdiefe
Dissiplin der Prima u erhalten — fie gang hier vovzutragen:

Kurze Darvjtellung der Kombinationslefhre.

1. Gind n verjdiedenc Gegenjtinde (Elemente) irgend welder
Avt gegeben, fo fann man die Frage ftellen, auf wieviel verjdyiedene
Arten diefelben in anbdever NReibenfolge aufgezdhlt (geordmet) mwerden
fommen und bdiefe jamtliden Reihenfolgen beifen die Permutationen
der nGlemente. Die nClemente pevmutieven Heift aljo, alle Per-
mutationen bilben.

Hat man alle Permutationent von nClementen gebildet, und
fommt nun nod) ein (n-f- 1)te3 Clement dagu, jo fonnen offendbar
alle Permutationen der nunmehr n - 1Clemente evhalten iwerden,
wenn man diefem (n - D)ten Clemente in jeder der vorhandenen
Permutationen der niibrigen der NReihe nad) alle migliden Stellen
awweift, namlid: vor dem erjten, vor dem Hweiten, vor Ddem
dritten u. {. w., endlid) vor dem nten und ulekt nod) Hinter dem
nten, alfo n - 1 verfdyiedene Stellen, was ebenjo vielen verjdiedenen
Permutationen der n -4 1Clemente entjpricdht, die aus jeder Per-
mutation der niibrigen Clemente erfalten werden Fonnen. D, §.
die Anzahl der Pevrmutationmen von n -} 1 Elementen it
(m+ )mal griofer al8 die von nClementen.

3. B. die drei Budyftaben a, b, ¢ laffen die Permutationen u:

abc, ach, bac, bca, cab, cba.

Tritt nun nod) alsd vierted Clement der Vudpjtabe d hingu, o
evhilt man auf bie angegebene Weife die 24 Pevmutationen:

dabec dacb dbac dbca dcab dcbha
adbc adcb bdac bdca cdab cdba
abdc acdb bade bcda cadb cbda
abed acbhd bacd becad cabd cbad.

Da nun ein Clement nuv eine Permutation davjtellt, ywei Ele-
mente, alfo 2 ober 1-2, fo laffen drei Elemente 1-2-3, vier
Glemente 1-2-3-4 u. §. w., nGlemente 1-2.3..-.. e povh. o
viele Permutationen zu, al8 das Produft aller gangen Jahlen von
1 618 n Ginfeiten 3ihlt. Dies Produft wird Jymbolifd) ausgedviict
durd) n!
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2. Gind von ben nClementen p unter {id) gleidh, und madt
man diefelben uerjt duvd) beigefiigte Beidhen veridieden, fo ift die
Anzahl der Permutationen bder mnun veridhicdenen Elemente = n!
Wijdht man jett in allen Permutationen bei den urfpriinglid) gleiden
Clementen die Unterjdeidungszeidyen weg, fo werden jedesmal alfe
die unter i) gleidh, weldhe blof unterjdhieden {ind durd) die Stellung
der gleidhen Clemente unter {id), alfo je p!; . §. bie Anzafhl dev

!
wirlid) verjdiedenen ift nmun nod %!

Beifpiele {ind zwar feineSwegs bHeim Unterrvidite, wohl aber Hier
itberflitfiig.

@ind von dent n — p iibrigen Clementen wieder q untev fidh) gleid),

n!

IT(].I. u. f- m.
Sind ingbejondeve alle n —p iibrigen Elemente wieder gleid), fo ift
p—!(—n_n!——p)T (Daf fpradlid das Wort |, Per-
mutation” etgentli) nidht dem Sinme entjpriht, dem fhier das Her-
fommen damit verbunden fHat, wird Hoffentlih die Auffajjung des
damit verbunbdenen Vegriffes nidht exjdweren, wiewohl Lehrer bder
Realhviffenidaften oft Miiihe Haben, die Aufmerfiamteit faft aus-
{lieflid) fpradlid) gebildeter Sdiiler auf facdhlihe Definitionen zu
fongentrieven, da diefelben mueijt glauben, den Sinn aus dem Worte
bevaustlauben u fonnen.)

3. Sind n verdhiedene Elemente gegeben, fo famm man fragen:
auf wievtele vevjdhiedene Avten fonnen von diefen je 2, je 3 u. i. w.,
je r Hevausgenommen werden, wobei zwet diefer Jujammenijtellungen
al8 verjdyieden angefehen werden, wenn nur ein Clement der einen
nid)t in der anbeven enthalten ift, ofjne daf auf die Reihenfolge ge-
fehen wird. Diefe Jujammenitellungen feifen dann nad) der Jahl
ihver Clemente Rombinationen 2ter, 3ter,... rter Klaffe. Sieht
man auferdem nod) auf die Reihenfolge, fo werden die Jujammen-
jtellumgen BVarviationen genannt.

Die Variationen rter Klajje von nClementen Heftehen alfo
aus ven Qombinationen rter Klaffe diefer Clemente mit deven
jamtliden Permutationen. Die Anzahl der lepteven it mit-
Hin rlmal grifer al8 dbie der eviterem.

Hat man alle Vaviationen rtev Klajje von nElementen gebildet,

4

fo ift die Azahl alfer verjdiedenen Permutationen

die Permutationszahl
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fo erhdlt man alle Varviationen (r 4 1)ter Klajfe, wenn man jeder
der Jeihe nad) die n —1r nidt davim enthaltenen Clentente Dbeifiigt;
benn jebe meme Baviation (r - L)ter Klajje beginnt entweder mit
einer anderen Variation rter Klajfe, oder, wenn fie mit Dderjelben
beginnt, fo muf ihr ein andeves (v - 1)tes Clement folgen. Aljo
ift die Anzahl der Variationen (r-4 1)ter Klaffe (n —r)mal
grifer al8 bie rter Rlaffe*). 3. B.

Alfe BVariationen 2ter Klafje der vier Clemente 1, 2, 3, 4 find
offenbay:

12, 21, 18, 31, 14, 41, 23, 32, 24, 42, 34, 43.

Darvaus evgeben fid) dann die Variationen 3ter RKlaffe derfelben
Glemente:
123 213 132 312 142 412 231 321 241 421 341 431
124 214 134 314 143 413 234 324 243 423 342 432

Da nun bdie Anzahl der BVaviationen Iter Klaffe n ift, o ift
die 2ter Klaffe n(n— 1), die 3ter Klaffe n(n —1) (1 —2) u. . W,
die nter Rlaffe alfo n(a—1)(—2).---. (m—r - 1).

Begeidnet endlid) <’;> die Anzahl der Kombinationen rter Klafe,
fo ijt mithin
n\_ n@m—1)---- m—r41) n!
<)_ r! T rl(a—r)!

4. Die Kombinationen rter Klaffe von nElementen Fonnen ge-
fdhieden werden in Ddiejenigen, die bas erfte Clement enthalten und die
itbrigen. Die erfteven beftehen aus diefem erften Glemente und alfen

KRombinationen (r— 1)ter Klaffe der (n— 1)iibrigen Clemente: ihre

Anzahl ift alfo <2: D, die letsteven find nur Kombinationen rtev

Klaffe ber A 1iibrigen Glemente, ihrve Anzahl ift alfo <1;_1>,
und mithin ijt
(B = @miyelr Bl

#) Diefe divefte Ableitung der Anzahl der Vaviationen rter Klafje vor nEle-

menten ift in meinem Lehrbuche nicht gegeben, fam aud) nicht beim Untervichte vor.
AS i) jedoch) bei der Repetition meinen jettigen Oberprimanern den Verfud) em-

pfa

bl, die Anzahl der BVaviationen Ddireft u beftimmen, brad)te miv einer derfelben

diefe Ableitung ald dad Crgebnid eigemen Nachdentens.
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Getst man diefe Betradtung fort, fo fann man unter denm {ibri
gen Kombinationen rter Rlaffe wieder diejenigen ausjdeiden, welde

bas weite Clement enthalten, und deven Anzahl ijt (?:?), ba fie

beftehen aus diefemt Glement und den Rombinationen (r — 1)ter
Rlaffe alfer Clemente auffer demt evten und gweiten. Gbenjo evgiedt
fidh bie Anzahl derjenigen, welde das erfte und zweite Clemente nidt,

aber bag britte enthalten <Ir1:‘;’> R I R 2

n n—1 n—2 n—3 ek
R e P RO
3 B. Die Kombinationen 3ter Kliaffe bder fedhs Clemente 1,
2, 3,4, 5, 6 laffen fid) in folgende Gruppen ftellen:
128" 284 4 845456
1924 235 346
12692361356
126 . 24b
184 £ 9246
135 2856
136
145
146
156
Setst man a fiir r—1 und a-n fiivx n—1 und lejt die
Gletdung (2) viidwdrts, fo erhdlt fie die Geftalt:

WHRT)HET D HETH

~(ET ()

5. et man Dbei den Kombinationen und Variationen vovaus,
paft jedes Glement beliebig oft vorhanden und in jeber Fujammen-
ftelfung rter Klafje aud) 2, 3-.- bi8 rmal vertveten fein fanm, fo
erilt man Kombinationen und Varviationen mit Wieder-
Holung, deven Anzahl natiivlid) von Dderjenigen ofjne Wiederholung
verchieden ijt.

Hat man die Kombinationen rter RKlaffe von nGlementen mit
Wieberholung {dmtlid) gebildet, und et zu thnen nod) einmal dag exjte

Clement fHingu, fo Hat man offenbar alle Rombinationen (r -4 1)ter
4*
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Rlaffe derfelben Clemente, welde das erite Clement enthalten. Sefit
man dann fevmer zu dem weiten Clemente alle Kombinationen rter
Klaffe alfer vorfhanbenen Elemente aufer dem erften, jo evhilt man
alfe diejenigen Kombinationen (r -4 1)ter Klaffe der vorfhandenen Ele-
mente, welde das erite Clement nidyt, aber dad zweite enthalten.
Gbenfo beftehen die Rombinationen (r - 1)ter RKlajje, welde die betden
eviten Clemente nidyt, aber dag bdritte enthalten aug bdiefem Dbdritten
Glemente und den SKombinationen rtev Klaffe aller Clemente aufer
bemt erften und Fweiten . §. 1.

Bedtent man i) alfo des Symbols C(n), um die Anzafhl aller

Qombinationen rter RKlajffe mit Wiederholung von nElementen zu
begeidhnen, fo laft ji) unfer Crgebnis ausdriiden in der Gleidung:

C@=00+0@—1)+0@—2)++0(1)

8. B. Die jamtlihen Kombinationen 2ter Klaffe mit Wieber-
holung der 5 Glemente 1, 2, 3, 4, 5 {ind:
11, 12, 13, 14, 15, 22, 23, 24, 25, 33, 34, 35, 44, 45, 55.

Daraus erhilt man nad) dex obigen Anleitung die Kombinationen
3ter Klaffe derfelben Elemente in folgenden Gruppen:
111 118 118, 114 115, 122 133, 124, 1205, 133, 134,

135, 144, 145, 155.
222, 223, 224, 225, 233, 234, 235, 244, 245, 255.
333, 334, 335, 344, 345, 35b.
444 445, 455,
)51
Qun ift offenbar:
(13(11)::n, aljo:

g(n)=n—|—(n—1)-{-(n_2)+...+1:%i)_____<;+1>;

alfo:
01— (3 )+ )+ (=5 mi

cm=(3 ")+ <“+1>+('> (“_1)+ hle) s )
Allgentein:
C(n):<‘r‘+r_1>. D. h. die Anzahl der Kombinationen
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rter Rlaffe mit Wieberholung von nElementen ift gerade
fo groff, wie die Anzahl der Kombinationen rter RKlafje
ofhne Wiederholung von r— 1 Elementen mehr.

6. Sind die Variationen rter Klaffe von nElementen mit Wieder=
folung gegeben, fo erhilt man alfe Bariationen (r - D)ter RKlafje,
wenn man diefelben der Reife nad) alle exft zu dem exften, dann zu
dem weiten . {. w., endlid) sum nten Glemente fest: die Anzafhl
ver Bariationen (r -4 1)ter Klaffe ift alfo nmal grier als die
rter Klaffe. Da nun die Angahl der Varviationen 1lter Kiaffe mit
Wiederholung von nElementen offenbar =n ijt, jo ijt die weiter
Rlaffe n? die dritter n® w. {. w. die rter aljo o~

3. B. die Variationen 2ter Klaffe mit Wiederholung der 4 Ele-
mente 1, 2, 3, 4 {ind:

11, 12, 13, 14
21, 22, 23, 24
31, 32, 33, 34
41, 42, 43, 44.

Die BVaviationen dritter Klaffe derfelben Clemente mit Wieber-
Holung find:

111, 112, 113, 114 211, 212, 213, 214
121, 122, 123, 124 221, 222, 223, 224
131, 132, 133, 134 231, 232, 233, 234
141, 142, 143, 144. 241, 242, 243, 244.
311, 312, 313, 314 411, 412, 413, 414
321, 322, 323, 324 421, 422, 423, 424
331, 332, 333, 334 431, 432, 433, 434
341, 342, 343, 344. 441, 442, 443, 444.

Das ift bas Gange der Kombinationslehre, foweit fie im Gym-
nafium  in Betradt fommt. Jd) Habe Bier der Kiirze wegen jede
Numumey mit einer allgemeinen Vetvadtung begonnen, und dann zur
Grldutevung ein Beifpiel folgen laffen. BVeim Untervidt felbjt gebhe id)
jedod) Den umgefehrten Wegq: Jd) beginne mit Veifpielen und leite aus
biefent die alfgemeine NRegel ab. Dadurd) wird der Sditler mit
ber Wethobe der Jmduftion vevtraut, welde bdod) alfer wiffen-
{dhaftliden Forjdung zu Grvunbe liegt, und gerade die Kombina-
tionglefhre ift zur Einfithrung in diefe Wethode geeigneter,
als irgend eine anbere mathematifde Digziplin.
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Unter den Amwendungen der Kombinationslefhre {ind bejonders die
elementaven Pringipien der Wabhrideinlidtettsrednung Hevoorzu-
Deben, die fdhon deshalb nidht auf dem Lehrplane desd Gymunajiums fehlen
folltern, weil f{ie mneben bder NRentenvedmung bdie Grundlage des Ber-
fierungswejens bilden, aljo einer Reihe der widtigiten Jnititutionen
unfever Heutigen Kultur.

Die Amwendung auf die Bildbung der Potenzen von Binomen
und Polynomen ijt zwar ebenfalld fehr injtruftiv, wenn fie ridtig
gelehrt wird, fann aber dod) vom Lehrplane abgefelst werden, wenn
man bdie Algebra mit den quadrafifdhen Gleidungen abzu-
fdhliefen fitv gut findet. Cine ausfiihrlihe Behanbdblung bder auf
Sunijtgriffenr bevubhenden allgemeinen Aufldjung der fubifden und bHi-
quadratijen Gleidungen bdiirfte bei genauer Priifung wohl als
iiberfliifjig erjdheinen. Dagegen witrde id) nur ungern die allgemeinen
Grundpringipien der Hiheven Algebra mit Cinfdluf der de-
vivievten Funftionen und ihver Venupung, einerjeits zur Beftimmung
ver Mayrimal- und Minimalwerte einer algebrvaijden Funftion, an-
beverfeits zur ndbevungsSweifen Aufldjung numerijder Gleidungen
(Miethode von Newton und Horner) vermiffen. Jdh fenne Feinen Teil
der elementaren Mathematif, welder mehr um Nadydenfen anvegt, und
beffer zu wiffenfdaftlihen Stubdien vorbeveitet als gerade diefe Disjiplin,
und i) Habe fie davum mit befonderer Vorliebe fitv mein Penjum der
Prima ausgearbeitet, was nidt ausjdlieft, daf {ih mandyes befjer geben
[afit, al3 e3 dort gegeben ijt.

@oll aber bdiefe Digziplin auf dem Lefrplane "des Gymnafiums
beibefaltent bleibent, fo bdarf man aud) das8 VBinomialtheovem (fiiv
gange Grponenten), und wasd damit ujammenhingt, nidht ausjdliefen.

Unter den Grimden, welde man fiix die Ginfithrung der analy-
tijhen Geometrie in den Gymnafiallehrplan vorgebradyt Hat, befindet
fi) aud) dex, daf der Gebraud) bes Descartesidhen Koordinateniyjtems
sur Vevanjdaulidung der Abhiangigleit eimer verinderliden Grige von
ciner anbderen Dbei vielen iwiffenidaftlihen Studien, insbejondeve aud
bei dem Stubdium der PhHyjiologie fehr forderlid) ift, und es davum fehr
wiinjdenswert fei, daf jhon dag Gymmnafium diefen Gebraud) Fennen
lehre. Dazu ift aber bdie Amwendung bder Koordinatenmethode auf
Problente iiber bie Gerade und die Kegelfdnitte und die Disfuffion der
Gleidung gweiten Grades mit zwei BVariabeln nidht nitig, und man wird
hinveidhend mit dem gewiimjdyten Gebraude des Koordinateniyjtems veys

http://rcin.org.pl



55

traut, wenn man fid) desjelben bedient, um eine elementave Theovie der
gangen algebvaijden Funftionen, insbefondere ihrer Mayimal-" und Mini-
malwerte zu vevanjauliden, wie i) dies tn § 45 meined Penjums
der Prima verjudyt Habe. Nur fann man friher damit Heginnen, 3. B.
fhon Dbei den quabratijden Gleidungen und den {id) an diefelben an-
{liefenden Maximal> und Mintmalaufgaben.

LWenn man, umt dev fogenannten neueven oder projeftivijden Geo-
metvie Plag zu maden, diefe Anfangsgriinde der Funftionenlehre vom
Lehrplane ded Gymuajiums abfeten will, fo follte man dod) bebenfen,
paf die Lebhrenm der projeftivijhen Geometrie, fo interefjant fie fiiv den
Liebhaber immerhin fein migen, der gvofen Miehraahl der Sdyiiler des
Gymnajiums von gav feinem nennenswerten Nupen {ind, wihrend die
Unterfudhung der Abhingigleit verdinderlidher Guifen von einander in
alfen Gebicten ber tecdnifhen und Dder Naturwiffenidaften vor dev
guiten Vebeutung ift.

Was mum die Geometrvie betrifit, fo muf id) unddijt verweifen
auf dag sub I u. II {iber die Methode Gefagte, und dann aud) auf
meine Programmabhandlung ,zur Reforn ded geometvifdhen Untevvidhts”,
weldje zu diefem Jwede diefer Abhandlung als8 Anbhang beigefiigt ift.
S fann mid) dann befdranfen auf die Vevteilung des Lehritoffes fiiv
die eingelnen Klaffen und auf einige Detail-Crivterungen, zu welden
diefe Detailierung des Stoffes Anlaf bietet.

Der ftreng wiffenfdaftlidge Unterridht tn der Geometrie mit fetnen
Definitionen und Demonjtrationen jollte nad) meinem Dafiivhalten exit
in ver Obertertia begonmen werden (in Wiivtemberg beginnt er fogar
erjt in ber Sefunda), dba bdie Sdjiiler dod) die nijtige geiftige Reife mit=
bringen miiffenr, wenn fie o abftrafte Definitionen und ganze Shluf-
veiben ervfaffen jolfen. Dagegen wive 3 fehr wiinjdenswert, daf diefemt
Untervidhte ein in Quavta beginnender in 2 widentliden Stunbden zu
ertelenber propadentijder Kurfus vovausginge, in weldem die Schiiler
die widtigiten geometrifden Formen und rdumliden Beziehun-
gem, und wav {owohl die dreidimenjionalen, al8 die ebemnen,
fennen und darjtellen levnen, und ihnen aud) jo viel iiber das Ausg-
mejfen von Fladen und Kovpern beigebradt wird, als ein guter Sdiiler
einer guten Clementarjdule erfernt Hat, wenn er diejelbe vevlift.

Aud) dem Quavtaner fann man {don die Flide als die Grenge
eine3 RKovpers, die linie al8 bdie Gvenge einev Flide, und den Puntt
als Gvenge eimer Lnie defintevenm, und den Unterfdhied zwijden gevader
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und Frummer Linie, fowie Zwijdjen eberer und frummer Flide begrifi-
i Har madjen. Nur foll man {id) bei den Definitionen nidht lange
verweilen und fid) begniigen mit der ridhtigen anjdauliden Auffafjung.

Sind bdiefe Begriffe Har, fo fann der Winfel und der Drehungs-
abjtand zwifden feinen Sdenfeln, damit ugleid) der Kreid und defjen
Benuung zur Neejjung der Winfel vovgenommen werder.

Darvan {dlieft fid) der Begriff des Senfredtitehens, und wav
jowohl ber Gevaden auf einer andeven, als aud) der Gevaden auf einer
Gbene und aweier Cbemen aufeinander, an. (Jn der meweven WMobe,
dte Worte fenfredht und lotredt durd) ,movmal” Zu evfegen, famn
i) nuv eine gany pwedlofe Neuerung fehen.) Aud) die Neben- und
Sdeitelwintelpaare, fowie die Flademvinfel und ihre Neigungswintel
Eonnen Bier duvdygenommen werden und als Beifpiele zu Begrifisbil-
bungen dienen. Dann folgen natuvgemdf die pavallelen Gevadén und
pag Biehen bderfelben mit Hilfe von Winteldreied und Lineal oder aud)
mit Hilfe des Jirkels.

Dabet fonnen zwei Gerade etwa ald pavallel definiert wevden,
wenn jie mit derfelben dritten in derfelben Ordnung diefelben Wintel
bildenr, wobei dann bie Anjdauung lehrt, daf fie fih) nidt [dmneiden.
Aber aud) die Parallelitit einer Gevaben gegen eine Eheme und Fweter
Gbentent 3u einander follte Hier durdygenommten ierden, foweit died mit
blofem LVevweifen auf die Anjdhauung miglid) ift.

Dann folgen die gejdloffenen ebenen Figuven mit gevadliniger
Begrenzung: die verjdiedenen Fovmen bder Drei- und Bievede, die
vegelméfigen Bielede, aud) die vegelmdfigen Steynvielecte, und ihre
Ronfteuftion mit Hilfe bes Transporvteurs. Hier Hat der Lehrer veidhes
Material, dag BVeobadjtungsvermigen der Sdhitler i entwideln und u
iibent, inbem ev ihre Uufmerfjamfeit lenft auf die anjdaulid) zu ev-
fenmenben Gigenjdjaften ber verfdhiedenen Figuven und deven Abhingig-
feit von einander, ofne auj das , Warum?* ndher eingugehern.

Aud) die punftweife Konftruftion von Kegelfdnitten und anderven
Feummen Linien af$ geometvijje Orvter fann Hier durdhgenommen wer-
dert. Dann erjt folite die Vevednung der ebemenr BVielede und etwa
aud) die Vevwandlung der Drei- und Bievede in NRedtede, des NRed)t-
ecdfed in ein Quabrat, zweier Quadrate in eined, mittels der Sdere,
foweit e ofne eigentliden Beweis verjtindlid) gemad)t werden Fanm,
poygenonuten werde.

Aber aud) die widtigiten Kovperformen follten Hier betvadytet nnd
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von den Sdiilern felbft aud ifren auj Kavton zu zeidnenden Neen
angefertigt werben, etwa in der Reihenfolge: Wiirfel, quadratijhe Siule,
gevade Siulen von ver{dieden geformten Grundildden, veguldre Pyrva-
midert, Ddie fiinf veguldven Polyeder, NRotationscylinder und Rotations-
fegel. Andere RKovper, wie bie Kugel und unvegelmdfpige mehrieitige
Pyramiden oder Prismatoide finnen zwar von den Sdiilexn nidt Her-
geftellt, aber dod) vorgezeigt und Dbetradytet werbdern.

Cin Qebhrbud) braudht diefemt Untevvidhte nidht u Grvunde gelegt
3u werden, da e8 fidh Hauptjadlid) nur um bdie Cywerbung anfdau-
[idjer KRenntniffe Handelt, und der Sdiiler die Fovmen, welde er
fenment geleynt fHat, audy felbjt darftellt. LWenn ex bdie nebenbei gewon-
nenen Begrifisbeftimmungen und die in Sigen ausdgedrviicten Crgebniffe
jeiner Beobacdhtungen aud) wieder vergifit, fo Hat died nidht viel zu be-
deutert, da dies ja alles bei dem wiffenjdhaftlidhen Untervidte wieder-
fommt.

Je nadpent ein folder propideutifdher Untevvidt vorhergegangen
ift, ober nidht, wird man Det dem wiffenfdaftlidhen Untervidte rajder
oder langfamer vovwivtgehen fommen. Nad) meinem Dafiirhalten und
meinen Crfahrungen in der Sdpweiz, wo id) den wiffenjdaftligen Nn-
tevridht fpdter Hegann, aber einen foldjen propideutijhen Kurfus vovaus-
fegen fonnte, wird man ntein ,Penfum bder Tertia und Unterfefunda’
in Obertertia und Unterfefunda allein mit befjevem Crfolge abjolvieven
fonnen, wenn in Quarta und Untertevtia ein folder propddeutijder
Kurfus vovausgegangen ijt, al8 jetst i den Deiden Tevtia und Unter-
fefunda, da entweder gar fein geometrijfer Anfdauungs- und Reden-
unteryidht oder ein fehy diirftiger (einftiindiger in Quinta und Quarta —
und eine Stunde ift feinme Stunde gilt gewiff fiir untere Klajfen)
vovaudgegangen ift.

Aud) abgefehent vor diefer Frage fdeint es miv nidht am Plage,
fitv jeden Jahresfurius das Penfum ganz genau abzugremsen, da e3 e~
niger davauj anfommt, wag in jedber Klajfe durdygenommen wird, als
davauf, baf das Durdgenommene aud) Cigentum der Sciiler geworden
ift, und bie Klaffen dod) nad) Anzahl und BVefdhigung devr Sdhiiler fehr
diffeviever. Dagegen follte eime bejtimmte NReihenfolge der durdhzuneh-
menden Penfa imuerhin fejtgefest werbden.

Bu beginnen hat mun jedenfalls dev wiffenfdaftliche Untervidyt mit
ciner  gitntlichen effjtellung dev Grundbegrifie.  Aber quey Biex Famn
man u teit gefen. ©o Halte id) es entidjieden fiiv einen pidagogifden
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Mifigriff gleid) im Anfang das {. g. Pringip der ‘Jeiden in die
Geometrie eingufithrenr, und von pojitiven und negativen Strecden,
pofitiven und negativen Winkeln zu fpreden. Dasd Crite, was die
©diiler fennen zu leymen fHaben, find die Figurven, deven Cigenjdaften
und Groge. Vet einer Figur fann aber eine gevade Strede nur nad
Lange und Lage, und ein Winfel nur als Figur obder aud) als
Drehungsabjtand in Betvadt fommen, und der Gegenfafy wifchen
pofitiven und negativen Strecten, pofitiven und negativen Winteln tritt
erft Hervor, wenn man bdie Strede al8 zuviidgelegten Weg, den
Wintel als ausgefiihrte Drehung aufzufafjen Anlaf Hat, welden
Anlaf aber bdie Vetradytung der Figuven als folde, alfo nad) Form
und Grife, gewiff nidt giebt. Die Wege wifden verjdiedenen Punt-
ten und deven Sumumten, die migliden Drehungen wifden verjdiedenen
Strahlen eines BViijdels und deven Summen, find fein Gegenjtand, fiiv
dent man Tertianer u inteveffieven vermag. Die Form und die Grife
alfein geben jdhon Binveidend Stoff zu eimem grindliden Unterridyte,
und e8 ift {ider nidt pavagogifd) vidtig, gleid) anfangs Begriffe Hingu-
subringen, die damit nid)t das mindefte zu thum Habew, und nuy geeignet
find, bie Sdiiler zu verwivyen.

Qu meinem Lehrbudpe ift davume im ganen eviten Vude vom Ddev
Ridtung der Strede und dem Drehungsjinne des Winkels abgefehen,
und nuy die Grife in betvadt gezogen. Aud) ift der Winfel nicht
als |, Ridtungsunteridhied”, fondern als ,da8 Gebilde aus Fweien in
einem gemeinfamen Cndpunite Fufammentrefjenden Streden’ bdefintert,
wag nidt Hindert, die Grife der Drehung des einen Schenfels duvd)
die Winfelflddhe 6i8 um andeven ald Grife des Winfels angujebhen,
und bag Miefjen des Wintels auf den RKveis zuviidaufithven.

Sowofhl der Fovm, als8 grofenteild dem Jnbalte nad) {dhien es
miv pwedmifig, injofern imumer nod) dem Cullid zu folgen, al8 id
meiftens den Lehriat, fofern ev nid)t eine blofe Konjequeny eines vor-
hergehendent, dem Veweife vovanftellte, und mid) auf jolde Sike be-
{drintte, die i) auf Fovm und Grife der Figuren und deven Lage in
der Gbene Degiehen. Die Hauptfade ift dodh) immer, daf der Sdhiiler
die vorgetvagenen Theoveme vevjtehe und behalte. Dazu ift aber
ntig, daf fie im Budje deutlidh Hervorgehoben find als Lehridte. Und
bamit Sdiiler und Lehrer aud) eine Ulberfidit Haben iiber bdie Aus-
dehrung des gangen Stoffes, fdien e3 miv aud) niplid), fie mit fort-
laufenden Nummern zu verfehen. Ferner wird ein Sdhiiler einer geo-
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ntetvijhen Betvadtung mit viel mehr Lwit und Aufmerfjamteit folgen,
wenm er yeiff, wo der Lehrer Hinausd will, was alfo bewiefen (refp. ge-
funben) werden foll. Davum ijt es, wenigjtens beim elementaven Un-
tevridjte, awedmdfig, den Lehriap an die Spite der Vetradtung zu
ftellen, und nicht erft damit Zu {dliefen, wie dies jeber erproben fann,
der 3. B. verjudt, gany nad) SHlImild)s Geontetrie des Mafes, in
der Tertin eines Gymmnajiums u untevvidhten. Wid) Hat meine Cy-
fahrung aus einem ber entjdjiedenjten Gegner der Cuflidjden Methode,
wenigftens in diefem Punfte, wieder u cinem Anbinger derfelben ge-
macht. Wenn jedod) aus einem Lehriage durd) einfade Shliiffe eine Reibe
bemerfengwerter Konfequengen gezogen werden fonmen, fo wdive e3 da-
gegen vevfehrt, die fo gu evlangenden Yehridte ebenfalls suerit auszujpredyen
und dann erjt ihren Beweis folgen zu laffen. Denn der Sdiiler foll
pod) aud) lexnen und mevfen, juwelden weiteven Konfequengen
und Anwendungen jeder neu evlernte Lehriap Anlaf gtebt.
Was ferner den Stoff anbetrifit, fo ift dod) undd)jt die Geo-
metrie ded Mafes und der Form widtiger, als die der Lage, und
e3 ift awedmdfiger, exft die Figuven {elbjt zu betvadyten, ehe man von
threr Fongruenten oder dhnliden, Abbilbung und den Beziehungen Hoifden
Original und Projeftion Handelt. D. §. es ift Fein Grund vorhanden,
dic Geometrie des Wiafes und der Fovm mit der projeftivijden Geo-
metrie gu vevbindem, oder gar, wie Herr Fiedler wiinjdt, die gefamte
Geometrie in projeftivijdhe Geometrie zu verwandeln.

€3 fann nur venwivren, wenn man gleid) anfangsd von Strafhlen-
bitjdyeln und Pavallelfhaven fpridt, BVielede und Vielfeite un-
terjdeidet, bag Vielet blof als Gebilde aus Gervaden und Punften de-
fintert, und dann dod) von feiner Flide {pridht, pofitive und negative
Flade untevideidet, Punfte und gevade Linien peripeftivijd) aufeinanbder
begieht u. Devgl. nmt. Wasd foll {id) ein Tevtianer dabei denfem, wenn
,Orvetfeit” und ,Dyeied” einander gegeniibevgeftellt werdem und ex
dann leynen foll:*)

Jn einem Dreied {imd die | Ju cinem Dreifeit find die
Gegenwintel gleider Seiten ein= | Gegenfeiten gleider Winkel ein-
anveyr gleid). | ander gleid).

NMuf damit der Sdiiler nidt zur Deinung verleitet werden,

*) Qehrbud) der Clementar-Geometvie von F. Henvici und P. Treutlein.
1. ©. 24.
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Dreted und Dreifeit feien wivflid) zweierlei und dasd eine gelte nur
vom Dretect, dad andeve nuy vom Dreifeite?

Hat es nun aud) feinen Jwed, mehr aus der Geometrie dev Lage
in die Glementargeometric Heritbergunehmen, ald aud) fdon Zum befferen
Berjtindnis bder Cigenjdajten der Figuvem und bder {id) in denfelben
ausipredjenden Gefetse erforderlidh) ift, fo darf man in dem Beftreben,
auseinanbder zu Halten, wad nidht ufammengehort, dod) wieder nidht zu
weit gefen. Die BVeziehungen der Symmetrie gegen Punft und Ge-
vade (centrijhe und fymmetrije Figuven), bdie NRelationen zwijden
Styahlenbiffhel und Paralleljhar, die Begriffe von Centrum, Duvd-
meffer, fonjugierten Durdymefferpaaven, harmonijden Punft- und Strafhlen-
paaven gehiven weifellod aud) in die Elemente.

Sn meinem Lehrbude habe i) den Grundbegriffen ein Kapitel an-
gereiht, Dejfen Jmbalt durd) bdie berfdrift ,ebene Figuven aus wei
und drei Gevaben” angebeutet ift. Umt iiber den gamzen Jnbalt Lefern,
die mein Bud) nidt Defitten, einen deutliden Begriff u gebenm, wird es
geniigent, dasg Jnbaltsverzeidnis dev 15 Paragraphen, in die es geteilt
ift, Hierher zu fefen:

§. 10. DBegriff des Winfels; fonvere, fonfave und flade Winfel.
§. 11. Wintel und Kreisbogen. Centriwinfel und ugehirviger BVogen,
Kongrueny von Kreifen und Kreisjeftoven.

§ 12. Durdymeffer und Halbfreis. Dieffen des Winfels mittelft des
Transporteurs.

§. 13. Nebenwinfel, Sdeitelwinfel. Wintel iiber einer Gevabden und
umt einen Punft herunt.

§. 14. Wintel zweier Gevaben mit einmer Ddritten. Kenngeiden Dder
Pavallelitit zweier Geraden.

§. 15. Folgevungen aus dem BVorhevgehenden. Winfelfumme des Drei-

eds. Say vom Aufemwintel.

§ 16. treent von eiment Punfte in der Flide des Dreteds nad
dent Ccen. Vemerfung itber bdie Bejtandteile eines Lehriakes
und dbas Verfahren beimt Beweife.

§. 17. Abhingigteit zwijden Seiten und Winfeln eines Dreieds; das
gleichjchentelige und das ungleidhjeitige Dreiect.

§. 18. ©Symmetrie zweier Punfte gegen cine Gerade. Symmetrijde
Figurven. Symmetrifd) gleie Figuven. Gleidhwendigfeit und
Gegemmendigleit fongruenter Figuven.
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Jd) Habe zwar in meinemt Penjum der Oberfefunda ber Trigono-
metvie nod) wei Kapitel aus der projeftivijen Geometrie bHeigefiigt,
jedod) mid) itbevzeugt, daf i) nur einige Abjdnitte davaus beimt Unter-
vidte verwenden famn, und war meift evft in der Prima, wenn id
dafiiv auf eine Vetvadtung bder Kegelfdnitte verzidte. Alles iibrige
muf dem Privatileife jolder Schiiler iibeviviefernn werden, welde fiir
Geometrie Defondeve Vorliebe und vorwiegendes Talent Defiten. Aud)
in der Trigonmometrie thut man wohl, i) auf dag Dreiect zu befdrinten.

Was nun dag Penfum der Prima betrifft, jo glaube id), daf man
dent geometrifchen Unterridht dort nid)t weit itber das gewdhnlide Penjum
ber Stereometrie ausdehnen biivfe. Dod) midte id) wegen der An-
wendung auf mathematijhe Geographie und Phyjif eher auf die Kegel-
fdnitte vevzidhten al8 auf die fphivijhe Trigomometrie, und eher auf die
Glemente der projeftivijfen Geometrie als8 auf bdie widtigiten Site
fiber bie RKegeljdynitte.

Ciner Dbetaillierten Fejtjtellung des mathematijen Penjums bder
Prima follte meiner Weinung nad) die Priifung einer Frage vorher-
gebent, die man gegemwdrtig nuy Hier und da verjtohlen ausfpredhen fHivrt,
veven Crovterung man aber nod) nidt fiiv ,opportun’ zu Halten fdeint.
€3 ijt dies die Frage: ,Soll nidt in der Prima der gefamte
mathematifdhe Untevridt fafultativ gemadt werden, fo daf
diejenigen, welde WMathematif treiben, dafiir vom lateini-
fdhen und griedijden Stil Defreit witvden, und vice versa,
ohne dadburd an der nadhevigen Verufswafhl gehemmt zu
fein?¥

Die Schitler der Prima find jum griften Teil dbod) {hon o weit
entwidelt, daff by Geift eine beftimmte Ridtung angenommen Hhat, und
fie f{hon arbeiten mit Riidfidt auf ifhren zufiinftigen Veruf. Warum
joll man nun jolden Sdiileyrn, bdie {id) . g. Geifteswifjenidaften wid-
men wollen, weitergehende mathematifhe Studien Fumuten, von Ddernen
fie weder Amvendung madjenr, nod) fonjt einmen Nuten Haben (denn wenn
man Mathematif wider Willen ftudiert, jo fann dod) unmiglich dev
Nutgen filv die geiftige Cntwidelung von BVelang fein; man miifite denn
den Nupen davin fehen, daff man {id) zeitig gewdhnt, and) jolde Pflidten
u exfiillen, die man ungern erfitllt — yoodburd) man freilicdh) dem Mathema-
tifer des Gymnafiums jdon mehr die Stellung eines Judtmeijters, als
die eines Lebhrers aufbiivden wiirdbe. Andeverfeitd ijt e ein Unvedt, daf
man denjenigen, deven ufiinftige Verufswafhl eine griimdlidere mathe-
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matijde Vorbildung erfordevt, die Gelegenheit, fid) diefelbe {hon am
Gymnafium i eviwerben, lediglidh) deshalb entsieht, damit fie ihven la-
teinijdhen und griedijhen Stil vevvollfommunen, wovon {ie dod) fphter
chenfowenig Gedbraud) madjen, als die Philologen von der Mathematif.
Nod) ift zu Gunjten diefer dAndevung zu fagen, daf man mit jolden
Primanern, die Jnteveffe fiiv mathematijde Studien mitbringen in Fwet
Jabren nod) gar mandjes durdmehmen fonnte, was ihnen aud) fiv ifre
fovmelle Geiftesbildung von groflem Werte wdve. Denn gerade den
hiheven Pavtieen der WMathematif fommt aud) in viel Hiherem Gvade
diefe Dbildbende Kraft zu.

Aber aud) wenn eine folde Indevung juftande fime — was mir
fhon deshald wenig wahrideinlid), weil e3 nun einmal menjdlid) ijt,
sum Natiivlichen und Nabeliegenden erft danm u greifen, wenn man
alfes anbeve durdyprobiert Hhat — fo iwiivde i) e3 nidht fitv angezeigt
Dalten, dag Penjum der Prima genauw zu begrenmgen. Denn es fommt
dod) hier weit mehr auf die Cntwidelung und Ausbildbung des mathe-
matifhen Denfoermigens als auf eine gvofere oder geringere Summe
mathematijhen Wiffens an.
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Anhang.

Bur Reform des geometrifthen Untervidyts.

Buerjt erjdienen ald

Beilage zum Jahresberidit des Grojhersogliden Gymmnajiums zu Wertheim
fiir bag Sduljahr 1879—1880.

Seit dem Anfange bdiefes Jahrhunderts Hat man von fehr ver-
{hicbenen Standpunften aus Verjude gemadyt, die Geometrie aus den
ftavven Fovmen zu befreien, in bdie fie duvd) Cullides gezmwingt wor-
pen ijt. Alle diefe Verfudje gingen, wie neuerdingd wieder Hervor-
gehoben wurbe*), von der Thatjade aus, daff der Erfolg des geometrijden
Unterridhts nad) der Wiethode des Cuflives in allen Sdulen ein ver-
haltnismdfig gevinger ift, und aud) die beften Sdjiler ,nidht den Ein-
pruc eines wohlgeordneten Gangen davon trugenm, jondern vielmehr nur
eine Fitlle leidt verlierbaver Cimgelnheiten”. J[n der That ift nidyt
angunebhmen, daf der geringe Crfolg der grofen Seltenheit der Bega-
bung fiiv die Geometrie zuzujdreiben fei. Denn wenn man aud) u-
giebt, dafy bie Geometrie ebenfo wie jede andere Wifjenjdiaft oder Kunit,
die eine Defondeve Art geiftiger Thitigleit erfordert, aud) eine ent-
fpredjende Bejdaffenheit der Orgame diefer Thitigleit alfo eime befon-
bere BVeanlagung vovausiest™), fo wird man dod) Heven Fiedler Redyt
geben miiffert, wenn ev fagt, e8 fei nid)t eingujehen, warum die Anlage
“und dasg Juteveffe gevade fitv diefe Ridhtung des menfdliden Dentfens fo

* Qun dvem Auffage: Bur Reform ded geometrifden Unterrichts. BVon BWilf.
Fiedler. (Vievteljahrdfdyrift der JBiiridher Naturforichenden Gefelljchaft, Jahrgang
1877, ©. 82—97.)

#¥), Uber, wenn man e3 genan betraditet”, (it Natalie in Gthed Wilhelm
Meifter den ALDE fagem, ,,fo wird jede, aud) nur die gevingjte Fdhigleit und ange-
bovem, und e3 giebt feine unbeftimmte Fdbigteit .
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vielen fonjt gut begabten Kbpfen fehle. ,Qft dodh”, fagt Herr Fiedler,
poer MWenfd) gur Orientierung im Raume finnlid) ebenfo rveid wie fein
ausgevititet, und ijt thm dod) diefe Ovientievung felbjt ein erjtes unbd un-
umgdinglides Lebenserfordernis! Und dasd wiffenidaftlide Denfen in dem
Gebiete diefer Orientierung jollte untev denen, welde iiberhaupt wifjens
{daftlier Durdbiloung und Avbeit Fugewendet umd fiiv diefelbe aus-
gevitjtet {ind, nuv fo wenigen addquat fein?” €8 ijt alfo angeeigt
geweferr, die Urfache diefer Eridheinung i der Wiethode zu judjen, und
viele Haben fid) die BVerbefferung der Methode devr Geometrie gum Jiele
gefest. Wenn mun aber aud), ungeadytet bdev groften Rithrigeit auf
diefem Felde feit fajt 70 Jahren, nod) feine Wiethode dadurd) allgemeine
nerfennung gefunden Hat, daff fie {tets und iibevall die wiinjdenswerten
Crfolge evzielt, fo ift es dod) eine entjdhiedene Berfennung des Ge-
leiftetenr, wenn $Hevr Profeffor Fiedler jagt, das 1lbel fei aud) Heute
nod) dasfelbe und e8 fei eime unbeftrittene Crfabhrung der Pddbagogen,
,oafp gute Grfolge in der Geometrie fehr felten find unter den Sdiilern
alfer Sdulen”. Jd) glaude die Crfahrungen und die Uberzeugung einer
grofien Anzahl meiner Kollegen auszujpreden, wenn id) diefer durd
feine einzige Thatjadje unterftitbten BVehauptung bdes Hevyn Fiedler
die folgenbe entgegenfepe: ,LWenn beutzutage ein Lefrer in der Geo-
metrie weniger gute Griolge evaielt als feine Kollegen bet denfelben
Sdiilern in andeven Fhcdern, fo liegt died entweder daranm, daf ev fid)
die bigher gemadyten Fortjdritte und Vevbefjerungen in der WMethode
nidt angeeiguet Hat, oder in Gviinden, die mit der Wethode nichts zu
thunt fHaben”. Aud) frither Hat e8 immer eingelne Lefyrer der Wathe-
matif gegeben, die i ifrer Disziplin minbeftens diefelben Crfolge ev-
sielten, wie ihre Kollegen in andeven Disziplinen, und daduvd) bewiejen,
daf bei ber Mathematif diberhaupt und der Geometrie insbejondeve
mehr al8 Det andeven Fidern auf die Perjonlidhfeit des Lehrers an-
fommt, was aud) Herr Scdhrabder in feiner Gymnafialpidagogif mi’
Redht Hervorhebt. Um nur ein Veifpiel angugeben, jitiere id) Auo uft
LWiegand. Derfelbe fagt in feimer Autobiographie®) von feinem Lo’ o;er
dem rithmlidjt befannten naffauifdhen Oberjdulvat Dr. Johann ‘?; e{nri C[;
Traugott Mitllev: , Man denfe fid) die Stellung eines W ¢ £

i : : : -matifers
ymuaji i i eit (1829), eines " !
eine3 Gymnafiums in damaliger Beit ( ) e et ber ein

"”)AﬂBie mird erging. HAutobiographijhe Sfizzen :
alle 1870. pon Dr. fuguit Wiegand.

5
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Orbinariat Hatte, deffen Fach man fiir's unvermeidliche [1oel (von Lehrer-
und Sdjiiler-Seite) hielt und verjude gu begreifen, wie Miiller fid) an
einey jtemlid) verwilderten Sdule faft allein in NRefpeft zu fegen wufte;
wie exs miglid) madjte, daf, wihrend die Leiftungen in anderven Fidern
hodit mittelmifig waven, in der Wathematif gany Crjtaunlides ge-
leijtet yourde (Sdhiiler Miillers, die Mathematif jtudievten, zdhlen nad)
Duigenden)”. Waven aber vor 50 Jahren Lehrev der WMathematif, die
Crfolge aufweifen fonnten wie Traugott Miiller, nod) eine grofe Selten-
Beit, fo ift dod) ingwiiden die BVerbefferung ver Wethode fo fovtge-
{dhritten, daff bet dev alferdings nod) nidyt itberall Hingedvungenen Kenntnis
diefer Fort{dritte nuv einiges pidagogijdes Gefdict dazu gehirt, um
aud) in dev Geometvie gany gute Criolge zuw erzielen. eben bder nod)
fehr verbreiteten Unfenntnis deffen, was von den verjdyiedenjten Seiten
filv dte Vevbefferung der Miethode des geometvijden Untevrichts beveits
geleiftet worben ift, und neben der Madht der Gewolnheit, welde die
Meiften an dem bisher DGefolgten Gange des Untervidhts mit Jabhigkeit
fefthalten [aft, find e8 freilid) nod) einige tief eingewurzelte und von
in fHohem Anfehen ftehenden padagogifden Autorvitdten gehegte und ge-
ndfrte Borurteile, welde fehr oft die Crzielung der gewiinjdten Crfolge
exfdweren ober gany unmiglidh maden. €3 ift nun meine Abjidt,
einerfeits zu zeigem, daff im ber That fiiv die BVerbefferung der Wiethode
pes Untervidhts in der Geometrie, wenigjtens foweit derfelbe in Dden
Bereid) des Gymuafiallehrplang gehirt, fajt alles geleiftet ift, was man
billigeveife verlangen fanm, und andeverfeits bdie nadteilige Wirfung
der evidfhnten BVovuvteile und anderer Hemmnifje, welde der Eraielung
beffever Crfolge im Wege ftehen, joweit darvulegen, al$ es die fmappen
Grengen eines Sdulprogamms und die furze Spanne Feit, die mirv
fitv dasfelbe nod) zugemefjen ift, migliy maden.

Wan Hat der Geometrie des Cuflides hauptiddlich zwei Lovwiivfe
gemadyt: 1) Sie giebt fein innerlid) zujammenfhingendes Gange, fons»
dernt eine Jiille von Sifgen, die nur dadburd) duferlid) verbunden find,
dafy dber Veweis fiiv die Nidytigleit eines folgenden Safes die Aney-
fennung dev fritheven vovausfept. 2) Sie giebt iibevall nur Crfennt-
niggriinde, wo man Realgriinde judt; d . e5 wird immer nuy
gezeigt (obev Deffer, man wird iibevall duvd) eime lange und fdwer 3u
verfolgende und nod) jdwever zu behaltende Finjtlihe Sdluffette iiber-
fiihrt, gugugeben), daf ein Lehrjak rvidtig ift, wihrend man nirgends
Cinfidgt in den inmeven IJufammenhang bder in den eingelnen Sien
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lidhfeit beruhenden metrijden Relationen behandelt und, wie aud) einige
Regenfenten mit Red)t Hervorfheben, wenig newes bietet, weil e3 von der
Darftellung diefes Kapitels bei BValter oder Spiefer fajt nur in dey
Auswahl und wohl aud) in der Reifenfolge der Site fid) unterjdeiden
pitvfte.  Jur die Cinfiihrung des Vegriffes des Durdymeffers und dey
fonjugierten Duvdmeffer und die dadurd) Herbeigefithvte Jmdevung in
dem Ausdrude fitv mande BVegiehungen wirh man miv wohl ald eigene
Buthat u diefem Kapitel zujdreiben miifjenr, und id) glaube immerhin
bamit gerade nidts Nebenjidjliches geleiftet zu Habem. Jm llbvigen Yat
ja Steiner gevade fitv diefes Kapitel fo demtlid) den Veg gezeigt, daf
es faft unmiglid) war, ihn nidht zu gehen.

Was die Anordnung des Stoffes in diefem leten Kapitel Hetrifft,
fo biirfte vielleidht der §. 46, welder die Cyflometrie behanbdelt, beffer
Binter den vier folgenden Pavagraphen ftehen, welde {id) mehr an das
vorhergefende anjdliefen. Da jedod) jeder Pavagraph) ein fiiv {id) abe
aefdloffenes Ganze bildet, jo baf von §. 41 an gany gut eine DHeliebige
dnderung in der Reihenfolge der Paragraphen moglidh wire, ofne daf
dadurd) der Jujammenhang eine Stovung erlitte, o zog id) vor, die
viev lefsten Pavagraphen and Cnude ju jtellen, weil fie ywar gang wiffens-
werte und inftruftive Dinge enthalten, aber dod) folde, die man, wenn
die RKlaffe eine Bejdrinfung des Lehritoffs evfordert, dem Privatftudium
der Gingelnen diberlajjen fann, wifrend die vorhergehenbden nuy Unent-
behrlidges bringen. Sonjt wiifite id) jedod), abgefefen von einigen BVer-
fehen, Deim Dbejten Willen nihts au {ndern, ofne den Jujammenhang
3u ftoven, obwohl Hevr Crler, der mathematijdhe Univerfalrefevent ber
Beit{dyrift fiiv das Gymnafialwefen von Hivfdfelder und Kern einem
Auszuge aus dem Jnbaltdverzeidnis bdiefes Kapitels iweiter nidhts bei-
aufiigen wufite, al8 die Worte: ,Vevgebens bemither wiv ung hierin ein
wohlgeorduetes Gange zu erbliden’,

Uberfaupt jdeint Here Grler 3u einer eingehendeven Leftitve meines
Budyes feine Jeit gehabt zu Hhaben, da ihm das Rezenfionseremplar erjt
sufam, al8 er (nad) feimer ecigemen Ungabe) gevade eben mit dem miih-
famen ®ejd)ift eines NReferates iiber fiinf mewe Yehrbiider fertig ge-
worden war, und diefes NReferat dod) nidt abgehen follte, ohne aud
nod) iiber das fedhjte mitguberidhter. Jm dev BVorvvede ftief Herr Erler
auf bdas oben wiedergegebene Citat aus ber BVorrede zu Steiners
,©yitematijge Darjtellung dev Abhiangigeit geometrijder Geftalten von-
einander’ und fudte nun ,nad) den wenigen Fundamentalbeziehungen,
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durd) beven Aneigmung man fidh zum Heryn des gangen Gegenjtandes
madyt”, und da ihm diefelben nidht jofort duvd) Fettjdrift entgegentreten,
fo finbet ex nicht, was er fudt, und glaubt nur in den Sdaen 21, 25,
29, 38 u. a. etwas Ghnlides erfennen gu follen. Damit gufrieden, geht
er fofort an fein Referat, das nun wirtlid) fo weiter geht: ... ,Aber
3 ijt jdyon iibel, daf wiv bavitber nur Bermutungen aufjtellen fonnen.
Taujden wiv und nidt iber die Abjidht des Verfafjers, jemen Worten
pes Deviifhmten Meifters in feinem Budpe, joweit e auf diefer Stufe
anglingli) wav, Folge zu geberr, o wiirde dag Lehrbud) des BVerfaffers
ungweifelhaft auferordentlid) an Wert gewinnen, wenn jene fundanten-
talen @dpe durd) den Dyud vor den aud denfelben abgeleiteten Fol-
gerungen Bevvorgehobent iitrben. Ein von und vor ca. adt Jahren
in diefen Bldttern angezeigtes Bud), weldes wegen feiner eigentitmliden
Anlage wofhl weniger BVeadjtung gefunden hat, als es verdiente: Lange,
Aufgaben ausd der ebenen Geometrie nad) Hauptfisen geordnet. Bevlin,
Stilfe und NMuyden (vergl. Jahrgang XXIIL. 476, XXIV. 684), ftellte
an die ©pite jedes Abjdnittes eimen Hauptlehriat und Initpfte davan
eie lange NReihe von Uufgaben und Sdaten, die aus jemen folgten und
unter derten dann wieder Lehridte waren, die die Ilberidhrift und Grund-
lage eines fpiteven Ab{dnittes bildeten. Jn dbhnliher Wetfe follte der
Lerfaffer verfahren, wenn jeme vom ihm jzitievten Worte Steiners fiir
fein BVud) eine hervorragende Bedeutung Hhaber follter; exjt danmn twiivde
man deutlid) evfennen, ob und wie weit e8 ihm gelungen, den Steiner-
{hen Gedanfen aud) in einem elementaven Lehrbude zur Geltung 3u
Dringen”.

Geit 24 Jafren Habe id) etmen grofien Teil der mir fretlid) immer
nuy fpaclid) gugemefjenen freiem Ieit dazu verwandt, an ben Veftre-
bungen ur Reform bdes geomtetvifden Untervidts aud) das meinige bei-
sutvagen, und i) fann wobl jagen, daff id) in bdie gange einjdlagende
Literatur von Sdweins (1810) bis Fiedler und Frijdauf mit allen
ihren Qurtiimern, Fehlgriffen und Auswiidhjen einen tiefen Cinblid ge-
than Habe. Und wenn id) nun zuviidblide auf die gange Danaidenarbeit
und fehe, wie wenig die bahnbredenden Leijtungen eines Steimeyr und
anderer Crwettever der Wiffenfdiaft und bdie deutliden Winfe einiger
derfelben™) von demjenigen begriffent und benut wuvrden, deven Uufgabe

# Q) erinmeve Bier befonder8 am bdie beherzigenswerten Worte, mit demen
pon Staudt 1847 feine Geometrie der Lage eingeleitet Hat. Jft e8 audy fchmwer,
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die fyjtematifhe Neubearbeitung des Lehritoffes ijt, o erhalte i) in
diejer newen Auffafjung der Leiftungen des grofen BVahnbdreders Steiner
eine Beftatiqung mehr von der Wahrheit der tief entmutigenden Worte,
die bder grofie Menfden- und Weltfenner Gdthe in Didtung und
Wahrheit mit bezug auf bdenm beviihmten vzt IFimmermann ausdge-
fprodjen Bat:

L, Weil nun wirflid) einige aufevordentlidhe Wienjdyen, wie Boerhave
und Haller, das Unglaublide geleiftet, fo {hien man fid) beredtigt,
von thren Sdiifern und Nadfdmmlingen nod) mehr zu fordern. Man
behauptete, die Babhn fei gebroden, da dod) in allen irdijden Dingen
felten von Valhn die Rede fein famm; denn wie das Waffer, das durd)
ein ©diff verdringt wird, gleid) Hinter ihm iwieder zujammenitiivst, fo
fhlieRt fidh) aud) der Jvvtum, wenn vorgiglide Geifter ihn bHei Seite
gedbriingt und fid) Plag gemadyt Haben, hinter ihnen fehr gejdwind wieder
naturgemdf zujammen’.

Wenn id) in der Weife von Lange verfahren wive, fo Hatte id)
unmiglid) fitv die Geometrie des Mafes und dev Geftalt leiften Honnen,
was Steiner fitv die projeftivijde Geometrie geleiftet Hat, da die LWeife
Gteiners mit dey Langes aber aud) gar nidt das mindefte zu thun Bat.
Und wenn Hevr Erler in dem leider unvollendet gebliebenen Haupt-
wevfe Steiners, defjen oben angefithrter Titel jdon eines beffern Hitte
belehren folfen, ebenfo ,mad) den funbdamtentalen Sdgen” fuden will,
wie in dem meinigen, fo wird er fie ebenfowentg finden, ofjne alles
im Bufjammenhang zu lefem, wie ev fie in diefem gefunden hat. Denn
diefelbent find dort ebenfowenig durd) den Drud vor den aug bdenfelben
abgeleiteten Folgerungen Hhervorgehoben, wie bei mir oder iie in dem
aweiten Teile feiner von Sdridter Hevausgegebenen Vorlefungen. Ja
in meinem Lehrbud) Hitte dies Hevr Crler viel beffer gefonnt, wenn
ev nur einige Pavagraphen vollftindig gelefen fdatte. Cr wiirde dann
gefunden habent, daf jeber dexfelbert, bder nidht unmittelbar an den vor-
hevgehenden anfdhlieft, entweder mit allgenmteinen Vetvadtungen bHeginnt,
die in eimem folden Fundamentalfate endigen, oder mit einem an der

befonderd in einem Sdulbud filr Tertianer feinen Anforberungen gany geredt zu
werden, fo muf man dod) davitber ftulig werden, aud) feimen Himweid auf die
Alled durdidringenden Gefetse der Symmetrie fo gang unbeaditet 3 fehen,
bafy nod) mad) vievundzwanzig Jahrem ein Franffurter Pdvagoge die Verwertung
derfelben fiix die Geometrie al8 etwad neued empfeflen founte. (Dr. Frejeniug in
Hoffmanngd Beitfdhrift filx math. und naturw. Untervidht. II, S. 1 bi§ 14.)

http://rcin.org.pl



72

Spipe ftehenden Fundamentalfage beginnt, an den i) dann bdie folgenden
Site und oft nod) die bes folgenden Parvagraphen alsd einfade Kon-
fequenzen anfdliefen.

Bequemer fonnte i3 aud) den Hevyrn Regenfenten faum madyen,
wenn ntein Bud) um Sdulgebraud) dienen follte. Denn hitte id)
auferdem nod) Fettjdrift angewandt, fo iwiirde id) Lehrer und Schiiler
3 dem Jurtum vevanlaft fHaben, das iibrige filv weniger widtig u
Dalten. Denn nad) meiner aus langjihriger Crfahrung und rveiflidem
Nadydenfen Hevvorgegangenen Ilbersengung fann man dem geometrijhen
Untevvidht durchaus feinen andeven vervniinftigen Jwed zufdreiben, als
dert, baf die Sdiiler {idh das Wiffenswertejte derfelben zu geijtigem
Gigentum maden und in Stand gefest werbden, davon jeden migliden
Gebraud) madjen zu Fnnen. Jn Hinfidt auf die praftijfe Bedeutung
find aber die abgeleiteten Sde fo widtig wie die Fundamentaliife,
und nuy infoferne {ind diefe widhtiger, als {ie den voten Faden bilden,
an den fid) der iibrige Stoff naturgemdf und ofjne viele Wiihe an-
frpjtalliftert.

Die meijten der iibrigen Referenten iiber die erite Abteilung meines
Lehrbudpes (Penfum der Tertia und Unterfefunda) {ind jedod) mteiney
Abjicht geredht geworden und Haben mid) Hefonders die Hevin Giinther
in Angbad), Walentin in Brinn, Killing in Berlin und der Hevaus-
geber des Ardhives fiix Mathematif, Hevr Hoppe, 3u Dant verpjlidhtet
durd) die Ausfithrlicdhfeit, mit der {ie gevade foldje Punfte hervorgehoben
haben, auf die e$ mir Defonders anfam. Aud) der Refevent fiir das
pidagogijdge Ardhiv (Vand XXI, 6), ber f{idh) eine ausfiihrlidere Be-
fpredhung fitv fpdter vovbehalten Hat, fagt in 15 Feilen melhr iiber den
Jubalt und bdie Jiele des eviten Vudjes, als Hevr Crler in drei Seiten
povzubvingen weif.

Dod) id) fehe {dhon dem Lefer, wenn iiberhaupt ein folder aus-
najmsweife aud) einmal u einem Sdulprogramme greift, umwillig
werden, da ev veyrmutlid) meine Lehrbiider gar nidt fennt, und feine
litevavifhe Fehde, jonbern Velehrung iiber eine etwa ausfithrbare odey
ausgefiihrte Reform bdes geometrifdhen Unterrichts ervivavtet, und fefhre
davum ur Sadje uviik, indem id) eS verjude die mid) bei der Aus-
avbeitung der Planimetrie leitenden , Fundamentalbezichungen” gang
vein und ofne weitergehende Konjequengen lediglid) in ihvem eigenen
Bujammenhang Hier davzulegen.

Die erfte diefer Funbamentalbeziehungen — um einmal bei diefem

http://rcin.org.pl



3

Ausdrud zu bleiben — ijt bdie ariomatijde, daf zwifden je zwet
Punften des Raumes eine und nur eine lineave Berbindung
befteht, die fiivzer it wie jede andeve, namlid) die geradlinige.
Fiigen wir dagu nod) das Ariom von der Chene und dag Pavallelen-
agtom mit feiner Umbehrung, fo evgeben {id) al8 einfadje Konjequenzen
derfelben der vievte ebenfalls fundamentale Safp von bder Winfel-
fumme bed Dreieds und der Sa, daf jedem Punfte in bejug auf
jede nidt durd) ihn gehende Gevade ein und nur ein Punft in der Chene
entjpridht, dev in begug auf diefe Gevade ebenfo liegt®), d. . vom jebem
ihver Punfte denfelben Abjtand Hhat. Durd) gany einfade Herbeizichung
oer vorhergehenden Sige wirtd dann diefer Sa in den folgemden er-
weitert, der al$ fimfter Fundamentaljaly bezeidnet wevden fann. Dev
geometrifde Ovrt aller von Zweien in der Cbhene gegebemnen
Punften gleid) weit abftehenden Punite ift deven Symmetrie>
aye, welde die dem eimen nifer liegenden Punfte von den
dem anbdern ndhev gelegenen trennt.

Cine unmittelbave Folge des erften unferer Fundamentalfdke it
ber Sats, baff die Summe dev gevadlinigen Streden, welde einen Punft
innerhald eines Dreieds mit zwei Ecpunften verbindet, immer Heiner
ijt al$ die der darviiber ftehenden Seiten, und dev allgemeineve, daf eine
gejdloffene von aufen iiberall fonveye Linie fjtets eine gevimgere Linge
bat alg eine fie einfdhliefende.

Unmittelbaven Anjdhluf BHieran findet dann bder folgende etwas
weitliufig ausgufprechende 6. Fundamentaljaty (Lehriaty 21 meines Lehy-
bud)s), den aud) Hevr Crler als folden evfannt Hat.

Unter allen gevadlinigen Streden wifden einem Punite
und einer Gevaden ift dasg Lot auf diefelbe die Firvzejte und
eine fdhiefe ijt um jo grdfer, je grofer dev Abjtand ihves Fuf-
punttes auf ber Geraden pon dem des Yotes. BVon jeber die
Qinge des Lotes iibevtveffenden Linge fdnnen 3wei Streden
pon dem Punfre nad) der Gevaben gezogen werdem, Ddeven
Juppunite {ymmetrije Gegenpunfte in bezug auf das Yot
find, die alfo mit diefem und der Gevaden gleide Wintel
bilden. Diefe {dliefen alle Hivzeven Streden von bem Punite

*) Giner meiner Regenfenten Hat diefe Definition ded fymmetrifhen Gegen=
punites eined Punfted in bezug auf cine Gerade, ofne iibrigens Griinde anzugeben,
freilic) fiir fehr unlogifd) erfldrt, cin LWort, dad meuerdingd fehr oft gebraucht
wird, wo ¢8 mir gany unmiglid) ift einen Sinn damit i verbindem.
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betweifent begriindet, fo ijt e3 wofhl nidht gang itberfliiffig, den von mir
gebradytent, ebenfalls von BVriot Herviihrenden Veweis Hier beizufiigen,
wobet id) jedod) den Lefer bitten mufy, {id) die exforderliche Figur felbft
au fHzzteven: Seten AS, BS bdie beiden Strecfen, und wird AS fo in
die Lage A'S gebreht, daf der Hofhle Winfel mit BS grifer wird, fo
fdneivet offenbar bdie Gerade A'B bdie Halbierungslinie bes Wintels
A’SA, welde die Symmetricadie von A und A’ ift. Sei C der Snitt-
punft, fo ijt it dbann A'C = AC, und mithin A’'B=A'C 4 CB
=AC+4 CB>AB. Als neunter Fundbamentaliaty jdlieRt fid) diefem
der folgende ebenfo frudytbave an (Lehriaty 38 meines Lehrbud)s, den
Herr Crler dod) aud) nod) vidtig aufgefunden Hat):

BWird von zweien jid) fdneidenden Geraden einer Cbhene
die eine in bderfelben um den Sdnittpuntt gedreht, jo widit
der Abjtand der einmen Gevaden von [dmtliden Punften der
andern mit dem fpigen Winfel, den bie Gevabden bilden, His
derfelbe ein redhter gewordem und jede der beiden Gevaden
von jedem Punfte der andern den griften Abjtand evveidt
hat. Bet forvtgefepter Drehung nimmt diefer Abjtand mit
bem nun auf der andeven Seite gebildeten Wintel ebenfo
wieder ab. Diefes Gefels ijt eine fehr einfade Konfequeny des fedsten
Fundamentaljages und des erften Kongruenzjapes. Aus ihm folgt un-
mittelbar, daf die Symmetrieadfen der ausd 3wei fidh jdnei-
denden Geraben gebildeten Figur, alfo die Halbierungslinien
ihrer Winfel, der geometrijde Ort aller von diefen Geraden
gleid) weit abjtehenden Punfte jind und die ndher an Dder
einen diefer Gevaben liegenden Punfte von den der andern
ndfher gelegemen trenmen. Betvadtet man gleidwohl bdiefen Saf
wegen feiner Grgiebigleit al3 den zefhnten Fundamentaljaty, fo wird fid)
alg elfter der folgende anfdliefen, der ebenfalls nuy eine unmittelbare
Jolgerung aus bdem neunten ift: Von jedem Punfte auRerhald
eines Rreifes gehen zwei Tangenten an denfelben, deven Be-
vithrungspunfte fymmetvijfe Gegenpuntte in bezug auf den
dpuvd) denfelben Punit gehenden Durdmejjer find, alfo von
diefem Punfte gleiden Abftand Hhaben. Cine durd) denfelben
Punft gehende Gevabe [dneidet den Kreid nur und immer,
wenn fie ben den Kreis einfdliefenden Wintel der Tangenten
durdidneidet und war in einer Sefhne, deven Grife durd
den {pigen Wintel mit bem Durdmeffer fo beftimmt ijt, daf
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fte abnimmt, wenn bdiefer widijt. AS weitere unmittelbave Kon-
fequenz aus dem neunten Fundamentaljage fann nod) hinzugefiigt werden:

Unter allen duvd einen Punft innerhald bdes RKreifes
gehenden Sehnen ift der Durdmefjer die grifte, die davauf
fenfredte die Fleinfte, und je zwei gegen den Durdmefjer
jymmetrifd) geneigte {ind gleid) gvof und um {o gréfer, je
Hleiner ihr {piger Winfel mit dem Durdmeffer.

Dies ift jedod) nur eine Crgingung des elften Fundamentaljaies,
und alg poblfter wird fid wohl der folgende anjdliefen laffen, welder
alferdings in meinem Lehrbude den bdret letgenannten vovausgeht und
alg 30. Lebhriaty begeidhnet ift:

Der geometrifde Ovt aller Punfte auf derfelben Seite
einer Gervabden, welde gleiden Abjtand von derfelben Hhaben,
ift etne Parvallele zu diefer Gerabden.

Durd) diefen Sa, aus weldem dann fofort alle Sife iiber bie
Gtreden pwijden wei und mehreven Pavallelen folgen, evgiebt fid) dann
aud) nod) die Crgingung ded 10. Fundamentaljages: Der Ort aller
PBuntte, welde von wei pavallelen Geraden gleiden Abjtand
haben, ijt ebenfalls thre Symmetricadfe und aud Hier tvennt
diefelbe die ndfer an der einmen der Parvallen gelegenen Punite
pon den der andern ndher [iegenbden.

BVetvadyten wiv jet al8 dreizehute Funbdamentalbeziehung
diejenige, welde die Winfel Zweier den Kreid [dneidenben oder beviif-
venben Gevaden mit den aus demfelben YHevaus gejdnittenen Bigen ver-
bindet, fo Habe id) al8 14. und letsten Fundamentaljats zur BVegriindung
pes gangen eviten Ab{dnittes der Planintetrie (meiner dret eviten Kapitel)
nuy nod) den folgenden fajt evidenten YHinguzufitgen:

Alle Geraden einer Ebheme, welde von weien Punften
derfelben gleidjen Abftand Haben, Hilden eimen volljtdndigen
chenen Strafhlenbitjdel, deffen WMittelpuntt der Wittelpuntt
der gegebemen Punfte ift, und die Sdar der Pavallelenm u
per fie vevbindenden Geraden. Jede Gervabe, welde die durd
die Deiden Punfte gehende Gerade in einem andeven als threm
Mittelpuntte {dneidet, ijt dem Punfte ndher, weldem diefer
Sdunittpuntt niher liegt.

Diefe wenigen nod) dagu in der einfacdjten Weife untereinandey
sujammentingenden Sige entfalten die einfadjen Grundbesichungen, auf
die i) alle nidht in Ffomplizterteren metrijden NRelationen Dbeftehenden
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Gigenjdjaften der ebemen Bielede und des Kreifes, aber aud) jehr viele
Cigenjdaften der Regelidnitte und felbjt dret dimenjionaler Gebilde
ofne jede Schlufifette, lediglih durd) einfadye Sdlitje divett guviidfiihren
laffen.

Um dies fiiv die Bievede Fu leiftenr, deven Darftellung in meinem
Lehrbudhe wohl ant meiften von dev iibliden abweid)t und aud) wohl am
meiften al8 meine Leiftung anerfannt werden diivfte, leitete id) unddhit
aud den Fundamentalfifen die notwendigen und hinveidenden Bedin-
gungent ab, daf 1. vier Punfte in eimem Kreife liegem, 2. vier Gevade
a) einen in der Fldde des durd) fie gebildeten fonveren BVieveds liegenden
Kreid Deviihren, b) einen in der Flide des dburd) fie gebildeten offenen
Bierfeits liegenben Kyreid Gevithren, ¢) zwei Kreife bevithrem, und wurde
fo auf das Sehnenvieved, die betdben Avten Fonverer Tangentenvier-
ecfe und das von Cuflides vevgefferte, fphter unter verichicdenen Namen
(Deltoid, Dradjen 2¢.) Hier und da eingefithrte Bieved, das id) nad) dem
Bor{dhlage von Balter ald Rhomboid bezeidnete, weil der Rhombus
die meiften feiner davafterijtijhen Cigenfdhaften al3 ein befondever Fall
desjelben Dbefist, und das ungleichieitige jdhiefwinfelige Pavallelogrammnt,
bem man biefen Namen ofne jeden Grund Dbeigelegt Hat, itberhaupt
eined Dejonderen Namens gav nidht bedarf, da nidhts itber dasfelbe aus-
sujagen ijt.

Dann begeidnete id) als WViittellinie eine Gervade, welde von
allen Ccen  einer Figur gleidert Adbjtand hat und [leitete aus dem
14. Fundamentaljage ab, daf jebes Drveiet drei Miittellinien befifst,
beven jebe awei Seiten Halbievt und Dder dritten pavallel ift, daf aber
ein Vieved nur eine oder wet Mittellinien befigen Fann, je naddem
e3 ein ober pwet Paar pavalleler Seiten Defikt. Dadburd) wurbe id)
aunf Trapez und Parvallelogramm gefiilhrt, deven Dbefondeve Avten
ihre Defondeve Gigenjdaften nuv evhalten, weil fie zugleid) einent odey
mefreven dev vorhergenannten BVievedSarten angehiren™).

Q) unterlaffe es, aud) die Fundamentalfdke aus den Kapiteln iiber
Sliche und Umfang und iiber IGulichfeit und metvijhe Relationen
awifden Streden, und was dahin gehivt, aufsuzihlen, da hievin beveits

*) Q) verweife iibrigend hier auf meinen dabhin gehdrigen Auffats in der Jeit-
fohrift fitv math. und nat. Unterricht (Jahrgang ITT, Hejt 4, &. 361): 1lber Cin-
teilung8griinde in der Geometrie, wovin i) in Kiirze jdhon vor 8 Jahren gezeigt
habe, wie id) Ddie Worte Steinersd und die davauf fufenden Ridjard Balfers
in der BVorrede gu feiner Geometrie verftanden Habe.
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burd) Balier, Spiefer u. a. jede witnjhenswerte Ovdnung, berficht
und Cinfidt in den Jujammenhang geboten wird, fo daf man von allen
Gottern verlaffenn fein muf, wenn man fie nidt felbjt findet, jofern
man nuy danad) fudt.

Bei ber BVearbeitung ber Steveometrie ging id) zwar vom anbdern
Ariomen aus; wer jedod), naddem ev mir Hi8 dabhin gefolgt, diefen Teil
meines Yehrbudes {id) etwas niher anfieht, wird finden, daff aud) Hier
einige wenige Grundgefegge den leitenden Faden bilden, an den {id) das
llbvige ofme lange und Hinjtlide Syllogismen anfdlieft. Nur fann
natiielid) diefes Bud) nidht den Anfprud) aud) nur auf eine velative
Bollftindigkeit maden, da ein Sdulbud) dod) den engbegrenzten vor-
gefdhriedenten Yehritoff nid)t wefentlich iiberidreiten darf (die gleidhoohl
wiffentli) gemadyten Ilberjdhreitungen find devart, daf fie weggelaffen
werdent fonnen, ohne den Jufammenhang u ftoven).

Auf einent anbdeven Puntt, auf den es wefentlid) anfommt, wenn
eine Darftellung der Geometrie den Anforderungen entfpredhen folf, die
man vom Standpunfte der Wiffenfdaft an fie ju maden beveditigt ift,
hat lange vor Steiner und v. Staudt der Philofoph Arthur Sdhopen-
hauer mit Naddrud aufmerfjam gemadyt (in feiner Doftordiffevtation
Jiber die vievfade Wurzel des Sages vomr zuveidenden Grunde’). Cr
seigt ndmlid) dort, daf die Art, wie bdie eingelnen Cigenjdaften bder
geometrifhen Figuren einander gegenjeitig bedingen, fo daf jede Fugleid)
Grund und Folge der andern ift, eine gany eigentiimlide nur in der
Geometrie gur Geltung fommende Fovm bdes Sages vom jureidyenden
Grunde ijt, welde er den Sa vom Grunde ded Seind tmt Raume
nennt. Aud) Kant®) hat diefe Thatfade Leveits bemertt, wie aus eimer
Stelfe in einem feimer freilid) nad 1813 verdffentlidten Vriefe an
Jletnhold Hevvorgeht. Jn derjelben (Ausg. von Hartenjtein X, &. 512)
fagt er ndmlid) wirtlid):

pJtebenbet merfe i) nuv am, (um in dev JFolge auj Eberhards
Berfahren beffer aufmervfen i fonmen), daf der NRealgrund iiederum
yweifad) fei, entweder der fovmale (der Anjdhauung dev Objefte), wie
3 B. die Seiten des Dreieds den Grund der Winfel enthalten, ober
der mateviale (der Crifteny der Dinge), welder leptere madt, daf das,
wasg ihn enthilt, Urjade genannt wird”

*) Tlber einen nodh) dltern Vorginger fiehe den foeben bei . 2A. Brodhaus er-
{chienenen , Briefoed)iel zwifdhen Avthur Schopenhauer und Johann Auguit Beder, S. 73.
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Das ufillig gewdfhlte Beifpiel mag der Grund fein, wavum er
nidt jugleid) auf die davafteriftijde Cigentiimlidfeit des ,, formalen
Realgrundes” aufmerfjam wurde, daf feine Folge aud) ugleid) fein
Grund ijt. Denn die Winfel des Dreieds find nicht wieder der Grund
der Seiten, fondern nur dev ifres Verhdltnifjes, wie aud) umgefehrt
nuy dag Verhiltnis der Seiten, nid)t ifre abjolute Linge, der Grumd
ver Winfel ift.

LWie nun die Aufgabe dex Phyjif (in ihrev allgemeinjten Bedeutung)
die ift, die Gefee davzuthunm, nad) demen bdie Natuverfdeinungen ein-
ander al8 Urfade und Wirfung bedingen, jo muf die Aufgabe der Geo-
metrie, {0 weit {ie Wiffen{daft ijt (denn wenn man fie rvidtig exfaft, ijt fie
ebenfo iwie die Mathematif fiberhaupt weit mehr Kunijt als Wijfenjdaft),
die feinr, die Gefete darzuthu, nad) demen die vaumliden Cigenjdaften
der Dinge einander als Seinsgrund und Folge bedingen. Jn dev
That ift jede Cigenfdaft eimer Figur am eime oder mehreve
anbdeve devavt gebunden, daff in dev Regel jede diefer Eigen-
fdhaften bie notwendige und Hinveidende Bedingung dev an-
pern ift, und ein Theovem ift davum nur ein volljtdndiges,
wenn ed in jedem Falle dag gange AbHangigleitsverhaltnis
dparlegt. Weil jedod) in den meiften Fillen ein foldes Theovem u
lang ausfalfen witbe, um von einem Sdiiler leidht evfaft und zu-
fammengehalten i werden, ijt e$ oft notig, dasjelbe in mehrere Lehr-
jage zu zerfpalten, die aber unmittelbar aufeinander folgem und zu-
fammengehalten werden miifjerr, wenn der Sditler den ridhtigen Cinblic
in dag 3u erfaffende Gefets evfaltern und nidt Hlos Stiidwert in feinen
Kopf aufuehmen foll.

Jd) Habe deshalb in einey Anmerfung zum dritten Kapitel umeines
evften Budpes ausdriidlid) davauf aufmerfiam gemadt. Das Hat jedod)
Herr Crler fo vevjtanden, baff ev miv daviiber folgende Velehrung u
teil werden [dRt:

»Biv wollen e3 nidt tadeln, wenn einem Sate die gange Fiille
feiner Umfehvungen hingugefiigt wird, wenn alfo 3. B. den Cigenjdaften,
bie ein Quabdrat fat, in finf Sigen die Bebingungen angefdlofjen
werdent, unter denen ein BVieved ein Quadrvat ift. Sollen aber alle
diefe einfachen Sife aufgefiihrt werben, die ebem, weil fie gany leidte
Jolgevungen andever Sdge {ind, {id) in andeven Lehrbiidern nidt finden,
fo it es dod) fitr die lberfidt dringend wiindenswert, daf ein Haupts
jat als folder durd) dem Drud Hevvovgehoben werde, die Folgerungen
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oder fpeziellen @dte jidh nidt durd) gleidjen Dyud ebenjo breit maden
alg jener”.

©olfte man danacd) nidt nteirtenr, mein auf 148 Seiten in voller
Ausfiihrlidteit mit 90 grofen in den Text gedrudten Figuven dag gange
Penjum von drei Jahrem bringendes Lehrbud) fei ein wahres CHhaos
von iiberflitffigen @dgen ofjne alfen evfennbaven Jufammenhang!

Und dod) ift die Jafhl aller in 50 Pavagraphen vevteilten Lehr-
fage nuy 125, demen im gangen nod) fein Dupend Jufise und Fol-
gerungen beigefiigt ift. Dem eingigen Lehriake, welder alle Cigenfdhaften
pes Quadvatd in fiinf Jeilen ausdriict, {ind aber als Umbehrung die
Bedingungen, unter welden ein Bieved ein Quabdrvat ift, nidt in fiinf
Siigent, fondern i eimem einmigen Satie und ohne Vegriindbung beis
gefiigt, was id) al38 Beifpiel fiiv die Genauigfeit anfithre, mit der Hevy
Crler referievt.

Aud) Hevr Killing, der meimen Vejtrebungen fonjt mehr gevedt
wird, obwohl er in feinen Grundmeinungen vielfad) mit miv bdifferiert,
Dat in feinemt BVeridt an bdie Jeitidrift fitv math. und naturvwiffenidaftl.
Unterridht zu demt im Der oben evwdhnten Anmerfung ausdgejprodenen
Sdopenhaueriden Grundgedanfen nur bHemerft, er fei nidht diefer An-
fiht. LWas er aber dagegen vovzubringen fHatte, und weldes feine gegen-
tetlige Anficht fei, Hat ev fitv fich bebalten. Ilbrigens Habe i) gerade
dieferr Grundgedanfent bereitd vor zehn Jahren ausfifhrlid) davgelegt in
der vierten meiner 1870 Lei Sdulthef in Biivid) ev{dienen , Abhand-
lungen aus demt Grenzgebiete der Mathematif und Philofophie.

Damit glaube id) mid) bes erften Teiles meiner Aufgabe entledigt
s Daben. @8 Dbleibt miv nuy nod) die Darlegung der Voruvteile und
Hemmnifje, welde der Craielung beffever Crfolge oft im Wege jtefen.
Diefe Darlegung fann hier felbjtveritindlid) nur eine fragmentarijde
fetr, und id) befdyrainfe mid) davum auf einige Puntte, die i) zur beffeven
[l6erficht mit Nummern vevfehen will.

itk

2Um die Methode der Mathematit u verbeffern, wird
porziiglid) erfordert, daf man das Vorurteil aufgebe, die be=-
wiefene Wahrheit habe irgend einen Vorzug vor der anjdau-
[id) erfannten, oder die logifdie, auf dem Sahe vom Wiber-
{prud) bevubhende vor der metaphyjifden, welde unmittelbar
evident ift, und zu der aud) die veime Anjhauung des Raumes
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gefhdrt. Diefe Worte des groffen Franffuvter Philofophen, iwelde
tirglid) mein vevehrter Fadfollege Buntofer in Brudjal feiner jeden-
falls Dbeadptenswerten im vovigen Jahre erfdyienenen , Geometrie des
Progymnafiums” als Motto vovangeftellt Hat, fenngeidnen bdas widtigjte
und zugleid) verbreitetfte der BVorvuvteile, welde einer gedeifliden Wirk
famfeit Des Yehrers ber Geometvie oft im Wege ftehen. Und war ijt
die Wirkung bdiefes Vovurteils eine um fo jdlimmere, als e nur von
Lehrern und Scdulbehirben, feinedweqs aud) von unbefangenen Sdiilern
geteilt wird. Diefe finnen vielmehr nidht Gegreifen, warum ihnen u-
gemutet wird, eine lange Sdlufsfette zu nevfen, um davin den Beweis-
grund zu evfennen fiiv die Walhrheit einer Vehauptung, von bder nidt
einmal gu begreifen ift, wie man fie fiberhaupt nuy in Bweifel ziehen
fann; fie glauben davum, den @apy felbjt nidht zu verftehen, fuden alfex-
Hand dunfle Geheimnifje dahinter, und wenn fie jehen, daf es fid) wivk
lid) nur um Selbjtoerjtindlides handelt, Halten fie dad Gange aud) wohl
filv Hodyit diberfliifjig. Da nun gevade im Anfang cine gange Reibe
folher Siitge Fommen, die eigentlidh) feines Veweifes Debiivfen, und viele
Lefhrev, in ihrer Weinung, die Strenge der BVeweife und Definitionen,
fet die Hauptjache, mit der Ciniibung devfelben fo viele Jeit zubringen,
daff fitr eine Cinfidht in den jadliden Jujammenhang der Sige und
fiiv eine LVervwertung derfelben zu Konjtruftionsaufgaben, wodurd) dod)
erft Leben inm bem Untevvidit fommt und Jnteveffe dafiiv evwedt wird,
feine Jeit mehy dibrig Oleibt, fo fanu e8 nidht ausbleiben, daff nad) und
nad) die Wiehrzahl dev Sdhiiler fiir diefen Untervidht gang abgejtumpit
und untauglid) wird, und der Yehver, will er iiberhaupt nidht gan
frudhtlog avbeiten, fid) an die wenigen Sdiiler Halten muf, die ecine
fo hervorragende Begabung fity geometrijhe Shlufveihen haben, daff fie
an der {1bung diefer Anlage alfein Vefriedigung finden, aud) wenn ifre
Jrage nad) dem Jufammenhange und dem Fwede des Erlevnten un-
beantwortet bleibt. Jn dev LVorrede zur weiten Abteilung meines
Lehrbudies habe i) meine Criafrungen, die i) als Sdiiler eines nad)
Brettrer dogievenden Lehrers vor nunmehr 32 Jahren daviiber gemadht
Dabe, mitgeteilt und ingwijden Habe i) nod) manden Ffenmen gelernt,
der gleidh miv bem erjten geometrijfen Unterricht aus dem angegebenen
Gyunde beim bejten Willen durdhaus nid)t folgen fonnte, und dod) fpiter
bewies, dafi e3 ihm feineswegs an ber notigen BVeanlagung fehlte. Am
fhlimmiten wirkt diefed pedantijhe Drillen in Demonftrationen und
Dcfinitionen, wenn man damit zu frith beginnt. Vor der Obertertia
- 6
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follte nad) meiner Anfidht der geomtetrijhe Untervidht Hichjtens in An-
{hauungsunterridt und geometrijdem Seidynen bejtehen. Hat der Sdhiiler
erjt einmal durd) Olofie Veobadhtung die Jufammengehirvigleit gewiffer
Gigenjdaften bet einfachen felbjt fonjtrutevten Figuven fennen gelernt,
fo wird er {don geneigter fein, einer wifjenidaftlidhen Darlegung bdiefes
Bufammenfhangs zu folgen. So fehr idh nun aud) Heute nod) die Gleid)-
wertigeit der intuitiven und disfurjiven Crfenntnis anerfenne, ja fogav
in vieler Hinfidt jemer vov diefer den BVovzug gebe, jo habe i) dod)
meine oy 10 Jahren in den oben jitierten Abhandlungen niedergelegte
und begriindete Anjidht iiber diefen Gegenjtand inzwijden dahin gedndert,
paf eine wiffenfdaftlide Darftellung der Geometrie ihrem Jwede mehy
entfpridt, wenn bdie obhne Veweis unmittelbar der Anfdauung zu ent-
lehnenden Sige auf einige wenige Grundeigenjdaften des Raumes ve-
dugiert werden. Denn dadurd) eridheint die ganze Geometrie als in
den Gigenfdajten des Raumes begriindet, und entjpridht der ebenfalls
von Sdopenhauer gegebenen Definition einer Wifjenjdaft, als ,eines
Syjtems vertnitpfter Crfenntniffe” im Gegenfaty um blofen Aggvegrat
von Grfenntniffen OGefjer al8 eine Geometvie, bei welder nur bewiefen
witd, was ofne Beweid nid)t verftanden werden fann, aber aud) nidt
sujammenbingt, was ofjne BVeweis evident ift*). Jd habe fogar meinem
Qehroud) der Clementavmathematit den evften Tetl eined grofeven, nidt
fiiv die Sdule bejtimmten Lefrgebdudes umter dem Titel ,Clemente
der Geometrie, auf neuer Grundlage ftreng deduftiv davgejtellt” vovaus-
gefchictt, Das auf fehs Ariome gejtiist ijt, die im wefentlidhen mit den
Pojtulaten itbeveinftimmen, welde nad) Helmholy dem Raum unferer
Anfdauung bdiejenigen Cigentiimlichfeiten ujdyreiben, bdurd) welde bie
Giltigleit der Cutlidjden Geometrie bedingt ift. Obwohl id) aud) in
Der Vovvede zu Ddiefem Werfe meinen f{deinbar gegenteiligen friifer
vertvetenen Standpunft wafhrte, Habe id) dod) dadurd) fo fehr bden
Beifall des Fortfeers von Grunerts Avdyiv evwedt, daf er u. a. dav-
itber fagt:

»0as vorliegende Werk ift eine entfaltete Darlegung der Pringipten
der Geometrie nad) ihrem logifjden Jubalt. Um dag vorgefeste Jiel

#) Qudeffent wollte i) midh aud) Heute nod) erbitig m&d)en, filr ein griferes
Publifum eine fehr iweitgehende populdve Geometrie zu jdhreiben, in der dad
Wort Beweid gar nidht vorfommen diivfte, wenn i) Jeit Hdtte, und e8 fich lohnen
wifrde.
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au evveidert, ift Dev pidagogifde, fowie der fyjtematijhe Gejidtspuntt
gany bei Seite gelaffen. Die Aufgabe ftellt zu grofe Anfordevungen,
alg baf fie ohne vorgingige Trennung der Gefidtspuntte geldjt werben
fonnte. Mande Berfudje in gleidem Sinne find in neuejter Beit zu
Zage getveten. Die gegemwirtige Vearbeitung mibdte wohl eine vov
alfent fritbeven Hervorvagende Leiftung zu nenmen fein. €8 find barin
die gefamten pringipiellen Fragen aus dem Verjted ans Lidt gezogen,
in vortrefflider RKlavheit, ofune Entjtellung dev Thatjaden durd) ein-
gemifdhte Strebungen, aufgefaft und in einfachjter Fovm duvd) didaktijde
Aufitellungen geldjt. Dev Verfaffer rdumt gern die Miglidfeit von
Jreungen ein, indem ev ficdh tvogdem bewufit ijt, einen gefidevten Fort-
fdritt gethan zu Haben; denn fein Werf ift fein Hinjtlider Bau, dex
sufammenbridt, wenn eine Stiige verfagt; nidhtd ift auf die Spite des
Wortes gejtellt, vielmehr alles tm freien Gedanfen, den Gegenftand und
die Aufgabe vor Augen, zur NReife gebrvadt, danm erft in die geeignete
Darftellungsform gebvadt. 8 tritt uns davin die grofe Ulberlegenfeit
berjenigen Yogif, welde erjt denft, dann fpridt, itber die gewifhnlide
formelle Qogif, welde nur innerhald der oft jehr zufilligen Gvengen
des Wortes zu denfen vermag, vedt deutlid) entgegen”. Eine folde
Beurteilung meiner Avbeit fann i) miv jdon gefallen laffer, wenn aud
nachher einige Yusitellungen folgen und in diefem zujtimmenden Urteil
jelbjt gleid) im Anfang eine grofe BVeridiedenbheit unferer Grundanjidten
su Tage tritt. Wahrend ndmlid) meine Darjtellung den Anforderungen
De3 Heven Hoppe an ein Syjtem dev Geometrie fo wenig entfproden,
baf ev glaubt, dev fyjtematijde Gefihtspuntt fei gany bei Seite gelaffen,
ift e3 gerade bdie vollfommene Beveinbavfeit der ftvengen logijden De-
buftion mit wmeiner Auffafjung einer fyjtematijfen Darftellung der
Geometrie, welde mid) zur Ausarbeitung meines Lehrgebiudes antried
und Hevr Hoppe hat wobhl die Stelle meines BVorworts iiberfehen,
worin id) bies ausdriiflid) fagte. Auf Seite VIL desjelben feifit s
wirtlid): ,Da es mir nun gelungen, mit diefer ftreng deduftiven Miethode
meine iibrigen Anfidhten iiber die Grundbegriffe und itber Anordnung
und Begriindung der Lehridse vollfommen in Cinflang zu bringen,
und bdie unmittelave Anjdauung dod) nuy bei den Unfangsgriinden zur
Geltung fommt, jo jehe i) feine Jnfonfequeny darim, die einmal bes
gonnene Untevjudung zur Herjtellung eines volljtindigen deduftiven
Lehrgebiudes fortzufithren’’.

Aud) meine Avithmetif und Algebva fitv den Sdulgebraud) findet

6*
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bei Heven Hoppe aufergewihnlidhen Veifall und eine fehr giinjtige Be-
urteihmg, da id) Hier in einem leitenden Grundgedanfen mit ihm diber-
cinftimme; ndmlid) dbavin, daff die algebraifde Opevation feine
Auswertung, fondern eine Transformation ift, was von den
algebraijhen Lehrbiidern faft duvdgingig aufer adt gelaffen ift, einer
ber Hauptbeweggriinde, weldhe mid) vevanlaften, aud) die Jahl dev Lehr-
biidher dev Avithmetif wm cin newes ju vermehren. Tibrigens iiberwiegt
fhon Biex, tvoks bed aufevordentlidhen Lobes, fajt die Jahl der Aus-
ftellumgen.

Mit meinem Lehrbude der Geometrie fiiv den Sdulgebrand) bin
id) jedod) bdem fier zu evfrternden Bovuvteil, das bet Hevvn Hoppe
die Form eined Dogmas von unfehlbaver Wabhrheit angenomumen 3u
haben fdeint, nimlid) des Dogmas, daf alle unmittelbare Crfenntnis
nur oberfladlid) fein fonne, und alfe wahrve Crfenntnis mithin nuy eine
disfuriive, alfo vein begrifilidge fei, fo entjdjieden entgegengetveten, dafs
er nur nod) Worte findet, um meine Kepevet ju befdmpfen. Den dibrigen
Jubalt abev diberfieht ev jo fliihtig, daf ev fogar aus meiner vor dreifig
Jabren gemadhten Sdhiileverfahrung ecine dreifigidfhrige Lehrer-
erfahrung madt, womit ev mid) wohl zugleidh) u einem alten Manne
ftempelt, der fid) von den durd) die transfcendenten Hypergeometer und
ihre Philofophen Otto Liedbmann und Benno Crdmann ,, iiberroun-
denenn Standpunft”’ der Kant-Sdopenhaueriden Crfenntnistheorie
und Pejtalozzifden Padagogif nidht mehy trenmen fann.

e habe miv ndmlidy evlaubt — ,nidht im Borwort, jondern
an die Sdiiler geridtet’ — in meinem Lehroud (I, &. 11) fol-
genves zu fagen:

,Da man bet oberfladlider Vetradtung der Dinge oft etwad als
felbftverjtindlid) anjieht, was nidt einmal allgemein wabhy ijt, fo ift es
feit ECutlibegming. . iiblid) geworden, nuy fehr wenige Behauptungen
als Ayiome aufjuftellen, und nuy jolde, die im Crnjte niemand be-
ftreiten fann, dev ein Haves Anfdhauungsvermdgen befist. Jm folgenden
werden davum aud) eine Reihe von Vehauptungen Dbewiefen und aljo
als Lehridte aufgeftellt, deven Wahrheit aud) ofne Veweis einleudtet.
€8 gefdhieht dies gum Teil aud) deshalb, weil man eine neue Walhrheit
beffer verfteft und behilt, wenn man weif, wie fie aus andeven beveits
befannten folgt, sum Teil aud), weil diefe Veweife jo einfad) {ind, daf
man an thnen leidht und alfmaflid) lexnen fann, wie man neue Wahr-
beiten auf alte uviidfifhrt, und wie man aus Defannten Wahrheiten
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newe folgevt. Dod) foll man dadurd) nicdht ivve werden an der Walhy-
Deit deffert, was man unmittelbar anjhaulid) evfennt. Bielmehr ift im
praftijhen Leben die aus dev Anjdauung bdiveft gewonnene Crienntnis,
mit der notigen Vorfiht und Umfidt angewenbdet, dev erjt duvd) Be-
weife evworbenen weitaus vorguziefen®)”.

Davauf bemerft nun Heve Hoppe:

» Was ift nun mit |, oberflidlider Vetvadtung”” gemeint? Soll
e3 eine accidentelle Sdwide begeidhnen, die Dei gehbviger Achtjambeit
3t vevmeident wive? Wie ver Verfajfer wiederholt an die Grengen des
philojophijhen Gebiets ftreift, aber ftets zur vedhten eit innehilt, wo
ein mehreves der Cinfiht nidht fordevlih fein wiivde, fo aud) Hier, dod
gejhieht es diesmal an einer jehr {dlitpfrigen Stelle. Ju der That
wird durd) den leidht Hingeworfenen Tadel feime Mieinung {deinbar ge-
vettet, eigentlid) fei die Vefdyrintung der Ariomenzahl gang unnitig.
Jit denn abev je eine BVetradtung von Seiten dev Sdhiiler, ift diejenige,
3 der dag Yehrbud) anleitet, nicht oberflacdhlih? Das allein madt e3
ja moglidh, Anfinger vom bder Ridtigfeit der Axiome zu iiberzeugen,
paf fie {don Det oberfladylicher Vetvadytung einleudyten, eine tiefe BVe-
tradhtung dari niemand vorvausfegen. Dasg Apiom IIT it ein [dhlagenbder
Beleg dafitr: ,Durd) jeden Punft einer Chene geht zu jeder nidht durd
ihn gehenden Gevaden in derjelben immer eime und nuv eine Pavallele”.
Diefer Safy wird vielleidht bei fehr oberfladlider, nidt cben adtjamer
Betvadtung felbjtverjtindlid) erideinen. Dabei ift er erfahrungsmagig
alfgemein walhr, fogar apodiftifd) vidtig, lepteves aber nur auf Grund
von Gigenfdaften dev Ebene, die nidt auf der Hand liegen. €8 ijt
fiir den Sdyiiler fein Grund erfidtlid, warum bdie weite Gerade bei
DOvehung von der Pavallelen aus fofort auj einer vom beiden Seiten
die evjte jdmeiden miifte. Dev Verfafjer baut alfo felbjt auf eime nidt
nur oberfladlide, fondern aud) unadtjame Betvadtung, wenn ev dem
Gage unmittelbave Coideny zufdreidbt. Sein Ausiprud), vom dem wiv
ausgingen, hHat demnad) eine duvdgingige, nidht auj Fdlle von monten-
tanem Yapfus bejdrintte Giltigleit. Nidht, wenn einmal die Betvad)-
tung oberfladlid) ift, jonmdern, weil fie bei unmittelbavem Cinlendyten
jtets nuy oberfladlid) fein fann, ijt man der Gefahr ausgefest, fitv felbit-

*) €8 ift felbftverftdndlich in beiden Fdllen nur von wivflider Crfenntnis,
nidt von oberflidhlicher Meinung die Rede. Jrrven famn man fid) ja forwohl durd)
Jutuition al8 durd) Disturfion.
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verjtandlid) 3u Halten, was nidt einmal allgemein wafhy ijt. Die un-
mittelbave Gvideny bder Ariome ift nidts al8 ungepriifte Mieinung,
mithin eine gang falfhe FRedtfertiqung fitr fie. Diefen Umitand Hat
der Lerfajjer in feiner itbevall bewiefenen und Hodt wohlthuenden
Offenheit verraten, aber fehr gefdyictt wieder verhitllit’. Da Hervrn
Hoppe meine Offenbeit gefallt, fo muf er fih aud) gefallen laffen, wenn
i) nun an feiner eigenen Darlequng zeige, was id) unter einer ober-
fladhlicgen Betvadhtung verjtehe. Eine oberflidliche anjdaulide Vetrad)-
tung ift eine folde, welde nuy eingelne Miomente des der Anjdaiuung
vorliegenden Gegenjtandes auffafit und andeve wefentlidhe itberfieht, mmd
i) gebe Derveitwillig zu, daf in bdiefer Hinfiht nidht nur alle RKinder,
fonbern auc) die meiften Erwadyjenen, namentlid) jolde, die feinen guten
Untevvidht in der Natuvgejdicdhte genoffen Haben, oder niht duvd) ifren
Beruf gezwungen wurden, ihre Augen aufjuthun, aufevordentlide Ober-
fladlidhfeit an den Tag legen. Gine aus Urteilen ujammengefetste Be-
tradtung abey ijt oberflidlidh), wenn bdie eingelmen Urvteile entweder auf
oberflacdylicher Anfdhauung oder unlogifder Deduftion beruhen, welde
nebenbei Demerft ebenfo Haufig ift, wie die oberflidhliche Anfdauung.
Gben davum aber foll man die Sdiiler nidht Olos zu ridtiger Amwen-
wenbdung der disfurfiven Denfthitigleit, jondern ebenfo, ja nod) mehr zu
vidtigent Gebraud) ihrer Sinne und genawer Anfdauung anleitenn und
ihnen den Weg Ddazu geigen. Was nun insbefondere die BVemerfung
iiber dag Uriom III Detrifit, fo legt derfelben immerhin etwas Walhres
3u Grunde. Denn Hei oberfladlidher Betradtung fann allerdings
ein Sditler itber bdie Wabrheit des Aptomt III ftukig wetben, wenn
ihm dasfelbe lediglid) in der Fovm entgegengebradyt wird, in welder s
ausgefproden ift. Denn e3 leudptet in der That nidt ohne weitered
ein, warum bie eine von wei Pavallelen, wenn fie um einen ihver
Puntte eine aud) nod) fo gevinge Dvehung in der Ebene voynimmt, die
anbdeve notwendig jdneiden miiffe; ja 3 ift aud) nidht jofort anjdaulid
evident, daf fie jdneiben miifje; denn dbie Anfdauung erjtvedt fid
nidt bis ind Unendlide, und unmittelbarve anjdaulide Coideny
fann nuy dann {id) auf Unendlides evitveden, wenn fie jid
auf eine Negation befdrintt. So beruht unfeve llberseugung von
per Unendlidhfeit ded Naumes nur davauf, daf wir uns jebe Gremge
im Raume denfen miiffen, weil wir den Raum jenfeits der Grenge
nidt wegdenfenn fonnen. Ja man fann nod) weiter geben und jagen:
Wenn i) auf der Crdoberflide immer gevadbeaus gehe, fo glaube id)
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ood) aud), mid) von meiner Anfangsjtelle immer mehr u entfernen,
und dod) werde id), wenn miv feine (ofalen Hinderniffe im Wege ftehen,
auf bdiefer Bahn zu meiner Anfangslage wieder uviidfehren. Was
bevedhtigt mid) nun, da mid) dod) hier die Anjdauung tdujdt, weil id
die Kreislinie mit fehr fermem Mittelpuntte fitr eine Gevade falte, in
cinent anbeven Fall der Anjdauung mehr zuw trvamen und mit jolder
Vejtimmtheit zu fagen, daff gevade dicfe eine durd) den Punft A gehende
Gevade die gegebene Gevade a nidht jdneiden fonne, jede andeve in ber-
felben Ghene liegenbde fie aber jdneiden miiffe? Da nun in der That
von einey anfdaulid vorliegenden geraden Strede nidht jofort mit Be-
ftimmtheit gejagt werden fann, o0 fie wirvklih ein Teil einer Geraden
ift, oder ein Teil eined Kreifes mit fehr fexnem Mittelpuntte oder irgend
einer andern fehr jdwad) gefviimmten Linie, aud) von weien Geraden
nidt mit abjoluter Siderheit gefagt werden fanm, ob fie wivklid) pavallel
find, wenn fie fo evjdeinen, jo wird man bei oberfladlidfer Be-
tradtung nidhts davauf zu evwiedeyn wifjenr, und fid) iiberveden lajjen,
paff €8 wirtlid mit der anfdaulichen Cvideny nidhts jei. Bei genauer
Unterfudyung wird man aber finden: Die llberzengung von bder
LWahrheit des Axtom IIL beruht in dev unmittelbar evidenten Cvfenntnis,
pafl etnerfeits eim Punft, der {id) in einer Ebene {o bewegt,
paf er feimen Abftand von einer Gevaden in derjelben nidt
indert, immer wieder eine Gerade befdreidbt, wihrend ander-
feits ein Punft, der von einer gegebenen Gervaden ausgehend
auf einey anbdern fortfdreitet, feinen AbL{tand von der ver-
laffenen Gevaden in demfjelben Verhiltniffe vevgrifert, in
weldem er auf feiner Vahn fortfdreitet. Daf in der That
Hevin und nuyr Hierin die unmittelbare Cinjidht in das fraglidhe Axiom
bexubt, bag jebem evident ift, tvots der angeblidh nuy oberflacdhlichen Be-
tradtung, aud Dder e8 Devvorgegangen, fanm jeder praftifhe Lehrer zu
jeder ZBeit an feinen eigenen Sdhitlern erproben: Fragt er irgend einen
©diiler, wenn bdie Definition der Pavallelen und ifre ThHeovie nidyt
gevadbe in Ddem [letsten vier Woden vovgefommen, oder diefes Kapitel
frif vepetievt worden ijt, was parvallele Gevade feien, fo laft fih 100
gegent 1 jvettenr, daf feine Antwort fein wird: , Parallele Gerade {ind
folde, bie diberall gleiden Abjtand vomeinamder Haben”, und Fwar wird
er diefe Antwort aud) vovbringen, wenn nod) gar nidts von dem Ab-
ftand awifden Punft und Gevade vorgefommen ift. Aud) zeigt jih die
Bujammengehorigleit der Vorftellung pavalfeley und nidht pavalleler
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meiner Crivterungen nidt gany eingedrvungen ift und meine Grund-
anfichten nidgt fennt, ur Meinung gefithrt werben, i wolle duvd
diefes Wort meinem Urteile die Fovm eines logijden Schlufjes geben
und dadurd) den Unjdein evweden, als wdarve damit die Crifteny eines
Mintmums filv die lineave Veybindung getrennter Punite logifd) ev-
wiefen. Dennod) fonnte i) mid) wohl feined andeven Wortes Dbebdienen,
da unfere ©pradje feine befomderen BVinbewirter befist, duvdy welde id)
die anfdaulid) evfannte Notwendigfeit der Cyrifteny einer Miinimalvey-
bindung getvennter Punfte ald jolde Hitte ausdriifen fonnen. Chen
darum fHabe i) aber die Anmerfung beigefiigt, in der id) mid) auf die
Anjdhauung berufen Habe. Nun ijt e ja wahr, daff die anjdaulide
Grfenntnis von der Gyifteny einer Fivgeften limeaven Verbindung jweier
Puntte im Rauwme evwedt witd duvd) die Vorjtellung der gevaden Linte,
oelde evft fpiter vorfommt”. Aber einesteil8 Habe i) ja dodh) deutlidh
die Abficht ausgefproden, der Anjdamung nuy diejenigen Daten 3u ent-
nehmen, welde zur Vegriindung der iibrigen notwendig find, und es ijt
mithin dod) nidhts dagegen einjuwenden, daf i) Hier  unddjt nur das
Datum der Crifteny einev fivzejten Ilineaven Berbindbung fefthalte umd
pavon abjtvahicre, welde iweiteve Cigenjdaften derjelben al8 Linie 3u-
fommen, und o ed iibevhaupt nuv eine fei oder mehreve. Anbererjeits
bezieht fih meine Anmerfung nidht Oloff auf den Raum, jondern aud
auf jebe beliebige Flade, und es follte zugleich feftgeftellt werbden,
daf unfere Anjdhauung ung, wie im Raume, jo aud) auf jeder Flide
bie Crifteny von mindeftens eineyr Fivzeften [ineaven Verbindung fiiv
awet getvennte Punfte vovausufegen awingt, wenn wiv aud) gar nidt
erfenmen fonnen, wie diefe etwa Hefdaffen fei, womit fiir jeben,
der diefe Cinfidht gewonnen Yat, fav ift, daf diefe Vorausjepung gan
unabhingig ijt von der Vorftellung diefer Linie. WDieinen Sdiilern
habe id) Hierzu nod) folgende Crliuterung gegeben: WNean denfe fid) einen
biegfamen aber unausbehnbaven Faben auf ivgend einer Flide in einem
Cnopuntte Defeftigt, und dann duvrd) einen weiten Punft dev Fldde
wie durd) ein Nadeldhr Hindurd) gezogen, fo daf nur dbas bdie betden
Punfte verbindende Stiid auf bev Flade bleibt, fo wird man, fo lange
basfelbe nod) feine Hivzefte LVerbindung der Punfte auf der Flide bdav-
ftellt, immer nod) ein Stiid durd) diefen Punft hinduvd) ziehen fonnen;
offenbar hat bdiefes Durdhziehen aber einmal ein Cnde, da bder Faden
dod) nidht unendlid) lang ift, und dann jtellt ex eime folde Fiivzejte Ber~
bindbung dar. €3 fann nun wohl fein, daf bdiefe Hivzefte Linie nod
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auf der Flade bewegt werden fanm, ofjne aufuborven die BVerbindung
diefer Punfte zu fein, und dann giebt es unendlid) viel Hirzejte Ber-
bindungen wifhen diefen TPunften; e fann aber audy der Fall einer
digfreten nzahl fivzefter Verbindungen zweter Punfte auf derfelben
Flade eintveten. Cin Veifpiel exjter Art ift die FHivzejte Berbindung
der Cndpunfte eines Kugelduvdymefjers auf der Kugelflide; ein Beifpiel
aweiter Avt liefert die fiivzejte Verbindung bder Endpuntte einer Acdhfe
cines Cllipjoids auf der Oberfliche desfelben. Jh follte alfo meinen,
8 fet eine notwenbdige Konjequeny meiner Abjiht, und feine Willkiix
oder Jufonfequeny, daf id) zunddjt nuv diefe Grijteny von wenigjtens
eimer Minimalverbindung weier Punfte als Wrtom aufjtelle, Fumal
diefe Vovausjepung Hinveidht, um den Vegriff der Diftany und deyr
Ftgur aufzuftellen. Daf mun das jedhste Axiom iwieder bder anfdhau-
lichen Borftellung berfelben Linte entlebhnt ift, welde zu dem exvften fithrt,
thut dem Werte desfelben feinen Cintrag, denn e$ ijt feineswegs not-
wendig, daf die Punfte auf eimer Hivzeften Linie ihrer Yage nad) duvd)
ihre Dijtany von weien Puntten derfelben bejtimmt find, und es lohnt
fih darum twohl, darzuthum, daff und wie durd) die vorvausgejessten
Daten aud) die Cigentiimlichfeit des Raumes bedingt ift, daf der Ot
alfey durd) ihre Diftany von zwet feften Punften Dbeftimmten Puntte
sugleid) die eingige Cinie ift, durd) weldhe diefelben ifve Fivzejte limeare
Berbindung erhalten.

Wie davaus, daf wiv die Vinteneinheit wihlen fnnen, folgen foll,
baf wiv ,die Welt Deliebig vevgrifexn und vervfleinern fonnen”, und
daf dag Wintnum ,feine abjolute Grofe fet”, ift miv unerfindlid). Wenn
id) bevartiges meinen Sdiilern vorbrddyte, wiirde id) jedenfalls eine fehr
heiteve Stimmung Hervorvufen. Ubvigens fatte idh gav nidts dagegen,
wenn id) durd) paffende Wahl der Yinieneinheit, die Diftany wijdhen
Wertheim und andern Ovten Deliebig verfleinern Fonnte.

Herr Hoppe [dlieft feine Velehrung mit den Worten:

»Ourd) die Auffaffung der Axiome als Hypothejen gelangen iwir
evit aur volfen Aufridtigleit gegen die Sdhiiler; die Ambition des abjo-
[uten Wifjens, welde nod) nie der Cinfidht forderlich gewefen ijt, wird
padburd) al8 Sebittaujdung vevuvteilt”.

Dem fese i) entgegen: Nehmen wir den Schitlern die lberzeugung
vort der Juverldfjigieit anfdaulid) evidenter Crfenntnis, ofne ithnen u-
gleid) auf demfjelben Weg gu zeigen, wovin die Moglidhfeit eines Jvv-
tums Degriindet fein fomme, und wie im eingelnen Falle aus einey
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ungureidenden Beobadtung bdie faljhe liberzeugung von der Gviden
eines nuy bedingungdweife vidtigen Urtetls Hervorgehen fann™®), jo ziehen
wiv ihnen jeden fejten Voben unter den Fiiffen weg und nehmen ihnen
daburd) jede Lwft zu weitever Foridung. Sollte aber, wad ja aud) in
per Prima eined Gymnafiums faum vovfommen diirfte, etwa ein gany
Defonders philojophijd) beanlagter Schiiler einmal nad) der Bevedtigung
ju diefem Anfprucd) auf unmittelbave Coideny fiir fo viele oft nuy aus
oberfladlider Beobadytung entfpringende Urteile fragen, o verweife man
i auf die Antwort, die auf diefe Fvage der tiefjte, griindlichjte und
sugleid) gewiffenhaftefte aller Denfer, Jmmanuel Kant, gegeben fat,
und er wird erjt dann fi) dev Gvengen und der velativen Natuy alles
menjdliden Erfennens bewufit werbden.

Wiahrend bdie Umwandlung der Ariome in Hypothefen bHiS jetit
nid)td evgeugt Hat, als eine Heifje dev verviidteften Spefulationen, die
je fiitv Wiffenfdaft ausgegeben worden {ind, wird ev {fid) befdheiden und
vor dem vergeblichen Vevjudye deduftiver Weltevflirungen bLewahrt wer-
den durd) die Cinjidht, welde dev gemialfte, fonfequentejte und ehrlichjte
Nadfolger Kants in den Worten ausgedrit€t Hat: , Welde Facel wir
aud) angiinden, und welden Raum fie aud) evleudten mag; ftets wird
unfer Hovizont vou tiefer Nadt umgrenst bHleiben’.

2.

Wit dem Defprodhenen Voruvteile in innigjitem Jujammenhange
{teht das andeve, duvd) dem Unterridht in der Geometvie, bejonders duvch
die jdarfen Definitionen und die ftrengen Beweife werde das logifdhe
Denfen und das, was man gewdhulih Verftand nennt, ganz aufer-
ovdentlid) geiibt und gefdharit. o fiigt Hevr Provingtal-Sdulvat
Sdrader in feiner Padagogift dem Tadel derjemigen Lehrer der Wiathe-
matif, welde um dod) wenigjtens etwas in ihrem Fade zu letjten, {ich
nur nod) mit den fiiv ihre Demonftrationen bejonders begabten Sdhiilevn
befafjent, die folgende Vefviftigung bei: , Denn feine Aufgabe ift nidt,
die Mathematif zu lefren, fondeyrn duvd) die WMathematif den Geijt u
bilben”. Will man nun (wenn man {id) etwa bdes BVoltairvejden

*) ©o wird 3. B. wer nur an Fldden von einfadem Jujammenhange denft,
bem nuv fitv diefe vidhtigen Urteile unmittelbare Cviveny zujdreiben: ,Jede in einer
Flache verlaufende, gefhlofjene und fidh felbft nicht fhneivende Linie, fdhlieRt ecinen
Teil der Fldde volftindig ein”.
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Ausfpruchd evinmert: ,,Die Mathematif (aft den BVerftand iie fie ihn
findet”) aus dem Budje felbjt BVelehrung iibev dicjenigen Ridtungen
ves menjdlichen Geiftes [dhopfen, welde wefentlid) nur duvd) Mathe-
matif ausgebildet wevden fonnen — bdenn das wiirbe dod) allein zu der
Herbeiziehung eines Lehrfacdes beredtigen, dag man nidt feiner felbit
wegent treibt, fo fudit man durdaus vergebens bdanad). Denn dem
Unterridht der Mathematif werden war eine Reihe wobhlthitiger Cin-
wirfungen auf die Ausbilbung ded Verftandes ugejdrieben, aber zugleid
davgethan, bdaf alle diefe Cimwirfungen durd) ven Unterriht in bden
alten Spradjen in viel ausgiebigever und zugleid) anvegendever Weife
Dervorgebradyt werden. Jn der That Famn ja nidt wobl geleugnet
werden, daf ein gut geleiteter Untevvidht in der Miathematif ebenfo gqut
ie jeder andere wiffenjdaftlihe Unterridht von grofem Cinflufjfe auf
die Cntwidelung ded Geiftes fein muf. Was aber duvd) diefen Unter-
vidht und gang Hefonders duvd) den Geometvie-Unterridht vorwiegend
ausgebildet wirh, find Hauptjachlid) gevade nuv diejenigen Geiftesfrdite,
weldje ausidlicflih bet der Mathematif und denjenigen Dissiplinen
aur Amwendung fomuten, die fid) dev Mathematit als Hilfswifjendaft
Dedtenen.  Denn nuy bet geometvijden und vevwandten Unterjudungen
it man in ber Qage, fein Wiffen ,durd) die Konjtvuftion der Begriffe”,
0. §. dburd) logijdhe Deduftionen Zu erweiternm, die nidht von allgemeinen
DBegriffen ausgeherr, fondern von bejtimmten vovgezeidhneten Figuven,
itber die gewiffe Vovausjeungen gemad)t werbem, an demen oft aud
nod) Hilfslinien angubvingen find, die e8 allein miglih) maden, auf
Grund befannter riumlider BVeziehungen die vorvausgefeiten Daten fo
s gruppieven, daff Sdliffje gejogen werden finmen, durd) die man
wieder bie Ober- ober Unterfige zu neuen Sdliiffen gewinnt. €3 ijt
ja gerabe eimes ber Hauptverdienjte Kants, gegeigt zu Haben, bdafy die
Mathematif nur jdeinbay eine Wiffenjdait aus Begriffen ift, in der
That aber feinen Sdyritt weiter geht, ofme auf die Anjdhmmng zuviic
3u geben, wihrend man dbuvd) blofe Wmmwendung der logifden Dent-
thatigleit iiber bdie Vegriffe, von demen man audgegangen, gar nidt
hinausfommen fann. Das mathematijhe Denfen, foweit e auf Er-
weiterung der Wiffenfdaft geridytet, ift von jeder anbern Denfthitigleit
fo Himmelweit ver{dicden, daf es in feiner Weife als BVorbereitung zu
ivgend einev andern wifjenidaftlidhen Thitigleit diemen fanm, ja bet ein=
feitiger Ausbildung desfelben gerabezu hHindernd im Wege fteht, wie denn
and) gar oft gang vorgiglide WMathematifer fid) im praftijdhen Leben,
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jobald fie aus ifver eigentlidhen Sphive hevaustreten, als unpraftijd,
efig und unbebhilflid) evweifen. Das Wefentlidhe bei allem wiffenjdaft-
lijen Denfen Defteht nidht in dem Biehen von Sdliiffen, wenn die
Prdmiffen gegeben {ind, fondern in dem Ausfindigmaden der Prdmijjen,
bie 3u Sdliffen fithvem. ,Aus gegebenen Primiffen einen vidtigen
Shlufy iehen fann jeder Trvopi”, fagt Sdopenhauer ivgendwo. Das
Ausfindigmadhen der Pramiffen aber erfordert Urteilsfahigteit und
Beobadytungsgabe, welde allein Defihigen, bdie dibevall fprubdelnden
Quellen des Jrrtums miglidjt zu vermeiden. Wie foll aber ein Unter-
vid)t dagu Defahigen, dev nicht blof die Prdmifjen Zu jedem Sdhlufje
felbjt gtebt, jombern aud) nod) die Sdliffe felbft zieht, fo baf ber
Sdiiler nidhts zu thun Hat als den vorgegeidneten Gang nadzugehen,
ouvd) dem ihm jede Witglidhfeit des Jvvtums gevabdezu gemomumen ift.
Der leider anonym geblicbene englijhe BVerfaffer der aud) von Scdopen-
hauer vithmlidit evwdfhuten Adhandlung, welde unter dem Titel ,Tloer
dent Wert und Unmwert der Mathematif als Mittel der Hoheren geiftigen
Ausgbilbung” im Jafhre 1836 (RKaffel, im Verlage von JF. F. Bohné)
chenfalls anonym in deutjder lberfetung erfhienen ift, vergleidt davum
nidt mit Unvedht das Verfahren, das Denfvermigen durd) Meathematif
3u Dbildem, mit demjenigen, das Sdwimmen durd) Vovitbungen in einer
Truhe voll Quedijilber, in weldem das Sinfen unmiglich ift, zu lehren.
®ilt aud) vieles, was in diefem Sdriftdhen gegen die BVerwendung dev
Mathematit als Bilbungsmittel vorgebradit wird, muv fiiv einen geo-
geometrijen Unterridt nad) der Miethode des Cuflid, und nuv fiir
cinen foldjen, dev vor lauter Demonftrationen u feiner Anwendung des
Grlevnten fommt, womit erit dem angehenden felbjtindigen Geometer
vielfady Gelegenfeit gegeben wird, feine Urteilsfraft, ja fogar feine
Beobadhtungsgabe u fddrfen, um den aud) hier nidht gang verjdlofjenen
Quelfenn bes Jrvtums aus bem Wege zu gehen und feine Crfenntnifje
felbftdndig zu evweitevn, fo wird dod) derjenige, welder dies Sdyriftden
obne vorgefafte Weinung left und Hinveidende eigene Crfahrung auf
dem Gebiete des mathematijhen Unterridts bejist, davaus erfehen, daf
burd) Mathematif wefentlih nuv diejenigen Geiftestrifte ausgebildet
werbent, welde ausjdlieflid) Det dem weitergehenden Studium der
Mathematif jur Geltung fommen, wihrend fiiv die allgemeineve Geijtes~
bilbung aus ihrem Studium nur fo viel gewonnen wird, wie aus jeder
anbern pesiellen Wiffenfdjaft. Diefer Gewinn wird um jo grifer
fein, je mehr man davauf Bebadt nehmen wird, die Nathe-
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Gylernten mit dem fritfeven ftetd aufredh)t zu erhaltem, glauben viele
Lehrer der Mathematif, der Lefhrbiider gany entbehven odev fid) auf
Aufgabenjammlungen und folde Lehrbiider bejdrinfen zu divfen, bdie
nur einige Hauptrefultate und diirftige Stizzen bringen.

Das mag fiiv bejonders begabte Sditler aud) Hinveiden; denn
diefe laffen Dem einmal evgriffenen Faden von felbjt niht mehr fallen
und finden meijt in fid) feldbft die Mittel, die durd) die Vevgefilichfeit
entjtanbenent  Viden jederzeit wieder auszufiillen, befonders wenn der
Unterridht ein guter und anvegendev ift und eimerfeitS bet jedemt neuen
Theorem den Jujammenbhang mit den fritheren nad) allen Ridtungen
nadymweijt, andererfeits an jedes meue Theovem bdie BVerwevtung desjelben
sur bjung praftijfer Aufgaben anfdliefit. Aber die minder begabten
Sdiiler, und das ift nidt felten die gamze Klajfe, immer aber ein fehr
grofier Teil derfelben werben auf diefe Weife nuv fehr wenig gefirdert
und verlieven meijtens allen Niut und alle Lujt, dem Untervidte weiter
su folgen, da fie felbjt Deim grifiten FleiRe einmal eingerijjene Gedid)t-
nigliiden nid)t wieder felbjtiindig auszufiilfen vevmogen. Wenn freilid)
der Lehrer, was aud) pnweilen bder Fall ift, fidh auf eim gany fleines
Penjum bejdyrintt, das er fo oft wiedberholt und o breit tritt, daf es
johlieRlich jedem zum Gfel wird, fo wird zwar diefem beljtand einiger-
mafien abgefolfen; der Unterridt Hat aber danm aud) einen fehr ge-
vingen Wert.

Was viele abhilt, ein ausfibhrlidhes Lehrbud) der Geometrie, das
namentlid) aud) bdie Veweife in voller Ausfithrlichfeit enthdlt, ihrem
Unterridhte zugrunde zu legenm, ift der Umiftand, daf allerdings mande
Sdjiiler daduvd) in dem Jrrtum verfallen, fie fonnten fidh) den Jnbalt
desfelben dhnlid) wie etwa die Grammatif oder Geographie durd) blofes
Auswendiglevnen aneignen, und duvd) Hlof gedidtnismifiges Herjagen
des Beweifes bdie Meinung erweden, al8 Hatten fie ihn verjtanden.
Dem ift aber fefyr leidht zu begegnem, wenn der Lefrer beim miindliden
Bortrage, fowie bet der Repetition durd) andeve Wahl der Figuven und
Budpjtaben von der Darjtellung im Bude abweid)t, iiberhaupt Heim
Untevvidite dag Bud) felbft mur danm benupt, wenn 8 fid) davum Hhan-
delt, den Sdiilern 3u zeigenm, wie dasfelbe von thren bei der Repetition
su benufent fei, ober aud) um fie dasjelbe ridhtig lefen zu lehrenm, was
bet Tevtianevn befonders fiufig ndtig fein bdiivfte. BVedient man fid)
aber gav feines Budjes, o werden aud) bei der beften Diethode umd
dem flavften und préizifejten Vovtvage mittelmdiRiq begabte Sdhiiler felbit

7
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beim Deften Willen dem Untervidte auf die Dauer nidt folgen finmen.
Gar hiufig wird der Lehrer die Crfahrung maden finnen: Gefetst, er
habe ivgend ein Theovem, das eines einigevmafen Fomplizierten Be-
weifes Dedarf, volljtindig und griindlid) durdgejproden und nad) allen
©eiten Deleudhtet, o dbaf er aus den Untworten, die er von den Sdii-
letn auf alfe dahin gehrigen FJragem erfalten, bdie Uberzeugung ge-
wonnen hat, diesmal fei neun Jehnteln der Klaffe alles vollfommen
flar geworben. Kommt er dann in der nidjten Stunbde, die exft drei
ober vier Tage fpiter ftattfindet, wieder auf dasfelbe Thema und laft
fih nun den BVeweis — nid)t von dem zwei ober drei beften — fjon-
dern von einem Dder iibrigen Sdiiler wiederholen, jo wird dexfelbe eine
unglaublide Unwifjenfeit itber das vorgelegte Thema entwideln und die
sehn folgenden, die ihm nadeinander Deiftehen follen, werden nidhts
Befferes vorzubringen iwiffen, wenn nidt endlid) einer bder bejonders
begabten (fehr oft ift dies muv einer, nod) hiufiger gav feiner) aus bev
Patjhe Hilft. Und dod) Hatten in Dder vorvigen Stunbde alfe jelbjt ge-
glaubt, fie DHitten den Beweis gang gqut verjtanden, weil thnen jeder
cingelne ©dlufp gany flar war, al8 ihn der Lefhrer vorgebradt Hatte.
Aber diber die drei Tage ift ifnen der Faben verloven gegangen, welder
die einmgelnen Sdliffe verband und fomit das Gange zevfallen. Aus
der Jigur, die vielleidht im Gedidhtnis haften geblieben und eingelnen
Daten, die ifhnen, ald mit dem Beweife ujammenhingend, nod) evinner-
lid), fann aber nur der vovwiegend geometrijd) begabte {id) wieder Fu-
ved)t finben; bdie andern wiffen weder, wo anfangen, nod) wie fortjegen.
Hat aber ein fleiiger, wenn aud nur jdwad begabter
Sdiiler ben gangen ausd dem lebendigen Vortrag einmal ver-
ftandenen Veweis in {einem Bude volljtindig vorliegen, fo
wird er ihn {id ju Haufe fo oft wiederholen, big er ihn nidt
blof im Gingelnen, fondern im Jufammenhange volljtindig
begriffen und dadburd) ju jeinem geiftigen Cigentume gemadt
hat, bas er mit Hilfe diefes Buds aud) dann jedevzeit wieder
neu evwerben fann, wenn fein Gedidtnis nihts mehr davon
aufbemafhrt. Denn it e3 aud) vidhtig, daf man die Wathematif nidht
ourd) Auswendiglernen, alfo lediglid) auf Grund eines guten Gedidt-
niffes erlernen fanm, o bedarf man dod) fehr des Gedddhtnifies, um
ihre Lebhren zu behaltenm, und zwar fowohl zum Behalten der Sipe als
ber Beweife. Wer aber nidt ein jo gqutes Gedidhtnis fitr dergleichen
Dinge befist (und e fHat nidht jeder fitv alles gleid) gutes Gedidtnis),
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ber mufy feine Bufludht nehmen zu einem VBud), wo er das, was er fid)
einprdgent und behalten foll, volljtindig ausgefithrt findet. Jd fprede
hier auf Grund langjdhriger ecigener Crfahrung. Denn id) felbjt Hatte
lange an bder Meinung fejtgehalten, der Sdhiiler miiffe in der Sdule
felbjt bdem Gegenjtand {id) fo vollfommen aneignen, daf er bdauernd
haften bleibe, habe aber mehr und mehr mid) iibevzeugt, daf died nuy
bei gany aufergewdhnlicher Begabung miglid) ijt, oder aud) dann, wenn
man {id) immer in demfelben fleinen Rreife weniger leidter Sipe be-
wegt, und im Grunde alfo nidts leijtet, wad fiiv ivgend einen Sdhiiler
einen andern Nuen Hhaben fonnte, al8 daf er etwa wieder in derjelben
Weife anbdeve drillen famn. Daf nidt bloff junge, fondern aud) alte
Lefhrer, wie mir ein NRegenjent vorhilt, trop langjdhriger Erfafhrung
ofne Lehrbud) dogieven oder mit blofen Diftaten ober furzen Leitfiden,
welde die Beweife andeuten, auszureiden glauben, beweift nidhts gegen
die Ridtigleit meiner Crfabhrungen. Denn fehr viele maden eben in
ihrem gangen Leben feine Crfafhrungen, weil ifhnen bdie Cinfidt in den
faufalen Jujammenhang der Crideinungen fehlt oder verfiimmert ijt.
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Ausjiige
ous den offentlichen Bencteilungen der Lebrbiidyer

bon

Johann Karl Beder.

Aufier dem bei. Karl Schod) in Sdoffhaufen 1872 erjdjienenen Leit-
faben der Geometrie fitv Mittelfdyulen (Planimetrie und Stereometrie
umfaffend) hat, derfelbe folgende Lehrbiidher Hevausgegeben:

1. Die Glemente der Geometrie auf newer Grundlage ftreng deduftiv
bargeftellt. Bd. L.  Berlin, Weidbmann. Preid 7 M.

2. Lebhrbud) der Clementarmathematit fiix den Sdulge-
braud. Jm gleiden Verlage in fiinf eingeln verfduflihen Biidern er-
{chienen, ndmlid):

L Teil.  Qebhrbud) der Avithmetit und Algebra.
1. Bud). Dad Penjum bder Tertia und Sefunbda. (Preid 1 M. 60 Pf.)
2. Bud). Dad Penjum der Prima. (Preid 1 M. 60 Pf.)

II, Feil. Lehvbud) der Elementargeometrie.

1. Bud). DasPenfum der Tertia und Unterfefunda. (Preisd 1 M. 60 Pf.)

2. Bud). Dad Penjum der Oberfefunda. (Preid 2 M.)

3. Bud). Dag Penjum der Prima. (Preis 2 M. 40 Pf.)

1.

Uber bie ,Elemente ber Geometrie auf neuer Grundlage” bringen Re-
fevate: Die Fortidritte der Mathemathit (IX, 2), da8 Bulletin des scien-
ces' mathématiques et astronomiques par M. G. Darboux, J. Hoiiel et
J. Tannery (2¢ série, t. I 1877), die Beitjdyrift fiir dad Gymnafialwefen
von Hivfdfelder und Kern, bdie Jeitfdrift fitr mathem. und naturw. Unter-
ridt von J. € B. Hoffmann, bad Jentralorgan fitv bdie Jntereffen bed
Realjyulwefens, bad Ardjiv fiiv reine und angewandte WMathematit, bdie
Jenaer  Littevaturzeitung, die Gaea, die allgemeine Sdulzeitung von
Dr: Q. 8. Gtoy. Endlidy Hat der Verfaffer felbft in dem ,, Repertovium
fiir reine und angewandte Mathematit” von RKinigdberger und Jeuner
(IL, ©. 35) ein Referat verdffentlidyt, das Vevanlafjung, Jwed und Jnhalt
ded Werfed fury angiebt.

1
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LBon den genannten Jeitidyriften geben unddit die , Fortjdritte der
Mathematit” eine ausfithrlide Aufzihlung der Ariome und ein fehr fnappes
Rejevat itber den Jnbalt, ohne jedesd Urteil.

Die ausfithrlide Kritif in der genannten frangdfifen Jeitidyrift vithrt
von Herxn Dr. ©. Giinther, Prof. am Gymnafium in Ansbad), her. Sie
beginnt damit, die pringipielle Verjdjiedenheit wijden den Anfidten des
Referenten itber die Quelle de8 math. Wiffens und Ddenen bed Verfafferd
augeinandevzufepen und fihrt dann fort:

»Au point de vue pédagogique, comme au point de vue mathé-
matique, nous sympathisons entiérement avec 'auteur; mais au point de
vue de cette branche de la science, rque lon a jassez improprement
nommée la métaphysique de la Geométrie, nous considérerions comme
trés-regrettable qu'une répugnance ‘systématique,*) comme celle que
I'on rencontre chez M. Becker, pour I'examen des sources de hos con-
naissances, se répandit généralement.

»Ayant ainsi expliqué en quoi notre point de vue différe de
celui ' de l'auteur, nous mnous astreindrons, dans ce qui' va suivre, a
accepter complétement 'sa base pour la nbdtre, ét ‘4 examiner jusqu'i
quel point il est resté fidele & la marche (qu'il ‘s'est’ tracée. Nous
commencerons par déclarer qu'a notre avis il a, sous ce rapport, par-
faitement réussi, et que nous avons vraiment affaire & une mouvelle
création, qui s'imposera méme & l'attention des personnes assez nom-
breuses qui sont par principe les adversaires de cette 'méthode. Dann
folgen weitere Ausfithrungen.

Am Sdluf fommt nod) folgende Bemerfung:

sLes savants des pays voisins de race latine avaient eu jusqu'a
ces derniers temps sur leurs confréres d’Allemagne D'avantage incon-
testé d’écrire leurs Traitéds avec plus de clartd. De nombreux livres
d’enseiggement publiés ‘dans ces dernitres anndes témoignent que les
auteurs allemands apprennent peu & peu A& suivre Iexemple de leurs
émules. Parmi ces livres POuvrage que nous venons d'analyser a sans
aucun doute le droit de figurer.“

Da Ddicfes8 Referat zwar in frangdfijder Spradje gefdyriecben ift, aber
dod) von einem Deutjdhen hevriihvt, fo fei nod) bemerft, daf in ber Vor=
1ede zu den ,Eléments de Géométrie par A: M. Legendre, revus et mis
en rapport avec les méthodes scientifiques modernes par H. Girard
(Capitaine en premier du Génie, Professeur & I’Ecole militaire, ancien
professeur de Mathématiques supérieures et de Mécanique), Namur 1881
Herv Givard Ddiejenigen, weldye fidy fitv den Fortjdritt der: Elementargeo=
metyie interefjieven, auf dagd obige Budy gany befonders aufmertjam madt.

‘Herr Prof, Dr. Giinther ift aud) der Rejerent fitv die ,allgem. Sduls
seitung” und {dlieft bag dort verdffentlicite furze Refevat mit den LWorten:

¥ Nimlidh gegen die fogemannte ,abfolute Geometrie” und eine Philofophie
wie die von Venno Erdmanim,
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e aud) nidyt al8 Lehrbud), fo dod) al8 Handbud) fitr Lehrex und
gereifte Sdyitler werden Veders Clemente treffliche Dienfte leiften”. ;

Jn dem Ardyiv fitv reime und  angewandte Mathematil (61. Teil,
Heft 4, ©. 40) fagt der Heraudgeber, Hevr Prof. Dr. Hoppe:

»Dag vorliegende Wert ift eine entfaltete Darlequng der Pringipien
der Geometrie nad) threm logijdhen Jnhalt. Um bdad vorgefeste Jiel zu ‘er=
veichen, ift dev pddagogifhe jowie der fyftematifde Gefichtdpuntt gamy bet
@eite gelaffen. Die Aufgabe ftellt su grofe Unforbevungen, al8 daf ‘fie
ofne vorglingige Trennung der Gefidtspuntte geldft wevden fonnte. Mandye
Berfude in gleidhem Sinne find in neuefter Beit 3u Tage getreten.. Die
gegenwdrtige Bearbeitung mddyte wobl eine vor allen fritheren hervorragende
Leiftung au menmen fein. €3 find darin die gefamten pringipiellen Fragen
aud bem Verfted and Lidt gesogen, in voutrefflider RKlavheit, ohne Cntftellung
der Thatfaden duvd) eingemifhte Strebungen, aufgefafit und in einfadfter
Fovm durd) didattifde Aufftellungen geldft. Dev Verfaffer rdumt gern Ddie
Miglichteit von Jrrungen eim, indem er fid) trogbem bewouft ift einen ge-
fidhexten Forvtfdyitt gethan zu haben; denn fein Werk ift fein finftlicher Baw,
dev jufammenbridyt, wenn eine Stiige verfagt; nidts ift auf die Spige ve3
Worted geftellt, vielmehr alled im freien Gedanten, den Gegenftand und ‘die
Aufgabe vor Augen, ur Reife gebradyt, dann exjt in die geeignete Darftellungs=
form ‘gebradyt. €8 tritt und davin die grofe Uberlegenheit derjenigen Logif,
weldje exft denft, dann fpridht, itber die gewdhnlicdhe formelle Logif, welche
nuy innerhalb der oft fehr jufdlligen Grenzen ded Worted ju denfen vermag,
redjt Deutlid) entgegen. Jn Vevbindung bievmit fteht wohl aud) die Anfidyt
de8 Berfaffers itber die Ariome, daf, wofern fie nuvr find, was fie fein jollen,
ndmlid) von felbft ecinleudytend, wiv nidht fo wenige, fondern fo viele af8
miglid) ftatuieven miifiten.  Cv ftellt deven fieben ober adyt auf, ift aber
ftet8 beveit ein newed hingupufitgen.  Wuf die Genefis der BVegriffe und ber
e Uriomen jugrunde Liegenden Crfahrungen geht ex nidt ein, nimht
vielmehr deven Refultate auf, fofern die Deutlidyfeit eined jeden unbeftritten
ift; gleichroobl ift in ben Herleitungen die Leitung duvd) die Genefid oft ‘zu
exfennen.  Der Stoff ded8 Budjes, in weldem Planimetrie und Steveo=
metrie ungetrennt erjdeint, ift ju audgedehmt und mannidfaltiq, wm dent
befondexrn Jubalt  vorfiithren ju fonnen; vieled ift davin originell inftruttiy,
mandje8 fogar unmittelbar fiiv die Sdjule verwendbar. Ju lepterem ift die
Crtldrung bed Winteld zu redmen. €3 wird unbedentlid) ausgefprodjen:
Der' Wintel ift die Winkelfiqur; mit der LWinge dev Schenfel madyt’ man
fih mur nidhtd qu thun — unbedentlidy und mit Redht, denn die Grd
bes Winfeld ‘muff unter allen Umftinden durdy die Bedingung der (Sjlet
heit und Ungleidyheit befonders Ddefintert werden.”

Gine fei)r ausfithrlide  Rezenfion (3ebn Seiten lang) Tiefert f,)m
Dr. Ritling in der Hoffmannjdjen Beitjdyrift.  Diefelbe jdhliefit mit bm
Worten:

»Bliden 'tir nod) einmal auf die gange Vefpredung uviid, fo miiffeit
wir allerdingd geftehen, daf wir dem LWerfe ein unbedingted Lob nidyt'ers

1*
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teilen tommen. Wiv glauben jedod) genug Griinde hervorgehoben zu Haben,
aud denen iwiv e8 in bden Hinden vieler Lehrer fehen mddten. Die An-
fiht bes Herrn Verfafjerd, daf ein praftijdjer Lehrer mandyes in dem Bude
finden toexde, wad er beim Untervidite verwenden finne, wird gewiff allen
Lefern al8 viel zu befdjeiden erfdheinen. Aud) in dex Hand fahiger Schiiler
diixfte da8 WerE bon grofem Nuben fein, da e fie in jdwierige Partien
eingufithren und im gangen 3u einem ftrengen Veweidverfahren anguleiten
vermag. Wiv wiinfden demfelben eine weite Verbreitung.”

Die ,Gaca” (Jahrg. 1877, &. 771) fagt daviiber:

,Oer Verfaffer ald {dyarfer, philojophijder Denter befannt, liefert in
diefem Lehrbudie in einer ihm eigentitmliden LWeife eine Entwidelung dex
Elementargeometrie, die aud) fehr hohen Anfordexungen wohl geniigen diirfte.
Da3 Bud) ift nidt filv Anfinger beftimmt, aber ved)t geeignet, dem weiter
Fortgejdyrittenen von hisheren Gefidhtdpuntten aus, al8 fehr anvegendes Hilfs=
mittel 3u tieferem, wifjenjdhajtliem Studium zu dienen.”

Ju dem Bentral-Organ fitr die Juteveffen ded8 Realfdjuliwefens (VIIL,
©. 254—256) giebt Herr Dr. Fr. Posfe nad) einer dreimal fo langen
Kritit der philofophifdhen Anficdyten ded BVerfaffers und einiger aud dem Ju=
fammenbang  hevausgerifjenen ©tellen der CEinleitung dad folgende Urteil
iiber dad Vud) jelbft ab:

,Crideint die Anjdauung bei der bisherigen Entwidelung in Wahrheit
yoon einem bifen Geift im Kreid herumgefithrt”, fo bewdbhrt fie fid) bda=
gegen in bden iibvigen usfithrungen ded Vudjed al8 ungemein fruchtbar
unb audgiebig. Die thunlidhfte Abldjung der Lehridse von der arithmetijden
Beweisjorm, bdie Juritdfithrung derfelben auf rein anfdaulide Operationen
mit Den einfadyften ebilden, iwie fie die neuere Geometrie inauguriert hat,
ift in dem Bude mit grofer Konfequeny angeftrebt. Die formale Bedeu=
tung dev. befolgten Methode liegt davin, bdafy fie aud) bei dem Beweidver=
fabren aud bder Unfdjauung den ftreng logijden Chavakter dev Sdjlufymweife
durdyfiditiq madyt; die gegebenen Entwidelungen tonunen in der That davauf
Anfprud) madjen, eine ftreng deduftive Darftellung ded Stoffed zu fein. —
Dag Bud) ift nidt fiix den Untervidt beftimmt, fondexrn giebt fid)y al8 felb=
ftindige Abhandlung; gleidwohl wird man vielfad) in den Abjdynitten itber
die fymmetrijdhen Figuven, nody mehr in denen iiber die rdumlichen Gebilde
anvegended und aud fiiv den Untervidht braudybaved finden. Veadjtendwert
ift namentlid) die Definition der. Ebene ald RKegelflddye, welde bder eine
©djentel eined vedten Winfeld befdyreibt, wenn dexfelbe um ben andern
Sdjentel ald Uxe gedreht wird (man vgl. Worpitty); die flave und fdydne
Ableitung - dex Hauptfdge itber die Ebene aus bdiefer Definition; bdie Be-
tradjtungen der Cbenenbitjdjel und der Symmetviechenen; bdie Sife iiber
Cylinder= und Regelfliden. Den Sd)luf bilden Unterfudjungen iiber gleid)-
edfige und gleidyflddyige Polyederflicdhen von einfadem Zufammenbang, jowie
itber Polyeder mit dreifad) jujammenhingender Oberflide. Aled in allem
genommen, ift dag8 Bud) al8 eine willfommene Cuiweiterung der mathes
matiffen Litteratur zu begriifen.”
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Nod) mehr ald die Herren Posfe, Killing und Giinther 3ieht Herr
B. Langer in der Jenaer Litteratureitung (1877, &. 260—262) gegen
einige Bemerfungen in der Vorvede zu Feld, um bdann dod) mit der fol-
genden anerfennenden Beurteilung de8 Wertes felbft zu {dyliefen:

LBad bie eingelmen Axiome fonft anlangt, fo find fie fehr anfdhaulid)
gehalten. Nuv fonnte im Sinne de8 BVerfaffers dasd fiinfte Ariom diveft
al8 Ariom von der Ebene benupit wevden, indem gefagt ivd: alle Puntte,
welde durd) ihren Ubjftand von zwei feften Punften nidht ovbllig beftimmt
finb und von den beiden Punften denfelben Abftand haben, erfiillen ftetig
eine ofme Ende audgedehute Flade, welde duvd) die Mitte ded Abftandes
der beiden Punfte geht.” Gegen die Ableitung der Sdge ift fonjt wenig
cinguwenden, vielmehr find alle von anerfennendwerter Klarheit und viel-
leidyt gqrabe fitv Den Untevridht am geeignetften. Nur mbdyte Referent eine
guifere ®licderung gern fehen in dhnlidjer LWeife wie e8 im fleinen von
Rambly durdygefithrt ift. Die Sige Fonnten hinfidytliy ihrer Bebeutung
bielleidht aud) duferlid) anfdaulidy durd) verjdjiedenen Drud mehr davafte-
vifiert werdben. Dad Werk ift fonft eine beadjtendwerte Cridjeinung, o3
teilt die Anfdaulidyfeit mit de8 Berfaffers fonjtigen fleineren Sdyriften,
die alle nuv von leidenjdaftlider Polemif gegen die moderne Raumauf=
faffjung®) durdyglitht find. Und fo fei denn Ddiefes Wert allen ,esprits de
bonne foi empfohlen. Der Gegenjap sur abjoluten Geometrie, die ja
tmmerhin eine foldje BVebeutung wie die reformievte Cutlidifhe nid)t befitst,
bezieht {id) jo nuv auf bie riome; vielleicht wird in fphteven Anuflagen
diefer Gegenfay weniger {dyroff Hevvortreten und am Enbde gang vermwifdt
werben.  Dagu ift nur nibtig, daf die riome al8 anjdjaulid) Hypothetijd)
exfannt werben, daff ugegeben wird, dafy die Geometrie bed BVerfaffers bes-
halb die am meiften geltende bleibt, tweil fie unferer Anfdamung am meiften
entfpridht und nidt weil e8 o fein muR.**) Dag ift in lepter Jnftang
der gange Unterjdyied.”

2.

Uber die Lehrbitder fitr den Sculgebraud) bringen aufer einem Teil
ber genannten Beitfdyriften nod) Refevate: die (Hjterveidhifche) Beitjdyvift fitr
bas Realjdhulmefen, bdie Beitidrift fitx Hiterreidjijhe Gymnafien, die Beit=
fdrift fitv baperijde ©ymnafien, das pidagogifde Ardjiv, die phdagogijden
QJabhresberidite, dev ,Wegmeifer durd) bdie pivagogifde Litteratur” und bas
»Dadagogifdje Littevaturblatt” von Dr. Werner Werther (Hannover).

Qn dem legtgenannten (Jahrg. I, &. 131) finbet fid) itber Ddie biev
erften Bitdjer das folgende Refevat:

»Der Verfaffer der vorliegenben Lehrbiidher Hat bei Abfafjung diefes

*) NEmlid) die dexr Herven Frijdhauj, Langer, Rofanesd 2c. und ifhres Philojophen
Benno Cromann,
#*) Wag iibrigens der Verfaffer nie behauptet Hat.
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neueften Werfed nidht blof Gymuafien, fondern aud) Realjdhulen und Real-
gymnafien im Ange gehabt und fepst feitend dev Lexnenden bdiejenigen Kennt=
niffe vovaus, ,welde cin normaler Sdiiler beim Eintritt in bie Untevtertia
eine8 Gymnafiums obder einer Realjdule I Ordbnung mitbringt”.  Nament-
lid) aber follen biefe Lehrbiidjer aud) zum Selbjtftudium fiir fihige Schiiler
dienen. ,Um . den veridyicdenen Bediivfniffen dex ver{dyiedenen Klafjen ge-
redit s oerden”, find beide Lehrbiider je ,,in awei eingeln verfiuflide Teile
geteilt”, wie oben zu erfehen ift. Dasd Lehrbud) ber Avithmetit und Algebra
behanbelt im Penjum der Tertia und Sefunda in fed)d Kapiteln bad Redynen
mit gangen Bablen, die Teilbarfeit der gangen Baflem, dag Hedmen mit
rationalen Bahlen, die Potengen, Wurzeln und Logarithmen und die alge=
braifhen  Gleidjungen. 1. und 2. Graded, im Penjum bder Prima in adt
Kapiteln die Kettenbritdhe und bdiophantijden Gleichungen, bdie arithmetijden
und geomemfd)en Progrejfionen, Binfeszind= und Rentenbevednung, dasd
Redymen mit fompleren Bahlen, bdie Permutationen, Kombinationen und
Bariationen, die Wabrideinlichfeitdredynung, bdie Amwendungen bder Kombi=
natovif auf die allgemeine Arithmetif, die gangen algebraijden Funttionen
und bie algebraijden  Gleidungen, die Potenzreihen und bdie Determinanten
und ihre Unwendung auf Gleichungen mit mehreren Unbefannten.  Ein
Ynbang giebt endlid) nod) die direfte Beftimmung der Koeffizienten a,, ag,

fy,....a; in der Reihe n‘—-( > ,—]—( >a2+ ( )a, Berfaffer ift

hurd)aué nidyt der Meinung, daf der ganze Jnhalt diefed zweiten Budjed
it der Prima eined Gymnafiums durd)genommen werden jolle”; died {deint
ihm . bet Der Beit, die in ber Prima der meiften Gymnafien dem mathes
matijdjen Untervidite zugemwiefen -ift, ~gevadeyu unmiglidy zu fein; aber er
halt e8 fitv angegeigt, ,daf ein Lehrbud) fitr bie @dyiiler der Prima nidyt
ein Mintmum, fondexrn dad Marimum alled defjen enthalten joll, wad etwa
in einer gquten jweijdhrigen Prima bei durdygefithrter Txemmung dex beiden
Sabresfurfe und nidt ju grofer Sdyiilerzahl durdygenommen werden fonnte.”
Ref. ift damit villig einverftanden., ANed, wad und wie e8 hier fiir
den Sdyulgebraud) gefdyrieben ift, witd willfommen fein. Die BVenupung
jum Gelbftunterridyte wird neben Faven Erlduterungyn befonders aud) burd)
aablreidye Parvadigmata und ubungéaufgaben, mweldhe lepstexen den Sehitler in
Stand . fegen, feine  mathematijhen Kenntniffe praftijd) zu verwerten und
weldje — - forett e3 die eingefleideten Aufgaben zu den Gleidjungen betrifft

=7 faft ausidlieRlid) aus ber. Geometrie und dex PhHyfif genommen find, ev=
mﬁg[td)t Bu. den Ubungsaufgaben, fowohl uncingefleideten. al8 eingefleideten
find feine Refultate gegeben. Dad Penfum fitv Prima enthilt jadlid) neues,
wad andeve Lefrbitder nidt bieten. An biefe beiden duvdjous, empfehlensd=
werten avithmetifhen Biidyer {diliefen fid) in gleid). vollendeter Anlage und
Form Ddie beiden Penfen de3 Lehrbud)d der Geometrie an. Die wefentlichfte
und widtigfte Aufgabe der Geometrie, ,die in den riumliden Gebilden u
Fdge tretenden’ Geftaltungdgefetse “ausfindig su madjen und far davzulegen,
fei e8 mit Berufung auf unmittelbave, Eoidens, o biefe. miglidy, fei o3
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durd) Beweife, wo e8 nidjt anderd geht,” ift dem Verfaffer neben den For
pevungen bder Pidagogif mafgebend gewefen. Dag Penjum fitr Tertia und
Unterfefunda enthilt in fiinf Kapiteln: Cinleitung und Grundbegriffe, ebene
Figuren aud zwei und drei Gevadben, Vievede und Bielede, Vergleidung ber
Bielede nad) Fldde und Umfang, metrijde Relationen g,mzid‘;en Streden,
Abnlicheit der Dreiede und Bevedynung bed Kreifes.

Am Cnbe eined jeden Kapiteld find Fragen zur Repetition, refp. Kon=
ftvuftionen und Aufgaben, jadygemdf und ausdveidjend geboten. Dag Penfum
der Oberfefunda Dbehandelt in ber 1. Ubteilung die ebeme Trigonometrie und
swar juntid)it die Funftionen der fpigen Winfel und dad redytwinflige Drei:
ed, bann die trigonometrijdjen Funftionen belicbiger Winfel, Goniometrie,
und die Anmmwendung auf dasd Dreied, Bieved und Bielet, in ber 2. Ab-
teilung  al8 zweite Stufe der Planimetrie die Anfangdgritnde bder projef-
tivijden Geometrie. Aufgaben mit und joldje obhne Aufldjung veiben fid)
der erften Abteilung an.  Ref. glaubt fid) den Dant vieler mathematifdyer
Lebrer 3u berdienen, wenn cxr fie befonderd auf diefes Lehrbud), dad in mehr
al8 einer Hinfidht von der grofen Wenge feiner Avt abweidt, aufmert-
fam madyt. Ritdbeil, Oberlehrer an der Realjhule in Sondershaufen.”

Cin dhnlides NReferat, unterzeidmet BVillicus, bringt der , Wegmeifer
durd) die pidagogifde Littevatur” vom Jahre 1881, VII, &. 66, aus dem
wir nuv die folgende Stelle entnehmen:

ynbem der Verfafjer weiter angiebt, die Aufgaben von Heid teilweife
beniitst zu Habem, bemerft ev 3u diefer fehr umfangreidhen Aufgabenjamms=
lung ganj utreffend, Daf 8 ein Iibelftand fei, wenn man die Sdyiiler
tewere Vitder anfdjaffen laft, von deven Jnbalt die grofle Mehrzahl faum
1,0, und felbft diejenigen, welde dad Gymmafium obder bdie Realfdule voll-
ftandig abjolvieven, faum ?/; braudjen, wibhrend fie beim Repetieven auf
biirftige  Notizen ober Diftate befdyrtntt find. Die natitrlide Folge ift
bann  Ddie, baf bdie Sdjitler felbft au foldjen SLehrbiidhern greifen, bie
ihnen durd) Jufall befannt ywerden, und ba fie dort meift wieder alled in
gany anberer Avt behanbdelt finden, fo ift e8 fein Wunbder, wenn biele e3
aufgeben, in der Mathematif etwad leiften i wollen. Referent teilt bie
Meinung bed BVerfaffers, baf ber Unterrid)t frudytbringender wird, wenn
basd bemfelben st Grunde liegende Qef)tbnc[) die Theovie und Praxid fo
fdhictlid) wie bda8 borliegende verbindet, in weldjem jedem Abjdjmitte 3abl=
reiche {lbungaufgaben Beigegeben find, bie nad) vorausgegangener theoretifdher
Entwidelung mathematifdjer Lehridge den Sdyiiler in den Stand fefen, mit
Perjtinbnis die Aufgaben zu [Bfen. Die iemlid) vielen eingeftrenten phyfi-
falijhen Aufgaben, durd) welde ber Autor dad abftrafte Formelwefen dex
allgemeinen  Avithmetit abjdywidyt, beleben ben mathematifdhen Unterridyt
burd) unmittelbare Vetradtung und Anwendung auf bdad Naturleben in
eingefdjaltenen furygefafiten phyfifalifdhen Erirterungen, und erhhen bie
praftijhe BVraud)barfeit ded in Rede ftehenden Werfes. Die fonft von
mandjen Lehrern fehr beliebten Ritfelanfgaben im Texte der: Gleidungen
vermiffen toir ginglid), welder Abgang FeineSwegs zu bedbauern ift, naddem
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durd) fie nur eine fehr jweifelhafte Anvequng gum Studium der Mathematit
exgielt werden famn“.

Das Bentralovgan fitr die Jnteveflen de8 Realjdjulwefens (V, &. 737)
giebt itber den exften Teil folgendes NReferat:

,&8 ijt eine willtommene Gabe aus Sitdbeutidland, die unsd in dem
vorliegenden Werf geboten wird (der BVerfaffer ift Profeffor am Gymmafium
in Mannbeim). Die Darftellung evgeht fid) namentlich bei den Elementen
in breiter Behdbigeit und nimmt vieled auf, wad wohl befjer der mitnd-
liden GrflGvung vorbehalten bleibt, fo daf dad Vud) vorzugdweife aud fitx
den  Gelbftuntervid)t geeignet erfdjeint; abev bdie beqrifflie Sdyirfe ber
Definitionen und die RKlavheit der Entwidelung laffen Faum etwas 3u
witnjden itbrig. Den cingelnen Abjdynitten {ind ablreiche Ubungsaufgaben
beigefitgt, bet Deven Auswahl ein Hauptaugenmerf auf die praftijde Ver-
mwertung Dder gewonnenen Kenntniffe geridytet wurde. Die Tertaufgaben zu
den Gleidungen find mit Red)t faft aus{dylieflid) der Geometrie und der
Phyfit entnommen und befunden das banfendwerte Veftreben, das abftvatte
Jovmelwefen mit dem lebendigen Stoff finnlider Natuvthatfaden ju durd)-
fepen und s Ddurd)dringen. Befondere Anevfennung vevdienen aud) bdie
biftovijthen Hinweife, die namentlid) auf der Oberftufe den Hauptiden bei-
gefiigt find, und Dbemem zur Hebung bde8 KontinuitdtSbewufitieind wie des
Piettitdqefith(8 auf wiffenjdaftlihem Gebiete eine fHohe, oft verfannte Bebeu:
tung beigelegt werden muf. —

Dag erfte Bud) umfafit die Clemente bid zu den algebraifden Glei-
dungen aweiten Graded und deven UAnwendbung auf einfade Marimal= und
Minimalaufgaben. Dad yweite Bud) liefert fitv den Untervid)t in der Prima
ein reidjed WMatevial, deffen villige Ausnupung freilich jenfeitd dev Grengen
der Moglichteit liegt, und dad jum Teil nur fitv den Privatfleify begabtever
Sdjiiler mit Borteil vevwendbay ift. Gleidyoohl midte man nidtd3 von
dem Jnbalte bed Budjed miffen; e exftredt fid) nidft den Kettenbriiden
und Progreffionen auf die Theorie der fompleren Jabhlen, auf die Kombi-
nationslehve und deven Unwendungen; in den lepten drei Kapiteln werben
die gangen algebraijdjen Funftionen und die algebraijfjen Gleidungen, bdie
Potengreihen und bie Detevminanten ausfithrli) behandelt. A fadlich
neu ift BHervorgubeben ecime ermweiterte Anwendung des binomijden Safes
auf die Darftellung von figurievten Jahlen und eine bequeme Fovmel zur
Berednung ded Pridmatoids. Die Gufgeve Ausjtattung de8 Budjed duvd)
die Berlagdhandlung ift veid) und iibevaus anfpredjend.

Berxlin. Dr. ¥r. Posfe”

Derfelbe , Wegtveifer durd) die pidagogijdje Litteratur”, der dasg oben
crwibute Referat von BVillicud bradjte, bringt {dhon im Jahrgang 1879
Nr. 2 ein ldngeve8 Referat, unterzeidmet P., itber die Avithmetit allein,
weldes beginnt mit den Worten:

»Cin vortvefflidhes Wert nad) Jnbalt und Anlage wie nad) Foum
und Ausfithrung .
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Der Sylufp lautet:

oJiefevent Datte fid) beim Duvdhlefen ber Sdjrift eine grbRere Angahl
von Notigen gur Cmpfehlung besfelben gemadit. Die Riidfidt auf den
Jawm geftattet ithm aber nidyt, Ddiefelben bhier anjufiigen. Mige jeder, bex
Jnteveffe fiiv den fraglidjen Gegenftand Hat, da8 Bud) felbft zur Cinfidyt
verlangen. Die typifdje Ausftattung des Lehrbud)3 verdient volle Anerfennung”.

Ausd der ausfithrliden Regenfion, die Herr Dr. Rilling dtber den erften
Zeil in Der Beitfdrift fitv mathem. und naturw. Untervidt IX, &. 294
hi8 300 geliefert Hat, Heben wiv folgendbe Stellen Heraus:

»Deim Beweife avithmetijher Sige fommt e8 fehr oft darauf an, Fu
erfennen, Daf eine mit beftimmten Bablen bduvdygefithrte Betradytung auf
alle andern Bablen itbertragen werben finne, und der Veweis ift, wenn ex
mit allgemeinen Bablzeiden durdgefiihrt wird, nur die Anbeutung einer
foldjen Ubertragung. Jn allen diefen Fillen ift e8 alfo notwendig, den
Sdjitler undd)it in die Betvadtung felbjt eingufithren und ihm die volle
Cinfidt zu verjdaffen; Ddagegen ift 8 giemlid) gleidgiltig, ob er fid) bie
allgemeine Fovm aud) nod) ancignet. Demnad) wird man e§ gany billigen,
daff in Ddiefen Fillen der BVeweid mur an einem Beifpiele duvdygefithrt ift,
weldyed erfennen [aBt, dafy Dderfelbe Veweid fiiv jedes anbere Betfpicl be-
fteben bleibt. €3 ift died nid)ts andeves, ald dafy die Geometrie eine Figur
st Grunbe legt, weldje ywav fpesiell ift, aber dem Beweife feine Vejdyviin-
fung auflegt”.

»Mit bejonderer Freude Haben wir die drei lepten RKapitel gelefen,
ba fie eine gany voraiiglide Vorjdule fitx dasd afabemifdhe Studium bilden.
Gegenwiirtig davf die Differentialredynung nid)t mit allgemeinen Vetvad)-
tungen beginnen; man Hat daher mit Redt empfohlen, bdiefe Theorie zu-
ndd)ft ouf die gamgen rationalen Funftionen anguwenben. Das it im
fedy8ten Rapitel volftindig duvdgefithrt. Daneben bringt dasjelbe nod) eine
iemlid) evidydpfende Theovie dev algebraifden Gleidungen, zwei Methoden
ber Lojung duvd) Anndberung und fitr tubifde und biquadratijde ©lei-
dyungen die allgemeine Auffindung aller Wuvzeln. Ebhenfo zeichnet fid) bie
Lebre vonm ben Potemgreihen, bdie im ficbenten Kapitel gegeben ift, durd)
Strenge und genitgende BVollftindigleit aus. Dasd leste Kapitel liefert die
Determinantentheorie big yum MultiplifationStheovem und zu den rejiprofen
Determinanten (einfdl.) und einige widytige Anwendungen “.

Dag Refevat {dhlicfit mit den Worten:

,Bum Sdluf glauben wiv nodymal8 Hevvorheben zu miiffen, daf bdas
Wert nad) unfever Meinung beim Untervidt grofen Nupen ftiften wird.
Mige bie vorftehende Vefpredjung in etwad ju feiner Vevbreitung beitvagen”,

Jn der (Bftevveidyijdien) Seitjdyift fiiv dad Realjdulwefen (III, S. 2486,
IV, @ 211 und &. 630) liefert Herr Dr, Giinther ausfiihrlide Regen=
fionen iiber alle Teile. Der Regenfion des erften Teile8 entmehmen wiv:

»Dad Bud) foll in erfter Linie dem Schuluntervidt diemen, ja fitv den
Selbftuntevvid)t vt e3 fogar der BVerfafjer felbft nuv mit Einjdrintung an,
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bes Berfafjers , Clemente dev Geometrie, auf neuer Grundlage ftreng be-
pbuftiv entwidelt” gearbeitet find. uber diefed letere Bud), weldjes all-
feitig, aud) von Gegnern ded Verfafjers, al8 eine hid)ft bedeutende Arbeit
anexfannt worden ift, hat bder Untevzeidhmete im ,, Bulletin des sciences
mathématiques et astronomiques {id) ded ndbeven verbreitet umd aud
bie Bedenfen angedeutet, weldje er gegen bdie Methodif de8 Buches hegte.
$Hier nun, wo e8 {id) nidht wn ftreng wiffenidaftliche Begriindung, fondern
eingig und allein darum hanbdelt, den jugendliden Geiftern die geometrijdjen
Walbyrheiten auf dem fidjerften und Fiirzeften Wege zur Evideny und vollen
Aneignung 3u bringen, bhier jdwinden alle devavtigen Vedenfen und mit
voller  Befriedigung  verjolgt man den ielbewufiten Gang bdesd  Autors,
Beders Abfidht ift e8 befanntlid), jeme Fundamentalfite, aus welden
Helmbholf auf analytijem TWege dad Lehrgebiude dex Geometrie fonftvuiert
bat, elementar ju gewinnen. ©o ftrenge, wie in bdem erwdbhuten fritheven
Werfe, driickt fid) hier died Veftveben nid)t aus, dod) werden aud) hier bie
Begriffe von Kreid, Kegel und Kugel mit in den erften vorbereitenden A=
fdmitt Bereingezogen.  Jn den Anfingen der DreiedSlefyre ift die jdarfe
Sdyeidung  gwijden  fongruenten und fymmetrijden Figuren anzuerfennen,
fowie diberhaupt die umfafjende Beriidfichtiqung der Symmetrie. Die Po-
[ygone werden im dritten Kapitel eingehender abgehanbdelt, al8 in den meiften
Unterridytdbiidhern, 1und dad reguldve Polygon gewinnt feinen ridjtigen Plag,
inbem e8 nidjt al8 deus ex machina abrupt dem Lernemden entgegentritt,
fondern al8 gleid)jeitiged Sebnen= und gleidywintliges Tangentenvieled ertldvt
toixd.  Bei der Fladenbeftimmung fehlen aucy die ifopevimetrijden Siipe
nidgt.  Die Ahnlichleitslehre, welde aud) die harmonijden Beyiehungen mit
umfafit, ftigt fid) memgftenf’ teilweife auf den Begriff des Ahnlidyteitszen-
trum8 und gipfelt in einev clegant durdgefithrten Distujfion e Feuer-
bad)fden SKreifes.

Cine reid)haltige Sammlung von Konftruftionsaufgaben ift jedem ein-
jelnen Kapitel angehingt. — Ein Hauptvoorzug ded grifferen Werfes, die
gleidymdpige Behandlung der planimetrijdhen und ftereometrijden Verhilt=
niffe, tritt freilidy in Ddiefer bidaftijdjen Umarbeitung zuriid, da der Ver-
faffer offenbar nidyt fo vadifal mit ben iibliden Unjdjauungen bredjen roollte,
al8 died 3 B. Frijdauf thut; allein, wie nun einmal die praftijden Ums=
ftdnde unjerer Lehranftalten find, wird e8 wohl fo befjer fein. Fiix Real
fdulen mbdyte fi) wobhl nod) etwad mehr Ritdfidt auf neuere Geometrie
empfehlen, fitr Gymnafien aber wiifiten wir wenigftend fein Bud) zu nennen,
weldyed wiv, itber Veders Leitfaden ftellen mddten.

Wir  betvacdyten iibexhaupt dad gange Werf al3 eine entfdyiedene Be-
reidjerung unfeved Vitdjermarttes. Fiiv die Humaniftijhen Studienanftalten
Bayernd giebt ber Verfafjer freilidy ju viel, aber fitv Ddie fortgejdyittenen
Realjdulen Norddeutid)lands und thertexd)é fowte aud) fitr Ddie fitddeut-
jhen , Realgymnafien” empfiehlt e8 fid) al8 eimed bder beften Lehrmittel,
itber weldhed man zur Beit verfiigt”.

Aus der Befpredjung ded zweiten Budjed ded iweiten Teiled fegen wiv
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nur die Ginleitung her, da der Reft Hauptjddlid) in einem Referat itber
ben Jubalt befteht.

, Refevent hat, toie den Lefern der Jeitjdyrift Hefannt ift, beveits itber
bie ‘erften drei Bitdjer bdiefes widhtigen und umfafjenden UntervidjtSwerfes
beridytet und ift dabei zu dem Ergebnis gelangt, daf, woferme man aud
mit Den ftet8 degidievt auftvetenden pidagogifden Anjdauungen bed Ber-
fafferd nidit duvchweg ecinverftanden fein follte, der oviginellen Anlage und
ber von tiefem Nadydenfen eugenden Durdfithrung bdiefes Planes volljte
Unerfennung gesollt werden muf.  Crfreulicherweife bdient diefe neuefte Lie-
ferung nuv gur Veftitigung bde8 damals audgefprodjenen rteiles. Wix
wollen gleid) eingangd anbdeiten, daf wir auf die in dem ausfithrliden
Borxwort behandelte Frage, ob Sdulbitder nur aphoriftijhe Hilfdmittel fitr
cinen genetifdien Untevridjt oder aber eine vollftindige Darftellung des Lehr-
ftoffed entbalten follen, bhier gar nidt eingehen. Diefe Streitfrage zu ent-
fdheiden, wird erft einer fpdteren Beit miglid) fein; vorderhand betradyten
wir bdicfelbe al8 eine offene und ftellen und fiiv die Dauer diefer BVerid)t-
erftattung durdjausd auf den Standpunft BVeders. Das aber wollen wir
audjpredien, daf ein folded Bud), wie wir e8 hier vor und haben, dem
vom utor gewiinfdyten Jwede vedht wohl entfpredhen fann. Nidjt minder
billigen wir den Grundfats, daff ein Lehrbud), weldjes gleidyzeitiq dem Selbit-
unterridyte foll dienen fonnen, vedit wohl gar mandjed enthalten darf, was
unter gewbnliden Berhiltniffen in der Scdule felbft nidht wird durdyge-
nommen werden Yommen. €8 wdve fehr dhade, wenn um ded gewdhmlidhen
Mittelguted Halber, welded in der CEinvidtung der novmativen Lehrplan-
Grengen fein Hodyjtes Biel erblidft, audgezeichnete Schitler, wie e8 ja deven
sum Oliide dod) aud) giebt, an mweitevem Aufflug fid) miiften verhindern
laffen. @8 ift bdied ber nlmlide Grundfass, welden feinerzeit Profefjor
Unverzagt vor ber Wiesbadener Verfammlung bdeutfcher Philologen und
Sdulménner in muftergiltigerer Weife sum Ausdvud bradjte’’.

LBon dem Refevat itber dad lepte Vud) lantet der Sdhluf:

, Die Kegelfdmitte madjen den Vefdhluff. Sie werben ihrem Namen
villig entfpredjend bdem Regel felbft entmommen und aud) fitrd evfte am
Regel felbft unterjudyt, fo daf alfo 3. B. fitr die Konftruftion der Brennpunite
ciner ‘Cllipfe die beiben dem RKegel eingefdiriebenen Kugeln de8 Danbdelin=
fchen Theoreme8 verwenbdet toerden. Jm dibrigen ift die Behandlungdweife
tefentlid) eine algebraifd)-geometrifde, und e8 gelingt, fo ztemlid) allen, aud
den fomplizierteren, Eigenjdiaften wie Tangenten, fonjugierten Durdymeffern
u. §. w. geredjt zu werden. Die lesten fedh)d Seiten fudjen von dem im
Budje felbft uviidtretenden Gegenfa swifden analytifder und fynthetijder
®eometrie dem weiter Strebenden einen BVeqriff zu verjdaffen; begiiglid) der
leteven wivd mod) anbangdweife die Erzeugung der Kurven weiter Ordnung
mit Hilfe projeftivijdher Strahlbiifdyel gelehrt. — €3 wird dem Verfaffer gan
ebenfo mit diefem , Ausblid” evgehem, wie dem Vevidjterftatter; viele Lehrer
werden fid) mit folden nur beildufigen Criveiterungen bes Gefidytsfeldes
nidt einverftanden erfldven. Allein die dagegen vorgebradjten Griinde ver-
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modjten und wenigftend nidyt ju itberseugen. Dev qute Sdyiiler, indbejon=
deve aber dev dod) wabrlid) nidyt ju vernadldjfigende Brudyteil, welder fid
felbft dem Studium bder Mathematif widmen will, foll und muf ftets
darauf hingewiefen yoevden, dafy jenfeitd der vom ihm ur Jeit betvetenen
Gefilde erft dad wirflide gelobte Land der Wiffenjdhaft liege, und wer ifhm,
wie e Veder thut, miglihft oft die Gelegenbeit verjdafit, einen Blidt in
badfelbe zu thun, bev braudyt walrlid) nidht zu fitvdten, exr leifte dex Ober=
fladylicyFeit BVor{dyub.

Wir {ind mit unferem Bevidyte itber dasd fertige Werk su Cnde. Misge
derfelbe vedyt vielen Kollegen Luft madjen, fid) dasjelbe felbft genauer an=
jufehen! Man wird e8 nid)t zu beveuen haben”.

Den Refevaten bed Hevrn Dr. Killing in der Hoffmannjden Jeit-
ferift itber den weiten Teil (X, &. 422 6§ 427 und XI, &. 370 hi3
375) entnehmen wir nuyv folgende Stellen:

p3unddit heben wiv hevvor, daf bdad Werfden trop bed geringen
Umfanged und ded niedrigen Preife8 neben dem volljftindigen Lebrftoff reid)-
lide8 Ubungdmaterial enthilt. Aufer zahlveiden SKonjtruftiondanfgaben,
bon Denen eine geniigende Anzahl vollftlindig geldft ift, und vielem zu be=
weifenden Lefridten, enthalten die dret exften Kapitel sufammen etwa 50 Fragen
sur Cinitbung de8 Stoffes; bdiefelben Ddienen nidt nur dagu, Definitionen
und Lehridge zu wiederholen, jondern madjen aud) biter auf den Kernpunit
der Beweife aufmerfiam. Wiv midjten nuy wiinfden, aud) den beiden
lepten Rapiteln feien Fragen, namentlid) der legten Axt, beigegeben.

Den widytigiten Fovt{dritt mbdjten wiv in der Anordnung der Site
erblidfen. Wiv. glauben ndmlid), daf fiiv die Gvuppierung dem Bexfafjer
vor allem gwei Biele vorgejd)webt hHaben: dem Sdyiiler die Miglichteit u
gewdfren, die Stellung eined jeden Saped im Syfteme leidjt zu exfennen
und 3u bebalten, fowie jede Gruppe auf ein eingiged Veweidpringip u
ftitken, fo baf- die Gruppe, zu dev ein Saps gehint, die BVeweidart hervor=
treten [aft.  Ciner foldjen Wnovdnung witffen wiv unbedingt beipflicten.
€8 ift jdon fehr widytig, daf bdie Schiiler ,aud dem Unterridyt iiber Geo=
metvie Den Eindrud eine3 woflgeordneten Gangen davontragen’; zudem
wird Hierburd) dev liftige Gedidytnidtram iwefentlid) vevmindert; vor allem
aber werden bie Sdyitler in das Wefen von geometvifdhen Unterfudjungen
eingefithrt; denn nidyt durd) ufftellung eined Lehriaed und unbeftimmtes
Gudjen nad) ecinem Beweife wird der Fovtidjritt in der Geometric berbei
gefithet, fombern durd) Cntwidelung dev Abhingigleit der zu eciner Figur
vereinigten Gebilde”.

»Ofne die gegebene Anoydnung unbedingt 3u: billigen, wird man ihe
hohen LWert beilegen miiffen. Biele BVeweiSavten find dem Verfafjer cigen=
tiimlid); fie eingeln Ddarzulegen twiitde zu weit fithren. Dev Verfaffer Hat
e3 faft immer veridymdht, durd) allmdblige Entwidelung den Bujammenhang
nod) deutlider hervovtveten zu loffen; weit entfernt, bievin einen Nadyteil
3u evbliden, glauben wir, die ftarre Fovm Cutlidijdher Veweife miiffe itber=
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haupt beibehalten werden. Wenn wir {dlicklid) nod) ervwdbuen, daf alle
Beweife fo ausfithelidy gegeben {ind, bdafy der Schitler ohne Sdywierigteit
in bad Yerftindnis eingefithyt wird, jo glauben wiv genug Gviinde hervor=
gehoben 3u haben, aug bdemen bdie hohe Vedeutung ded Wertdjens hervor=
gebt; wiv empfehlen dadfelbe allen Amtsgenoffen aufsd wivmite”.

,Bubem hat fid) Hevr BVeder, wie er in der BVorvede jum jweiten
Hefte der Geometrie ausfpridit, durd) die offenbar ridtige Erfahrung leiten
laffen, ,daf ein Lehrbud) muv dann feinen Jwed exrfiillen fann, wenn e fo
gefdyrieben, dafy e8 aud) jum Selbftuntervidte gebraudyt werden fann”. So
verfpridit fein Lelrbud) allen Edjitlern wefentlihen Nupen 3u bringen.
Celbft der jdmwdchfte Schitler wird bei der Volftiindigteit aller Vemweife, der
flaxheit und Cinfadbheit der Spradhe leid)t in dad volle BVexftindnisd ein=
dringen; e3 twird fiir ihn fein Nachteil fein, dafy der Stoff iiber die An=
forderungen de8 Gymmafiums hinaudgeht; der fibigere Sdyiiler aber  findet
die befte Gelegenbeit, felbjtandig oder nady furzer Anleitung in ber Sdule
feine Renntniffe zu evweitern und fid) etwa auf den afabemifden Untevridit
borzubereiten.  So verdient dad Bud) den Fadygenoffen beftens empfohlen
3 werden; mbge e8 weite LVerbreitung finden.

Dem Refevate de8 Herrn J. ©. Wallentin in der Jeitidyrift fiix dasd
Bterreidyijche Gymnafialwefen (Jahrgang 1880, &. 128) iiber basd erfte und
bievte Bud) entnehumen wiv die Stellen:

»Die eigenen Worte ded in der mathematifdhen Litteratur rithmlidit
befannten Berfafferd, dafy e8 bdie wefentlidjte und widjtigfte Aufgabe der
Geometrie ift, ,die in den rdumliden Gcbilden ju Tage tretenden
Geftaltungdgefese ausdfindig ju maden und flar davjulegen, fei
¢8 mit BVerufung auf unmittelbave Cvideny, wo bdied miglid),
fei e8 burd) Beweife, wo e3 nidt anderd geht”, darafterifieren
feinen Standpuntt bei Abfafjung dicjed Lehrbudes jur geniige. Eine natur=
gemdfie  Vermittelung wifden der Geometric ded Mafed und der Geo=
metvie der Lage anguftveben und wombglid) tonfequent durdyzufithren, grofes
Gewid)t auf die Unterfudyung der Abhingigteit geometrifder Geftalten von=
einanber gu legen — bad find Ddie den Uutor leitenden Grundideen. Jn
dev That finden wiv, tie ein genauered Eindringen in dad Bud) lehrt,
diefen Plan gewifjenhaft vevwirtlicht. ~ Mit Redht wird vom Verfaffer be=
merft, daf Cutlid nuv ein Agqregat unumftvflid) gewiffer Eingelertennt
niffe ofne jede jadhgemife BVerbindung Ulieferte, daf eine Aneinandevveifung
ber Gige nad)y den in den Eigenjdiaften der Figuren zu Tage tretenden
Geftaltungdgefesen mit der Beweisfithrung cined folgenden Lebrfaged aud
einem vorhergehenden ofne weiteve Vevufung auf die Anjdjauung auf Grund-
lage weniger Ariome dringend geboten fei.

Auf einen Umftand mbge von Hornmeherein bier aufmerfjam gemadyt
werden.  Jndbefonders der weite fiix die Oberfefunda beftimmte Teil ent=
halt vieled, was bet dem Stundenaudmage, dad der Mathematif an dexr Mittel=
fule durdichnittlidy zufdllt, einevfeitd, bei der nidjt gleid) vorgitglichen
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Begabung dex Sdjiiler andeverfeitd, nidt duvdygenommen werden fann.
Deshald wird fein Fadymann dan Autor einen Vorwurf maden, im
®egenteile e3 ift fehr [obendwevt, dafy ein begabterer Sdyitler, bder einiged
Qutereffe fiiv ,mathematijdes Wiffen und Konnen” mitbringt, fdon
in Dem gebraudjten und darum gewohnten Lebrbudje ein Mittel Hhat, das
Angefangene zu einem befriedigendeven Abjdhluffe zu bringen.

Die flave, forrefte und gewdfhite Spradje, deren fid) der Berfaffer be=
dient, die Sdyirfe und Sidjerheit in der Beweisfithrung, bdie gehorige Ab=
yunbung und Gldttung de8 Stoffed werden dasg Bud) zum Selbitftudium
ebenfo geeignet madjen wie jum Sculuntervidte”.

»Mit wabrer Freude hat Referent die jweite Abteilung der Plani-
metrie, in welder die AnfangSgriinde bder projeftivijden Geometvie Fur
Behandlung fommen, durdygelefen. Eine fo flave und {dulgeredte Dax=
ftellung Ddiefer interefjanten Partie ift hm felten begeqmet. Jedbev, der fid)
mit den Clementen ber Geometrie joweit vertraut madjen will, daf er zur
Leftitve grifever Werfe itber bdiefen Gegenftand, jo 3 B. der am Sdluffe
diefed Budyes jitierten ,,Elemente der projeftivifden Geometrie von
Dr. . Hantel”, der ,Geometric der Lage von Dr. §F. Repe”, der
bahubredjenden Steineviden Bovlefungen iiber fynthetifde Geo=
metyvie (in den lepten Jabhren von Geifer und Sdyridter bearbeitet) ge-
ritftet ift, foll su Ddicjem Budje feine Bufludt nehmen; e8 wird ihn fehr
fdmell und Ddabei bod) jiemlid) eingehend mit ben Funbdamentalfigen der
neueren Geometrie befannt maden.

Jeferent mufy {chlieflid) anevfennen, dafy die {dhonen Crwavtungen, die
burd) bdie grofien Bovziige der frither exidjienenen, in diefer Beitjdrift be=
fprodhenen Bitdper Ddefjelben Vexfafjers hinldnglid) gerechtfertigt waven, bei
dev Durdyficht diefes Budjed in feinevlei LWeife getriibt yourden”.

Endlid)y mbge nod) dad Hefevat dev ,Fovtidyritte Der WMathematit
XII, ©. 416 itber das fitnfte Bud) in extenso folgen:

J. & Beder. Lehroud) der Elementavgeometrie fiiv den Sdyulge-
braud). Dritted Bud). Stereometrie, fphivijhe Trigonometvie und Kegel=
{dmitte. Berlin 1879. Weidmann.

»Dad erfte Bud) (1877) enthielt die erfte Stufe der Planimetrie, das
aweite Bud) (1878) die ebene Trigonometrie und weite Stufe der Plani-
metrie. Diefe jowohl wie dagd gegenwirtige verwerten die Grundidge, weldye
in ber vovaudgehenden Sdyrift ded Berfafferd: ,Die Elemente der Geo-
metrie auj neuer Grundlage 2. 1877 (f. F. b. M. IX, 1877, &. 394)
dargelegt find. Die Steveometvie ftiipt fid) nidt wie gewdhnlid)y auf bdie
vovaudgehende Befandlung der Planimetrie, jondern greift im Gegenteil in
der Gvundlequng nod) weiter juvitd ald diefe. Die Grundbegriffe der Geo-
metvie werden mit auferordentlidher Gritndlidhfeit und Ausfitbrlichteit ent-
widelt. Dad Studium der Riemanniden Sdriften hat {idtli) den Vex=
faffer auf die BVeadhtung der widytigen Punkte gelenft. So entfpredien aud)
die aufgeftellten fedh3 Ariome (a. a. O. genannt) im gangen den Befdyrin=
fungen ed empivijdhen Raumes nod) Riemann. Die bdidaftijde Verarbei-
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