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229.

NOTE SUR UNE FORMULE POUR LA REVERSION DES SERIES.

[From the Journal far die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. LU. (1856),
pp. 276—284.]

Je me propose de développer dans cette note, pour le cas de trois variables
(ce qui suffit pour faire voir la loi dans le cas d'un nombre quelconque de variables)
une formule qui se trouve dans le mémoire remarquable de Jacobi, “de resolutione
aequationum per seriés infinitas,” Crelle, t. VI. [1830] p. 257. Voici la formule dont il s'agit.
Soit F(x, y, z) une fonction rationnelle et entiere des variables X, y, z, et mettons
u=X, v=F w=2Z ou X, Y, Z sont des fonctions rationnelles et entiéres des variables
X, Y, z, telles que X —X%, Y—y, Z—z ne contiennent que les puissances et les produits
du deuxiéme ordre et des ordres supérieurs des variables. Cela étant, on aura

ou la notation {)f%? dénote le déterminant fonctionnel ou “Jacobian” de X, Y, Z
par rapport a x, y, z et la notation [ R-iy-iz-i signifie le coefficient de x~xy~xz~x dans
le développement de la fonction en dedans des [ ]; ce développement doit s'effectuer

d'une maniére déterminée, savoir il faut d'abord développer les facteurs u selon
les puissances descendantes de x, c'est-a-dire dans la forme —+  + j™ + etc,, puis
écrivant X=x+P (ou P est fonction des trois variables) il faut développer les

puissances de X selon les puissances descendantes du monbme X, c'est-a-dire dans la
forme X~m=g-™— P+ (w +1) x~™~2 P2 —etc., ce qui est en effet un dévelop-
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La formule donne

ou ce qui est la méme chose

dans ces expressions et partout dans ce qui suit, les etc.’s se rapportent a des termes
que l'on obtient en affixant des accents en nombre quelconque aux symboles indéterminés.

En employant la notation de Gauss lia=1.2.3..a, on obtient pour la terme

général de — - X~A,

ou

De méme le terme général de — P-b est
ou

et le terme général de —~ Z-c est

ou

7+etc. —t, ly+etc.=L, my+etc.=M, ny+etc.=N.

En formant de la le terme général du Jacobian et en multipliant par le terme
général de f(ee, y, z) on obtient pour le terme général de I'expression en dedans des
[ ], la valeur que voici,
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et pour trouver le terme qui contient on n'a qu'a écrire dans cette expression
FviaL-~pP— G+J+7174-Q—b4d-s, H4- K44 R—c4i-t,

le coefficient de @-Ay~xz~'i sera alors la valeur de I'expression [ Jx-lv-Ig! qu'il s'agissait
de trouver. En effectuant cela et en récapitulant les formules on obtient le théoreme
suivant: en posant

on aura pour le terme général du coeff. uavbwe dans f(ce, y, z) la valeur que voici,

dans laquelle

Les derniéres équations peuvent s'écrire sous la forme

qui sont les conditions auxquelles doivent satisfaire les valeurs de P, Q, R, a, etc,
(3 etc., 7, etc., f, g, h, etc,, i, j, k, etc, I, m, n, etc.; en ajoutant ces équations on obtient

ou les nombres F4-g4-h—1, etc. i +j4-k—1, etc. 14-m4-n—1, etc. sont positifs, il ny
a donc qu'un nombre fini (comme cela doit étre) de solutions des équations indéter-
minées.
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Il y a une maniere assez simple pour calculer le déterminant qui entre dans la
formule, pour cela je représente les termes P, I, etc. par les notations symboliques
AS-, Xy, etc. de maniére que le déterminant devient

or ce déterminant est ce que devient le produit
(XN + Xy + X2)(YNM+YZ + Ya) (Z* + ZX + Zy),

en omettant du développement tous les termes qui contiennent un cycle tel que
Xy.Yx, ou Xy.Yz.Zx. Cela donne pour le déterminant la somme des seize termes

X*.Ya.Z*+Y*.Z*(Xy + Xz) + Z<XX*(Yz+YX) + X*.Ya(Zx + Zy)
+JPO(YX ZX + YX.Zy + YZ ZX) 4 F& (Zy. Xy + Zy . Xz + ZX . Xy)
+ 72 (Xz. YZ+ Xz . YX + Xy. Yz)-

et la méme chose est vraie quel que soit l'ordre du déterminant. C’est M. Sylvester
qui m'a fait cette remarque.

Les formules de Jacobi s'appliquent aussi au cas ou u, v, w, etc. sont données en
termes de x, y, z, etc. au moyen d'équations et non pas explicitement comme aupara-
vant; mais je ne chercherai pas a présent ce que deviennent les formules pour ce cas
plus général.

On peut appliquer la formule au probléme de la transformation des variables
indépendantes dans le calcul différentiel. En effet, soient u, v, w des fonctions quel-
conques de x, y, z, et prenons £, y, C pour les incréments de x, y, z respectivement
et v, v, w pour les incréments de u, v, w respectivement; on aura

Soit
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le Jacobian de x, y, z par rapport & w, v, w; et mettons

v, v, w seront des fonctions linéaires de p, q, r, et, en formant avec ces valeurs

I'expression de , on trouve

ou X, y, z sont des opérations de la forme qui peuvent étre

représentées symboliquement de cette maniere,

et de méme pour y et z\ il faut faire attention, qu'en opérant avec ces symboles, il
faut traiter comme des constantes les fonctions de u, v, w qui entrent dans ces
mémes symboles.

Nous avons évidemment xx=1, yx=0, zx=0, et de méme xy =0, etc.; on obtient

de la .
£="H 41 (rr. 4- adi 4- 4- ptp

Soit a présent S- une fonction quelconque de X, y, z, ou de u, v, w, en envisageant
U comme fonction de x, y, z, on trouve lincrément de cette fonction en opérant sur &
avec le symbole

mais en envisageant comme fonction de u, v, w et en faisant attention a I'équation
, on trouve ce méme incrément en opérant sur U avec

le symbole
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et les deux résultats deviendront identiques en substituant pour p, q, r les valeurs d
ces quantités en termes de £, y, G valeurs qui se trouvent par la réversion des série
qui donnent £, y, C en termes de p, g, r. C’est-a-dire nous aurons

(a)" @b =na nb ne-coeff dans

\fpx + qy + rz) 4-1 (gpx 4- qy 4- rz)2 4- etc.},
ou
£=P +1 (px+qy + rz)lx + etc.,
v—g+2 rz)ly + etc.,
C=r4-£(px+qy +rz)lz4-etc.

Cest la le probleme de la réversion des séries qui vient d'étre traité; et en substituant

ceee T V920X, XNy NzNy, 1 .. x~ly"mz~nz, N x~py~Qz~I
Hfllgllh  # ©OILHjlu- y nZlimlin vy " ILPHQILR v
au lieu de

ud-/, 9, j, k> Gl, m, n> QR

on trouve le théoréme suivant:

Théoréme. Le terme général de VE/ esf

AEfl (x~fy~'Jz~hx)a etc. («rdy~iz~kyT etc. (x~1y"™z~nz)i etc. x~py~Qz~R,

expression dans laquelle

a 4-etc. =, O 4-etc. =35, 7 +etc. =t

fa 4-etc. = F, ga 4-etc. =G, ha 4-etc. = H,
i/34-etc. =1, 4- etc. = J, kfi + etc. = K,
ly 4-etc. =L, my 4- etc. = M, ny 4- etc. =N,

F+I+L+P=a-+r, G4-J4&M4-Q=b4ds, [/1+K+N+R=c+l;
K= (-/+»+« X

H@sr—)HbO+s—1)1(c4a-1-1)

NnVEétcTri/? etc. N7 etc. (N/iL? nhf etc. <m nj etc. n?» il)tetc. Nnp nQnNp’
n= P+1+1L, -G, -H
-1, Q+G+M, -K
-L, -M, R+H4 K

et ou les nombres f+g+h—1, etc., i+j+k—1, etc., |+m+n—1 etc. sont tous positifs

comme auparavant.
5—2
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La formule contient les symboles x, V¥, z qui sont chacun une fonction linéaire de
, dv' dw’ °n Pourra,it donc se proposer la question de trouver le terme général
en développant la formule de maniere & ne contenir que des puissances et des produits
de ces symboles ; c'est a quoi se rapportent les recherches trés étendues

que vient de faire M. Sylvester sur ce sujet, et qui embrassent aussi bien le cas ol
les nouvelles variables sont données explicitement que celui ou les deux systemes de
variables sont liés par des équations données.

Il 'y a une autre maniére de traiter cette question de la transformation des
variables indépendantes, savoir en écrivant

on peut exprimer les puissances de R au moyen de p et de cette autre quantité
symbolique

A M \ ml~- =

En effet, en mettant

ou

En se servant de la méthode des approximations successives, on trouve comme premiere
approximation

et de la

comme seconde approximation

et de la

comme troisieme approximation
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et de la

et ainsi de suite ; donc, en substituant,

c'est-a-dire

formules dans lesquelles un terme tel que p2A signifie px. x4-ply .y +plz .z, cest-a-dire
I'opération du symbole p? sarréte aux quantités x, y, z faisant partie du symbole A
qui vient immédiatement aprées le p2; la méme chose a lieu dans tous les cas
semblables. 1/équation générale est

mais pour expliquer la forme de la fonction Il il faudrait faire des développements
assez longs, dans lesquels je n'entrerai pas a cette occasion; la découverte de cette
équation générale est due a M. Sylvester, qui l'a établie d'une autre maniére.

Londres, 2, Stone Buildings, 16 Avril, 1855.





