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66.

SUR LES FONCTIONS DE LAPLACE.

[From the Journal de Mathématiques Pures et Appliquées (Liouville), tom. X (1848),
pp- 275—280].

J’AI réussi & étendre & un nombre quelconque de variables la théorie des fonctions
de Laplace, en me fondant sur le théoréme que voici: :

“Les coefficients I, m, ..., I', m/, ... étant assujettis aux conditions
P4m+..=0,
3 TR Rt % 5 b St AT R 1),
4+m*+...=0,
et les limites de l'intégration étant données par
it b Eoe c=ry L emsiunels T et - e (2),
l'on aura pour toutes valeurs entitres et positives de s, ¢, excepté pour s=¢,
f(lw+my+...)s(l’a:+m’y+...)"'dxdy...=0 ................................. 3),
et pour s=¢,
f(lx+my+ DRzt my+ . P dady =Ny (W +mm + . E (4),
en faisant, pour abréger,
W= T (s+1) (5)
ek v e R T i S et :

(ot » dénote le nombre des variables).”

En admettant d’abord comme vrai ce théoréme qui sera démontré plus bas, je
d d d.-“d
d'_(;/, d—b’ ...,d—a,,, d_b,,-.
ol ces nouveaux symboles se rapportent 3 de certaines fonctions f, /* de a, b, ... et de
a5 Bart respectivement. De 1a ce nouveau théoreéme:

’

remarque qu’il est permis d’écrire .,au lieude l,m,..., U',m/, ...,
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“Les fonctions f, f’ étant assujetties aux conditions

2 d2 \
s+t =0 |
dg‘f d?f o4 j ............................
da12 + dbz e ) P 0’

on aura (entre les mémes limites qu’auparavant), excepté pour s=y¢,

f<m0%+y%)+...)sf € . )df dody ... =0......

et pour s=¢,

f(mgd&+g/zdb+ )sf (w%+yé—2—,+ ...)sf'.dwdy...

(adatmant )

Il est facile de voir que les expressions

d d ¥ d d ¥
(md—a+yd—b+ ) 5 (waﬁ’+yd_b’+ > ¥4
satisfont & I'équation
du  dPu

T el BTG ot L e

da* " dy?

...... ©),

(66

et, de plus, qu'elles sont les fonctions entidres et homogénes, des degrés s et s’ respective-
ment, les plus géndrales qui puissent satisfaire & cette équation. On a donc ce théoreme:

“Soient V,;, Wy les fonctions entieres et hofnogénes des degrés s et s’ respective-
ment, les plus générales qui satisfassent & l'équation (9); on aura toujours, excepté au

cas de s=¢,

st W dide il O

(les limites étant les mémes qu’auparavant).”

Ecrivons & présent
F=(@+0"+.., i,

valeur qui satisfait & la premidre des équations (8), et nous obtiendrons par la différen-

tiation successive, en faisant attention & la seconde de ces mémes équations,

(dd d d

s R I i 2 2 —in+
\dada’+dbdb’+"'>(a+b+"') g ol

ST AN ol il )< da,+bd‘i,+ )Bf’(a’+b=+...)—iﬂ—8+lj

I'Gn-1)
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En représentant, comme auparavant, par W, la fonction

d d &
soit Wy ce que devient W, en écrivant a, b, ... au lieu de =, v, ..., c'est-d-dire écrivons

W= (d,+bd'§, ...>sf.

On déduit de 13, et au moyen de l’équation (11), en substituant dans l'équation (8), la
formule

i _d_ i 8 2 2 —in+1
e <wda+ydb+ ) @40+ Wodady... | it
=M,(a*+b*+..) s W,
en faisant, pour abréger,
_I'2°(dn+s-1)
I‘(S+ I)M‘_—W-TN“
ou bien
in
M,= i (13).

¢TI Y P Y g romy SRS IIRIRS

Soit maintenant

1 i) & Qs
T @R - T @i e (14),

ou, autrement dit, soit

Q= F((srl)( Y ) @by (15),

'équation (12) devient
f B dotintions ST & ol nils o daat (16)
{ou la valeur de M, est donnée par l'équation (13)}. Les deux équations (10) et (16)

contiennent la théorie des fonctions W, @Q,, lesquelles comprennent évidemment, comme
cas particulier, les fonctions de Laplace.

Pour démontrer le théoréme exprimé par les équations (1), (2), (3), (4), (5), je fais
d'abord abstraction des équations (1), et j'écris

z=IE+ In+ V8.,
y=mE+mn+m...,
ol les coefficients sont tels que I'équation

B+y+ . =pE+2En+p ' +p 0+
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soit identiquement vraie. Cela suppose que les valeurs de p, p’, ¢ soient respectivement
P+m*+ ..., P+m?+..., et U +mm' +..., et que les sommes de produits telles que
W+mm”+..., U'l'+m'm” + ... se réduisent chacune & zéro. De la

dady ... =Npp — ¢ Np” ...dEdndt ...,
le +my + ... =p&+qm,
le+m'y+...=q€+p'n

En représentant par I l'intégrale au premier membre de I'équation (3), cela donne

T=Vpp = Vp .. [ (pE+ qny E+pnY dEdnds...,

I'équation des limites étant
pE+29En +p P +p "8+ ... =1

Cette intégrale se simplifie en écrivant

% SRELTT M I S
Epvp,nppn,fp,
car alors
«/pp’—q2N/F...dqudé’...=d§,dn,d§,...,
PE+qn = VpE,,
7 ]- 7 o
qE+pn=@(qE+ vpp' —q'n),
et de 1a

I =pi e ffls (QE/ i ,\/pp, = q2 7’/)8’ df/ d’f], dg/ a2

I'équation des limites étant
E24n2+...=1

En supposant s>, lintégrale s’évanouit pour p=0, et de méme quand s >s, ell
s'évanouit pour p’=0. Donc, en écrivant p=0, p’=0, on aura toujours, excepté pour
s=¢, I'équation 7 =0; ce qui revient & I'dquation (3). Au cas de s=s’, en écrivant de
méme p=0, p'=0, on trouve

T=q [ &2 &+ in) dt dn, d, ..

(o, comme & lordinaire, =% —1). En faisant attention i la valeur de ¢, et en com-
parant avec 'équation (4), cette dernitre équation sera démontrée en vérifiant la formule

Ny=[ &2 +in) dE dn, ...

Soient pour cela
E=pcosb, m,=psin 6.
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Cela donne (en omettant la partie imaginaire qui s'‘évanouit évidemment)
N,,=fp”+*cos’ecossﬂdpd€d§,....

En effectuant d’abord l'intégration par rapport & &,..., les limites de ces variables sont
données par

&t ...=1—p%
et I'on trouve tout de suite

N,= e f p**1(1 — p?)i"—1 cos® 4 cos s6 dp d6.
I'(En)
Cette formule doit étre intégrée depuis p=0 & p=1, et depuis § =0 & 6 =27 ; mais en
multipliant par quatre, on peut n’étendre l'intégration par rapport & € que depuis 6=0
jusqua @ =3%m. De I3
o Hirin—1

" T(n)

et enfin, au moyen des formules connues

1 i
f P2 (1—p) i 1dp f cos® O cos s6 dO ;

. 2 e T+ I'(3n)
fof’“” i oo ek 0
im
fcos“@coss€d€=2s—i,

on retrouve la formule (5), laquelle il s'agissait de démontrer. Ainsi le théoréme fonda-
mental est complétement établi.
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