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Représentations irréductibles des fonctions tensorielles non-polynomiales
de deux tenseurs symétriques dans quelques cas d’anisotropie

J.P. BOEHLER et J. RACLIN (GRENOBLE)

UNE METHODE permettant d’établir des représentations irréductibles pour les fonctions non
nécessairement polynomiales est utilisée pour obtenir la représentation d’un tenseur symétrique
fonction non nécessairement polynomiale de deux tenseurs symétriques dans les cas de I’ani-
sotropie la plus générale, de 'orthotropie et de I'orthotropie de révolution. Pour le type de
fonction étudié, les représentations irréductibles obtenues sont constituées d’invariants poly-
nomiaux et de générateurs simples en nombre plus restreint que dans les représentations des
fonctions polynomiales pour les cas de I'orthotropie et de I'orthotropie de révolution.

Metode pozwalajaca na wyprowadzenie niesprowadzalnych reprezentacji dla funkcji anizo-
tropowych, niekoniecznie wielomianéw, wykorzystano w celu otrzymania reprezentacji tensora
symetrycznego — niewielomianowej funkcji dwoch tensoréw symetrycznych — w przypadku
najbardziej ogblnej anizotropii, ortotropii i ortotropii poprzecznej. Dla badanego typu funkcji
otrzymane reprezentacje niesprowadzalne sa utworzone z niezmiennikéw wielomianow i ge-
neratorow prostych o liczbie mniejszej niz w przypadku reprezentacji funkcji wielomianowych
dla ortotropii i izotropii poprzecznej.

Mertoa, no3BoNAKIMI BLIBECTH HECBOAMMBIE NpPEeACTABACHUA ANA aHU30TPONHBIX QYHKLIMI,
He 0DA3aTeNIbHO MHOIOWIEHOB, MCITONIB30BAH € LIEJIBIO MONYUEHHS NIPEACTaBICHHA CHMMETPHY-
HOI'0 TEH30pa — HEMHOTOWIEHHOH (DYHKUIHHK IBYX CUMMETPMUYHBIX TEH30POB — B Cjly4yae Hau-
Dostee oflel aHU3OTPOITHH, OPTOTPONHHE M NoNepe4Hol oproTponuu. [na uccleayemoro THna
(yHKUHI MoJydeHHbIE HECBOJMMBIE TPeCTaB/IeHuA 00pasoBaHbl H3 MHBAPMaHTOB MHOTOWJIE-
HOB M IPOCTBIX TEHEPATOPOB C MEHBILIUM YHCIIOM, YeM B CJIyuae ITpe/ICTaBJICHHA MHOTOWIEHHBIX
yHKuMil 1A OPTOTPONHMHM M MOTEpPeUHOif W30TPOMHM.

1. Intreduction

LES RE’RESENTATIONS irréductibles des fonctions tensoriclles anisotropes non récessaire-
ment polynomiales d’un seul tenseur symétrique du second ordre, obtenues a partir de
la méthode proposée dans [1], sont similaires aux représentations irréductibles des fonc-
tions tensorielles anisotropes polynomiales. Ce résultat n’est pas confirmé pour les fonc-
tions de deux tenseurs symétriques du second ordere: les représentations des fonctions
non-polynomiales sont plus réduites que les représentations correspondantes des fonctions
polynomiales. Ces réductions sont appréciables dans les applications, notamment dans
I’étude des lois constitutives des milieux continus écrouissables, lorsque les fonctions con-
sidérées ne vérifient pas la restriction polynomiale.

Dars cette étude, nous supposons que ces équations constitutives s’expreiment par des
relatiors explicites entre trois tenseurs symétriques du second ordre dans un espace a trois
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dimensions. Un repére lié au milieu précise 'orientation par rapport 4 ce milieu des
tenseurs-arguments de la fonction étudiée. Sans restreindre la généralité, ce repére est
choisi orthonormé dans la configuration de référence. Pour les types suivants d’anisotropie:
anisotropie la plus générale, orthotropie et orthotropie de révolution, les formes les plus
générales des équations constitutives sont établies a 'aide de la théorie des représentations
des fonctions tensorielles isotropes non-polynomiales [2-4] et par application des restric-
tions provenant des symétries du milieu orienté considéré. Les représentations irréductibles
obtenues contiennent un nombre plus restreint d’éléments que celles du cas polynomial,
explicitées ici par la méthode proposée dans [5] pour les groupes de transformations
orthotrope et orthotrope de révolution.

2. Formulation du probléme

Soit un milieu anisotrope, dont la loi de comportement peut étre explicitée par:
2.1 T = F(A, B, v;, ¥3, ¥3)

ol A est un tenseur du second ordre, considéré comme variable mécanique; B est un
autre tenseur symétrique du second ordre, indépendant de A, considéré comme variable
d’écrouissage; T, tenseur symétrique du second ordre, est la réponse du milieu; (v, v,, V)
est un triplet de vecteurs liés au milieu, orthonormé dans la configuration de référence.
L’anisotropie est introduite par la variation de la réponse T suivant ’orientation relative
des variables A et B par rapport au milieu. Cette orientation est définie & partir du repére
(¥4, v2, ¥3).

Le principe de Pisotropie de 'espace impose que, pour que (2.1) soit une éguation
constitutive, la fonction F doit étre isotrope par rapport 2 ses cinq arguments; c’est-a-dire
que pour toute transformation Q appartenant au groupe orthogonal O, appliquée 2 la
fois aux sollicitations A et B et au milieu défini 2 partir du repére (v,, ¥,, V3), la répohse
T doit &tre transmuée par la méme transformation [1]:

(2.2 Qe0 F(QAQ, QBQ, Qv,, Qv,, Qv;) = QFQ".

Pour la fonction isotrope F, lorsque ses cing arguments sont des variables indépen-
dantes, des représentations dans le cas non-polynomial ont été établies par:

SmrTH [2] qui propose comme base fonctionnelle la réunion de toutes les bases cor-
respondant 4 des sous-ensembles du domaine de F.

WANG [3], qui propose comme base fonctionnelle (resp. comme ensemble de généra-
teurs) la réunion des bases fonctionnelles irréductibles (resp. des ensembles irréductibles
de générateurs) correspondant 4 toutes les sous-listes indépendantes de la liste des argu-
ments de F.

Les différences qui apparaissent entre les résultats de ces deux auteurs ont été analysées
et réduites dans [6]. La représentation retenue pour la fonction F, non nécessairement
polynomiale et isotrope par rapport  ses cinq arguments, est une combinaison linéaire
de trente-deux générateurs (tenseurs symétriques du second ordre) ayant comme coeffi-
cients des fonctions scalaires de quarante-six invariants scalaires isotropes. Ces invariants
et ces générateurs sont donnés en Annexe I. Cette représentation est irréductible: aucun
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des quarante-six invariants de la base fonctionnelle n’est une fonction a valeur unique
des autres invariants de base; aucun des trente-deux générateurs de base n’est une com-
binaison linéaire des autres générateurs de base, avec pour coefficients des fonctions
scalaires des invariants de la base fonctionnelle.

Dans notre étude, la fonction F est soumise 4 deux types de restrictions:

elle doit vérifier les symétries matérielles propres a chaque type d’anisotropie envisagé.

ses arguments (¥, ¥, V3) ne sont pas un ensemble de variables indépendantes, mais
constituent un repére orthonormé.

La fonction F, isotrope par rapport a ses cinq arguments (A, B, v,, v;, v3), est aniso-
trope par rapport aux sollicitations (A, B), le type d’anisotropie étant spécifié par le
groupe d’invariance du triplet (v,, v,, v3). Lorsque ce triplet est non dégénéré, il s’agit
de ’anisotropie la plus générale. L’orthotropie correspond au cas ol les sens des vecteurs
(v1, ¥2, ¥3) ne sont plus imposés. En ne retenant dans les représentations de la fonction
(2.2) que les éléments indépendants de M;; = v;®@v; pour i # j, on ohtient donc une
représentation pour T fonction orthotrope de A et B. L’orthotropie de révolution, par
exemple d’axe privilégié v,, correspond au cas ou les vecteurs v, et v, sont nuls. En ne
retenant dans la représentation de la fonction (2.2) que les éléments indépendants de
M,,, M,,, M,,, M,;, M3,, on obtient donc une représentation pour T fonction ortho-
trope de révolution de A et B.

Les arguments (v, v,, ¥3) n’étant pas des variables indépendantes, les représentations
ainsi obtenues ne sont pas irréductibles. Il est montré dans [1] que l'irréductibilité est
obtenue trivialement dans le cas de I’anisotropie la plus générale et qu’elle est automatique-
ment satisfaite dans le cas de Porthotropie de révolution par I'introduction de la condition
de normalité du vecteur v,: tr M3; = tr(v;®v;) = 1. Dans le cas de 'orthotropie, les
conditions de normalité trM;,; = trM,, = trM;; = | ne suffisent pas pour assurer I'ir-
réductibilité, car il faut encore introduire les conditions d’orthogonalité des vecteurs
(¥y, ¥2, ¥3). Pour une fonction de deux tenseurs symétriques, une analyse directe permet
de conclure.

3. Anisotropie la plus générale

La représentation de la fonction isotrope (2.2), donnée en Annexe I, fournit une
représentation pour T fonction anisotrope la plus générale de A et B. En analysant les
formes explicites dans le repére (v,, ¥, v3) des quarante-six invariants de base, nous
remarquons que tous ces invariants sont des fonctions a valeurs uniques des douze in-
variants indépendants suivants:

trM;; A trM;;A trM;;A  trM,,A  trMy, A trMj,A,

(3.1
tl’M“B lngzB trM33B [eraB tl’M;lB tergB,

qui constituent donc une base fonctionnelle irréductible. Il apparait que les invariants
(3.1) sont les douze composantes indépendantes de A et B. Ce résultat était prévisible,
puisque, A et B étant indépendants et la fonction F ne présentant aucune symétrie, tout
invariant scalaire de A et B dans le cas de I'anisotropie la plus générale est une fonction
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quelconque des douze composantes indépendantes de A et B. La formulation a I'aide des
tenseurs M;; permet cependant d’exprimer F en fonction des invariants (3.1) et non di-
rectement en fonction des composantes de A et B, ce qui est physiquement plus adéquat.

De méme nous remarquons que parmi les trente-deux générateurs de la représentation
de F, les six générateurs suivants sont linéairement indépendants:

(3.2 M;; M,, M;; My;+M;, M +M; M+M,

les autres générateurs de base s’exprimant par rapport aux générateurs (3.2) par des com-
binaisons linéaires dont les coefficients sont des fonctions scalaires quelconques des in-
variants (3.1). Les générateurs (3.2) constituent donc un ensemble irréductible de géné-
rateurs pour la représentation de T. Ce résultat était également prévisible, puisque ces
générateurs constituent une base tensorielle de ’espace des tenseurs symétriques du second
ordre a trois dimensions.

Une représentation irréductible pour T fonction anisotrope la plus générale de A et B
est finalement donnée par:

(3.3) T = a;My;+a; My, + a3 Mas+os(Myz+M;j,)+ as(Ma, + M, 3) + a6(My; + Ma,),
o a;(trM“A, tTMzzA, 1[M33A, [eraA, tTM3[A, [fMle, trM“B,
[erzB, th33 B, trM23B, IIM:“ B, terzB)

I

I

ou, en utilisant les composantes de A et B avec la base tensorielle (3.2) par:

_ 100 000 000/ 000 001 010]
(34 T=T,[000[+75,,01 0[+:r,3;0 00 +T7,3001|+75,/10 0+ T,[1 0 0!
000, 000! 001 010} 000! 000

les T;; étant des fonctions quelconques des composantes A4, et B, de A et B.

4. Orthotropie

En ne retenant dans la représentation de la fonction (2.2) que les éléments indépen-
dants de M;; (i #j) et en introduisant les conditions de normalité trM,, = trM,;
= trMs; = 1, nous obtenons une représentation de T fonction othotrope de A et B
constituée des vingt-cing invariants:

trA trB tr AZ trB? trAB trA® trA’B?
trMy A trM;,B  trM,;A? trM;;B* trMyAB trB?

trM;,A trM;;B  trM;,A*? (rM;;B* trM,;AB (rA’B
trMs3A  trMasB trMa; A2 trMasB?  trMs;AB trAB?

@.1

et des vingt-trois générateurs:

I A AB+BA M;;A+AM,, M,;A+AM;, M;;A+AMs;;
M;; B A’B+BA? M, B+BM,, M,,B+BM,, M;;B+BM;,
M,, A? AB?+B%A M, A’+A’M,; M,;,A*+A°M,, M;;A?+A%M,;
M;; B? M, B>*+B*M,, M,,B>*+B*M,, M,;;B*+B*Mj;

4.2)
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La base fonctionnelle (4.1) et 'ensemble de générateurs (4.2) ne sont pas irréductibles
a cause de 'orthogonalité des vecteurs (v,, v,, v3). Les invariants trA, trB, trA?, trB?,
trAB et tr A?B? s’expriment par des fonctions a valeur unique des autres invariants (4.1)
(Annexe TI). Une analyse directe montre que les dix-neuf invariants qui subsistent forment
une base fonctionnelle irréductible, aucun d’entre eux n’étant une fonction a valeur
unique des autres. Les générateurs I, A, B, A%, B2, A’B+BA? et AB?+B?A s’expriment
par des combinaisons linéaires des autres générateurs (4.2) avec pour coefficients des
fonctions scalaires des invariants de la base fonctionnelle irréductible (Annexe II). De
meéme une analyse directe montre que les seize générateurs qui subsistent sont linéairement
indépendants.

Une représentation irréductible pour T fonction orthotrope de A et B est finalement
donnée par:

(43) T =pMy+pMy+p3Mas+s(M; A+AM, ) +f5(M2;A+AM,,)
+P6(M33A+AM;3)+f,(M B+BM,,)
+ fs(Mz, B+ BM,,) + (M35 B+BMj3)
+B10(M 1 A2 +AMyy) + 11 (M2 A2+ A’M,,)
+812(M33 A%+ A°M3,) + f,3(M, , B> +B*M,)
+f14(M;, B? + B*M,,) + f, s (M35 B? + B°Ms33)
+f,s(AB+BA);
avec:
(4.4) B = BirA® ., trB? , (rA’B , (rAB?
trM,; A, trM,, A, trMy;A, oM, B, trM,,B, trM;;B,
trM,; A%, trM,,A? trM;;A%, trM,,B? t(rM,,B? trM,;B?
trM,,AB, (rM,,AB, (rM,,AB).
Par une démonstration semblable a celle donnée dans [1], on peut obtenir une autre
représeatation a partir de (4.3) en remplagant les générateurs M,, A2+ A’M,,, M, A?+
+A2M,,, M;;A2+A%M;; par leur somme 2A? et les générateurs M,, B?+B>M,,,

M., B*+B*M,,, M;;B*+B?M,; par leur somme 2B?. Cette nouvelle représentation
pour T fonction orthotrope de A et B est donnée par:

(45) T =B M +pB: Moy +f3Maz+Ba(M;  A+AM, ) +f5(M2A+AM,,)
+B6(M33A+AM3;)+5,(M;; B+ BM,;)
+ps(M2, B+BM,,) + fo(M33B+BM,3)
+ frc AP+ 5, B>+, ,(AE+PA)

les f; étant des fonctions des mémes variables que dans (4.4).

La représentation (4.5) n’est pas une forme réduite de la représentation (4.3), les
douze générateurs de (4.5) n’étant pas un sous-ensemble des seize générateurs de (4.3).
Ces deux représentations sont complétes et irréductibles. Ceci illustre le fait qu’une re-
présentition irréductible pour une fonction non-polynomiale n’est pas unique et que le
nombre de ses éléments dépend de leur choix.
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5. Orthotropie de révolution

En ne retenant dans la représentation de la fonction (2.2) que les éléments indépen-
dants de M;;, M,,, M,,, M,;, M;, et en introduisant la condition de normalité trM;;
= 1, on obtient une représentation pour T fonction orthotrope de révolution de A et B
constituée de quinze invariants:

T trB trA? trB? trAB trA® trA’B trA’B?
G.D) trM;;A  trM3;B  trMy;A%  trM,;B? trM3;AB  trB®  trAB?
et de treize générateurs:
| A B AB+BA AZB+BA? AB2+B%A
(5.2) M,; A? B? M3;A+AM,;; M;3;A%+A*M,,
M;;B+BM,;; M;;B*+B?M,;;.

Comme nous I’avons rappelé au paragraphe 2, cette représentation est irréductible
et prend la forme:

(53) T =9 1+7:Mu3+73A+7,B+y5(M33A+AM;;)+76(M3; B+BMs;)
+y7 A2+ ys B2+ y9(M33 A% + AM33) + ¥, 0(M33 B2+ B*M,,)
+91:(AB+BA)+7,,(A’B+BA%)+y,,(AB2+B2A),

ou les y; sont des fonctions scalaires arbitraires des invariants (5.1).

6. Comparaison avec les représentations des fonctions polynomiales

Le nombre des invariants et des générateurs de base constituant chacune des repré-
sentations irréductibles établies ci-dessus pour des fonctions anisotropes non nécessaire-
ment polynomiales est:

invariants  générateurs

anisotropie la plus générale 12 6
orthotropie 19 12
orthotropie de révolution 15 13

Comparons ces résultats avec les représentations correspondantes des fonctions ani-
sotropes polynomiales. Ces représentations sont de la forme:

6.1) T = oy, ..., )G

ol les G; constituent un ensemble de générateurs vérifiant les symétries du milieu et ou
les o; sont des fonctions scalaires polynomiales des invariants I, ..., [, qui constituent
une base d’intégrité pour le groupe de transformations orthogonales considéré. Les re-
présentations des fonctions polynomiales constituent également des représentations pour
les fonctions non-polynomiales, les coefficients o; n’étant alors plus nécessairement des
polynomes par rapport aux invariants de la base d’intégrité (PIPKIN et WINEMAN [10-11]).
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Cependant dans le cas non-polynomial, ces représentations ne sont pas en général irré-
ductibles (SPENCER [12], WANG [3]).

Les générateurs de la représentation d’un tenseur symétrique du second ordre T, fonc-
tion polynomiale de deux tenseurs symétriques du second ordre A et B, peuvent é&tre
obtenus en prenant les dérivées partielles par rapport & T des invariants linéaires en T
de la base d’intégrité des trois tenseurs A, B et T (ADKINS [5], SMITH et RIVLIN [8], PIPKIN
et RivLin [9]).

Pour la représentation de T dans le cas de I'anisotropie la plus générale, la représen-
tation du cas polynomial est identique & celle obtenue en (3.4), les Ti; = T;;(Axi, Bun)
étant des fonctions scalaires polynomiales des composantes de A et de B. Ce résultat est
banal, puisque la fonction F, ne présentant aucune symetrie, peut étre représentée par
une combinaison linéaire de la base (3.2) de I'espace des tenseurs symétriques, avec pour
coefficients des fonctions arbitraires des composantes indépendantes de ses arguments. Ce
résultat est généralisable pour les représentations de fonctions anisotropes de n tenseurs
symétriques du second ordre.

Les bases d’intégrité ont été établies par ADKINS [5-7] pour un nombre quelconque
de tenseurs symétriques du second ordre dans les sous-groupes orthotrope et orthotrope de
révolution des transformations orthogonales. Pour deux tenseurs symétriques du second
ordre, la base d’intégrité comporte vingt-trois invariants dans le cas orthotrope et dix-
sept dans le cas orthotrope de révolution (donnés en Annexe III).

En appliquant la méthode indiquée ci-dessus pour la détermination des générateurs
et des représentations de la fonction F dans le cas polynomial, nous obtenons a partir
des bases d’intégrité établies par ADKINS [5-7] vingt-et-un générateurs dans le cas de
Iorthotropie et quatorze dans le cas de 'orthotropie de révolution (Annexe III).

En comparant avec le tableau donné ci-dessus, nous constatons que les représenta-
tions établies dans cette étude pour les fonctions anisotropes non nécessairement poly-
nomiales contiennent un nombre plus restreint d’invariants et de générateurs que les
représentations des fonctions polynomiales dans le cas de 'orthotropie et de I'orthotropie
de révolution.

7. Conclusion

La technique utilisée nous a permis d’établir des représentations irréductibles d’un
tenseur symétrique du second ordre, fonction non nécessairement polynomiale de deux
tenseurs symétriques du second ordre, pour trois types d’anisotropie. La méthode utilise
la représentation irréductible pour la fonction T = F(A, B, vy, V5, ¥3), isotrope par
rapport & ses cinq arguments. Les représentations irréductibles spécifiques sont obtenues
en introduisant les restrictions imposées par les symétries propres & chaque type d’ani-
sotropie et celles dues a la non-indépendance des vecteurs (v, v, v3). Cette méthode
nous a permis de montrer que les représentations irréductibles des fonctions anisotropes
non nécessairement polynomiales contiennent un nombre plus réduit d’éléments que
dans le cas polynomial. De telles réductions sont appréciables dans ’élaboration des
relations contraintes-déformations non-linéaires pour des milieux a structure évolutive,
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Annexe I

Soient T, A et B trois tenseurs symétriques du second ordre et (v, v,, v3) trois vec-
teurs dans un espace a trois dimensions.
Une fonction isotrope des variables indépendantes A, B, v, v,, V3

T = F(A) B, ‘rl& vb VS)
admet comme représentation irréductible ([2], [3], [6]):
T=uoG, 1<i<32

ou les G; sont trente-deux générateurs et les «; des fonctions scalaires de quarante-six
invariants donnés dans le Tableau 1.

Tableaun 1.
Générateurs Invariants

1
A trA
B trB
A? trA?
B? trB?

trA?

trB?
M;, =V, ®v, tuM;, =V, "V,
M;; = V.8V, trMz; = V2V
Ma; = V2@V; trMaa = V3"V,
AB+BA trAB
A’B+BA? trA’B
AB*+B*A trAB?

trA2B?
Mi:+M:; = V@V, +V.0V, trM;; =V¥,° V2
M;3+Ms; = V2@V +V3QV; trtM:; =V,'Va

M;;+M;3 = V3@V, +V,QV;

tuMs, =V;3°V,;

M;;A+AM,;; =V, @AV, +Av,; @V,
M::A+AM;; = V,RAY, + AV, QV,
M:;A+AM;; = VaQAV; +AV;QV,
M,,B+BM,, = v;®@Bv,+Bv,®v,
M;:B+BM.;: = V,@Bv,+Bv,®v,
M;;B+BMa; = Va@BV;+BV;Qv;
(M2 A+AM;,)— (M A+AM,,) =
(Vi @AV, + AV, ®V,) +
— (V.® AV, + AV, @V,)
(Mz3A+AM;;)— (M3 A+AM;;) =
(V2R AV; + AV, @V,) +
— (V@AY + AV, QV3)
(M31A+AM:3)_(M13A+AM31] o~
(V:@ AV, + AV, @V3)+
— (v @AV; + AVa®V,)

trM; ;A = v, Ay,
trM;. A = ¥, AV,
trMy; A = V3~ AV,
trMy;B = v, - By,
trtM..B = v, By,
trMs;sB = v;* By,
ttM;: A =V, - Ay,

trM;:;A =¥, A‘fa

trMs; A = v, Ay,
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(M,;B+BM;,)—(M;;B+BM,;) =
(v @B, +BY,®V,) +
—(V:@Bv, +BvY, ®V,)
(M;;B+BM;;)— (M B+BM,;;) =
(V2@BV; +BY:QV,) +
—(V:@BV, + BV, ®Y;)
(M3, B+BM,;;)—(M,:B+BM,;,) =
(Va@Bv, + BV, ®V3) +
—(V;®BV;+BY:QV,)
M, A? +A3M1| =V @szl +A2V1®‘fl
M., A2+ AM;; = V@AV, + A2V, QV,
M;;Az ‘i-AzMa; = V3®A2V3 +A2"3®"3

M, B*+B*M,,; = v,®@B%,+B%,Qv,
M;,B?+B*M,; = V@BV, +B?*V,QvV,
M,;B?+B*M;; = V;@BV:+ B*V;QV;

ll‘Mu_B =V B?;

trM,;B = v, By,

UM;,B =V¥i* B‘(i

trM,;,; A = v, - A%V,
trM;; A2 = v, A%,
trMs;A? = V3 - Ay,
trM; ;A2 =V, - A%V,
t[M;;Az =¥y A.z"g
trM;; A% = v, Ay,
trM,,B? = v, - By,
trM;,B? = v, B,
t[M;;;Bz =V¥3* B’T;
trM,.B? = v, BV,
trM;;B? = v, * BV,
trM,, B? = v;* By,
trM,, AB = Ay, * By,
tl'Mz;AB = AV: * Bv;
trM;;AB = Ay, - By,
trM,;;AB—trM,; AB = Ay, - By;—

—Ay, * By,
trM;;AB—trM,; AB = Ay, By;—
—A";' By,
trM;; AB—trM;;AB = Ay, Bv,—
—Av, : Bv,

Annexe II

Nous avons établi au paragraphe 4 qu’une représentation de T, fonction orthotrope
de A et B, est constituée par les vingt-cinq invariants:

trA trB trA? trB? tr AB trA® tr A’B?
trM;;A trM,;,B trM;;A* rM,;B* trM;;AB trB?

(A

tergA terzn tl‘M;;Az trM;:Bz trM;zAB tr A:'B

trM;;A trM;;B trM;;Az tng;,Bz trM;;AB tr AB?

et par les vingt-trois générateurs:

I A AB"'BA M11A+AM11 MzzA‘}"AMzg M33A+AM33
M;; B A?’B+BA? M, B+BM,, M;.B+BM,, M;,B+BM;;
Mz; AZ AB2+B2A MilA.z‘i"Alel M22A2+A2M22 M33A2+A2M33

(A.2)

M,;, B? M,,B2+B*M,, M,,B?+B*M,, M;;B*+B>M;;.
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Cette représentation n’est pas irréductible. Nous montrons ci-dessous que les invariants
trA, trB, trA? trB?, trAB, trA®B? et les générateurs I, A, B, A2, B?, A2B+BA?, AB%+
+B2A sont redondants.

a) Base fonctionnelle

En analysant les formes explicites dans le repére (v, v,, v3) des invariants (A.I),
nous obtenons immédiatement les identités:

trA = trM;; A+trM,,A+trM;; A trA? = trM,, A2 +trM,, A%+
+trM;; A2

(A.3) trB = trM;; B4+trM,,B+trM,;B trB? = trM,, B>+trM,,B*+
+trM,; B2

trAB = trM;; AB+trM;, AB+trM;; AB
Il subsiste alors vingt invariants dans la base fonctionnelle: tr A?B? et les dix-neuf
invariants:
trM;; A trM,;,A trMj;A trM;;A? trM,,A? trM,;;A?
(Ad4) trM;;B trM,,B trM;;B trM;;B*> trM,,B?> trM,,;B?

trM;; AB trM,,AB trM;;AB trA3 trB3 trA’B trAB?
La donnée des invariants (A.4) permet de déterminer de fagon unique les quantités:
I = Ay, I, =4, I3 = A3, I, = A?z Is = Ais Is = Agx

I = Ay343345,
Jy = Byy J, = B, Js = By, Jo= B}, Js=Bi; Js= Bj
(A.5) Jy = B3 B;3 By,
K, = A12By; K; = Ay3B;3 K; = A3, By,
Ky = A12A433 B3+ A3343, By + A3, A2 Bas
Ks = B, By3A43,+ B3B3, A2+ B3, B2 A3

et réciproquement. Les A;; et les B;; dans (A.5) sont les composantes dans le repére
(vy, V2, ¥v3) des tenseurs A et B. La donnée supplémentaire de I'invariant tr A2B? permet
de déterminer la quantité:

(A6) Ks= (I;+1)A;2B23 B3+ (I, +13)Ay3 By Byp+ (I3 +1) A3y B2 By +
+(Jy+J2)BiaAz3 Asy + (T2 +J3) Byy Az A+ (J3+J1) By Ay 2 Aas

et réciproquement.

Pour montrer que trA?B? est une fonction & valeur unique des invariants (A.4), il
faut et il suffit de montrer que K est une fonction a valeur unique des invariants (A.5),
c'est-a-dire que les six quantités:

L = AL2333‘83I L, = A33B;5, B.lz L; = A3, B2 B;;

(A.7)
M, = B, 43343, M, = B;3A43, A1z Ma = 331 Au«"za
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sont des fonctions & valeur unique des quantités I, ..., I, Jy, ..., J7, Ky, ..., Ks. Il vient
par exemple pour L;:
Jr ;

Li=="K si J,#0
(A8) 1 7, ™ 4
L1 = .K5 si J,‘, =0
et de méme pour L,, Ly, M, M,, M;. Finalement I'invariant tr A?B? est redondant. Une
analyse directe montre que les dix-neuf invariants (A.4) constituent une base fonction-
nelle irréductible.

b) Ensemble de générateurs

En analysant les formes explicites dans le repére (v,, v,, v;) des générateurs (A.2),
nous obtenons immédiatement les identités:

I = Mll +M22 +M33
2A = (Mu_A'l‘AM]_l) +(M23A+AM32) +(M33A+AM33)
(A.g) ZB — (Ml 1 B+BM1 1) 4+ (M;zB+BM22) + (M33B+ BM33)

2A% = (M;; A+ A’M; )+ (M, A%+ A’M,,) + (M33 A%+ A?My;)
2B? = (M;; B*+B*M,,)+ (M, B2+B>M,,) +(M3;B%+B>M,,).

Il subsiste alors dix-huit générateurs: A’B+BA?, AB?+B?A et les seize générateurs
My, M,, M3, AB+BA
M;;A+AM,;, M,;A+AM,, M,;;A+AM;; M;;B+BM,,

(A10) M A2+A’M,; M,;,A’+A’M,, M;;A*+A’M;; M, B>+B’M,,
M,,B+BM,, M,;;B+BM;;
M,;,B*+B’M,, M;;B?+B*M,;.

La donnée des générateurs (A.10) permet de déterminer de fagon unique, par des
combinaisons linéaires dont les coefficients sont des fonctions des invariants (A.4), les
générateurs:

100 0 A 0 0 AysAzs 0 0 B0 0 By3B:3 0
My;=|000|Gy=]4,20 0/Ge=|— 0 OF, =[B20 O0|Fe=|— 0 0
000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o0 o
00 0 oo o0 00 o0 00 0
Mi;=[010|G; =00 Az3/Gs =100 A5 F;=|00 B:s|Fs=1[0 0 By:B,,
000 0 A3 0 0o— o0 0 By, 0 0o— 0
(A.11)

000 0 0 Ay 0 0 AyzAa; 0 0 A4y 0 0 By;B:s
My;=[000|Gs=[{0 00 |Ge=[00 O |[Fs=|0 00 |[Fe=(00 O
001 A3 00 —0 0 A3 00 —0 0

0 A31By3+BijAzz A12B23+ Bradas

E = |— 0 A12831+ B12Aa;

S i 0 i
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et réciproquement. La donnée supplémentaire du générateur A’B+BA? permet de dé-
terminer le générateur:

0  A;3By3(A +A433)+ A3 B3 (Aaz+As3) A Bas(Ar +422)+
+ A3 B 52(A22+ Ass)

(A.12) E, = |— 0 Ay2 B3 (A +422)+
+ A3y Bia(411 + Asy)

— 0

et réciproquement.

Pour montrer que le générateur A2B+ BA? est redondant, il faut et il suffit de montrer
que E, est une combinaison linéaire des générateurs (A.11) avec pour coefficients des
fonctions scalaires des invariants (A.5). Pour cela, nous décomposons le générateur E, en:

E, = (L+L)Vi+(L+ L)W, +(L+ L)V, + (L + L)W, + (I, + L)V + (I + 1) W3

0 A3, B;, 0 00 0 0 0 A,,B,,
avec: V,=— 0 0 V,={00 A4;,B,, V;=/10 0 O
0 0 0 0— 0 — 0 0
(A.13)
0 B3 4,30 00 0 0 0 By, A4,
W,=|— 0 00 W,= ’0 0 B34, Wa=10 0 O
0 0 0 0— 0 —0 0

1l vient par exemple pour les générateurs V, et W;:

vL=if£(;1 wiagicl i L %0
4 4

Vielw w-Lp & L=0, L#0
J4 ‘;4
a4y v,=Xge w=g i L=s=0 ILL=*0
7 I,
v1=E1 ]=0 si I4=J-4=1'5=0
v1=0 WI=E1 si I4=J4=16=0

les invariants M,, M,, L,, L; étant des fonctions 4 valeur unique des invariants (A.5)
comme il a été montré en a). On obtient de méme des expressions analogues pour les
générateurs V,, W,, V5, W;. Finalement le générateur A2B+BA? est redondant. Par le
méme procédé on peut montrer que le générateur AB?+B?A est également redondant,
Une analyse directe montre que I'ensemble des seize générateurs (A.10) est irréductible.

Annexe IIT

Les invariants des bases d’intégrité pour les représentations de la fonction polyno-
miale T = F(A, B), obtenues par ADKINS [5-7], admettent comme expressions dans le
repére (VI » Y2, "3):
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a) cas de l'orthotropie

A Az Ass A3s A% A}, Axads Ay,
By, B;, Bs, B} B3, B}, B;3B; B,
Az3 B3 A3y Ba, Ay2 By,

Ay3As1 By As1AgaBrs Ay2433Bs,y
A13By3Byy Ay3B3y By, Az BiyBas

b) cas de I'orthotropie de révolution

Ays;  Bas; Ayt AxatAss; Byt Byt Bas;

L+ AS+ ALy Ad+ A+ A33+2(43:+ 43, + 41));

B}, +B33+B3y;  Bii+B3,+B3;+2(B3;+ B3 +By);

A3y By + A3 By +As3Bys; Ay By + Az By +A33 Biz+2(A23 Bys+ A3y By +

+A4;2B,5);

A} + A3+ A3+ 34, (A5, + A3) +3452(A33+ AF2) +3A433(A31 4+ A33) + 645345, 4,55

B}, + B3, + B33 +3B,, (B3 + Bi2)+3B,5(B33+ Bi2) +3B33(B3, + B33) +6B,3 B3, By ;5

(Ay1Asi+ A3 Ars+Ay3Ass) By + (A1 A3y + A2 Asz+Ar3 As3) Bos+

+ (431 + 433+ 433) Bsa;
(B11B31+ B3 Bys+ B3 By3) Ay +(B12 By + By Bys+ Byy Bag) Aza+
+ (B3 + B3, +B33) 4s3;

A} 1By +A32Byy+ A3 By3+2(A22 By + Az3 Bay+ Ay Byra+ Az Bia+ Az3 Bas+
+A33B33) Az3+2(A33 By + A3y Bas+ Ay Bsy + 43, Byy
+Az3B 2+ A;13B33) Az +2(A1 Bz + A2 By +A22 By,

+ 412825+ A33 B3y + A3y Bya) Ay

A\ B} +Az2 B3+ A33 B33 +2(A23Bys+ A3 Bys+ A3 Bys+ A3 By + 423 By
+ A33B23) By3+2(A33 B3y + A3y Bys+ A11 By + 431 By
+Ay3 B2+ A3 B3) By +2(A,1 Bya+ Ay By + 432 By2
+ A3 B3+ Ay3 By + A3y Bys) Bya;

(A3 + 472+ 43,) (BE 1+ B2+ B3)+2(411 412+ Az3 A1+ A3y A23) (Byy By,

+ B33 Byy+ By Byy)+ (41, + A3, + 435) (B, + B3,
+B33)+2(A11 Az + A 2 Aza+ A3y Asz) (Byy By
+ B2 Bys+ By, Bys)+ (431 + 433+ 435) (B,
+ B33+ B33)+2(As, Aya+ Ara Azs+ Az3 Ass)
X (B31 By2+ Byy Bys+ By3 Bj).
Dans le cas de I'orthotropie, les générateurs obtenus par la méthode indiquée par
ADKINS [5-7] admettent comme expressions dans le repére (v, ¥z, V3):

100 ""0:'““01
000|410 (000
000||+o00; loot]
00 0| 00dy |0 a0/ |00 0[]0 0Bsul|]| o0 Bino
0 0 Ass 000 Az 0 0 0 0 B, 0 0 0| B2 OO0
0 0| |40 0|0 0 0l 0B 0| |Buoollo oo

6 Arch. Mech. Stos. mr 3/77



444 J. P. BOEHLER ET J. RACLIN

0 Apdsi0fo 0 0 || 0 O0dndn|| O BuBuO||0 0 0 0 0 BuBy|
Azzda, 0o o o 0 Agada l o 0 o B33By, ] 0 0 0 B3B3y, 0 0 ] ‘
0 0 0| [0 Azdn 0 | | A12d23 0 0 | 0 0 0 0 By3By, 0 BB 0 0
0 AuBuo0ffo o o 0 0AuBy|| 0 4uBsol 0 0 0 || 0 04uBa,
AxBy, 0 0 0 0 Ay2B3, 0 0 o | i As31Bas 0 0l '0 0 AnBi 0o o 0

0 0 0| |0A4By O ABis0 0 | 0 0 0! |0A4nBiz 0  |A33B20 O

Dans le cas de 'orthotropie de révolution, ces générateurs sont les suivants:
I A  Mi;;A+AM;,, M;;AB+BAM;;

M;;, B Mi;B+BM,;  M,;BA+ABM,,
A> M,;;A2+A°M,;  M,;AB?+B2AM,;,
B> M,;B>+B*M,; M,,;BA2+A?BM,;.
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